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ONSOZ

Eksik siiriilmiis sistemler, miihendislikte kontrol teorisinin karmasik ve zorlu
alanlarindan birini olusturmaktadir. Bu sistemlerin kontrolii ve kararliligi, 6nemli bir
arastirma konusu olarak one ¢ikmaktadir. Bu tez calismasinda, eksik siirtilmiis
sistemlerin kontrolii konusunda mevcut bilgi birikimine katkida bulunmayi ve
gelecekte yapilacak calismalara bir temel olusturmayir amacgladim. Elde edilen
sonugklarin, hem teorik hem de pratik uygulamalara 151k tutacagina inantyorum.
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ozveri icin minnettarim. Tez kurul iiyelerim Dog. Dr. Janset DASDEMIR ve
Prof. Dr. Mehmet Turan SOYLEMEZ'e, calismam boyunca sagladiklar1 degerli
akademik katkilar icin goéniilden tesekkiirlerimi iletiyorum. Ayrica, desteklerinden
dolay1 Prof. Dr. Neslihan Serap SENGOR'e de &zel olarak tesekkiir etmek isterim.
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esim Dr. Fahriye YILDIZ’a en icten tesekkiirlerimi sunuyorum. Ayrica, hayatimin en
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KONTROLLU LAGRANGE YONTEMLERI VE UYGULAMALARI

OZET

Bu tez ¢alismasinda eksik siiriilmiis sistemlerin enerji tabanli kontrol yontemleri olan
Kontrollii Lagrange ve IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment
Passivity-Based Control) yontemleri ele alinmistir. Eksik siiriilmiis sistemler, sistemin
eyleyici sayisinin, serbestlik derecesinden az oldugu, dolayisiyla tiim hareketlerinin
dogrudan kontrol edilemedigi sistemlerdir Bu tiir sistemler, miihendislikte 6zellikle
robotik, havacilik, denizcilik ve otomotiv gibi alanlarda sik¢a karsilagilir. Karmasik
dinamik yapilar1 nedeniyle, bu sistemler kontrolii zor olan sistemler arasinda yer alir.

Tez calismasinda, Oncelikle klasik mekanigin tarihsel gelisimi ve varyasyonel
hesaplama yaklasimi ele alinarak, bu yaklasimlarin Euler-Lagrange ve Hamiltonian
sistemlere uygulanigi incelenmistir. Bu baglamda, varyasyonel hesaplamanin temel
ilkeleri, Euler-Lagrange denklemlerinin tiiretilmesi ve bu denklemlerin mekanik
sistemlerin modellemesinde nasil kullanildigr agiklanmistir. Ayni  zamanda,
Hamiltonian sistemlerin temel prensipleri ve bu sistemlerin kontrolii i¢in kullanilan
enerji tabanli yontemler de ele alinmistir.

Kontrollii Lagrange yontemi, EL sistemlerin kontrolii i¢in kullanilan bir yontem olup,
sistemin enerji fonksiyonunu sekillendirerek kapali ¢evrim sistemin istenen denge
noktasindaki kararliligi saglamay1 hedefler. IDA-PBC yontemi ise, Hamiltonian
sistemlerin kontroliinde kullanilan bir yontem olup, ayni sekilde sistemin enerji
fonksiyonunu sekillendirerek ve soniim ekleyerek kapali ¢evrim sistemin pasifligini
ve dolayisiyla kararlili@in1 saglamayi1 amaclar. Her iki yontemde de, kapali ¢evrim
sistemin kararlilig1 saglanirken, EL ve Hamiltonian sistem olma 6zelligi korunur.

IDA-PBC ve Kontrollii Lagrangian yontemleri, eksik siiriilmiis lineer olmayan
sistemlerin kontrolii i¢in gii¢lii birer ara¢ olsalar da, kontrol kuralinin varlig1 ancak
eslesme kosulu adi verilen bir dizi lineer olmayan ve homojen olmayan PDE’lerin
¢oziilmesiyle miimkiindiir. Bu PDE’lerin her durumda ¢6ziimii bulunmamaktadir, bu
da bahsedilen yontemlerin en zorlayici noktasidir. Bu tez ¢alismasinda ayrilabilir
(seperable) Hamiltonian sistemlerde eslesme kosullarinin goéreceli olarak daha kolay
¢oziilmesi fikrinden yola ¢ikarak gelistirilen Goren-Siimer ve Sengodr (2015)’de
onerilen yontem gelistirilerek Euler Lagrange sistemlere genisletilmistir.

Bu tez ¢alismasinda 6nerilen yontem, eslesme kosullarinin yaklasik ¢6ziimleri, kapali
cevrimli sistemin genellestirilmis atalet matrisinin bir dizi sabit atalet matrisinin radyal
baz fonksiyonlari kullanilarak dogrusal olmayan bir kombinasyonu ile yaklasik olarak
ifade edilmesine dayanmaktadir Esleseme kosullarinin yaklasik ¢6ziimii ile elde edilen
kontrol kurali kullan1ldiginda dahi, kapali cevrim sistemin kararliliginin saglanabildigi
gosterilmistir.

Bu caligmanin son asamasinda, tezde onerilen yontemlerin ¢esitli mekanik sistemler
tizerindeki uygulamalari incelenmistir. Ving sistemi, TORA, top ve cubuk, top ve tabla
sistemi gibi ornekler kullanilarak, onerilen yontemin, literatiirde bulunan 6rnekler
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izerinde uygulamasina yer verilmistir. Bu uygulamalar, onerilen yontemin yaygin
olarak kullanilabilirligini ortaya koymustur.

Sonug olarak, bu doktora tez g¢alismasi, eksik siiriilmiis sistemlerin kontroliinde
kullanilan enerji tabanli yontemler olan IDA-PBC ve Kontrolli Lagrange
yontemlerinin temel zorlugu olan eslesme kosullarinin ¢éziilmesi konusuna bir katki
sunmaktadir. Elde edilen sonuglar, eslesme kosullarinin ¢6ziimlerinin yaklasik olarak
bulundugu durumda dahi, enerji tabanli kontrol yontemlerinin, eksik siiriilmiis
sistemlerin kararliligini saglamada etkili araglar oldugunu gostermektedir. Bu ¢calisma,
ilgili alanda calisacak arastirmacilara bu yontemlerin daha karmasik sistemler icin
nasil gelistirilebilecegi ve uygulanabilecegi konusunda yol gosterici olacaktir.
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CONTROLLED LAGRANGIAN METHODS AND APPLICATIONS

SUMMARY

In control engineering, underactuated systems have gained significant importance due
to their prevalence in various practical applications and the unique challenges they
present. These systems, characterized by having fewer actuators than degrees of
freedom, are commonly encountered in robotics, aerospace, marine, and automotive
industries. The complexity of controlling such systems arises from the need to manage
unactuated degrees of freedom while achieving precise control over the actuated ones.
This complexity is further amplified by the nonlinear dynamics and potential
interactions between different parts of the system. As a result, underactuated systems
serve as a critical testbed for developing advanced control theories and techniques that
can handle real-world constraints and ensure robust, efficient, and safe operation of
engineering systems.

Cranes are a classic example of underactuated systems used in various industries for
lifting and transporting heavy loads. The pendulum-like oscillations of the crane's load
during movement need to be controlled to avoid accidents and ensure precise
positioning. Similarly, VTOL aircraft, such as drones, are another example where the
control inputs are fewer than the degrees of freedom, resulting in complex flight
dynamics that require advanced control strategies to manage vertical takeoff, hovering,
and landing. Mobile robots, which are used in numerous applications from
manufacturing to space exploration, also often operate as underactuated systems,
having to perform tasks like navigation and manipulation with limited actuators. These
robots must adapt to changing environments and perform precise movements, making
their control particularly challenging. Additionally, systems like robotic manipulators
mounted on mobile platforms, two-wheeled balancing robots, and inverted pendulums
such as the Furuta pendulum and the inertia wheel pendulum (IWP) are extensively
studied as benchmarks for testing new control algorithms.

Several control methods have been developed to address the unique challenges of
underactuated systems. Traditional approaches include linear and nonlinear control
techniques, which are designed to stabilize and manage the dynamics of these systems.
For instance, model predictive control (MPC), sliding mode control (SMC), and
feedback linearization have been widely used. Advanced methods such as adaptive
control and intelligent control techniques like fuzzy control and neural networks have
also been explored to handle the uncertainties and dynamic variations within these
systems. Additionally, specific algorithms like differential flatness and backstepping
are applied to ensure trajectory tracking and stabilization. Among these, energy-based
control methods stand out due to their ability to leverage the system's energy properties
to achieve desired control objectives, providing a robust framework for stabilizing and
controlling underactuated systems.

Energy-based control methods are particularly effective for underactuated systems as
they exploit the natural energy properties of the system to achieve stabilization and
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control. These methods include passivity-based control, where the system's passive
properties are used to design stable control laws. Two prominent energy-based control
techniques are the Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control
(IDA-PBC) and the Controlled Lagrangian method. IDA-PBC method shapes the
system's energy to achieve desired dynamic behavior. By modifying the
interconnection and damping structures, IDA-PBC ensures that the closed-loop system
behaves in a stable and desired manner. This approach leverages the natural passivity
properties of the system, making it robust to various uncertainties and disturbances.
Controlled Lagrangian method, on the other hand, involves shaping both the kinetic
and potential energy functions to stabilize underactuated systems. In the Controlled
Lagrangian method, an underactuated Euler-Lagrange system is assumed to possess
symmetry, meaning that the system's Lagrangian is invariant under the action of an
Abelian Lie group. The goal is to find a closed-loop system, also in Euler-Lagrange
form, that stabilizes an equilibrium point while preserving the system's symmetry. This
is achieved by selecting a feedback law that transforms the original control system into
the proposed closed-loop Euler-Lagrange system. The existence conditions for such a
feedback law are known as matching conditions.

One of the primary benefits of the Euler-Lagrange (EL) and Hamiltonian formalisms
Is their independence from the choice of coordinate systems. Unlike the Newtonian
method, which often relies on Cartesian coordinates, the EL formalism utilizes
generalized coordinates that can simplify the problem, especially in systems with
constraints. Similarly, the Hamiltonian approach offers a coordinate-independent
formulation, beneficial in systems with symmetries and conserved quantities. The EL
formalism simplifies the derivation of equations of motion through generalized
coordinates, incorporating constraints directly via Lagrange multipliers. This results
in more manageable equations, particularly in constrained systems. The Hamiltonian
approach further simplifies the problem by transforming second-order differential
equations into first-order ones, making them easier to solve and analyze. Both
formalisms are inherently energy-based. The EL method, through its energy
formulation, facilitates the application of energy methods for stability and control,
such as Lyapunov functions or energy shaping techniques like Controlled Lagrangian.
The Hamiltonian approach explicitly incorporates the system's total energy, making it
ideal for energy-based control methods like IDA-PBC (Interconnection and Damping
Assignment Passivity-Based Control). The EL formalism systematically handles
constraints using generalized coordinates and Lagrange multipliers, providing a clear
framework for incorporating both holonomic and non-holonomic constraints.
Similarly, the Hamiltonian approach effectively incorporates constraints within the
phase space, integrating them into the Hamiltonian function. Both formalisms leverage
the connection between symmetries and conservation laws. The EL method link
system symmetries with conserved quantities, simplifying analysis and control design.
The Hamiltonian formalism naturally respects conservation laws through its structure,
aiding in the determination and exploitation of these properties for control purposes.

Energy-based control methods, such as the Controlled Lagrangian and IDA-PBC, offer
significant advantages in maintaining the intrinsic structures of Euler-Lagrange (EL)
and Hamiltonian systems. These methods preserve the fundamental energy properties
and dynamics of the system, which is crucial for ensuring stability and robust
performance. The Controlled Lagrangian method shapes both the kinetic and potential
energy functions to stabilize underactuated systems while preserving the system'’s
Lagrangian symmetry. This approach leverages the system's inherent structure,
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making it easier to design control laws that achieve the desired equilibrium points
without altering the original dynamics of the system. Similarly, by preserving the
Hamiltonian structure, IDA-PBC facilitates the design of control laws that exploit the
system's natural passivity properties, making the control strategy more robust to
uncertainties and disturbances. Overall, these energy-based methods ensure that the
essential characteristics of EL and Hamiltonian systems are maintained, providing a
systematic and effective framework for controlling complex, underactuated systems.

Specifically, since the late 1990s, studies on the control of underactuated, nonlinear
systems have begun to emerge. The first significant contribution in this field came
from Jerrold E. Marsden's team at Caltech, renowned for their work in mathematical
physics and mechanics, dynamic systems, and control theory. In their seminal work,
Bloch et al. (1997) introduced the Controlled Lagrangian method. Marsden and his
team, as stated in Marsden (1999), focused on Euler-Lagrange (EL) systems based on
variational principles, which can be directly generalized to the concept of general
relativity.

Following the revolutionary papers by Bloch et al. (1997, 1998), which demonstrated
the feasibility of controlling mechanical systems using their symmetry properties,
Hamberg (1999) derived the necessary conditions for matching two Euler-Lagrange
systems, known as matching conditions. Bloch et al. (2000) then systematically
presented the matching conditions and the Controlled Lagrangian method. This
foundational work aimed to stabilize the unactuated variables of the system by
exploiting the symmetry property of mechanical systems. Therefore, in the example of
the cart-pendulum system given in the study, only the stabilization of the pendulum in
the upright position was achieved, while the position of the cart could not be
controlled. Immediately following this study, Bloch et al. (2001) introduced the
potential energy shaping defined as symmetry-breaking and developed a control rule
that stabilizes both the actuated and unactuated variables of the system.

While Jerrold Marsden and his team continued their work on underactuated Euler-
Lagrange (EL) systems, Romeo Ortega, known for his work on passivity and energy-
based control, together with applied mathematics professor Arjan Van der Schaft,
published a significant paper in 1999. The work by Ortega and Van der Schaft (1999)
is a precursor to the studies by Ortega and his team on the stability of underactuated
Hamiltonian systems. Although this study did not provide a specific solution for
underactuated systems, it demonstrated that passivity-based control offers a solution
for port-controlled Hamiltonian systems. The 2000 IFAC Congress held in Princeton,
New Jersey, was particularly intriguing for participants working on nonlinear systems.
At this conference, Ortega and Spong (2000) first introduced the IDA-PBC method for
underactuated Hamiltonian systems. Gomez-Estern et al. (2001) defined the class of
Hamiltonian systems to which the IDA-PBC method could be applied, and shortly
thereafter, Blankenstein et al. (2000) defined the matching conditions used in EL
systems for the IDA-PBC method. Ortega et al. (2002-a, 2002-b) further developed
the IDA-PBC method for controlling a class of underactuated port-controlled
Hamiltonian systems.

IDA-PBC for Hamiltonian systems and Controlled Lagrangian method for Euler-
Lagrange (EL) systems were established in the literature by 2002 as valid methods for
stabilizing closed-loop systems. As Marsden (1999) points out, Hamiltonian
mechanics, which is directly based on the concept of energy and is closer to quantum
mechanics, and Lagrangian mechanics were equivalent in many cases. This
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equivalence should also apply to the IDA-PBC and Controlled Lagrangian methods.
In his PhD thesis, Chang (2002) of the Marsden team showed that the Controlled
Lagrangian method can also be applied to Hamiltonian systems. In the same year,
Chang et al. (2002) showed the equivalence of the Controlled Lagrangian method with
IDA-PBC, emphasizing that the Controlled Lagrangian method is a more general
solution than IDA-PBC. Blankenstein (2006), by applying the IDA-PBC method on
Euler-Lagrange systems, showed that the matching conditions in the Controlled
Lagrangian method are a special case of IDA-PBC and emphasized that IDA-PBC is
a more general solution.

While the equivalence discussions between the two methods continued, efforts to solve
the matching conditions—a set of nonlinear partial differential equations (PDEs)—
also continued. Chang (2006) generalized the A-method, presented by Aucky and
Kapitanski (2003) for solving the matching conditions of a class of EL systems, by
including gyroscopic forces. Similarly, Viola et al. (2007) proposed a method for
solving the matching conditions for a class of Hamiltonian systems using coordinate
transformations. Crasta and Ortega (2015), while introducing a class of Hamiltonian
systems for which the kinetic energy matching condition can be solved using
gyroscopic forces, highlighted the importance of the solvability of the kinetic and
potential energy PDEs for the success of IDA-PBC. Post-2010 studies have largely
focused on solving these PDEs. Similarly, Donaire et al. (2016) demonstrated that
under certain restrictive conditions, ordinary differential equations (ODESs) could be
used instead of PDEs to solve the matching conditions. To address the same problem,
Goren Siimer and Yalgin (2011) tackled the discrete-time counterpart of the problem
and obtained matching conditions in the discrete-time setting to provide a relatively
easy technique for stabilizing the unstable equilibrium points of underactuated
Hamiltonian systems. For the same problem, Sarras et al. (2013) proposed an approach
using the "immersion and invariance" technique to bypass the solution of PDEs for a
class of port-controlled Hamiltonian systems.

In this thesis, a method is proposed for obtaining approximate solutions to the partial
differential equations (PDEs) known as matching conditions. The inspiration for the
proposed method is the fact that the matching conditions for underactuated Euler-
Lagrange (EL) systems with a constant generalized inertia matrix are linear PDEs,
meaning their analytical solutions can be easily found. The main idea of the proposed
method relies on expressing both the controlled and the targeted closed-loop system's
generalized inertia matrices approximately as a nonlinear combination of a set of
constant inertia matrices using radial basis functions. Consequently, the system can be
approximately modeled in terms of a set of linear EL systems, and a common potential
energy function that provides the solution to the matching conditions, now a series of
linear PDEs, can be parametrically constructed for all these systems. As a result, a
potential energy function V,.(q) that approximately satisfies the potential energy
matching condition and the generalized inertia matrix M.(q) of the closed-loop EL
system can be obtained by selecting the parameters of a set of constant matrices and
radial basis functions.

In conclusion, this thesis demonstrates that the stability of energy-based underactuated
nonlinear systems can be ensured by using an approximate solution to the matching
conditions, which is the challenging aspect of the IDA-PBC and Controlled
Lagrangian methods. The method proposed has been applied to various systems in the
literature, showcasing its versatility and effectiveness. Further research could focus on
refining these approximate solutions and extending them to more complex and varied
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underactuated systems, potentially improving the robustness and performance of
control strategies in practical applications.

This PhD research consists of six chapters including the Introduction. In the second
part of the dissertation, variational methods for EL equations and Hamiltonian systems
will be explained and then both IDA-PBC and controlled Lagrangian methods will be
introduced in detail.

In the third part of the thesis, a method that ensures the stability of a class of
underactuated Euler Lagrangian systems and allows to obtain an approximate solution
of the matching conditions will be introduced. An analysis will be made explaining
how the control rule obtained using the approximate solution of the matching
conditions guarantees the stability of the system.

In the fourth part of the thesis, a control method using approximate solutions of the
matching conditions in IDA-PBC which is developed for port-controlled Hamiltonian
systems similar to EL systems will be presented.

The fifth chapter of the thesis includes applications of a set of underactuated EL
systems existing in the literature which are controlled with the method proposed in the
thesis.

The sixth and final chapter presents the conclusions of this thesis and the
recommendations related to the study. It also discusses the conclusions and
comparisons made in the thesis and provides information about future studies.
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1. GIRIS

Modern kontrol teorisi, miihendislik ve uygulamali matematigin pek ¢ok alaninda
onemli bir rol oynamaktadir. Karmasik dinamik sistemlerin analizi ve kontrolii i¢in
enerji tabanli yontemler biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu baglamda, Euler-Lagrange ve
Hamiltonian formalizmeleri, dinamik sistemlerin modellemesinde ve kontroliinde
yaygin olarak kullanilan gii¢lii araglar sunar. Bu iki formalizm, mekanik sistemlerin
yani sira elektrik devreleri, robotik sistemler ve biyolojik sistemler gibi genis bir

yelpazedeki uygulamalarda da temel teskil etmektedir.

Miihendislik sistemlerinin analizinde, genellikle sistemlerin serbestlik derecesine esit
sayida eyleyiciye sahip oldugu varsayimi yapilir. Ancak miihendislik sistemlerinin
bir¢cogu, dogada higbir zorluk yagamadan kanatlari ile ugabilen kuslar, yiizgecleri ve
kuyruklarini kullanarak ustalikla okyanuslari asabilen baliklar ya da 1980’ler ve
oncesinde dogmus olanlarin bilecegi gibi elindeki sopayr dik tutmaya ¢alisan
cocuklarin oyunlart gibi eksik siirilmistiir. Eksik siiriilme (underactuated) terimi
mihendislik sistemlerinde, sistemin sahip oldugu eyleyici sayisinin, sistemin
serbestlik derecesinden az oldugunu anlatmak i¢in kullanilir. Eksik siiriilmiis
miithendislik sistemleri, gemiler, su alt1 araglari, helikopterler, ugaklar, hava gemileri,
hovercraftlar, uydular ve yiirliyen robotlar gibi 6rneklerle karsimiza ¢ikar. Ayrica,
vingler ve uzay araglar1 gibi daha az eyleyici kullanimiyla fayda saglanan sistemlerde
veya eyleyici arizasi durumunda miidahale edilmesi gii¢ olan su alt1 araglar1 ve uydu
tamir robotlart gibi sistemlerde de bu durumu gozlemleriz. Bu sebeplerden dolayz,
eksik siiriilmiis sistemlerin kontrolii, son birka¢ on yildir kontrol miihendisligi

arastirmacilari i¢in cazip bir konu olmustur.

Ozellikle 90’larin ikinci yarisindan itibaren, eksik siiriilmiis, lineer olmayan
sistemlerin kontroliine iliskin caligmalar yapilmaya baslanmistir. Bu alandaki ilk
onemli katki, Caltech’in matematiksel fizik ve mekanik, dinamik sistemler ve kontrol
teorisi alanlarindaki caligmalariyla taninan saygin matematik¢i ve fizikei Jerrold E.
Marsden’in ekibi tarafindan gergeklestirilmistir. Bloch ve dig. (1997) tarafindan

yapilan calismada, Kontrollii Lagrange yontemi (Controlled Lagrangian) tanitilmistir.



Marsden ve ekibi, Marsden (1999)'da belirtildigi gibi, ‘varyasyonel ilkelere dayanan
ve genel gorelilik kavramina dogrudan genellestirilebilen’ Lagrange mekanigi yani

Euler Lagrange (EL) sistemleri tizerinde ¢alismigslardir.

Mekanik sistemlerin simetri 6zelligini kullanarak kontrol edilebilecegini gosteren arka
arkaya yayimlanan Bloch ve dig (1997, 1998) makalelerinin ardindan, Hamberg
(1999) iki Euler Lagrange sisteminin eslesmesi i¢in gerekli kosullar1 yani eslesme
kosullarin1 (matching conditions) tiiretmistir. Bloch ve dig (2000) ise eslesme
kosullarin1 ve kontrollii Lagrange yontemini sistematik bir sekilde sunmuslardir. Bu
onciil ¢alisma, mekanik sistemlerin simetri 6zelligini saglamasindan yararlanarak,
sistemin siiriilmeyen degiskenlerini kararli kilmayr amaglamistir. Bu nedenle
calismada verilen arag-ters sarka¢ drneginde sadece sarkacin dik konumda kararlilig
saglanirken, aracin konumu kontrol edilememistir. Bu ¢aligmanin hemen ardindan,
Bloch ve dig. (2001)’de simetri kirict olarak tanimladiklari potansiyel enerji
bicimlendirmesini sunmuslar ve sistemin siirlilebilen degiskenlerini de kararli hale

getiren bir kontrol kurali gelistirmislerdir.

Jerrold Marsden ve ekibi, eksik siiriilmiis Euler-Lagrange (EL) sistemler iizerine
calismalarin1  siirdiiriirken, pasiflik ve enerji tabanli kontrol konularindaki
caligmalartyla taninan Romeo Ortega, Hamiltonian sistemler iizerinde c¢alisan
uygulamali matematik profesorii Arjan Van der Schaft ile birlikte 1999 yilinda 6nemli
bir makale yayinladilar. Ortega ve Van der Schaft (1999) calismasi, Ortega ve ekibinin
eksik siiriilmiis Hamiltonian sistemlerin kararlilig: ile ilgili ¢alismalarinin onciilii
niteligindedir. Her ne kadar bu calisma eksik siiriilmiis sistemler i¢in 6zel bir ¢oziim
sunmasa da kap1 kontrollii Hamiltonian sistemlerin pasiflige dayali kontrolii i¢in bir
¢Oziim sunmaktadir. 2000 yilinda Princeton, New Jersey’de diizenlenen IFAC
kongresi, 6zellikle lineer olmayan sistemler {izerinde ¢alisan katilimeilar i¢in oldukca
ilgi ¢ekici olmustur. Bu konferansta, Ortega ve Spong (2000) IDA-PBC yontemini
eksik stirtilmiis Hamiltonian sistemler i¢in ilk kez tanittilar. Gomez-Estern ve dig
(2001)’de, IDA-PBC yonteminin uygulanabildigi Hamiltonian sistemlerin sinifini
tanimladilar ve hemen ardindan Blankenstein ve dig (2000) ise EL sistemlerde
kullanilan eslesme kosullarin1 IDA-PBC y6ntemi i¢in de tanimlamistir. Ortega ve dig
(2002-a), Ortega ve dig (2002-b) makaleleri ile IDA-PBC yontemini eksik siiriilmiis

bir sinif kap1 kontrollii Hamiltonian sistemin kontrolii i¢in gelistirmistir.



2002 yilina gelindiginde, Euler-Lagrange (EL) sistemler i¢in Kontrollii Lagrange
yontemi ve Hamiltonian sistemler i¢in IDA-PBC yontemi, kapali ¢evrim sistemleri
kararli kilmak i¢in gegerli yontemler olarak literatiirde yerini almisti. Marsden
(1999)'da belirttigi iizere, ‘enerji kavramina dogrudan dayanan ve kuantum
mekanigine daha yakin olan’ Hamiltonian mekanigi ile Lagrange mekanigi bir¢ok
durumda esdegerdi. Bu esdegerlik, IDA-PBC ve Kontrollii Lagrange yontemleri igin
de gecerli olmaliydi. Marsden ekibinden Chang (2002), doktora tezinde Kontrollii
Lagrange yonteminin Hamiltonian sistemlerde de uygulanabildigini géstermistir. Ayni
yil Chang ve dig (2002)’de, Kontrolli Lagrange yonteminin IDA-PBC ile
esdegerligini gostererek, Kontrollii Lagrange yonteminin IDA-PBC’den daha genel bir
¢ozlim oldugunu vurgulamislardir. Blankenstein (2006)’da ise, IDA-PBC yo6ntemini
Euler-Lagrange sistemler ilizerinde uygulayarak, Kontrollii Lagrange yonteminde
bulunan eslesme kosullarinin IDA-PBC’de bulunan J, matrisinin 6zel bir durumu

oldugunu gostermis ve IDA-PBC’nin daha genel bir ¢6ziim oldugunu vurgulamistir.

Esdegerlik tartismalari iki ekip arasinda devam ederken, her iki yontemin de en
zorlayict boliimii olan eslesme kosullar1 adi verilen bir dizi dogrusal ve homojen
olmayan kismi diferansiyel denklemin (PDE) ¢oziilmesi lizerine yapilan ¢alismalar da
devam etmistir. Chang (2005), Aucky ve Kapitanski (2003) tarafindan sunulan ve bir
simif EL sisteminin eslesme kosullarinin ¢oziimiine kolaylik saglayan A yontemine
jiroskopik kuvvetleri de ekleyerek daha da genellestirmistir. Benzer sekilde, Viola ve
dig (2007)’de, koordinat degisimi yaparak bir sinif Hamiltonian sistemin kontrolii igin
eslesme kosullarinin ¢oziimiinii saglayan bir yontem onermislerdir. Crasta ve Ortega
(2015), jiroskopik kuvvetler kullanarak kinetik enerji eslesme kosulunun ¢oziilebildigi
bir sinif Hamiltonian sistemi tanitirken, ‘IDA-PBC'nin basaris1 biiyiik 6l¢iide kinetik
enerji ve potansiyel enerji PDE'lerinin ¢ozilebilirligine baglidir’ diyerek konunun
O6nemini belirtmislerdir. 2010 sonrasi ¢aligsmalar biiyiik 6l¢iide bu PDE’lerin ¢dziimiine
odaklanmistir. Benzer sekilde, Donaire ve arkadaslar1 (2016), baz1 kisitlayici kosullar
altinda eslesme kosullarini ¢6zmek i¢in PDE'ler yerine adi diferansiyel denklemler
kullanilabilecegini gostermislerdir. Ayni1 soruna bir ¢6ziim getirmek ic¢in, Goéren
Stimer ve Yalgin (2011)’de problemin ayrik zamandaki karsilig1 ele alinmis ve eksik
stirlilmiis Hamiltonian sistemlerin kararsiz denge noktalarini kararli kilma probleminin
¢Ozlimiine nispeten kolay bir teknik saglamak iizere eslesme kosullarinin ayrik zaman

¢oziimlerini kullanmislardir. Ayn1 problem icin Sarras ve dig (2013)'te bir siif kapi



kontrol Hamiltonian sistem i¢in “immersion and invariance” teknigi kullanilarak kismi

diferansiyel denklemlerin ¢éziimiiniin atlandig1 bir yaklagim onerilmistir.

IDA-PBC ve kontrollii Lagrange yontemlerinde eslesme kosullarinin tam ¢éziimii i¢in
farkli yoOntemler gelistirilirken, ayrilabilir (seperable) Hamiltonian sistemlerde
eslesme kosullarinin, diger sistemlere nazaran ¢ok daha kolay c¢oziilebilir olmasi
fikrinden yola c¢ikarak Goren-Siimer ve Sengdr (2015)’de yaklasik bir model
kullanarak eslesme kosullarinin yaklasik ¢oziimlerini elde edilmesine dayanan bir

yontemi eksik stirtilmiis bir sinif Hamiltonian sistem igin 6nermislerdir.

Gerek kontrollii Lagrange gerekse IDA-PBC yontemlerinde yapilan calismalar
incelendiginde acik bir sekilde goriilmektedir ki bu yontemlerin zorlayici bdliimleri
eslesme kosullarinin ¢6ziimiiniin bulunmasindadir. Bu tez ¢alismasinda Goren-Siimer
ve Sengdr (2015)’de Onerilen yontem gelistirilerek Euler Lagrange sistemlere
genisletilmis ve esleseme kosullarin yaklasik ¢oziimii ile elde edilen kontrol kurali
kullanildiginda dahi kapali ¢evrim sistemin kararliliginin hem Euler-Lagrange hem de

Hamiltonian sistemler i¢in saglanabildigi gosterilmistir.

Bu doktora calismasi, Giris bolimii dahil alti boliimden olusmaktadir. Tez
caligmasinin ikinci boliimiinde varyasyonel yontemler ile EL denklenmeleri ve
Hamiltonian sistemler agiklanacak daha sonra hem IDA-PBC hem de kontrollii
Lagrange yontemleri agiklanacaktir. Tez caligmasinin tiglincii boliimiinde bir sinif
eksik siirlilmiis Euler Lagrange sistemin kararliligini saglayan ve eslesme kosullarinin
yaklasik bir ¢ozliimiinii elde etmeyi saglayan bir yontem tanitilacaktir. Eslesme
kosullarinin yaklasik ¢oziimii kullanarak elde edilen kontrol kuralinin sistemin
kararliligimi nasil garanti ettiginin aciklayan bir analizi yapilacaktir. Caligmanin
dordiincii boliimiinde ise EL sistemlere benzer sekilde kapi kontrollii Hamiltonian
sistemler i¢in gelistirilmis IDA-PBC yonteminde olusan eslesme kosullarinin yaklasik
¢Oziimlerini kullanan kontrol yontemi sunulacaktir. Calismanin besinci boliimii ise bu
tez calismasinda gelistirilen yontemin literatiirde tizerinde ¢okga ele alinan eksik
stirtilmiis EL sistemlerin kontroliinde kullanilmasina iliskin 6rnekleri igermektedir. Bu
orneklerde; ving sistemi, TORA, top ve ¢ubuk sistemi, top ve tabla sistemleri iizerinde
tezde Onerilen yontem uygulanmistir. Altinci ve son béliimde ¢alismanin sonuglari ve
Onerilere yer verilmis, tezde yapilan ¢ikarimlar ve karsilagtirmalardan bahsedilmis ve

ilerde yapilmasi onerilen gelecek ¢alismalar konusunda bilgi verilmistir.



2. ONBILGI

2.1 Klasik Mekanik Tarihsel Gelisimi ve Varyasyonel Hesaplama Yaklasimi

Newton, hareket yasalarini formiile ederek dinamigin saglam temellerini attigindan
beri, mekanik bilimi iki ana dala ayrilmistir. Bu dallardan ilki Newton’un hareket
yasalarindan tiiretilen vektorel mekanik olarak adlandirilir. Vektorel mekanigin temel
amaci, herhangi bir parcacik tlizerindeki tim kuvvetleri tanimlamak ve parcacigi
hareket ettiren biitiin kuvvetlerin belirlenmesidir. Dolayisiyla vektorel mekanigin

temel ilgi alan1 kuvvet ve momentlerin analizi ve sentezidir.

Newton mekaniginde bir kuvvetin etkisi, o kuvvet tarafindan iiretilen momentum ile
Olciiliirken, Newton'un ¢agdasi biiyiik filozof ve evrenbilimci Leibniz, bir kuvvetin
dinamik etkisini 6lgmek icin baska bir nicelik olan vis viva'yr (canli kuvvet)

savunmustur.

Leibniz'in vis wviva'sy, bugiin 'kinetik enerji' olarak adlandirdigimiz kavramla
ortiismektedir. Boylece, Leibniz Newton'un 'momentum' kavramini 'kinetik enerji' ile,
'kuvvet' kavramini ise 'kuvvetin isi' ile degistirmistir. Bu 'kuvvetin isi' daha sonra daha
temel bir nicelik olan 'is fonksiyonu' ile anilacaktir. Leibniz, bdylece mekanigin ikinci
temel dali olan 'analitik mekanik'i kurmustur. Analitik mekanik, denge ve hareketin
tiim ¢aligmasini iki temel skaler nicelik olan 'kinetik enerji' ve 'is fonksiyonu' izerine
kurmugstur, Buradaki 'is fonksiyonu' genellikle sistemin potansiyel enerjisi olarak

kullanilmaktadir.

Hareket dogas1 geregi vektorel bir olgu olmasina ragmen, analitik mekanikte hareketi
tanimlamak i¢in iki skaler nicelik yeterlidir. Enerji teoremi, hareket esnasinda, kinetik
ve potansiyel enerjilerin toplaminin degismeden kaldigini sdyler ve hareketi sadece bir
denklem ile ifade etmeye odaklanir. Oysa uzaydaki tek bir parg¢acigin hareketi {i¢
denklem gerektirir. Eger mekanik sistem iki veya daha fazla parcaciktan olusuyorsa,
bu durumunda hareketin tanimlanmasi i¢in daha karisik denklemlere ihtiya¢ duyulur.

Ancak analitik mekanikte sunulan bu iki temel skaler, bir denklem olarak degil de, bir



ilkenin temeli olarak kullanildiginda, en karmasik sistemlerin tiim dinamiklerini bile

ifade etme imkani verir.

Analitik mekanikte bir hareketin nasil tanimlandigini1 anlamak i¢in P; noktasinda bir
parcacigi diisiinelim ve t; anindaki hizin1 bildigimizi varsayalim. Ayrica, belirli bir
siire sonra pargacigin P, noktasinda olacagini da varsayalim. Pargacigin hangi yolu
izleyecegini bilmesek de, par¢acigin her olast hiz ve konumu i¢in kinetik ve potansiyel
enerjileri hesaplanabildigi siirece, bu yolun matematiksel olarak belirlemek de

mumkuindiir.

Euler ve Lagrange, en kii¢iik eylem ilkesini (the exact principle of least action) ilk
kesfedenler olarak oncelikle P; ve P, noktalarini birlestirecek, istege bagli olarak
secilebilen herhangi bir stirekli egri tanimlarlar.

y
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Sekil 2.1 : P; ve P, noktalarini birlestiren olas1 egriler

Parcacigin P; ve P, noktalar1 arasindaki hareketini veren hareket denklemini bulmak
icin pargacigin yol boyunca enerjinin korunumu prensibine uygun olarak hareket
edecegi bilgisi kullanilir. Kinetik ve potansiyel enerjilerin toplami, ¢; zamaninda E
degerine esittir ve yol boyunca sabittir. Bu kisit, par¢acigin herhangi bir ¢ anindaki
hizin1 belirler ve boylece parcacigin hareketi tanimlanir. Boylece enerjinin korunumu

ilkesi parcacigin P, noktasi ile P; noktas1 arasindaki izleyecegi yolunu belirler.

P;’den P,’ye kadar olan tiim hareket boyunca vis-viva’nin integralini hesaplayarak,
parcacigin herhangi bir noktadan ne zaman gecgecegini hesaplayabilmek miimkiindiir.
Bu integral “eylem” (action) olarak adlandirilir. Eylemin degeri P;’den P,’ye kadar

olan olas1 tiim yollar boyunca belli bir degere sahip olacaktir. Bu eylemin degeri her



farkli yol i¢in degisecektir. Matematiksel olarak tiim olas1 yollar denendiginde P;’den
P,’ye eylemin degerinin minimum oldugu bir yol bulunabilir. En kii¢iik eylem ilkesi
de, bu yolun pargacigin dogada takip edecegi gercek yol oldugunu ileri siirer. Tek bir
parcacik icin verilen bu ilke herhangi sayida parcacik ve karmasik mekanik sistemler

icin de genellestirilebilir.

Belirli bir integralin sonucunu en aza indirme problemleri, “varyasyonel calculus” adi
verilen 6zel bir matematik kullanilarak ¢oziiliir. Bu matematik, sonsuz sayidaki olasi
yollar1 dikkate almadan bu problemin ¢oziilmesine imkan tanir. Gergek yoldan sonsuz
kiiglik bir derecede farkli olan keyfi bir gecici yol, 'gercek yolun varyasyonu' olarak
adlandirilir ve varyasyonlar hesabi, boyle sonsuz kii¢iik yollarin varyasyonlar1 hesaba

katilarak, integralin degerindeki degisikliklerini inceler.

Mekanigin vektorel ve varyasyonel teorileri, doga olaylarin1 agiklamada farkli
matematiksel yollar Onerirler. Vektorel Newton teorisi her seyi iki temel kavram
lizerine kurar: 'momentum' ve 'kuvvet'. Bu yaklasimda, hareket ve etkilesimler
vektorlerle ifade edilir. Diger yandan, Euler ve Lagrange tarafindan gelistirilen
varyasyonel teori, her seyi iki skaler deger iizerinden inceler: ‘Kinetik enerji’ ve ‘is
fonksiyonu’ ya da ‘potansiyel enerji’. Varyasyonel yaklagim, mekanik sistemlerin

enerji prensipleri iizerinden analiz edilebilmesini saglar.

Newton'un yaklagimi kuvvetin dogasina bir sinir koymazken, varyasyonel teori,
etkileyen kuvvetlerin bir skaler nicelik olan 'is fonksiyonu'ndan tiiretilebilecegini
varsayar. Is fonksiyonu olmayan siirtiinme gibi kuvvetler, varyasyonel prensiplerle ele

alinamaz; ancak Newton yaklagimi bu tiir kuvvetleri de kapsayabilir.

Bu siirtlinme kuvvetleri genellikle, makroskopik hareket agiklamalarinda goz ardi
edilen molekiiler etkilesimlerden kaynaklanir. Eger bir mekanik sistemin makroskopik
parametreleri mikroskopik parametrelerle tamamlanirsa, is fonksiyonundan

tiiretilmeyen kuvvetlerin ortaya ¢ikmasi daha az olasidir.

Fizik ve miihendislikteki birgok temel problem vektorel mekanik kullanilarak
coziilebilir ve varyasyon yoOntemlerinin uygulanmasini gerektirmez. Ancak
varyasyonel yontemlerin problemin dogasina 6zgiin olarak uygun koordinatlar1 se¢gme
konusunda sahip oldugu 6zgiirliik nedeniyle, karmasik problemlerin ¢éziimiinde iistiin

oldugu agiktir. Vektorel isleme uygun olan problemler esasen, tensér hesabinin ileri



prensipleri tarafindan ydnlendirilmedikge, egrisel koordinatlarda vektorlerin

ayristirilmasinin zahmetli bir islem oldugu bilinir.

Euler, Lagrange tarafindan gelistirilen analitik mekanik, yontem ve bakis acisi
acisindan vektorel mekanige gore onemli Olcilide farklilik gosterir. Newton tarafindan
ifade edilen mekanigin temel yasasi 'kiitle carpir ivme esittir harekete neden olan
kuvvet' oncelikle yalnizca tek bir pargacik igin gegerlidir. Bu yasa, Diinya'daki yer
¢cekimi alaninda bir pargacigin hareketinden ¢ikarilmis ve ardindan giinesin etkisi
altindaki gezegenlerin hareketine uygulanmistir. Her iki problemde de hareket eden
cisim “noktasal kiitle” veya “parcacik” olarak yani kiitle atfedilmis tek bir nokta olarak
diisiiniilebilir. Kiitlenin dinamigi de bu bakis agis1 ile “lizerine belirli bir kuvvet etkili
olan bir parcacik uzayda serbest¢e hareket edebilir” seklinde tanimlanir. Hareketin
herhangi bir zamanda tanimlayabilmek i¢in Newton'un yasasi hareketin diferansiyel

denklemine ve dinamik problem de bu denklemin ¢6ziimiine indirgenir.

Parcacik serbest degilse ancak diger parcaciklarla iliskiliyse, drnegin kati bir cisim
veya bir sivida oldugu gibi, Newton denklemi ancak uygun onlemler alindiginda
uygulanabilir. Parcacigi diger tiim parcaciklardan izole etmek ve c¢evresindeki

parcaciklar tarafindan tizerine uygulanan kuvveti belirlemek gerekir.

Etkilesim kuvvetlerinin bilinmeyen dogas1 ek dnermeler getirmeyi gerekli kilar ve
Newton, liglincli hareket yasasi olarak belirtilen “etki esittir tepki” ilkesinin tiim
dinamik sorunlarin iistesinden gelecegini diisiinmiistiir. Elbette isin asli boyle degildir
ve rijit bir cismin dinamiklerinde dahi, cismin i¢ kuvvetlerinin merkezi kuvvetler
tiirlinden oldugunu ileri siiren ek hipotezlerin olusturulmasi gerekmektedir. Daha

karmasik durumlarda Newton yaklasimi soruna tek bir yanit verememektedir.

Hareket probleminin analitik yaklagimi ise tamamen farklidir. Pargacik artik izole bir
birim degil, bir 'sistemin' parcasidir. 'Mekanik sistem', birbirleriyle etkilesimde
bulunan pargaciklarin bir araya gelmesini ifade eder. Tek parcacik 6nemli degildir;
onemli olan sistem biitiiniidiir. Ornegin, gezegenler problemi sz konusu oldugunda,
belirli bir gezegenin hareketiyle ilgilenilebilir. Ancak, problem bu kisitli formda
coziilemez. O gezegene etki eden kuvvetin kaynagi esas olarak giineste olsa da, daha
kiiciik ol¢iide diger gezegenlerde de bulunur ve sistemin diger liyelerinin hareketini
bilmeksizin verilemez. Bu yiizden tiim sistemin dinamik problemi, parcalara

ayirmadan ele almak mantiklidir.



Dinamik denklemler vektdrel olarak ele alindiginda her pargacik i¢in parcaciga etkiyen
kuvvetler bagimsiz olarak belirlenmelidir. Ancak analitik yontemde, hareket halindeki
parcaciklarin konumlarina bagli tek bir fonksiyonu bilmek yeterlidir; bu 'is fonksiyonu'
sistemin pargaciklari lizerinde etki eden tiim kuvvetleri dolayli olarak igerir. Pargaciga

ya da pargaciklara etki eden kuvvetler bu is fonksiyonundan tiirev alarak elde
edilebilir.

Karmasik bir mekanik sistem hareketinin denklemleri, ¢ok sayida (hatta bazen sonsuz
sayida) diferansiyel denklemler toplulugu olusturur. Analitik mekanigin varyasyonel
prensipleri, tiim bu denklemlerin kaynagini inceler. Temel bir nicelik olan “eylem”
tanimlandiginda, bu eylemin sabit olmasi prensibi, tiim diferansiyel denklem setlerinin
elde edilebilmesini saglar. Ayrica, analitik yolla elde edilen dinamik denklemler

herhangi 6zel bir koordinat sisteminden bagimsizdir.

Ozet olarak vektdrel ve analitik mekanigin farklilik gosterdigi dort ana goriis agist

sunlardir:

1. Vektorel mekanik, parcacigr ayri ele alir ve onu bireysel olarak inceler. Analitik

mekanik ise tiim sistemi bir biitlin olarak degerlendirir.

2. Vektorel mekanikte, her hareket eden parcacik i¢in ayri bir etki kuvveti belirlenir.
Analitik mekanikte ise tek bir fonksiyon 6nemlidir: is fonksiyonu (veya potansiyel

enerji). Bu fonksiyon, kuvvetlerle ilgili tiim gerekli bilgileri igerir.

3. Giicli kuvvetlerin bir sistemin koordinatlari arasinda belirli bir iligkiyi stirdiirdiigii
durumlarda, vektorel islem bu iliskiyi korumak icin gerekli kuvvetleri dikkate
almalidir. Analitik yontem, bu verilen iliskiyi, onu koruyan kuvvetleri bilmeye gerek

kalmadan kabul eder.

4. Analitik yontemde, hareketin tiim denklem seti, tiim bu denklemleri kapsayan tek
bir birlesik prensipten tiiretilir. Bu prensip, “eylem” olarak adlandirilan belirli bir
niceligin en aza indirilmesi seklindedir. Bu prensip herhangi 6zel bir referans sistemine
bagli olmadigindan, analitik mekanigin denklemleri her koordinat seti i¢in gegerlidir.
Kullanilan koordinatlarin her probleme 06zel olarak ayarlanmasina imkan tanir

(Lanchoz, 1986).



2.2 Euler Lagrange Sistemler

Geleneksel Newton mekanigi, kuvvet, momentum ve ivme gibi vektorel biiytikliikler
tizerinden hareketin anlasilmasini saglar ve bu hareketleri ikinci dereceden
diferansiyel denklemler ile ifade eder. Alternatif olarak, klasik mekanigin integral
varyasyonel yaklasimu, bir sistemdeki integral biiyiikliigiin minimizasyonunu esas alir.
Bu yontem, klasik mekanigin diferansiyel yaklagiminin gelistirilmesiyle es zamanl
olarak ortaya ¢ikmis ve tarihsel olarak Gottfried Wilhelm Leibniz tarafindan

tanitilmustir.

18. yiizyilda, Leibniz'in 6g8rencisi Bernoulli, varyasyonel hesap yoOntemlerini
gelistirerek, iki nokta arasindaki en kisa gegis siiresini saglayan yoriingenin
belirlenmesi yani Brakistokron (Brachistochrone) problemi gibi énemli problemleri
¢cOzmiistlir. Ayrica, Fermat'in 151k yansimalarini aciklayan optik ilkesi de bu integral
yaklasimin bir uygulamasidir ve Snell yasasini (15181n bir ortamdan baska bir ortama
gecerken kirillma agisinin, ortamlarin kirilma indisleri ile orantili oldugunu belirten
optik bir yasa) tiretmek i¢in kullanilmistir. Bernoulli ayrica sanal is ilkesini
tanimlayarak ve d'Alembert bu ilkeyi dinamik sistemlere uygulayarak statik ve
dinamik sistemlerin anlasilmasina katkida bulunmuslardir. Bernoulli'nin &grencisi
olan Euler ise varyasyonlar hesabini matematiksel olarak daha da gelistirerek,
Lagrange'm, klasik mekanige Lagrangian varyasyonel yaklasimi olarak gecen

yontemin de tamamlamasina zemin hazirlamistir.

Euler-Lagrangian yaklasimina gore fiziksel evrende her olgu, uzay ve zaman boyunca,
bir fonksiyonu en kiiciik (minimum) veya en bliylk (maksimum) degerlerini
belirlemek tizere yani ekstremum prensiplerine dayanan yollart izler. Bu yaklagimda,
Lagrangian fonksiyonu kinetik enerji ile potansiyel enerji arasindaki fark olarak

tanimlanir:

L=T-U (2.1)

Burada T kinetik enerji ve U potansiyel enerjidir. Hamilton'un ilkesine gore, bir

sistemin hareketi, Lagrangian'in zaman integralini minimize eden bir ydriinge izler.
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S= f Ldt 2.2)
t

1

Burada S eylem integrali olarak tanmimlanir ve varyasyonlar hesabi, bu integrali
minimize eden yolu bulmak icin matematiksel araclari saglar. Bu integralin

varyasyonel yontemlerle bulunan ¢6ziimii bize Euler-Lagrange denklemlerini verir:

aa_qi_a_qi: 0 (2.3)

Burada g genellestirilmis koordinatlardir. Lagrangian ve Hamiltonian yaklagimlari,
birbiriyle etkilesim halinde olan ¢ok sayida pargaciktan olusan ¢ok cisimli sistemlerde
(many-body systems) Newton mekaniginin karsilastigi, kuvvetler lizerine uygulanan
kisitlari, enerji kavramlarinin iginde ele alarak asarlar. Lagrange mekanigi,
genellestirilmis koordinatlar kullanarak, kisitli hareketler i¢in hareket denklemlerinin
tiiretilmesini  basitlestirirken, Hamilton ilkesi ve Euler-Lagrange denklemleri,

hareketin daha genel yasalarin1 formiile etmek i¢in kullanilir.

Bu son derece zarif ve deneylerle teyit edilmis yaklasim, Newton’un yaklagimina kars1
son derece giiclii alternatif bir yaklagim olmakla kalmayip, Hamilton'un varyasyonel
ilkesinin Newton'un Hareket Yasalarindan bile daha temel oldugu kabul edilmektedir.
Ayn1 zamanda, klasik mekanigin yani sira gorelilik teorisi, istatistiksel mekanik ve

kuantum fizigine de uygulanabilir (Cline, 2018).

Bu boliimde tez galigmasinin temellerinin dayandigi Euler-Lagrange sistemlerin elde
edilmesi i¢in gerekli temel varyasyonel yoOntemlerin kisa bir Ozeti verilecek,
D’Lambert ve Hamilton ilkeleri ve genellestirilmis koordinatlar Brizard (2007) temel

alinarak agiklanacaktir.

2.2.1 Varyasyonel Kalkiiliis

Fizikte kuantum alan ve siiper sicim teorilerinden genel gorelilige, akigkanlar
dinamiginden plazma fizigine ve yogun madde teorisine kadar birgok eylemin
denklemleri varyasyonel ilkelerden tiiretilir. Bu bdoliimiin amaci, Euler-Lagrange
denklemlerinin de elde edilmesi i¢in kullanilan Varyasyonel Kalkiiliis yontemlerini

kisaca Ozetlemektir.
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2.2.1.1 Minimizasyon Problemi

Oklid uzayinda iki nokta arasindaki en kisa mesafenin, iki noktay birlestiren bir dogru
parcasi ile hesaplanmaktadir. Matematik ve fizikteki belirli integralleri minimize etme
problemini incelemeye bu herkesge bilinen gercegi kullanarak ¢oziilecektir. Bunun
i¢in , yo(x) = mx dogrusunun (x, y)-diizleminde (0,0) ve (1, m) noktalar1 arasinda

en kisa yolu verdigini agsagidaki bicimde gosterilebilir.

[lk olarak, uzunluk integralini ele alalim:

1
Lly] = f 1+ Oy, (2.4)
0

Buraday’ = y'(x) ve L[y] gosterimi, (2.4) integralinin degerinin y(x) fonksiyonunun
se¢imine bagli oldugunu belirtmek igin kullanilmaktadir (L[y] bu nedenle y'nin bir
fonksiyonu olarak adlandirilir). Ayrica y(x) fonksiyonunun y(0) = 0 ve y(1) =m

siir kosullarini saglamaktadir. Artik, asagida verilen fonksiyonu kullanarak

y(x;€) = yo(x) + eby(x), (2.5)

Yo(x) = mx ve 8y(x) varyasyon fonksiyonunun 6nceden belirlenen §y(0) = 0 =
8y (1) sinir kosullarini saglamasi gerektiginden, degistirilmis uzunluk integralini €'nin

ve §y'nin bir fonksiyonu olarak tanimlanabilir:

L]y, + €dy] = j J1+ (m+ eSy")2dx (2.6)
0

Artik, yo(x) = mx fonksiyonunun asagidaki tiirevleri hesaplayarak (2.4) integralini

minimize ettigini gosterebiliriz:

(iL[y + e5y]) = LJI dy'dx
de 7° e=o Vi+m?l, (2.7)
= ——=[6y(1) = 6y(0)] = 0,

V1 + m?

ve
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t(6y)?

d2
(@LD’O + 65)’])

e=0

Bu durum, sabit bir m i¢in ve y(x)'in §y(0) = 0 = §y(1) kosullarin1 saglayan tiim
dy(x) varyasyonlar1 igin gegerlidir. Dolayisiyla, y(x) = mx'in (1.1) uzunluk
integralini minimum yaptiint gostermis oluruz, ¢iinkii birinci tiirev (€'ye gore) € =
0'da yok olurken, ikinci tiirevi de pozitiftir. Bununla birlikte, gercek minimuma
indirgeme fonksiyonu y,(x) = mx hakkindaki bilgimiz olmasaydi, y,(x) adinda bir
deneme fonksiyonu segmemiz ve integral siirlarinda sifirlanan tiim varyasyonlari

Sy (x) test etmemiz gerekecekti.

Bu minimizasyon probleminin tistesinden gelmenin bir bagka yolu da, aslinda y(x)'i
¢ozmeden, tim Sy(x) varyasyonlar1 igin uzunluk integralini (2.4) minimize eden
yo(x) fonksiyonunu karakterize etmenin bir yolunu bulmaktir. Ornegin, bir y(x)
dogrusunun Karakteristik ozelligi, ikinci tiirevinin x'in tiim degerleri i¢in yok
olmasidir. Bu Béliimde tanitilacak olan Varyasyonlar Hesab1 yontemleri, bir integrali
minimize etme problemini y(x) i¢in bir adi diferansiyel denklemin ¢dziimiinii bulma
problemine doniistiirmek i¢in matematiksel bir prosediir sunmaktadir. Varyasyonlar
Hesabi'nin matematiksel temelleri Joseph-Louis Lagrange ve Leonhard Euler
tarafindan gelistirilmis ve belirli integralleri minimize (veya maksimize) eden egrileri

bulmak i¢in matematiksel bir yontem gelistirmislerdir.

2.2.1.2 Euler’in birinci denklemi

Varyasyonlar Hesab1 yontemleri, asagida belirtilen formda bir integrali minimize etme
problemini, integrandin tiirevleri cinsinden ifade edilen y(x) igin bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimiine doniisttiriir. Burada integrand F(y,y’; x), y(x) ve onun birinci
tirevi y'(x) ile diizgiin bir fonksiyon (smooth function) olarak kabul edilir ve x'e

bagimli olabilir.

b
Fly] = f F(,y'; x)dx (2.9)

a
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(2.9) integralinin minimize edilmesi problemi, herhangi bir (diizgin) f(x)
fonksiyonunun minimum degerinin (yani x, degerinin) bulunmasi problemine benzer

sekilde ele almabilir.

N g L _1(d B
f (xo)—lel_f}gg(f(xo+e)_f(xo))=ﬁ Ef(xo‘FEh) =0
€=0 (2.10)

Burada h keyfi bir sabittir. Oncelikle, asagidaki gibi birinci dereceden bir SF[y; 8y]

fonksiyonunu tanimlayalim:

d
8F[y; 6yl = (ET [y + 653/])

d b
= l— (f F(y + €6y, y' + eéy',x)dx)] ,
de\J,

e=0

e=0

(2.11)

Burada §y(x), y(x) yériingesinin y(a) = 0 = §y(b) kosullarin1 saglayan herhangi
bir diizgiin varyasyonudur (smooth variation).

Y

yo)F-----mmm o

y(x) + €6y(x)

y(@)r--1

Sekil 2.2 : Sanal yer degistirme

Diizgiin varyasyonu olmasi sebebi ile yoriingenin baslangi¢ ve bitis noktalar1 sabit
kalmalidir (Sekil 2.2). Fonksiyonel varyasyon (2.11)’de F(y,y’,x)'in y ve y'ye gore

kismi tiirevlerini igeren e-tiirevlerini gerceklestirerek sunu bulabiliriz:

OF _ syi02F
ay) Y ey

b
6Fy; 6yl =f [6y(x) dx, (2.12)
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Ikinci terimin pargalarla integrali alindiginda

ortyon = [ o [55- £05)]o

rlon(55), - o (55) |

b

(2.13)

Burada, 6y(x) varyasyonu integral sinirlarinda sifir olacagindan (6y, = 0 = &y,),

Syp Ve 6y,'y1iceren son terimler acikea sifir olacaktir ve boylece su sonug elde edilir:

rlyion = [ oy[S (50| ax = [ oS ax 214)

Burada 6F/8y, F[y]'nin y fonksiyonuna goére fonksiyonel tiirevi (functional
derivative) olarak adlandirilir. Tiim &y varyasyonlari igin §F[y; 8y] = 0 seklindeki

duraganlik kosulu Euler'in Birinci denklemini verir:

d (OF ., 0°F , 0%F 0°F oF

dx \oy' ay' dy’ dydy' o0xdy' dy

y(x) i¢in ikinci dereceden bir adi diferansiyel denklemi temsil etmektedir.
Varyasyonlar Hesabina gore, y(a) = y, ve y(b) = y, smir kosullarin1 saglayan bu
adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii y(x), denklem (2.9) sonucunu minimize etme
probleminin ¢dziimiinii verir. Son olarak, Lagrange'in varyasyon operatorii §'nin, tiirev
operatorii d'ye benzer olmakla birlikte, integral operatoriiyle, yani herhangi bir diizgiin

P fonksiyonu igin degismektedir:

b b
6J P(y(x))dx=j P'(y(x))8y(x)dx, (2.16)

a

2.2.1.3 Integral’in Uc¢ degerleri

Euler’in Birinci Denklemi (2.15), §F[y; dy] = 0 kosulundan (duragan durum)
tiretilir, ancak bu, Euler yolu (Euler Path) y(x)'in, gergekte integral (2.9)'u minimize

ettigi anlamina gelmeyebilir. y(x) yoriingesinin Denklem (2.9)'u minimize edip
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etmedigini  arastirmak i¢in, ikinci mertebeden fonksiyonel varyasyonu

degerlendirmelidir:

2

d
5%F[y; 6y] = <@ﬂ-‘[y + eéy]) (2.17)
€=0

Denklem (2.14)1n tiiretilmesindeki benzer adimlar izlenerek, ikinci dereceden

varyasyon su sekilde ifade edilir,

0°F d ( 0°F

+ (6y')? o°F d (2.18)
oy? dx\dyoy’ y x '

b
52Fy; 5y] = f {5 :

[y; 6¥] Y FICOE
Integralin minimum olmas1 i¢in F = 0 gerek kosul olup, yeter kosul §2F > 0'dir
(Sekil 2.3) ve dolayisiyla, tiim diizgiin §y(x) varyasyonlar1 igin integralin minimum

olmasi i¢in yeter kosul su sekilde bulunur

0°F d ( 0°F ) 0°F

—— >0 —=>
dy dy’ (9y')?

2.19
dy? dx 0 (2.19)

Yeterince kiiciik bir (a, b) aralifinda, (§y')? terimi olagan olarak (§y)? terimine gore

daha baskin olacaktir ve yeter kosul 0%F /(dy')? > 0 olur.
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— =0, ——>0
ay' (9y')?
OF _ / 9%F -0
ay' 7 (0y")?
oF . 9%F belivsi
=—— =0, ——<:belirsiz
ay’ (9y")?
oF . 9%F boliri
-— =0, ——:belirsiz
ay’ (9y")?

Sekil 2.3 : Kuadratik bir fonksiyonun 0%2F /(dy')? degerine gore degisimi
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Varyasyonel problemler belirli integrallerin minimum veya maksimumlarini bulmay1
icermektedir. Varyasyonlar Hesab1 yontemleri, F|[y] integralinin duragan oldugu
6F[yol = 0 ¢oziimleri yy(x) bulmamizi saglar. Bu yontem, ikinci dereceden
varyasyonun pozitif belirli (minimuma karsilik gelen), negatif belirli (maksimuma
karsilik gelen) veya belirsiz isaretli (yani, (§y)?ve (§y')? terimlerinin katsayilarinin

z1t isaretli oldugu durum) olup olmadigini belirtmez.

2.2.1.4 Jacobi Denklemi

Carl Gustav Jacobi (1804-1851), Euler'in Birinci Denklemi'ni ¢6zen iki ekstremal egri
arasindaki sapmayi1 tanmimlayan faydali bir diferansiyel denklem tiiretmistir. Bu
denklem, belirli bir F(x,y,y") fonksiyonu i¢in Euler'in Birinci Denklemi (2.15)’in
Taylor serisi a¢ilimi1 yapilarak elde edilir ve sadece uu terimlerinin dogrusal olanlari
tutulur. Bu yontemle elde edilen lineer adi diferansiyel denklem, ekstremal egriler

arasindaki sapmay1 tanimlar.

Jacobi denklemi su sekilde tanimlanmustir:

d (0°F du\ [0°F d [ 9*F 2.20)
dx \ (dy')? dx - oy? dx\dyoy')| '

Bu denklem, Euler'in Birinci Denklemi'nin ¢dziimlerinin kararliligini analiz etmeye

yardimer olur. Ornegin olarak a, 8 € R oldugu durumda, Jacobi denklemi a?u’’ =
f?u olarak yazilabilir ki bu durumda bu denklemin ¢dziimii u(x) = ae?* + be™"*
olacaktir. Benzer sekilde Jacobi denkleminin a?u’ = —B?u olmasi durumunda

¢oziim u(x) = a cos(yx) + b sin(yx) olarak bulunacaktir.

2.2.1.5 Euler’in ikinci denklemi

Euler'in Tkinci Denklemi, birinci denklemden tiiretilen ve belirli kosullar altinda daha
basit ¢dziimler saglayan bir denklemdir. Ozellikle, FF'nin xx'e bagimli olmadig
durumlarda kullanilir. Euler'in birinci denklemi (2.9)'daki F (y, y') integrandinin x 'ten

bagimsiz oldugu durumlarda kullanighdir ve su sekilde ifade edilir:

oF
F(y,y") - y'a—y,(y,y’) =a (2.21)
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Burada, (2.15)'teki ikinci mertebe tirev y"(x)'i birinci mertebeden tiirev y'(x)’e

indirgenmistir ve ¢oziimii kolaylastirir.

2.2.2 Lagrangian Mekanigi

Bu Boliimde, pargacik dinamiginin agiklanabilmesi i¢in kullanilacak dort ilkeyi ele

alarak nihayetinde Euler-lagrange denklemleri verilecektir.

2.2.2.1 En az eylem ilkesi

En az eylem ilkesi; mekanik sistemler icin hareket denkleminin olusturulmasinda
“eylem” e varyasyon ilkesinin uygulanmasi olarak tanimlanabilir. En az” kavrami; bir
denklemin ¢6zlimiinde, iki nokta arasindaki olasi yollardan, degisimin en az oldugu

yolu bulma amaciyla ortaya konulmustur

En az eylem ilkesi; matematik ve modern fizik alaninda 6nemli bir yere sahipken
gorelilik teorisi, kuantum mekanigi ile kuantum alan teorisi gibi genel alanlarda da yer

verilmistir.

Maupertuis prensibi ve Hamilton prensibi de daha genel olan en az eylem ilkesinin
birer alt 6rnekleridir. Pierre Louis Maupertuis dogay1 gozlemlediginde, bitkilerin
biiyiirken ve hayvanlarin hareket ederken en az eyleme ihtiya¢ duydugunu fark ederek
en az eylem ilkesini ortaya koymustur. Maupertuis'in ilkesine gore, bir pargacik en

kiiclik eylem yolunu izler, yani hareketin toplam eylemi minimum olur.

Euler ise 1744'te, Maupertuis'in En Az Eylem Ilkesi'ni ispatlayarak bu ilkenin bir
parcacigin  diizlemdeki hareketini tanimlamak icin nasil kullanilabilecegini
gostermistir. Euler, bu ilkenin ispat1 i¢in Frenet-Serret egrilik formiiliinii kullanarak
bir pargacigin yoriingesinde meydana gelen degisiklikleri agiklamistir. Boylece, Euler,
parcacik hareketinin daha genis bir anlamda anlagilmasini saglamistir ve eylem

ilkesinin fizik ve mekanik yasalarla nasil iliskili oldugunu gostermistir.

Hamilton’un 1834 ve 1835 yillarinda yayimladigi ¢alismalarinda “en az eylem”
ilkesini bilimsel bir zemine oturmustur. Hamilton ilkesi su sekilde tanimlanabilir
"Belirli bir zaman araliginda belirli iki nokta arasinda hareket eden bir dinamik sistem
bu iki nokta arasinda kinetik ve potansiyel enerji farkinin zaman integralinin minimum

olacag1 yolu izler”
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Jacobi 19.yy ortalarinda, Fermat'nin “En Kii¢iik Zaman Ilkesi” ile Maupertuis'in “En
Az Eylem Ilkesi” arasindaki baglantiyr vurgulamistir. Jacobi'nin §S = 0 olan En Az
Eylem ilkesi'nde, eylem integrali bir parcacigin hareketi boyunca enerji ve momentum

gibi fiziksel niceliklerle iliskilendirmistir.

2.2.2.2 Sanal is ilkesi

Bu bolimde hareket denklemlerini genellestirilmis koordinatlara bagli olarak
tiiretildigi Hamilton Ilkesi olarak bilinen nihai varyasyonel ilkeye gotiiren sanal is

ilkesi ve D’ Alambert ilkesine deginecegiz.

Newton mekaniginde kuvvet, is yapabilme yetenegine sahip olup olmamasina gore iki
gruba ayrilir. Tlk grup olan sonsuz kiigiik is yapma kabiliyetine sahip olan ve dx sonsuz
kiiciik yer degistirme boyunca dW = F,, dx ile hesaplanan aktif F,, kuvveti girer. Aktif
kuvvetler sinifini, konservatif (6rnegin yergekimi) ve konservatif olmayan (6rnegin
siirtiinme) kuvvetler olusturur. Ikinci sinif olan is yapamayan kuvvetleri, normal ve
gerilim kuvvetleri gibi kisitlar igeren pasif kuvvetler (F, olarak belirtilir) olusturur.
Bu kuvvetler sistem iizerindeki kisitlamalardan kaynaklanir ve "kisit kuvvetleri”
olarak adlandirilir. Pasif bir kuvvet tarafindan gergeklestirilen sonsuz kiiciik is 0'dur.
Ornegin, bir kiitlenin diiz bir yiizey iizerinde kaymas1 durumunda normal kuvvet,
kiitlenin yiizeye dik olan bilesenine karsilik gelir ve bu kuvvet is yapmaz ¢iinkii
kiitlenin yiizeye dik dogrultuda herhangi bir yer degistirmesi yoktur. Benzer sekilde,
bir ipin gerilmesiyle olusan gerginlik kuvveti de ip boyunca hareket olmadig siirece
is yapmaz. Bu durumda, dx yer degistirmesi pasif kuvvetin yoniine dik oldugundan,

skaler ¢arpim sifir olur, yani Fodx = 0 olacaktir.

Sanal is ilkesi, kokeni Aristo'nun kaldiraglarin dengesi ilizerine yaptigi ¢alismaya kadar
uzanan, fizikteki en eski ilkelerden biridir. 1717 yilinda Jean Bernoulli tarafindan
bugiinkii nihai tanimi yapilmigtir. N parcaciktan olusan bir sistemin, fiziksel

kisitlamalari karsilayan tiim sanal yer degistirmeler (6x2, ..., 5x") i¢in sanal is
SW = 2 F,-6xi=0 2.22)

olmasi durumunda sistemin dengede oldugunu belirtir.
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Jean Le Rond d'Alembert 1742 yilinda sanal is ilkesi (2.22)’a sistemi ivmelendiren

kuvvetleri (—m;%") de dahil ederek genellestirmistir:

a d?x! .
Z (Fi —m, W) L 6xi =0 2.23)

D’Alambert ilkesi (2.23) ile birlikte bir sisteme etki eden tiim etkin kuvvetler
tarafindan yapilan isin, tim ivmelendirme kuvvetleri tarafindan yapilan ise cebirsel

olarak esit oldugu goriilmektedir.

Bununla birlikte, d'Alembert ilkesinin en 6nemli uygulamasi, onu asagidaki gibi
formiile eden Lagrange'dan gelmistir. Ornegin asagidaki sonsuz kiigiik-is denklemini

ele alalim

0=(Fom®X). ox=ow d( dx5)+ dx Lo 2.24
= mo X = AT X|+m (2.24)

Burada F, m kiitleli bir par¢aciga uygulanan aktif bir kuvveti géstermek {izere sanal

yer degistirme 6X boyunca hesaplanan sanal is §W = F - §x olacaktir.

Burada x(qy, ..., qx) bir konum vektoriidiir ve qy, ..., g, genellestirilmis koordinatlar
temsil eder. Bu koordinatlar, sistemin yapisal 6zelliklerine bagli olarak tanimlanir ve
sistemin bagimsiz hareket derecelerini ifade eder. Bu konum vektdrii ayrica zaman
zamana baglidir, bu da (2.24)’nin dinamik (zamana bagli) bir sistem oldugunu

gosterir. Boylece su sonuglari elde ederiz:

zk: a_x . (2.25)

ve

dt Z 5.4 (2.26)
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Ardindan, kinetik enerji K = mv?/2 olarak tanimlansin:

SK = ax dSX—ZS 0K
BT TERA L

Lagrange tarafindan tanitilan sanal varyasyon operatorii &, bir mekanik sistemdeki
degisimleri veya varyasyonlar1 temsil eder. Sanal varyasyon operatoriiniin zaman
tirevi operatorii d/dt ile yer degistirebilirdir (commutes). Bu, sanal degisimlerin
zamanla ilgili herhangi bir bagimsizligin1 ve mekanik sistem analizindeki esnek
kullaniminm1 gosterir. Yani, sanal varyasyonu once uygulayip sonra zaman tiirevini
almak ya da 6dnce zaman tiirevini alip sonra sanal varyasyonu uygulamak ayni sonucu
verecektir. Bu durumda Genellestirilmis kuvvet Q, SW = ¥ Q'8q; olacak sekilde

asagidaki sekilde tanimlanabilir:

I 2.27)
= e |

Ayrica asagidaki 6zdesligi de kullanalim,

aq;

d*x 0x d( OX)_ v Gclit<6X) (2.28)

Mz ag - ar\™ o

Burada, genellestirilmis kuvvet terimi olan esitligin solundaki ifade, genellestirilmis
koordinat q; yoniindeki net kuvveti ifade eder. Bu ifade, momentumun zaman tiirevi

ve hizin g;'ye gore tiirevinin ¢arpimi olarak ¢arpim kurali kullanilarak yazilabilir.

Ek olarak,

dt

d (0x 9’x  0%x ov

(a_qi) =otaq,  Uaqaq, - aq; (2.29)
tanimlanabilir. Burada, konum vektoriinlin gq;'ye gore kismi tiirevinin zaman tiirevi,
X’in zamana ve q;'ye gore ikinci dereceden kismi tiirevleri ve gq; (genellestirilmis
hizlar) tizerinden hesaplanan terimleri igerir. Bu ifade, hiz vektoriiniin g;’ye gore
tiirevine esittir ve hareketin nasil genellestirilmis koordinatlara bagli olarak degistigini

gosterir.

Son olarak,
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ov B 0x (2.30)
dq; 0dq; '

iligkisi, hiz vektoriiniin g; (genellestirilmis hizlar) {izerinden nasil degistigini ifade
eder ve bu tiirev, konum vektoriiniin g;’ye gore tiirevine esittir. Bu, genellestirilmis

hizlarin, konum vektdriindeki degisimleri nasil etkiledigini gosterir.

Bu denklemler, Lagrange mekaniginde hareket denklemlerinin tiiretilmesi ve analizi
icin temel araglardir. Sistemlerin hareketini anlamak ve analiz etmek icin

genellestirilmis koordinatlar ve bunlarin tiirevleri arasindaki iligkileri kullanir.

D'Alembert Prensibi (2.24) verilen dontigiimler uygulandiginda genellestirilmis

koordinatlar (qy, ..., qi) cinsinden su sekilde ifade edilir

0= sal (L) -2 o]

Bu bagint1 herhangi bir §q;(i = 1, ..., k) varyasyonu i¢in gegerli olmasi gerektiginden,

Lagrange denklemini su sekilde diizenleyebiliriz:

d(@K) aK_ ; 230
dt \ag; aqi_Q (2.32)

Burada, genellestirilmis Q° kuvvetinin herhangi bir aktif F kuvveti ile iliskilidir.
Dolayisiyla, tek bir potansiyel enerji U'dan tiiretilebilen konservatif bir aktif kuvvet
icin (yani, F = —VU ), genellestirilmis kuvvetin i*" bileseni Q' = — dU/dq,'dir ve
Lagrange denklemi (2.32) asagidaki sekilde diizenlenebilir

d (90K\ 0K U

(=) -—=-— 2.33
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2.2.2.3 Hamilton ilkesi

D'Alembert Ilkesi'ne dayanan (2.24), asagidaki sekilde ifade edilebilir:

d dx
— (. 2.34
8K + oW = = (m = 5x) (2:34)
Tek bir potansiyel enerji U'dan (yani, F = —VU) tiiretilebilen konservatif bir aktif
kuvvet i¢in, sanal is W = —&U 'dur, boylece (2.34)'nin zamana gore integrali

Hamilton ilkesi olarak bilinen 6nemli bir ilkeyi verir:

t, ts
(6K —sU)dt =6 | Ldt=0, (2.35)

ty t1

Burada 8x, t = t; ve t = t, i¢in sifirdir ve potansiyel enerji U'nun Kinetik enerji K'dan
cikarilmasiyla elde edilen L = K — U denklemi sistemin Lagrangian fonksiyonu

olarak adlandirilir.

Fermat’in optik alaninda ortaya koydugu "En Kisa Siire" ilkesi ve Maupertuis'in
mekanik alaninda ortaya koydugu "En Az Eylem" ilkesi Hamilton ilkesi ¢atis1 altinda
birlesirler; bdylece optik ve mekanik yasalarinin birbirine es olduklari, optik ve
mekanik alanlarinin kokenlerinin ayni olugu sdylenebilir. Newton hareket yasalarinda
gokytiziindeki ve yeryiiziindeki olgular birlikte agiklayabilmistir; Hamilton ilkesinde
de optik ve mekanik olgular1 benzer sekilde birlikte agiklayabilmektedir ve bu nedenle
Newton’dan sonra fizikteki ikinci biiyiik basari olarak nitelendirilmektedir (Ozmutlu,

2007).

Eylem integralinin en kiiciik olmas1 matematiksel kosulundan; klasik fizigin temel
yasast olan Newton’un ikinci yasasi, Euler hareket denklemleri ve onlarin 6zel hali

olarak Lagrange hareket denklemleri olusturulabilir (Goldstein ve dig, 2001).

Newton’un ikinci yasasinin goézlem ve deney sonuglarindan yola ¢ikilarak ortaya
konulan deneysel bir yasa oldugu goz oOniinde bulundurulursa; Newton’un ikinci
yasasinin Hamilton ilkesinden kuramsal olarak tiiretilebilmesi “En Az Eylem”
ilkesinin ne denli genis kapsamli ve temel bir yasa oldugunun agik bir gostergesidir.
Biitiin bunlarin yani sira; Hamilton ilkesi, dogru belirlemis Lagrangian fonksiyonlar

birlikte kullanildiginda, kuantum mekanigindeki Schrodinger dalga denklemi
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olusturulabilir. Bu bakis acistyla, Hamilton ilkesinden yola ¢ikilarak; tiim klasik optik,
elektromanyetizma, mekanik, kuantum mekanigi, 6zel ve genel gorelilik, kuantumlu

alanlar kuramu tiiretilebilir (Ozmutlu, 2007).

2.2.2.4 Kisitlar (Constraints)

Kisitlar, holonomik ve holonomik olmayan kisitlar olarak ikiye ayrilmaktadir.
Holonomik kisitlar, sistem iizerindeki kisitlamalar1 tanimlayan ve genellikle
denklemlerle ifade edilen entegre edilebilir kisitlardir. Bu tir kisitlar, sistemin
konfigilirasyon uzayindaki hareketini daha az bagimsiz koordinatla tanimlamak i¢in
kullanilabilir. Oregin, dq(r) = B(r) - dr diferansiyel (kinematik) kisit denkleminin,
B vektorii izernde integrali alinabilirlik kosulunu (integrability condition) sagliyorsa

holonomik bir kisittir:
0=VxB, (2.36)

Béylece g (r) fonksiyonu insa edilerek, bagimsiz koordinat say1s1 azaltilabilir. Ornegin

asagidaki kisit denklemini ele alacak olursak:
dz = By(x,y)dx + B, (x,y)dy, (2.37)

Burada x ve y koordinatlarindaki sonsuz kiigiik bir degisim z koordinatinda sonsuz
kiictik bir degisim {iretir. B, ve B, bilesenleri 0B,/ dy = dB,/dx integrali
almabilirlik kosulunu sagliyorsa, bu diferansiyel kisit denkleminin integrali alinabilir.
Boylece B, = df / dx ve B, = df / 0x olacak sekilde bir f(x,y) fonksiyonunun var
oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, bu integral alinabilirlik kosulu altinda, diferansiyel
kisit denklemi dz =df(x,y) olur, bu da z= f(x,y) olmak fizere integral
alinabilecek ve boylece de bagimsiz koordinat sayisit 3'ten 2'ye indirgenmis

olabilecektir.

Holonomik olmayan kisitlamalar, sistemin hareketlerini kisitlayan, ancak genellikle
zamana bagli veya entegre edilemeyen kisitlamalardir. Bu kisitlamalar, diferansiyel
formda ifade edilir ve genellikle sistemin belirli yollar boyunca hareketini sinirlar. B
vektor alan1 (2.36) integrali alinabilirlik kosulunu saglamiyorsa, dq(r) = B(r) - dr
kosulu holonomik olmayan kisit olarak adlandirilir. Holonomik olmayan kisitlara

verilebilecek drneklerden biri, kat1 bir cismin bir ylizey iizerinde donmesidir. Ayn1
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zamanda, bir kinematik kisitin zamana bagli olmasi halinde rheonomic, aksi takdirde

skleronomik olarak adlandirilir.

Holonomik kisitlar, sistem iizerindeki bagimsiz koordinat sayisini azaltarak sistem
analizini kolaylastirirken, holonomik olmayan kisitlamalar genellikle sistemin izin
verilen hareket yollarin1 daha karmagik hale getirir ve genellikle ¢oziimlemesi daha
zordur. Holonomik olmayan kisitlamalarin ele alinmasi1 Lagrange denklemi (2.32)’in
sag tarafina kisit kuvvetlerinin eklenmesini gerektirir, bu durum tez calismasinin

kapsami disindadir.

2.2.2.5 Euler Lagrange Denklemleri

Hamilton Ilkesi, bir sistemin dinamiklerini en kiigiik eylem ilkesi yoluyla ifade eder.
Bu ilke, Lagrangian fonksiyonu L(q,q) ile ifade edilir ve eylem integrali S[q]

asagidaki sekilde tanimlanir:

tr
stal = | 1t @t (238)
ti
Burada eylem integrali q(t) genellestirilmis koordinatlarinin bir fonksiyonudur ve
q; = q(t;) baslangi¢ noktasindan qf = q(tf) son noktasina bir yoriinge ¢izer.

Eylem integralinin son durumu (yani varyasyonun sifir olmasi), Euler-Lagrange

denklemlerini verir:

0 =4S8[q;0q] = (%S[q + 66q]> = ftf 6q - [E — %(aq)] dt (2.39)

e=0

burada §q degisiminin integral sinirlarinda sifir oldugu varsayildiginda (6 q; =0=
Sqf), genellestirilmis (Sqi =0= Sqf) koordinati i¢in Euler-Lagrange denklemi

elde edilir:

d (GL) _ 0L (2.40)

dt\agi) ~ aq
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Lagrangian ayrica ikinci bir Euler denklemini de saglar:

(L 'aL)—aL 2.41
ac\" " 1V9q) T o (241)

ve boylece, zamandan bagimsiz Lagrangian sistemler i¢in (dL/ dt = 0), enerjinin

korunumu ile ilgili olan (L — qdL/ dq) korunur.

d'Alembert Ilkesi, Newton mekanigini genellestirilmis koordinatlar cercevesinde ifade
etmek i¢in kullanilir. Bu ilke, bir sistemin dinamik denklemlerini, sistem iizerindeki

kisitlamalar1 da g6z 6niinde bulunduracak sekilde yeniden formiile etmeye yarar.

Bir parcacigin kiitlesi m ve ivmesi ¥ olmak iizere, Newton'un ikinci Yasasi
mit = —=VU(r,t), ile tammlanir. Burada U(r,t), r konumundaki ve t zamanindaki
potansiyel enerjinin gradyanini (degisim oranini) temsil eder. Bu gradyan, kuvvetin

negatifidir ve parcacigin hareket yoniinii belirler. Bu parcacigin Lagrangian’t:
m
L(rt) =— |[f]> = U(r,¢) (2.42)

Olacaktir. Bu basit¢e pargacigin kinetik enerjisi ile potansiyel enerjisinin farkidir ve
(2.40)’de yerine yazildiginda bize Newton’un ikinci yasasini verir. Esitlik (2.42)'deki
eksi isareti onemlidir; bu form bize sadece dogru hareket denklemlerini vermekle
kalmaz, ayni ayn1 zamanda enerji korunumunu da saglar. Jacobi'nin eylem integralinin
E = K + U Enerji korunumu yasasi kullanilarak A = [[(K — U) + E]dt seklinde de
yazilabilir. Enerjinin korunumu Maupertuis-Jacobi ve Euler-Lagrange'in En Kiigiik

Eylem Ilkeleri arasindaki énemli bir baglantidir.

Basit mekanik bir sistem i¢in Lagrangian fonksiyonu, sistemin kinetik enerjisi ve

potansiyel enerjisi hesaplanarak elde edilir ve ardindan Esitlik (2.42) insa edilir.

N pargacikli bir sistem i¢in Lagrangian fonksiyonunun olusturulmasi 4 adimda

tamamlanabilir:

Adim 1. t aninda N pargaciktan olusan mekanik sistemin anlik konfiglirasyonunu

temsil eden k adet genellestirilmis koordinat {g(¢), ..., ¢*(t)} olarak tanimlanir.

Adim 2. Her bir pargacik i¢in Kartezyen koordinatlarda r,(q) konum vektoriinii ve

bununla iligkili hiz olusturulur (a = 1, ..., N)
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. . Org
va(q, q) = +z 9 50

Adim 3. Kinetik enerjiyi

K(q,q) = z —*1va(q, @)1
ve potansiyel enerjiyi

U@ =) U@,

Olusturalim ve bunlar1 kullanarak Lagrangian't olusturulsun:

L(q,q9) = K(q,q9) — U(q).

Adim 4. Lagrangian L(q, q)'den, her bir genellestirilmis koordinat q’ icin Burada
dv,/ 8¢’ = dr,/ dq’ ozdesligi kullanarak Euler-Lagrange denklemleri (2.40)

turetilir:

d (0r, 3 vy 0rg
Z E(W'm“"a) = Z (mava -W—anu),
a a

Zamana bagh k adet kisitin varliginda ®/(ry, ...,r,,) = 0(j = 1,...,k) n noktasal

pargacik arasinda, £ parcacigin i** koordinat: x} i¢in Euler-Lagrange denklemi

d<6L> aL_zk:Mt)aqﬂ
dt\ox,) 0x; & TE axl’
seklinde ifade edilir, burada A;(t)(j = 1,...,k) kisitlari uygulamak igin gereken

Lagrange carpanlarin1 gosterir.

2.3 Hamiltonian Sistemler

Onceki boliimde, karmasik mekanik sistemler icin hareket denklemlerini tiiretmek
amaciyla Newton yontemine gii¢lii bir alternatif olarak Lagrange yontemini agiklandi.
Simdiki boliimde ise, Lagrange yontemine tamamlayici bir yaklasim olan Hamilton
yontemi sunulacaktir. Hamilton yontemi klasik mekanikte kanonik ve kanonik

olmayan Hamilton formiilasyonlar1 ile kuantum mekanigindeki Hamilton
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formiilasyonu bu tez ¢aligmasi kapsaminda yer almamaktadir. Ancak, burada "Enerji

yontemi" olarak bilinen bir versiyonu sunulacaktir.

Konfigiirasyon uzayr q = (q%,...,q%) iizerinde k adet ikinci dereceden Euler-
Lagrange denklemi (2.40), z = (q%,...,q%;py,...,px) koordinatlarma sahip 2k
boyutlu bir faz uzayi iizerinde Hamilton denklemleri (William Rowan Hamilton, 1805-
1865) olarak bilinen 2k adet birinci dereceden diferansiyel denklem olarak yazilabilir,
burada

oL

557 @9 (243)

pj(q’ q) =

kanonik momentumun j™ bilesenini tanimlar. Bu yeni déniisiim ile, Euler-Lagrange

denklemleri (2.40) Hamilton'un kanonik denklemlerine doniistiiriilmiis olur:

dqg/ 0H dp; oH
= _ Ay "L (2.44)
dt  0p; dt aq’

Burada Hamilton fonksiyonu H(q, p), Lagrangian fonksiyonu L(q, q)'den Legendre
doniistimii ile elde edilir (Adrien-Marie Legendre, 1752-1833):

H(q,p;t) =p-4(q,p,t) — L[q,q(q p, ), t]. (2.45)
Hamilton denklemleri (2.44) ayn1 zamanda varyasyonel prensipler kullanilarak da
tiiretilebilirler.

Hamilton denklemlerini tiiretmek i¢in ilk olarak, Lagrange fonksiyonu L faz

uzayindaki ifadesini elde etmek amaciyla Legendre doniistimiiniin tersi kullanilir:

L(z,z2) =p-q—-H(2) (2.46)

Burada p genellestirilmis momentumlari, ¢ genellestirilmis hizlar1 ve H ise
Hamiltonian fonksiyonunu temsil eder. Bu ifade, Lagrangian't genellestirilmis

momentum ve hiz cinsinden gosterir ve enerjinin sistemde nasil dagildigini agiklar

Daha sonra, eylem integralinin birinci varyasyonunu inceleyelim:
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6.f L(q,p)dt = J. [6p . (q - Z—I;) + (p -6q—46q- g—Z)] dt, (2.47)

Burada 8q° ve 8p; varyasyonlar1 varyasyonlar1 bagimsiz olarak ele alinir ve her
ikisinin de sinirlarda sifira esit oldugu varsayilir. Son olarak, p - §q terimini pargali

integral alarak asagidakileri buluruz:

5f L(q, p; t)dt = f [6p - (q _ ?3_;1) _5q- (p + Z—Z)] dt (2.48)

Béylece En Kiigiik Eylem Ilkesi [ §Ldt = 0 artik Hamilton denklemleri (2.44)’yi

Verir.

Pargacik dinamiginin Hamilton formiilasyonuna gegmeden once, Legendre doniistimii
(2.45)’in hangi kosullar altinda mimkiin olabilecegini inceleyelim. Legendre
dontigiimiiniin kullanilabilmesi igin gerekli kosulun, p(r, 1, t) = £(r, p, t) bagintisinin
tersinin miimkiin oldugu kosulla iligkili oldugu goriilmektedir. Bu incelemeyi genelligi

kaybetmeden basitlestirerek incelemek i¢in iki boyuttaki hareketi inceleyelim.

Iki serbestlik derecesine sahip bir Lagrangian'in kinetik enerji teriminin genel ifadesi

L(q1,41,92,42) = K(q1,91,92,42) — U(q1,92)

Olmak tizere kinetik enerjisi asagidaki sekilde tanimlanir:

. . a U 2 1, .
K(q1,91, 92, 42) = quz + 8414, +EQZ2 = EFT M -1 (2.49)

Burada r" = (g4, q,), ©'nin transpozesidir. M kiitle matrisi olup asagidaki sekilde

tanimlanir:

M = [g ﬂ (2.50)

Burada, a, f ve y katsayilart q; ve/veya g,'nin fonksiyonu olabilirler. Kanonik

momentum vektorii (2.43) boylece su sekilde tanimlanir
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o=t e =[5 0
veya

Px = aqy + .3512}. (2.52)

Py = Bd1 + 74

M matrisi tersinir bir matris olmasi durumunda Lagrangian'in diizenli (regular) oldugu

sOylenir, yani determinanti
A=ay—p%*=+0. (2.53)

Diizenli bir Lagrangian durumunda, (2.52)'1 kullanarak asagidaki denklemi elde

edebilirz:
’ 1 A
o — -1, q1 _ Y ﬁ] Px
veya
1= (ypx = ﬁpy)/A} (255)
q; = (apy - .Bpx)/A
ve kinetik enerji terimi su hale gelir,
1
K(q1,Px q2.py) =5P" -M7* - p. (2.56)
Son olarak, Legendre doniisiimii altinda sunlar1 buluruz.
1
H =pT-(M‘1-p)—<—pT-M‘1-p—U>
2 (2.57)

1
:EpTM_lp_i_U
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Dolayisiyla, Legendre doniisiimiiniin yalnizca kinetik enerjideki (2.49) M kiitle

matrisinin ters ¢evrilebilir olmasi durumunda uygulanabilir oldugunu agikg¢a goriiriiz.

2.4 EKksik Siiriilmiis Sistemler

Tam siiriilmiis miihendislik sistemler, kontrol girislerinin sayisi, sistemin serbestlik
derecesine esit olan sistemlerdir. Ancak eyleyici arizalar1 veya yapisal kisitlamalar gibi
bazi nedenlerden dolayi sistemler eksik stiriilmiis de olabilmektedir. Bir baska deyisle

sistemin serbestlik derecesi kontrol girislerinden fazla olmaktadir.

Kontrol tasarimi siirecinde, istenen kontrol hedeflerine ulagsmak i¢in genellikle
stirilmemis degiskenler ile siiriilmiis degiskenler arasinda baglantilar kurmak
gerekmektedir. Bu durum ise eksik siiriilmiis sistemlerin kontrol tasariminda
karmagikliga ve zorluga neden olmaktadir. Bu tezin amaglarindan birisi de
miithendislik uygulamalarinda sik¢a karsilasilan eksik siiriilmiis sistemlerin kontrol

edilme konusunda karsilasilan zorluklarini ele alarak bir ¢6ziim ortaya koymaktir.

Ving sistemleri, eksik siirlilmiis sistemleri incelemek icin kullanilan baslica
orneklerden bir tanesidir. Ving sistemleri, hem teorik zorluklart hem de pratik 6nemleri
nedeniyle siklikla ele alinin eksik siirlilmiis uygulamalar arasindadir. Ving tarafindan
taginan yiiklerin hassas konumlandirilmasi gerekir ancak yiik hareket esnasinda sarkag
benzeri salinim hareketleri de yapar. Bu salinimlar, yiikiin hasar gormesi, ¢evre veya
personel giivenliginin tehlikeye girmesi ve yiik tasima kapasitesinin azalmasi gibi
cesitli etkinlik, verimlilik ve giivenlik sorunlarina neden olmaktadir. Bu konu iizerine
yapilan deneyler, dogrusal olmayan kontroldrlerin, dogrusal kontrol yasalarina

kiyasla, gecici tepkiler agisindan daha iyi sonuglar verdigini gostermistir.

Eksik tahrikli durumlara 6rnek olarak Dikey havalanip inebilen (VTOL) ugaklar
verilebilir. VTOL ucaklarin kontrol tasarimi son yillarda biiytik ilgi gérmektedir.
VTOL kontrol problemi, tahrik edilmeyen dinamiklerin dogrusal ve minimum fazl
olmamasi ve holonomik olmayan kisitlar icermesi nedeniyle olduk¢a karmasiktir.
Doénme momenti ve yanal ivmelenme gibi dinamikleri ayristirmaya yonelik
lineerlestirme gibi klasik yontemler; bu tip dinamiklerde kararsiz donme
dinamiklerinin gozlemlenememesi gibi nedenlerle genellikle basarisiz olurlar. Bu

sebeple VTOL sistemlerinde de lineer olmayan kontrolor tasarimlart uygulanmaktadir.
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Rijit gdvde sistemlerinin manevra kontrolii de benzer sekilde gectigimiz yillarda 6nem
kazanan arastirma konularindan birisi olmustur. Rijit ugcak ve uzay araci sistemlerinin
manevra kontrolii, bu aragtirmalar arasinda yer almaktadir. Rijit ugak ve uzay araci
sistemleri genellikle yoriinge boyunca donmeye zorlanir ve bu da kontrol tasariminda
dogrusal olmayan uzay araci modellerinin kullanilmasin1 gerektirir. Bu modeller,
acisal hiz vektoriiniin zaman igindeki degisimini ve yoOnelim acilarini agisal hiz
vektoriiyle iligskilendiren Euler-Lagrange dinamik ve kinematik denklemlerini

kullanir.

Ving, VTOL ve rijit ugak-uzay sistemlerine ek olarak robotlar da eksik tahrikli
mekanik sistemlerin uygulamaya yonelik drnekleri arasinda yer verilebilir. Robotlar;
cevresel degisikliklere uyum saglama, planlama ve eylem planlar1 yapma gibi
karmagik ve otonom davraniglar1 gerceklestirebilir. Bu avantajli yonleriyle; tiretim,
tehlikeli atik yOnetimi, insaat, uzay bakimi ve otonom araglar gibi bir¢ok alanda
onemli etkilere sahiptir. Bahsedilen eylemlerin gerceklestirilmesinde karsilasilan en
biiyiik sorun kontrol problemleridir. Eksik siiriilmiis mekanik sistemlerin kontroli de
bu problemlerin basinda yer almaktadir. Cozliim olarak ise; pasiflik tabanli kontrol,
Lyapunov teorisi ve geri besleme dogrusallastirmasi gibi kontrol stratejileri, eksik

stiriilmiis sistemlerin kararliligin1 saglamak i¢in kullanilmaktadir.

Son yillarda, bu tiir sistemler i¢in kontrol algoritmalar1 iizerine yapilan ¢aligmalarin
sayist artmistir. Gemiler, ucak gemileri, deniz altilar gibi su araglari; helikopterler,
ucaklar gibi hava araclari, hovercraftlar gibi hibrit araclar, uydular ve yiiriiyen robotlar
tasarimlart geregi eksik tahrikli sistemler olabilmektedir. Ek olarak eyleyicilerin
maliyeti ve agirhig1 nedeniyle, bazi durumlarda tasarim siirecinde kullanilmaktan
kacinilabildigi gibi, bu sistemler bazen eyleyici arizalari nedeniyle eksik tahrikli hale
gelmektedir. Ornegin uzayda eyleyici arizasi yapan bir onarim robotunu uzay
bosluguna gondermek yerine yazilim yardimi ile eksik siirtilmiis bir kontrolor
kullanarak c¢aligmasina devam ettirmenin maliyeti arasindaki fark oldukc¢a yiiksektir

(Fantoni ve Lozano, 2002).

Bu tez calismasinda eksik siiriilmiis sistemlerin kontroliinde kullanilan enerji tabanl
kontrol yontemleri olan Kontrollii Lagrange yontemine ve IDA-PBC yontemine,
belirli miithendislik sistemleri i¢in tasarim kolaylig1 getirecek bir yontem sunmaktir.

Bu bolimde eksik siiriilmiis Euler Lagrange ve Hamiltonian sistemleri istenilen denge
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noktasinda kararli kilmak i¢in kullanilan Kontrollii Lagrange yontemi ve IDA-PBC

yontemi sunulacaktir.

2.4.1 EL Sistemler ve Kontrollii Lagrange Yontemi

Tam siiriilmiis yani kontrol girdilerinin sayisi, sistemin serbestlik derecesine esit olan
sistemler, geri besleme kural1 araciligiyla potansiyel enerji fonksiyonunun istege bagli
sekillendirilmesini ve dolayisiyla sistemin belirlenen bir denge noktasinda kararli
olmas1 saglarken, bu strateji genel olarak eksik siiriilmiis sistemler i¢in miimkiin
degildir. Eksik siirilmiis olmak, potansiyel enerji fonksiyonunun sekillendirme
imkanlarin1 ciddi sekilde kisitlar. Ancak bazi durumlarda, sistemin kinetik enerji
fonksiyonunun da degistirereck bu sorun asilabilmekte ve sonug¢ olarak enerji
fonksiyonu bi¢cimlendirilmis yeni bir EL sistem ortaya ¢ikmaktadir. Arag-ters sarkag
sistemi, bu sistem i¢in en bilindik 6rnektir. Bu sistemde aracin sadece yatay konumu,
bu yonde bir kuvvetle dogrudan kontrol edilebilirken, sarkacin agisi herhangi bir
eyleyici olmamasi nedeniyle serbest kalir. Bu sistemde, sadece potansiyel enerji
fonksiyonunun bi¢imlendirmesi ile sarkacin kararsiz denge noktasini kararli hale
getirmek miimkiin degildir. Ancak kinetik enerji fonksiyonunun bi¢imlendirmesi
saglandiginda hem sarkacin kararsiz denge noktasinda hem de aracin yatay konumunu
istenen bir noktada kararli kilabilecek bir kontrol kural1 gelistirilebilir. Boylece kapali
cevrim sistem, belirlenen denge noktalarinda kararli, pozitif tanimli toplam enerji

fonksiyonuna sahip bir EL sistem olacak sekilde tasarlanabilir.

Kinetik enerji fonksiyonunun bi¢imlendirilmesi fikri, eksik siiriilmiis mekanik
sistemlerin kararli hale getirilmesi i¢in kullanilan bir yonteme Onciiliilk etmistir. Bu
yontem, Kontrollii Lagrange yontemi olarak adlandirilir ve simetriye sahip mekanik
sistemlerde kapali cevrim kararli denge noktalarina sahip olacak sekilde, toplam enerji
fonksiyonunun big¢imlendirilmesi amaciyla Bloch ve dig (2001) tarafindan

gelistirilmistir.

Kontrollii Lagrange yonteminde eksik siiriilmiis bir Euler-Lagrange sistemin simetriye
sahip oldugu kabul edilir ki bu da sistemin Lagrange denkleminin Abelyen Lie
grubunun etkisi altinda degigsmez oldugu anlamina gelir (arag-ters sarka¢ durumunda
bu, Lagrange fonksiyonunun aracin yatay konumundan bagimsiz oldugu anlamina
gelir). Buradaki amag, sistemin simetrisini koruyan ve yine Euler-Lagrange biciminde

olan bir kapalt dongii sistemi bulmak suretiyle sistemin bir denge noktasini (yani,
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aracin yatay konumundan bagimsiz olarak sarkacin dik konumunu) kararli hale
getirmektir. Bu yontem, sistemin simetrisini koruyan bir Euler-Lagrange sinifi
igerisinden, acgik ¢evrim sisteme uygun ve sistemi Onerilen kapali ¢evrim Euler-
Lagrange sisteme doniistiirecek bir geri besleme yasasi segilerek yapilir. Bu tiir bir geri
besleme yasasinin varlik kosullarina eslesme kosullart denir ve bu kosullar
saglandiginda orijinal kontrol sistemi ile kapali dongii Euler-Lagrange sistemi
eslesmis olur. Kontrollii Lagrange yonteminde kontrol kurali, sistemin simetri

Ozellikleri kullanilarak hesaplanir.

Bloch ve dig (2000) tarafindan 6nerilen kontrollii Lagrange yontemi, bicimlendirilmis
kinetik enerji fonksiyonunun ve orijinal sistemin potansiyel enerji fonksiyonunun
farkindan olusan Lagrangianleri igerir. Yani, kinetik enerji fonksiyonunu belirli bir
sekilde modifiye edilirken, sistemin potansiyel enerji fonksiyonu degismeden kalir.
Genel olarak, bu kontrollii Lagrange sistem sinifi i¢in eslesme kosullari, kapali ¢evrim
Lagrange fonksiyonu igin, ¢Oziilmesi gereken bir dizi dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerle (PDE) tanimlanir. Bazi 6zel durumlarda, basitlestirilmis
eslesme varsayimlar1 (simplified matching assumptions) olarak adlandirilan ve kapali
dongii kontrollii Lagrange fonksiyonlarini kisitlayan ancak faydali bir sinifimi
tammlayan bu PDE'ler daha kolay ¢oziiliir. Istenen denge noktasi, eslesme
varsayimlarini kargilayan bir kontrollii Lagrange fonksiyonu bulunarak sistemi lokal
bir denge noktasinda kararli hale getirir. Bu yontem, arag-ters sarkac sistemi, kiiresel

sarkac gibi orneklere uygulanmistir.

Kontollii Lagrange yonteminin ana fikri, kontrol edilmek istenen bir EL sistemin
potansiyel enerji fonksiyonunun yami sira, kinetik enerji fonksiyonunu da
bicimlendirer, istenen bir denge noktasinda kararli toplam enerji fonksiyonunun sahip
kapali dongii bir Euler-Lagrange sistem elde etmektir. Bu yontemin zorlugu, eslesme
kosullar1 ad1 verilen ve her zaman ¢6ziimii olamayabilen bir dizi dogrusal olmayan

PDE’den kaynaklanmaktadir.

Aucky (2003)'de, dogrusal olmayan PDE'leri dogrusal PDE'ler setine doniistiirmek
i¢cin A-yontemini onermistir. Bu yontem, simetri icermeyen genel mekanik sistemler
icin tasarlanmistir. Genellikle orijinal sistemde bulunan simetriler, istenen bir denge
noktasini kararlilastirmak i¢in potansiyel enerji fonksiyonunun bi¢imlendirilmesiyle
genellikle bozulmaktadir. Arag, ters sarka¢ 6rneginde Bloch (2001)’de verdigi arag-

ters sarka¢ Orneginde kapali ¢evrim sistem sarkacin dik bir denge noktasinda
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kararliligin1 saglarken, sistemin simetrisini bozmamak igin aracin yatay konumunu
kontrol edememektedir. Ancak Aucky (2003)’de aracin yatay konumunu da kontrol
edebilmektedir. Bu durum, potansiyel enerji fonksiyonunun bigimlendirilmesinin bir
sistemi istenen denge noktasinda kararli hale getirebilmek i¢in gerekli oldugu Bloch
(1999) ve Bloch (2001)’de simetri kiric1 potansiyel terimi (symmetry-breaking

potential) kullanilarak verilmistir.

Bu tez caligmasi kapsaminda incelenmese de kontrollii lagrange yonteminin
holonomik olmayan kisitlar i¢in de kullanilabilecegi Hamberg (2000) ve Zenkov

(2000)’de sunulmustur.

2.4.1.1 Kontrollii Lagrange Yonteminde Eslesme Kosullar:

Bu boliimde Euler-Lagrange sistemlerinin eslesmesini incelenecektir. Bu boliimde
anlasim kolayligi olmasi agisindan kismi diferansiyel denklemlerin notasyonu
0L/ dq = 04L olarak kullanilmistir

Konfigiirasyon uzay1 Q olan ve Lagrangian L: TQ — R olmak iizere kontrol girigine

sahip bir Euler-Lagrange sistemi asagidaki sekilde tanimlanir:

d : :
77 04L(a.9) = 94L(q, @) = G(q)u. (2.58)
G, m rankli G(q):R™ - T;Q =~ R™ matrisi u € R™ girisine karsilik gelen kuvvet
alanin1 tanimlamaktadir. Bir Euler-Lagrange sistemde m = n olmasi durumunda
sistem tam siiriilmiis olarak, m < n olmasi durumunda ise eksik siiriilmiis olarak

tanimlanir.
L.: TQ — R iizerinden tanimlanan, otonom bir Euler-Lagrange sistem ele alalim:

d . .
77 0aLe(@, @) —04Lc(a,4) =0 (2.59)

tez boyunca alt simge ‘(*).’ kapali ¢evrim sistem i¢in kullanilmistir. Bu alt boliimde
(2.58)’de verilen EL sistemi (2.59) ile verilen EL sisteme doniistiiren bir kontrol kurali
u’nun tiretilmesidir. Eger bu kontrol kurali bulunabiliyorsa (2.58) ve (2.59)

sistemlerinin eslestigini sdyleriz.
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Denklem (2.58)’de bulunan G (q)'nun tam rankli sol yok edicisini G+ (q): (R*™)T —
(RMT tanimlayalim (G*(q)G(q) = 0, Vq). Bu durumda:

d
6+(9) (504100, 8) = 4L (0. D)) = 0. (260)

olacaktir. Ayni sekildle R™ =1Im G(q) @ Im (G+)T(q) oldugu icin asagidaki

esitlikler elde edilir:
T d ) . 2.61
67(@) (5:04Le(@ @) = 0Le(a.8)) = 0 (261)
o | |
6(9) (5 04Le(@, @) = DgLe(9,)) = 0 (262)

(2.61)’yi elde edebilmek i¢in, (2.58) e asagidaki kontrol kurali uygulanmalidir. Yazim

kolaylig1 i¢in bundan sonraki denklemlerde (q, ¢) argiimanlar1 yazilmayacaktir.:

d d
w = (GTG)GT [(anL _ aqL) _ (E dyLc — 6qLc)] € R™, (2.63)

Burada GT G, m tam rankli kare bir matristir. Béylece asagidaki dnermeler verilebilir:

Onerme 1: (2.58) ve (2.59) sistemleri ancak ve ancak (2.62) esitligi saglandig1 zaman

eslesirler.

Aciklama 1: G matrisinin ranki n oldugu durumda G+ = 0 olur ve denklem (2.62)
herhangi bir kapali ¢evrim Lagrangian L. i¢in her zaman saglanir. Bu, sistem tam

stirtilmiis oldugunda dinamiginin keyti olarak degistirilebilecegini gosterir.

Denklem (2.62) eslesme kosullari olarak adlandirilir. Kapali g¢evrim sistemin

Lagrangian’1 L. ise kontrollii Lagrangian olarak adlandirilmaktadir.

Langrangianlar L ve L. diizenli (regular) olmalari durumunda, d44L Ve d44L. de
tersinir olurlar. Bu durumda eslesme kosullar1 (2.62), ivmeler elemine edilerek (g, q)
parametrelerini igeren bir dizi dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler (PDE)
olarak yazilabilirler. Ayrica, (2.63) kontrol kuralinin bir durum geri beslemeli kontrol

kurali olduguna dikkat edilmelidir.
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Denklem (2.58) esdeger olarak asidaki sekilde diizenlenebilir (EK A.2):
(044L)d + (9q4L)q — 94L = Gu
Lagrangian diizenli oldugu durumda, sistem su sekilde yazilabilir:
- -1 . -1 -1
G=—(044L) (0qqL)q + (94qL) ~0qL + (944L) Gu.

Esdeger olarak, sistem (2.59)’de su sekilde yazilabilir:

i=—(044Lc)” (0gqLe)d + (gqle)” glLe.

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.58) ve (2.59) sistemleri, uygun tanimlanmis bir kontrol kurali u i¢in eslesmelerinin

gerek ve yeter kosulu; eger (q(t),u(t))) (2.58) sisteminin bir ¢dziimiiyse, ancak ve

ancak q(t)’nin de (2.59) sisteminin bir ¢oziimiidiir olarak &zetlenebilir. Esdeger

olarak, (q(t),u(t)) (2.65)’i saglarsa ancak ve ancak q(t)’de (2.66)'yi saglayacaktir.

Bunun sonucunda, (2.58) ve (2.59) esitlenirse,

-1 ) -1 -1
—(9gqL) " (9qqL)q + (aqul) gL + (94qL) Gul
= _(ac‘quC)_ (aquc)q + (afquC)_ 0qLc

seklinde yazilabilir ve bu asagidaki sekilde diizenlenebilir:

_1 i
Gu ={0q4L ~ (044L) (PqqLe) " (Oqqle)}d — Ol
-1
+(044L)(9gqLc) ~ qlLe.

G'nin sol yok edicisi G* kullanilarak, (2.65) asagidaki formda yazilabilir:

G* ({904l — (9441)(PgqLe)~ (q4Le)} & — 0L
+ (94qL) (9gqLec) aqLc) =0
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Onerme 2: (2.58) ve (2.59) sistemleri ancak ve ancak (2.69) esitligi saglandig1 zaman

eslesirler.

Bu durumda, durum geri besleme kontrol yasasi agikga su sekilde verilmistir:

= (676 6" {944 — (944L) (9gaLe) (9qqLe)}d — gL

\ 2.70)
+(944L)(044Lc) ~ OqLc

Agiklama 2: (2.63)’da (2.66) yerine yazildiginda, (2.63) ve (2.70)’nin birbirine
esdeger (equivalent) oldugu kolaylikla goriilecektir. Ayrica (2.70) kontrol kurali

sadece q ve g’a bagl durum geri besleme kuralidir.

(2.69)’de verilen eslesme kosullari da (2.62)’de verilen eslesme kurallarina esdegerdir
(Hamberg, 2000). Ayrica, (2.69) L'nin bilinen ve L 'nin bilinmeyen degisken olarak
kullanildig1 bir dizi dogrusal olmayan PDE olusturmaktadir. (2.69)’in L. ¢6ziim
kiimesi, kontrol yasasinin uygun bir se¢imiyle (2.58)'den elde edilebilecek tiim olasi

Euler-Lagrangian kapali ¢evrim sistemleri (2.59)’1 tanimlamaktadir.

Bu tez ¢alismasinda Euler-Lagrange sistemleri (2.58) ve (2.59) sistemlerinin mekanik
sistem olduklar1 durumlar ele alinacaktir. Bu durumda eslesme kosullar1 (2.69), kinetik
ve potansiyel enerji fonksiyonunu eslesme kosullar1 olarak iki parcaya ayrilabilir.
Denklem (2.58) deki L bir mekanik sistemin Lagnrangian’t oldugunda, L Kinetik ve

potansiyel enerji fonksiyonunun fark: elde edilir:

1
L(a,9) = 54" M(@)q ~V(a), (2.71)

burada M = M7, sistemin genellestirilmis kiitle matrisini tanimlar. Bu tezin inceleme
konusu olan basit mekanik sistemlerde M>0 6zelligine sahip tersinir matristir ki bu

durumda L diizenli (regular) bir Lagrangian tammlar.

Kapali ¢evrim sistemi bir EL sisteme doniistiiren, yani (2.59) formunda olan ve

kontrollii Lagrangian'1 asagidaki formda olan kontrol kurallarin1 degerlendirelim:

1
Le(9,9) = 54" Mc(@)q — Ve(@) (2.72)
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Burada kiitle matrisi M, = MI ve potansiyel enerji fonksiyonu V. dir. Bu durumda,
eslesme kosullar1 (2.69)’den su sekilde elde edilir (EK A.1):

6(@) |2 (M@ ~ ME@M: (@) 0, (M@ D)
1
—0q (5 q'M (q)c‘z) +0,V(q) (2.73)

MM @) [0, (54 Me(@)d) - aqvc<q>” =0

(2.73)’de ¢'ya bagl terimleri ve bagimsiz terimleri ayri ele alinmasi durumunda
asagidaki sekilde (2.73), dogrusal olmayan PDE'ler kiimesi olarak M_.(q) ve V.(q)’lar

cinsinden yazilabilir:

(@) [{aq(mq)q) — MM (q) 9, (M()D)d
1
~ 0, (54™M(@a) (2.74)

+ M@M (@ |9, (%qTMc(q)q)” = 0
ve

GH(@)[04V (@) — M()M:(9) 94Ve(@)] = 0. (2.75)

Denklem (2.74) kinetik enerji fonksiyonunu eslestirir ve potansiyel enerji
fonksiyonundan bagimsizdir, (2.75) ise kapali ¢evrim sistemin potansiyel enerji
fonksiyonunu eslestirir ve bicimlendirilmis genellestirilmis kiitle matrisi M_'ye
bagimhidir. Denklem (2.74) ise ¢’a bagli homojen bir polinom tanimlarken (2.75)

tamamen q’tan bagimsizdir.

Kinetik enerji fonksiyonunu eslestiren (2.74) kinetik enerji eslesme kosulu olarak
isimlendirilirken, potansiyel enerji fonksiyonunu eslestiren (2.75) potansiyel enerji

eslesme kosulu olarak isimlendirilir.
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2.4.2 Hamiltonian Sistemler ve IDA-PBC Yontemi

Doksanlarin ikinci yarisinda lineer olmayan elektro-mekanik sistemler gibi karmagsik
sistemlerin modellenmesi i¢in enerji temelli bir modelleme ile Kap1 Kontrolli
Hamilton sistemler ( Port Controlled Hamiltonian (PCH) Systems) ve kontrol yontemi
olarak pasif olma temelli bir kontrol yontemi (passivity based control PBC)
onerilmistir (Ortega ve dig, 1999). Ortega ve Spong (2000) ile Ortega ve dig. (2002)’de
kap1 kontrollii bir Hamilton sistemini istenen denge noktasini kararli hale getiren bir
yontem gelistirilmistir. Kap1 kontrollii Hamilton sistemleri sinifi, diizenli (regular)
Euler-Lagrange sistemleri siifin1 kesin olarak igermektedir. Bu yontem Ortega ve
ekibi tarafindan, ara baglanti ve sOnliim atamasi ile pasiflik tabanli kontrol
(interconnection and damping assignment passivity based control-IDA-PBC) yontemi
olarak adlandirilmistir. Kontrollii Lagrangianlar yontemine benzer sekilde temel fikir,
kap1 kontrollii Hamiltonian bigiminde olan ve istenen denge noktasinda kararli olan
bir kapali dongii sistemin tasarlanmasidir. Kontrollii Lagrange yonteminde oldugu
gibi, bir dizi lineer olmayan PDE ile verilen bir dizi eslestirme kosullar1 ortaya ¢ikar.
Bu boliimde Ortega ve dig. (2002)’de gelistirilen yontemi ve mekanik sistemlere

uygulanigini gézden gegirecegiz.

Genel bir kap1 kontrollii bir Hamilton sistemi ele alinsin:

z=J(z)0,H(z) + g(z)u (2.76)

Burada 0,H(z) = [0H(2)/ 0z, .. 0H(z)/0z,]", z € M (bir manifold), J(z) =
—JT(2): T;M — T,M sistemin i¢ baglant1 yapisin1 tanimlayan bir carpik simetrik
matris, g(z):R™ - T,M, u € R™ girisine karsilik gelen giris vektor alanlarini
tanimlar ve H(z) sistemin Hamiltonian (veya enerji) fonksiyonudur. IDA-PBC'nin
amaci, sistemin istenen denge noktasini karali hale getirmektir. Kontrollii Lagrange
yontemine benzer sekilde bu amag, kapali gevrim sistemin kap1 kontrollii Hamiltonian
formatinda olmasini saglayan statik durum geri besleme yasalar1 géz Oniinde
bulundurularak gerceklestirilir. Diger bir deyisle, kapali ¢gevrim sistem asagidaki gibi

tanimlanir:

z=]q(2) 0,Hq(2) (2.77)
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Burada, /;(z) = —J%(z) kapali ¢evrimli sistemin ara baglanti matrisini ve Hy(z)
kapali ¢evrimli sistemin Hamiltonian fonksiyonunu goéstermektedir. (2.77)
sisteminden (2.76) sistemine u = u(z) durum geri beslemesi ile ancak ve ancak

asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda gegilebilir:

Ja(2) 9,H4(2) = J(2) 0,H(2) + g(2)u(2) (2.78)

Burada, g*(z), g(z)'nin tam rankl sol yok edicisini gostermek iizere, (2.78)esdeger

olarak su sekilde yazilabilir

9+ @D]a(2) 0;Ha(2) — J(2) 9,H(2)] = 0 (2.79)

Boylece Ortega ve dig. (2002)’de verilen eslesme kosullarina elde etmis oluruz.
Eslesme kosullar1 (2.79), kapili ¢evrimli sistemin Hamiltonian fonksyionu H; ve
kapali ¢evrimli sistemi ara baglant1 matrisi J;’yi elde edilmek i¢in, ¢oziilmesi gereken
bir dizi lineer olmayan PDE verecektir. Eslesme kosullar1 saglandigi durumda, yani
(2.76) ve (2.77) sistemleri eslesebilmesi igin ilgili durum geri besleme yasas1 asagidaki

formda olmalidir:

u(2) = (9" (2)9(2) 9" (D) a(2) 8,Ha(2) — ] (2) 0,H (2)} (2.80)

Ortega ve dig. (2002)’de (2.78)’de tanimlanan eslesme kosullari, Ja = Jd — ] ve

H, = H, - H tanimlar yaparak asagidaki esdeger formda sunulmustur:

U (@) +Ja(2)) 0;Ha(2) = —Ja(2) 9,H(2) + g(2)u(2) (2.81)

Ayrica eslesme kosullar1 (2.79)’de su forma gelir:

9+ DNU(2) +Ja(2)) 0,Ho(2) + Ja(2) 0,H(2)] = 0 (2.82)

Bu denklemler, H, ve J, bulunmasi i¢in ¢oziilmesi gereken lineer olmayan PDE'ler

kiimesidir.

Denklem (2.76)'nin lineer kap1 kontrollii bir Hamiltonian sistemi temsil ettigini, yani

J = —J7, g sabit matrisleri ve Hamilton fonksiyonu H(z) = %zTQz, Q=QTicinz =
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JQz + gu oldugunu ve (2.77) kapali ¢evrim sisteminin de lineer bir sistem oldugunu
varsayalim. Bu durumda eslestirme kosullarinin (2.79) yani sira kapali gevrim sistemin
kararlilik  kosullarinin =~ bir dizi dogrusal matris esitsizligine (LMI'ler)

doniistiiriilebilecegi S. Prajna, A. van der Schaft (2002)'da gosterilmistir.

Kapali ¢evrim (2.77) sistemi harici girisleri igermemektedir. Bunun sebebi, IDA-PBC
yonteminin belirlenen bir z* denge noktasinda sistemi kararli hale getiren u = u(z)
geri besleme kurali olusturmak tizere tasarlanmis olmasindan kaynaklanmaktadir, yani
kapali ¢evrim sistem (2.77) z*’de kararli bir denge noktasina sahiptir. Ancak kapali
¢evrim sistemin davranigini iyilestirmek i¢in harici girigler eklenmek istenebilir. Bu

durumda bu girisler agagidaki formda sisteme eklenir:
z=]4(2)0,Hy(z) + g(z)v,v € R™ (2.83)

Burada uygun varsayimlar altinda, y = g7 d,H, pasif ¢cikismm v = —Ky, K > 0 ile
geri besleme olarak eklenmesi, Ortega, M.W. Spong ve dig. (2002)’de verildigi gibi
sistemin asimptotik kararliligin1 saglar. Kapali ¢evrim sisteme harici girislerin
eklenmesi (2.79)'de verilen eslesme kosullarini etkilemez. Denklem (2.76) ve (2.77)
sistemleri durum geri besleme kurali u(z, v) = a(z) + v uygulandiginda ancak ve
ancak (2.79) saglaniyorsa esdeger olur. ilgili kontrol yasas1 a(z) (2.80) de verilmistir.
Elbette, benzer bir degerlendirme kontrollii Lagrange yontemi i¢in de yapilabilir. Bu
tez ¢aligmasinda kontrollii Lagrange yontemini uygulamalari i¢in de bu Onerme
yapilmgtir. Oncelikle kapali gevrimli sistemi istenen denge noktasinda kararli hale
getiren bir kontrol kurali bulunmus, sonra kapali ¢evrim sisteme soniim eklenerek

asimptotik kararli hale getirilmistir.

Bu tez ¢aligmast mekanik bir sinif mekanik sistemler lizerine yapilmistir. Bu sebeple
IDA-PBC yonteminin Ortega, M.W. Spong ve dig. (2002)’de verildigi sekilde
mekanik sistemler lizerine uygulamalar1 verilecektir. Mekanik bir sistem, (2.76)

formunda bir kap1 kontrollii Hamilton sistemi ile tanimlanabilir:

5= 6] [SZZ] +owl (2.84)

Burada (g, p), konfigiirasyon koordinatlar1 q, ve momentumlar p'den olusan M =

T*Q ~ R?" durum uzay1 i¢in koordinatlar1 ifade eder ve Q@ ~ R™ mekanik sistemin
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konfigiirasyon uzaymi gosterir. G(q):R™ — T;Q ~ R™ matrisi, u € R™ girisine
karsilik gelen kuvvet alanlarini tanimlar. Hamiltonian fonksiyonu H(q, p) sistemdeki
toplam enerji fonksiyonu, yani kinetik ve potansiyel, enerji fonksiyonun toplami

olarak tanimlanir;

1
H(q,p) = EPTM (@ +V () (2.85)

Burada M = MT sistemin genellestirilmis kiitle matrisidir. Cogu fiziksel sistem i¢in
M >0 Kkesin pozitif tanimhidir. p = M(q)qg 1ise sistemin genellestirilmis
momentumlarini tanimlar. Ortega, M.W. Spong ve dig. (2002)’de verildigi gibi,
bicimlendirilmis yani kapali ¢evrimli sistemin genellestirilmis kiitle matrisi My =
MT > 0 ve kapali gevrim sistem igin istenen potansiyel enerji fonksiyonu V;(q) olmak
tizere kapali ¢evrim sistemin Hamiltonian fonksiyonu H;(q,p) asagidaki formda

olacagi varsayilir:

1
Ha(q,p) = 50" Mg Y(@p +Va(q) (2.86)

Kapali ¢evrimli sistemin ara baglantt matrisi /;(q,p), J.(q,p) herhangi bir ¢arpik

simetrik matris olmak {izere asagidaki bicimde olmak zorundadir:

0 M~ (@)M4(q)

MM J2(@p) (2.87)

Ja(q,p) = [

Boylece kapali gevrim sistem (2.77) asagidaki gibi yazilir:

[Z] =[_ Mf M1 M_]led] [ZZZZ] (2.88)

Burada ¢ siiriilmeyen bir koordinat oldugundan, ¢ = M~1(q)p iliskisinin kapali

cevrim sistem i¢inde gecerli olmasi gerekir.

Bu durumda eslesme kosullari (2.79) asagidaki formda yazilabilir:

Gi[o,H — MgM~t8,H, + J,M7'p] =0 (2.89)
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(2.85) ve (2.86)’de p'ye bagimli olan ve olmayan terimleri ayirarak (2.89)’ye esdeger

iki lineer ve homojen olmayan PDE yazilabilir:

6@ [0, (3p™M7 @) - MalM0) 8, (50" M7 @)

(2.90)
+/2(q,p)Mg 1(61)19] =0

GH(@[0,V (@) — Ma(@)M™2(q) 9,Va(q)] = 0 (2.91)

Kontrollii Lagrange yonteminde oldugu gibi, (2.90) kinetik enerji eslesme kosuldur ve
potansiyel enerjiden bagimsizdir, (2.91) ise potansiyel enerji eslesme kosuludur ve
M,'ye baglidir. PDE'ler bilinmeyen My ve V; degiskenlerini igerirken, J, matrisi
tasarlanan M, ve V,; segimleri igin eslesme PDE'lerinin ¢oziilmesini kolaylastirmak
icin uygun sekilde segilebilen serbest bir parametredir. Eslesme kosullarini saglayan
My, J, ve V4 nin bulunmast durumunda uygulanmasi gereken geribesleme kurali su

sekilde verilmistir
u=(G"6)*G"{9,H — MgM~*d,H, + ],M7"p} (2.92)

Eslesme kosullar1 (2.90) ve (2.91)'un ¢6ziilmesi Viola ve dig (2007)’de bahsedildigi
sekilde, kolay olmayan (ve her zaman ¢6ziimiiniin varligi olmayabilen) bir dizi lineer
PDE’dir. Ancak, 6zel bir sistem sinif1 i¢in bu PDE'ler ¢6ziimii daha kolay olan bir dizi
dogrusal olmayan adi diferansiyel dengeleme (ODE)’ye doniistiiriilebilir. Bu konu
Gomez-Estern ve dig. (2001)’de agiklanmaktadir. Bu doniisiimiin miimkiin oldugu

sistemler sinifi agsagidaki varsayimlarla tanimlanir:

i) sistemin n serbestlik derecesine ve (n — 1) eyleyiciye sahip oldugu varsayilir (yani,

yalnizca bir siiriilmemis koordinat vardir)

i) Kapali ¢evrim sistemin kiitle matrisi M;'nin yalnizca siiriilmemis koordinata bagl

oldugu varsayilir.

Ornegin top cubuk sistemi bu tip sistemlere drnek verilebilir ve kapali ¢evrim kiitle
matrisi M, nin sadece siirlilmemis koordinata bagl olacak sekilde segilmesiyle, PDE
kiimesine esdeger bir ODE kiimesine doniistiiriilebilecegi gosterilebilir. Gomez-Estern

ve dig. (2001)’de bu 6rnek islenmistir.
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Benzer sekilde Donaire ve dig. (2016) ¢alismasinda ¢6ziimii oldukga zor olan eslesme
kosullarinin, Gomez-Estern ve dig. (2001) tanimlanan sistem kiimesine ek kosullar
getirerek, eslesme kosullarinin ODE’lere doniismesi iizerine ¢alismistir. Bu ¢calismada

acik ¢evrim sistemin kiitle matrisi M nin asagidaki yapida oldugu varsayilmais,

_ [Maa(@) mau(q)

M@D =0T (@) (@)

(2.93)

Burada q, € R™ siiriilmiis, q, € R®™™™ ise siirilmemis parcalar1 igermektedir.
Boylece mgq(q) € R™™, my,(q) € R™™  ve my,,(q) € RE-M*x{0-m)

yazilabilir. Bu sekilde tasarlanabilen bir sistem asagidaki varsayimlar1 saglamalidir:
1) Kiitle matrisi sadece siiriilmemis q,, degiskenlerine baglidir yani M(q) = M(q,)
i) Kiitle matrisinde m,,, sabittir.

iii) Potansiyel enerji fonksiyonu su sekilde yazilabilir: V(q) = V,(q,) + V,,(q.)

iv) mg,(q,) matrisinin siitunlar1  su  Ozellikleri  saglar: unj (Meik =

unk(mau)j,Vj +k,jke{l12..,n—m}

Bu kosullar altinda eslesme kosullar1 birer ODE olusturur ve ¢ozlilmesi ana yonteme
gore oldukca kolaydir. Bu calisgmada 4 serbestlik dereceli ving diizenegi G6rnegi

verilmistir.

Ortega ve ekibinin son yillarda yaptig1r calismalardan da anlasilacaktir ki gerek
kontrollii Lagrange gerekse IDA-PBC yontemlerinin zorlasici kismi bu boliimde
verilen ve kapali ¢evrim sistemi istenen denge noktasinda kararli kilan (M, V) ya da
(Mg4,Vy) ciftlerine sahip, lineer olmayan PDE’lerin yani eslesme kosullarinin
¢Oziimiidiir. Bu tez ¢alismasinda belli bir sinif mekanik sistem icin eslesme kosullarini
yaklasik olarak saglayan (Mg, V) ¢ozlimiinii veren bir ydontem gelistirilmis ve buradan
bir kontrol kurali tiiretilmistir. Eslesme kosullar1 yaklasik olarak saglandigi halde

sistemin istenen denge noktasinda kararliliginin garantilendigi kanitlanmastir.
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2.4.3 IDA-PBC ve Kontrollii Lagrangian Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Bu boliimde iki yontem ile elde edilen ¢iktilarin daha kolay gosterilmesi ve analiz
edilebilmesi igin eslesme kosullar1 ve kontrol kurallari karsilikli verilecektir. Tabloyu
vermeden Once kullanilacak olan denklemleri tamimlayalim. Bu denklemler
karsilastirma tablosunda verilecegi i¢in ve onceki bolimlerde de kullanildigi igin

numaralandirilmamastir.

H(q,q) Hamiltonian fonksiyonu (2.84)’de ve L(q,q) Lagrangian fonksiyonu ise
(2.71)’de tanimlanmustir. ki yapiy1 benzer sekilde yazabilmek icin (EK A.2)’de

verilen zincir kural1 kullanilarak EL denklemi (2.64) kullanilabilir.

Basit mekanik sistemler igin Hamiltonian denklemi (2.84)’de, Lagrange denklemi ise
(2.71)’de verilmistir.

EL sistemlerde Coriolis matrisi C(q,q) = 9,(M(q)q) —9,(1/2 M(q)¢)" olarak
tanimlanmustir. Bu  esitligi  kullanarak agik ¢evrim EL sistemlerin  Kinematik

denklemleri asagidaki sekilde bulunur:
§=M)"YGu—Cq+a,V)

Sisteme uygulanan u(q, q) isaretinin amaci sistemin potansiyel enerjisini istenen
denge noktasinda minimumu olacak sekilde sekillendirmek ve sistemi kayipli hale

getirerek kararliligini saglamaktir.

Tam siirlilmiis sistemlerde sistemin potansiyel enerjisini bigimlendirmek goreceli
olarak daha kolaydir. Ciinkii sistemin potansiyel enerjisini bigimlendirecek sistem

parametreli dogrudan u(q, q) isareti ile degistirilebilir.

Ancak eksik siirilmiis sistemlerde, sistemin potansiyel enerjisini bi¢imlendirmek i¢in

kinetik enerjisini de bicimlendirmek gerekir.

Kapali ¢evrim bir Hamiltonian bir sistemin hareket denklemleri (2.88)’de verilmistir.
Iki yontemin karsilagtirmasimi yapabilmek igin kapali cevrim EL sistem de asagidaki

sekilde tanimlayalim:
qg= (Mc)_l(_ccq —-F+ ach)

Burada F_ sistemin pasifligini bozmayan, jiroskopik ya da kayip kuvvetleri gibi bir
isarettir. | = —JT carpik simetrik ve R > 0 simetrik bir matris olmak iizere i¢cin F, =

(R + J)q olarak tanimlanmistir.
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Acik cevrim ve kapali ¢evrim sistemlerin eslesmesi igin gerekli kosullar, agik ¢cevrim
ve kapali ¢evrim hareket denklemlerinin eslesmesi ile bulunur. Hamiltonian sistem
icin eslesme kosulu (2.90)’da verilmistir. F, terimini kullanarak bir EL sistemin

eslesme kosullar1 da asagidaki sekilde bulunur (EK A-1):
Gr(C-MM;C,— MM;Y(R+]))g=0 (2.94)
G0,V —MM;*0,V.) =0 (2.95)

Elde edilen tiim ¢iktilar1 kullanarak asagidaki tablo olusturulabilir:

Cizelge 2.1 : Hamiltonian ve Euler Lagrange eslesme kosullari.

Hamiltonian Sistem EL Sistem
Hareket ; 0 M-M.110.H ) _
5= L ), o] | = 007 G- R 0gw)
Denklem p —-M M I 0pHy
u= (GTG)—lGT{a H U, = (GTG)_]'GT [(C - MMC_]'CC
q
Kontrol .
| — MM~ 9,H, —MM:*(J +R))q
Kurali
+]2M,;1p} +6_V_MM—1%]
dq ¢ 0q
1
6+ [0 (zo7m ')
KE Eslesme 1 s . . .
Kosalu — MM~ 0, (59"M;'p) GHC - MMZIC, — MMZ1(J + R)IG = 0
+1:Mi'p| = 0
PE Eslesme N ) . .
Kosulu GH[0qV ~ MM~ 0,Vg] = 0 GH(agV — MM 9,V,)
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Blankenstein ve dig (2002)’de F, = 0 i¢in asagidaki kosullar altinda IDA-PBC’nin

kontrollii Lagrange yontemine esdeger oldugunu gostermislerdir:

Mc(q) = M()Mz (M (q) (2.96)

T
J2(4,p) = MgM™* ((%(MMW)) - aq(MMalp)) MM, (2.97)
IDA-PBC yonteminde J, = —J, olmak iizere serbest se¢imli bir parametre olmasina

ragmen (2.97)’de IDA-PBC yontemi ile elde edilen kapali ¢evrim sistemin EL
eslenigini elde etmek i¢in J, nin 6zel bir yapida olmas1 gerektigi sonucu ¢ikmaktadir.
Ancak Blankenstein ve dig (2002) ¢alismasinda kapali ¢evrim sistemin kararliligina

etki etkilemeyecek jiroskopik kuvvetleri kullanilmamustir.

J = —JT serbest segimli ¢arpik simetrik bir matris olmak iizere, asagidaki kosullar
altinda (2.72)’de verilen kapali ¢evrim sistem EL sistem, (2.86)’da verilen kapali

cevrim Hamiltonian sisteme esdegerdir (EK A.3).

Ma(q) = M(@)Mz (@)M(q) (2.98)

Jo = MM~ [[0,(MMZ )] — 0, (MM p)| MM,

(2.99)
— M M~YM~1M,

Buradan agikga goriilmektedir ki (2.97) ifadesi (2.99)’un J = 0 olan 0&zel bir

¢Ozimiidiir.

Aymi sekilde J, = —JT serbest se¢imli ¢arpik simetrik bir matris olmak iizere asagidaki
kosullar altin (2.86)’da verilen kapali ¢evrim Hamiltonian sistem, (2.72)’de verilen

kapali gevrim sistem EL sisteme esdegerdir (EK A.3).

M.(q) = M(q)Mz " (q9)M(q) (2.100)

J= <(6q(MCQ))T ~ 9, (Mcq)> — MMZY,M>1M (2.101)
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3. EKSIK SURULMUS EL SISTEMLERIN MODEL YAKLASIKLIGI iLE
KONTROLU

Ikinci béliimde eksik siiriilmiis EL sistemlerin kontrolii i¢in gelistirilen CL yonteminin
gegerli olmasi i¢in eslesme kosullarini saglayan M.(q) ve V.(q)’nin bulunabilmesi
gerekir. Eslesme kosullar1 (2.74) ve (2.75)'de goriildigii gibi hem dogrusal olmayan
hem de homojen olmayan PDE'ler olarak verilmistir. Literatiirde bu PDE’lerin analitik
¢Oziimlerinin ¢ok zor oldugu hatta her zaman bu kosular1 saglayan bir ¢oziimiin
bulunmasinin miimkiin olmadig1 belirtilmistir (Viola ve dig., 2007). Bu tez
calismasinda bu PDE’lerin yaklasik ¢ziimlerinin elde edilmesini saglayan bir yontem
onerilmistir. Onerilen yontemin esin kaynagi, eksik siiriilmiis ancak dogrusal
(seperable) EL sistemler i¢in ortaya ¢ikan eslesme kosullarinin dogrusal PDE’ler
olmasi yani analitik ¢6ziimlerinin bulunabilmesidir. Bilindigi gibi dogrusal EL
sistemlerde sistemin genellestirilmis atalet matrisi genellestirilmis koordinatlara
bagimli degildir yani sabit elemanli matrislerdir. Onerilen yontemin ana fikri hem
kontrol edilen hem de hedeflenen kapali ¢evrimli sistemin genellestirilmis atalet
matrislerinin bir dizi sabit atalet matrislerinin radyal baz fonksiyonlar1 kullanilarak
dogrusal olmayan bir kombinasyonu ile yaklasik olarak ifade edilmesine dayanir.
Boylece, sistem bir dizi dogrusal EL sistem cinsinden yaklasik olarak
modellenebilecek ve tiim bu sistemler i¢in yazilan ve artik dogrusal PDE’ler olan bir
dizi potansiyel eslesme kosullarinin ortak ¢6ziimii olan bir potansiyel ener;ji
fonksiyonu ve kapali ¢evrimli sistemin genellestirilmis atalet matrisini olusturan bir
dizi dogrusal EL sistemi parametrik olarak olusturulabilecektir. Sonug olarak (2.75)'de
verilen potansiyel enerji eslestirme kosulunu yaklasik olarak saglayan bir potansiyel
enerji fonksiyonu V,(q) ve kapali gevrimli EL sisteminin genellestirilmis atalet matrisi
M.(q), bir sabit matrisler dizisinin ve radyal tabanl fonksiyonlarin parametrelerinin
secimi ile elde edilmis olacaktir. Bu tez c¢alismasinda Onerilen yontem asagida

Ozetlenmistir.
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3.1 Yontem

Adim 1. EL sisteminin konfiglirasyon uzayinda bir takim h;(q) skaler

fonksiyonlarindan olusan r adet alt bolge tanimlayalim,
S;2lglaizq,  1=12,..,r,  i#l} (3.1)

burada h;(q)’ler, 0 < h;(q) <1 olarak tamimlanmustir. Ayrica her alt bolge igin

hi(q)|q=q, = 1 olacak sekilde r sayida q; noktalari tanimlanir.

Aciklama. Bu calismada, h; (q) fonksiyonlari radyal tabanli olan h;(q) = e~ (€ila-aiD*

olarak segilmistir. g;’ler her bir alt bolgenin merkezidir.

Adim 2. Potansiyel enerji eslesme kosulunu g = q; i¢in yazalim; boylece r sayida

denklem M; = M(q;) olmak iizere asagidaki gibi elde edilecektir,

aVv aVv.
GLl——Mm-M1=—=
N M;M_; 3q

=0,Vi (3.2)
Oncelikle, (3.2)'de verilen r sayidaki denklemin ortak ¢dziimii olarak AV.(q)/
0qlq=q = 0 ve 0%V.(q)/0q*|4=¢* > 0 6zelliklerine sahip bir V.(q) varligim garanti
eden M.; matrislerinin saglamasi gereken kosullar bulunmalidir. Bu kosullarin gegerli
oldugu varsayimi altinda V,(q)'yu M,;’ler cinsinden olusturalim. Bu adimda V.(q) 'nun
parametrik bicimde olusturulduguna dikkat edilmelidir, zira bu parametreler M;’lerin
sonraki adimlarda belirlenecek baz1 elemanlarina bagli olacaktir. Bagka bir deyisle,
V.(q) bu adimda kismen belirlenmektedir. Bu ¢oziimlerin varhigi Lemma 1’de

incelenecektir.

Adim 3. M;; > 0Vi olmasini saglayan ek kosullar1 belirleyelim ve M;’leri kullanarak
bu kosullar1 ve Adim 2'de bulunan kosullar1 saglayan M_;’leri parametrik formda
olusturalim. Cok se¢imli M;’ler olusmasi durumunda, bu matrisler sonraki adimlarda

kullanilmak {izere parametrik olarak ifade edilmelidir.

Aciklama. (3.2)'de verilen PDE'lerin ortak ¢dziimiiniin varligi, yani verilen M; igin
V.(q) ve M_; > 0, Vi'nin varlig1, burada 6nerilen yontemle kararli hale getirilebilen EL

sistem sinifin1 belirleyecektir.
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Adim 4. Adim 1'de tanmimlanan h;(q)’ler ve Adim 3'te bulunan M,;’ler cinsinden
M. + Mg,; = M,; olmak iizere kapali dongii sisteminin genellestirilmis atalet

matrisini tanimlayalim,

M) = ) (@i + Meyy) (33)
i=1

Asagidaki ifade gegerli olacak sekilde h;(q) parametrelerini ve i = 1,2,...,r igin

h;(q)’nun €; parametrelerinin M,; ve M.,; sabit matrislerinin bulunmas1 gerekir:

e

Aciklama. h;(q)’ler, h;(q) = e~(€ila=aiD*  glarak secilmesi  durumunda, €;

. V.(q)
min
aq

L laV(q)

5 M@ (IWc(q))_1 (

parametreleri ve bias terimleri bu adimda belirlenebilecektir. Sayet Adim 2'de
belirtildigi gibi M,; parametrik formda ifade edilmigse, bu parametrelerin uygun

degerleri de bu adimda belirlenmelidir.

Adim 5. Asagida verilen kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak J(q,q) =
—J7(q,4) ve R(q,q) = RT(q,¢) = 0 matrislerini bulalim,

G+(C—MM1C, - MM ( + R)) g=0 (3.5)
burada,
A A T
A . OM(@)q 1(0M.(q)q
_ _2(oMLla)q 3.6

seklindedir. Simdi (3.5)'de verilen kinetik enerji eslestirme kosulunu asagidaki gibi

diizenleyelim,

G*MM MM C-C.—(J+R)]g=0 (3.7)
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J(q, q) degerini de asagidaki sekilde secgelim,
1@ @) = [(M71¢ — 6) = (tm-1c — €)' (38)
ve kinetik enerji eslesme kosulunu saglayan R(q, q) = 0 degerini,
64wt [ (M=t - €) + (im=rc — ¢)") ~ k| = 0 (3.9)

saglayacak sekilde hesaplayalim.

Adim 6. Kapali ¢cevrimli sistemin istenen noktada kararli olmasin1 saglayan enerji

fonksiyonunu sisteme atayan kontrol kurali,

r . v

u, = (GT6)1GT [(C — MM;'C, — MM;*(J+R))q + %
i1 9%
(G aq

(3.10)

ifadesi ile verilir.

Adim 7. Asimptotik kararlilik i¢in sisteme K, > 0 olacak sekilde soniim fonksiyonu

atansin,
ug = —K,G"M~(q)M(q)q (3.11)

boylece, sistemi istenen denge noktasinda asimptotik kararli kilan kontrol kurali

asagidaki sekilde olacaktir,
U=1u;+uy (3.12)

Asagidaki lemma, Adim 2'de (3.2)'nin ortak ¢oziimiiniin varligr igin yeter kosulu

vermektedir.
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Lemma 1. V,V.(¢") =0 ve V!

Chess

(@") >0 olan bir V.(q) ve M. >0 olmasi

durumunda,

av av,
(=" _ -12°¢) _
G (aq MM aq) 0 (3.13)

ve asagidaki denklemin gegerli oldugu r sayida matris vardir:
GH(M;MGt — M;M_') = 0, Vi, j (3.14)
O halde, V.(q) (3.2)'de verilen PDE i¢in ortak ¢oziimdiir, yani,

¢+ |2~ gz 2] =
2

aq ci % = O, Vi (315)

Ispat:

V.(q) ve M; > 0 fonksiyonlarinin i = 1 i¢in asagidaki iligskiyi sagladigini varsayalim:

v v,
(7" _ -12°¢) _
G <6q M, M5 6q) 0 (3.16)

Bu ifade asagidaki sekilde diizenlenebilir:
G*M;M;" = G*M;M_} Vi, j (3.17)

cj

Bu da bizi asagidaki sonuca gotiirtir:

av av,

1 1 -1 c _ PR

Giom = GIMIME == =0, Vi (3.18)
q GleM;jl q

(3.18), (3.2)'de verilen ve 6nermenin kaniti olan PDE'lerden ibarettir. [
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3.2 Kararhlik Analizi

Kontrollii Lagrangian yontemi, kapali ¢evrim sistemin istenilen denge noktasinin
kararliligini, atanan toplam enerji fonksiyonu ve soniim enjeksiyonu ile garanti eder.
Ancak, bu tez ¢alismasinda 6nerilen yaklagim, r sayisinin, yani alt bélge miktarinin
tiim secimleri i¢in sistemin keyfi bir baslangi¢ kosulundan birakildiginda istenen
denge noktasinda kararliligini garanti edememektedir. Bunun nedeni, (3.11) kontrol
kurali araciligiyla atanan kapali dongili sistemin enerji fonksiyonunun tam olarak
belirlenememesi, ancak sadece yaklasik olarak belirlenebilmesidir. Bu sebeple,
sistemin birakildig1 ilk kosul bolgesinin genisligi ile kararlilig1 garanti eden alt bolge
miktar1 arasindaki iligkileri de veren bir varlik kosulu belirlenmek zorundadir. Bu
boliimde, Butz (1969), Heinen ve Vidyasagar (1970), Ahmadi (2008) ve Ahmadi ve

Parrilo (2014)'de verilen sonuglar kullanilarak bu konu ele alinacaktir.

Kapali ¢evrim sistemin hareket denklemini elde etmek i¢in u(q, q) (3.12)'yi sistem

denklemi (2.64)’te yerine koyalim

s L oV T \=1-T =14 -1 . oV
Mq+Cq+%:G(G 616" |(C — MM, — MM; (]+R))q+%

Y %] i (3.19)
c aq u’d
ve asagidaki iliskiyi g6z oniinde bulunduralim (EK A.4),
G(GTG)IGT + (GHT(GH(GHT) 6L =1 (3.20)
Burada,
0 L ta 0
Gpxm = g ) prn = [gpxp I p=(m-—-m) (3.21)
mxm

(EK A.5) ve (EK A.6)’da verilen bazi cebirsel islemlerden sonra (3.19) asagidaki

sekilde diizenlenebilir:
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_ . 1%
MM, (Mcq +C.9+(J+R)g+ —C)

dq
= —(6Y)T6*|(c - MMC, - MM G + R)) 4 (3.22)
v av,
-T2 -1 9
GYHT6 [6q Mitt 5] + Gug

ve kinetik enerji eslesme kosulu saglandiginda, kapali dongii sistemin hareket

denklemi asagidaki gibi elde edilir,

o A .0V
(Mcq+CCq+(]+R)q+%)

3.23)
_ v oy, (
+ MM (GH Tt %0 MM;la—qC —Guy =0

Denklem (3.23)'te verilen sistemin kararliligmmi incelemek i¢in aday Lyapunov

fonksiyonunu asagidaki sekilde segelim

V(q,9) = Hc(q,9) — V.(q") (3.24)

Burada H.(q, ¢) kapali ¢evrim sistemin toplam enerjisidir ve su sekilde tanimlanir,

1.
He(a,4) = 54" Mc(9)q + Ve(9) (3.25)

Bu fonksiyonun yoriinge boyunca alinan birinci tirevi (3.23) ve (3.24)
denklemlerinden asagidaki gibi elde edilir (EK A.7)

V(q,9) = —q"Rq — ¢"M:M~'GK,G" MM q
» 1 Ve (3.26)

_ av
— "M M™(GH TG | = — MM =
q C ( ) aq c aq

(3.4)'den elde edilen potansiyel enerji eslestirme kosulunun hatasini belirlemek i¢in

€(q), €(q) ve €(q, q) fonksiyonlarini asagidaki gibi tanimlayalim,
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o v,

€(q) =G" %—MMC Erik
@) = MMGH) TE), 327
€q.q) =-q"&éq)
(3.26) asagidaki sekilde diizenleyelim,
V(q.9) = —4"Rq — "M M GK,G"M ™ M.q + €(q, ) (3.28)
Birinci tiirevi asagidaki gibi olan bir P(gq, q) fonksiyonu tanimlayalim,
P(¢.9) = —4"Rq — "M M GK,GTM ™ Mcq (3.29)
Sonug olarak (3.26) bagintisi asagidaki gibi yazilabilir
V(a,4) = P(q,4) +€(q,9) (3.30)

Potansiyel enerji eslesme kosulu M.(q) ve V.(q) ile tam olarak saglandigi durumda,
(3.24)’de verilen Lyapunov fonksiyonunun birinci tiirevinin P(q,q) < 0 oldugu
Bolim 2.2°de incelenerek, sistemin kararliligi gosterilmistir. (3.30)’da gorildigi
iizere P(q,¢) < 0 oldugundan, yoriinge boyunca €(q,4) < 0 olmasi durumunda,
kapali dongii sisteminin La Salle Teoremine gore kararli oldugunu sdyleyebiliriz.
Ancak, herhangi bir (q,q) i¢in €(q,q) > 0 olmasi durumunda, kapali dongii
sisteminin kararli oldugu sonucuna varilamaz. Bu sebeple Butz (1969) ve Heinen ve
Vidyasagar (1970)'de verilen Lagrange kararlilig1 teoremini ve Ahmadi (2008) ve
Ahmadi ve Parrilo (2014)'de verilen monoton azalan olmayan Lyapunov

fonksiyonlarina iligkin birkag¢ sonucu birlikte kullanacagiz.

Teorem 1 (Butz, 1969; Heinen ve Vidyasagar, 1970). Eger f(x) iki kez siirekli
tirevlenebilen, V(x) R™de tanimh ii¢ kez siirekli tiirevlenebilen reel degerli bir
fonksiyon ve V(x) = 4o ise || x |- +oo oldugunu varsayalim. Ayrica, & R™'de
sinirl bir kiime ve () onun tiimleyeni ise, asagidaki esitsizligi saglayan a; > 0 ve

a, > 0 varise, x = f(x) sistemi tiim x € () i¢in Lagrange anlaminda kararlidr.
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a,V(x) + a,V(x) + V(x) <0 (3.31)

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, (3.31)de verilen Lagrange kararlilik kosulunu
garanti eden |l €(q, ¢) Il stirin1 belirlemek miimkiindiir. Bunu saglamak igin, a; > 0

ve a, > 0 degerlerinin varligin1 gostermek yeterlidir.

a;P(q,9) + a:P(q,9) + P(q,9) + a26(q,9) + 1€(q,9) + €(q,9) (3.32)
<0 |

Denklem (3.32)’yi saglayacak sekilde a; = 0 ve a, = 0'1 miimkiin kilan belirli bir
miktarda r alt bolgesinin olmasi gerekmekte, yani sistemin Lagrange kararlilig1 garanti
altina alinmig olmaktadir. Ayrica, yukaridaki teoremin asagidaki versiyonunu vermek

faydali olabilir.

Teorem 2. (Ahmadi, 2008) x = f(x) siirekli zamanl sistemi varsayalim. Eger
ti¢ kez tiirevlenebilir Lyapunov fonksiyonu V(x(t)) varsa ve asagidaki esitsizligi tim

x # 0 i¢in saglayan a; = 0 ve a, = 0 skalar degerleri mevcutsa,
a,V(x) + a,V(x) +V(x) <0 (3.33)

o zaman herhangi bir x(0) igin, lim V(x(£)) - 0 ise x = f(x) sisteminin denge
noktasi global olarak asimptotik kararlidir.
Sonug olarak Ahmadi (2008), dinamik bir sistemin ydriingesi boyunca monoton olarak

azalan bir Lyapunov fonksiyonunun varliginin kararlilik i¢in bir gereklilik olmadigini,
bunun yerine enerji fonksiyonunun gl_)rg V(x(t)) limitinin sifira ya da sabit bir degere
yakinsamasinin kararlilig1 garanti etmek i¢in yeterli oldugunu gostermistir. Yukarida
Ozetlenen teoremlerin sonucu olarak, bu tez calismasinda Onerilen yontemin (34)'te
tanimlanan €(q) < oo kosulu altinda altinda kararlilig1 garanti ettigi asagidaki Sonug

1 de gosterilmistir.
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Sonug¢ 1. Su tanimi yapalim,

F@ 2 [ € @da (3.34)

Bu durumda (3.30)’da verilen g7 &(q) terimi igin asagidaki bagint1 elde edilir,

er(q) = (@)

0q 3.35
e = r2E@ _dE@ (3.39)
O T

V(q, q)'nin (3.28) de verilen ifadesi, (3.30) kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir,

V(@) =P~ [ de@d (3.36)

Asagidaki cebirsel islemlerden sonra,

[ arecar= [ S Pa= [ aw@ =@

dt
t qe (3.37)
[ ae@ac= [ aE@) =E@) -E@) <20E1, Ve
0 do
elde edilir. Bu durumda (3.36) ifadesi i¢in,
V(q,q9) <P(q,q)—21EI (3.38)

yazilabilir. Teorem 2’den || E < o oldugu siirece, lim;_,V(q,4) = 0 oldugu
goriliir, ¢inkii lim;_,P(q,q) = 0 ve ¢ = g*'da || E |I= 0'dir. Bu durumda, bu tez
caligmasinda onerilen yontemin kararlilik kosulunun || E || teriminin sonlu olmasini
saglayan bir r sayisi se¢imi oldugunu soyleyebiliriz; dolayisiyla, (2.70)'te verilen
kontrol kurali, (2.58)’i veya esdeger olarak (2.64)'de verilen sistemi, soniim
fonksiyonu K, ile istenen denge noktasinda kararli hale getirir. Bu tiir alt bolgelerin
varlig1 ve bolge sayisinin sistemin kararli kilinabildigi baslangic kosulu bolgelerine

etkileri 6rnekler lizerinden de gosterilecektir.
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3.3 Ornek: Arac ve Ters Sarkag Sistemi

Sekil 3.1 : Arac ve ters sarkag sistemi

Arag ve ters sarkacin dinamik denklemi Liu ve Tu (2013)'de asagidaki gibi verilmistir

1 bcos ql] v %5 g,

= [Z;]’ M(q) = [bcos q1 c

g 1 m+ M
a=— =-, Cc =

(3.39)

2m

Burada m sarkacin kiitlesi, M arabanin kiitlesi, [ sarkacin uzunlugu ve g yer¢ekimidir.
Arabanin konumu, q; =0 ve herhangi bir q, sistemin kararli bir denge noktasidir.

Coziimii bulma prosediirii asagidaki gibi verilmistir:

1. Adim: EL sisteminin konfigiirasyon uzayinda 13 adet alt bolge tanimlayalim;

A A
Si2{q (@) = hi(e),  1=12,..13, i#l ~5<q< E} (3.40)

burada h;(q) = e~ (Eilllg=q;I)* 4 b; olarak secilmistir. g;'lerin h;(q)|g=¢, = 1 igin
gt = (m/2) — (i — 1)(m/12) e karsilik gelen genellestirilmis koordinatlarin degerleri

oldugunu da belirtelim.

2. Adim: Bu alt bolgelerin merkezlerindeki potansiyel enerji eslesme kosullarini

bulalim.

Denklem (3.2)'de verilen kosulu ¢6zmek i¢in bir matris tanimlayalim:
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Parametreleri yukaridaki gibi olan araba ve sarka¢ sistemi i¢in potansiyel enerji

eslesme kosulu agagidaki gibi elde edilir,

mglsin q aV./ 0q
G “ 0 01] 6V/0q;”
(3.42)

mglsingq; = S;(1, 1) i=12,..,7

2

Bu r adet PDE'lerin ortak ¢oziimii olan V. nin parametrik formdaki genel ¢6ziimii

asagidaki gibi elde edilir:

V(@) =< (1 ) cos(q1) + ®(z(q))
(3.43)
_ ~ Si(1,2)
z(q) = (@2 — q2) — s

Burada ®(z(q)), Vq(b(z(O)) =0 kosulunu saglayan keyfi tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. V, _ (g*) > 0" olusturmak igin, K, > 0 i¢in ®(z) = (Kp/Z)z2 olarak

alinabilir:
2
qz q1(—q2 + qc2)S:(1,2)
Ve(@) = Kp | 5 — 9242 + 24—z L
2 2 Si(1,1) (3.44)
q%5;(1,2)? N acos q '
25;(1,1)? Si(1,1)

V.(q)’nun parametrik formda oldugunu ve bu agamada kismi olarak belirlendigini
dikkate alalim. V.(g)’nun gradyani: ve Hessian (Hesse) matrisi asagidaki gibi elde

edilir:

S; .
KpSi(l,Z) (—qz +q; + q;,(—gl))> —asin qq

Ve(q) = Si(L,1) (3.45)

q15i(1,2)>
—K. |- g V7
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(KpSi(1,2)? — S;(1,1)cos q;) K,S:(1,2)

q _ Si(1,1)? Si(1,1)
Vereo (@ = K,S5:(1,2) (3.46)
— K
Sl(lﬁl) P
chess (g) > 0 olusturmak i¢in sonraki kosullar su sekilde bulunur:
S;(1,1) <0, K,>0 (3.47)

Si(1,1) < 0 oldugu siirece, bu adimda belirlenen V.(q), herhangi bir S;(1,1) ve
Si(1,2) i¢in r sayida denklemin ortak ¢6ziimiidiir ve aranan sartlar1 saglamaktadir.

Ayrica M,;'nin saglamasi gereken bazi kosullar S;(1,1) iizerinden tanimlanmaktadir.

3. Adim: M, > 0 igin gerekli ek kosullarin bulunmasi. Bu amagla, M,; matrisleri S;

matrisinin elemanlari cinsinden yazilacaktir.

Arag ve ters sarkag sistemi yapisi geregi q; = /2 ve q; = 0 degerlerinde tekildir. Bu
sebeple M. > 0 kosulunu saglamak icin konfigiirasyon uzayinda bu degerler

cikartilacaktir

m; = bcos ¢t ve qi = (m/2) —i(mw/12) olmak iizere M; matrisleri su sekilde

verilmistir:
1 m; .
M; = , i=12..,11 (3.48)
m; c

Ardindan, M;’lerin genel formu S; matrisinin elemanlari cinsinden asagidaki gibi elde

edilir:
—miSi(l,Z) + Sl(Z,Z) —651(1,2) + miSi(Z,Z)
v = | 7S50 +5115(22)  —Si(1,2)5,(2,1) + 5;(1,1)5,(2.2)
e m;S;(1,1) — 5;(2,1) 65;(1,1) — m;S;(2,1) ’ (3.49)
—-5:(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)8;(2,2)  —5;(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)5;(2,2)
i=12,..13

icin agagidaki kosullarin karsilanmasi gerekir:
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Si(1,1)

(1,2 —
Sih2) >0, 17

< min{m;}

m;S7(1,1) + 65;(1,1)5;(1,2)
51(1,1) + ml-Si(l,Z)

Si(21) < (3.50)

ml-Si(l,l) + 651(1,2) - 51(2,1)
m;

5i(2,2) =

Gosterimi  kolaylastirmak i¢in su tanimlart yapalim: a; = —(S;(1,1))/(S;(1,2)),
a, = S;(1,2). S; kosullart incelendiginde 0 < a; < min{m;}, a, >0 oldugu
goriilecektir. Ayrica B > 0 degiskenini tanimladigimiz zaman M,; > 0, Vi kosullarini

asagidaki sekilde diizenleyebiliriz:
Si(L1) = —ma;

51(1,2) = a,

aa,(6 —am;
Si(2,1)= 1 2( 1 l)_

B . (3.51)

(6a, + B)m; — a,(B + azmiz)

(2,2) =
Si(2.2) m;(—a; + m;)

M matrisleri >0, a, >0, 0<a; <min{m;},Vi, igin asagidaki formda

diizenleyebiliriz:

—a.p + ml-(,B —a,(—6+ miz)) m; <ﬁmi - a1(,3 + ay(—6 + mf)))

M, = (g —my)? a,f(a; —m,)?
mo(pm = a(p 4 ax-64mD)) (e~ gt + ot +md)| (3P
aB(a; —m;)? B B (ay —m;)?
i=23..,11

a;’in varlhi@i min{m;} > 0 oldugu siirece garanti edildiginden, y = 1 — a; /min{m;}
olacak sekilde yeni bir 0 < y < 1 tamimlayalim. (—m/2,/2) degerleri igin m; = 0
oldugundan ve bu sebeple de, min{m;} > 0 sart1 geregi, M,; > 0 olacagi i¢in

q1 = *m degerlendirmeye alinmamustir.

4. Adim: Kapali dongii sistemin genellestirilmis atalet matrisini yaklasik olarak

olusturalim:
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M.(q) = <Z e‘(e"(‘“‘q))zMa> + Mo (353)

i

MATLAB neural network toolbox kullanilarak, Ac¢iklama 3'te aciklanan €; ve M,
parametreleri (3.53)i saglayacak sekilde bulunmustur. Potansiyel enerji eslesme
kosulu €(q)'mun yakinsama hatas1 (3.27)'de tammlanmistir ve {—57/12 < q; <
5m/12} araliginda 11 sayida alt bolge olmasi durumunda olusan yakinsama hatasi da

Sekil 3.2'de gosterilmistir.

<104 Potantial Energy Matching Solution(q 1)

ES

-3 | I I | I
-1 -0.5 0 0.5 1

9,

Sekil 3.2 : Potansiyel enerji eslesme kosulu hatasi (farkli €; degerleri i¢in) (Arag ve
ters sarkacg)

5. Adim: (3.9)'da verilen kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak sekilde /(q, ) =
—JT(q,9) ve R(q,q) = RT(q,¢) = 0 matrislerini bulalim. Ara. sarkag sistemi igin
J(q,¢) (21)'deki gibi segilebilir ve R(q, q) = 0 oldugu siirece:

»2(1,2)? ex(1,2) 21,1111
R(q,q) = Z(1)° Tsan fUsan Y (3.54)
’ B ex(1,2) 2(1,DHI(1,1D) L I(L2) B 2(1,1)%11(1,1) L N22) ’
2(1,1) 2(1,2) ’ 2(1,2)2 ’
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2(q,q) ve Il(q, q) asagidaki gibi tanimlanabilir:

S =G'MM, "

. (3.55)
= E(1\’4‘61\/1—16 ~C+ (MMc-T,)")

6. Adim: Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol kuralini olusturalim. Tasarim
parametreleri K, = 1/500,y = 0.8, a, = 20, f = 30 ve ¢ = 0.02 olarak segilmistir.
Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol girisi, énceki adimlarda bulunan M.(q),
V.(q), J(q,q) ve R(q,q) degerlerinin (3.10)'de verilen ifadede yerine konulmasiyla
kolayca olusturulabilir. Kapali dongii sistem potansiyel enerji fonksiyonu yukarida

verilen kontrol tasarim parametreleri igin Sekil 3.3'te gosterilmistir.

=

SN
0
q2 -50 Q1

Sekil 3.3 : Potansiyel enerji fonksiyonu (Arag ve ters sarkag)

7. Adim: Sistemin asimptotik kararliligin1 saglamak i¢in, soniim enjeksiyonundan

sorumlu kontrol girisi asagidaki iliski kullanilarak hesaplanmaistir:

ug = ~k,G"M QM (Q)g,  k, =700

66



Sarkag agis1 ve ara¢ konumunun zamana kars1 degisimi bazi baglangi¢ kosullari i¢in
Sekil 4'te, V,.(q) lizerindeki durum yoriingeleri ise Sekil 5 ve 6'da gosterilmistir. Son

olarak, H.(q,q) ve H.(q, q)'m zamana kars1 degisimi Sekil 7'de gosterilmistir.

i=0 ¢=2

1.5 T T T T T T T ; .
q"(0)=[ -131 0.00 ]
¢'(0) =] 131 0.00 ]
¢'(0) = —1.05 25.00 |

i q"(0)=0.79 25.00 | il
q7(0) = [ —0.44 —40.00 ]
¢ (0) =[ 044 —25.00 |

05 |

o
3
3
£ oy
S

0.5 |

21 |

1.5 | | 1 1 1 1 L | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
"
=0 ¢g=2

50 T T T T T T T - i
¢ (0) = 131 0.00]

40 - ¢"(0)=] 131 0.00 ] il
q"(0) =] ~1.05 25.00 |
q(0)=1[0.79 25.00 |

2 F ¢1(0) = | —0.44 —40.00 ]|
q"(0) =044 —25.00 |

g (m)

50 | 1 1 1 L !

Sekil 3.4 : Farkli baslangi¢ kosullar1 i¢in durum yoriingeleri (Arag ve ters sarkac)
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50

40 %\

30 {
. \

\-E/ 0 A\ |
o
o

AWK

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
¢ (rad)

Sekil 3.5 : Potansiyel enerji fonksiyonu tizerinde durumlarin yoriingesi 2B (Arag ve
ters sarkac)

1 (rad)
72 (m) !

Sekil 3.6 : Potansiyel enerji fonksiyonu lizerinde durumlarin yoriingesi 3B (Arag ve
ters sarkac)
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-2 T T T T T
g (0)=[ =131 0.00 |
¢7(0) = 1.31 0.00 |

gt (0) = —1.05 25.00 ]
g (0)=1[0.79 25.00 ]
— g (0)=] —0.44 —40.00 ]|

¢ (0)=[ 044 —25.00 |

° ° 1o 15 20 25 30
t(s)
4 T :
2 |
|
I
|
=
= 1
S
— g7 (0)— [ —-1.31 0.00 |
¢ (0)=[ 131 0.00]
| d(0)=[-105 2500] | |
T =3 b .
' q(0)=10.79 25.00 ]
¢ (0)—[ —0.44 —40.00 |
| ¢’ (0)=[ 044 -25.00 ]
-8 \ I | | I |
0 5 10 15 20 o N
t(s)

Sekil 3.7 : Aday lyapunov fonksiyonu ve tiirevi (Arag ve ters sarkac)

Simiilasyon sonuglarindan goriildiigii lizere, 6nerilen yontem sistemi istenen noktada
bagarili bir sekilde kararli hale getirmistir. Adim 4'te belirtildigi gibi, sistemin
kararliligini garanti eden baslangic kosullar1 kiimesinin keyfi olarak olusturulabilecegi
dikkate alinmalidir. Bu ¢calismada 6nerilen yontemin hesaplama karmasikligr standart
Kontrollii Lagrangian yontemi ile karsilastirilirsa, standart yontem ¢oziim yontemi
belli olmayan ya da bazi durumlarda bulunmayan dogrusal ve homojen olmayan
PDE'lerin ¢oziilmesini gerektirirken, bu ¢aligmada Onerilen yontem herhangi bir

yazilimin sembolik ara¢ kutusu kullanilarak ¢oziilebilen lineer PDE'lerin ¢oziilmesini
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gerektirmektedir. Ayrica, simiilasyon sonuglarindan, gimV(q, q) = 0 ozelligine sahip

olan araba ve sarkag¢ sisteminin Lyapunov fonksiyonunun, Sonug 1 ile tutarli olarak,

enerji fonksiyonundan sabit bir deger ¢ikarilarak segilebilecegi kolayca goriilmektedir,

yani lim (Hc(q, ) = Ve(q") = 0ile V(q,9) = He(q,9) — Ve(q".
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4. EKSIK SURULMUS HAMILTONIAN SISTEMLERIN MODEL
YAKLASIKLIGI iLE KONTROLU

Onceki boliimlerde de belirtildigi gibi (2.90) ve(2.91)’de verilen eslesme kosullar:
nonlineer ve nonhomojen PDE’ler oldugu i¢in ¢oziilmesi olduk¢a zordur. Ayni
zamanda Blankenstein ve dig (2006) ve Viola ve dig (2007)’de de belirttigi gibi bu
PDE’lerin genel bir ¢6ziim yolu da mevcut degildir. Bu béliimde (2.91)’de verilen ve
Potansiyel enerji eslesme kosulu olarak adlandirilan PDE’lerin yaklagik ¢6ziimiinii
bulacak bir yontem 6nermektir. Bu amagla, izole ve kararli bir denge noktasina (q*, 0)
sahip bir V;(q) bulunacak ve (2.91)’da verilen potansiyel enerji eslesme kosulunu

yaklasik olarak saglayan bir genellestirilmis atalat matrisi, M, (q), bulunacaktir.

4.1 Yontem

Boliim-3’de oldugu gibi sunulan yéntemi adim adim agiklayalim:

Adim 1. Hamiltonian konfigiirasyon uzayinda r adet alt uzay ve asagida verilen skalar

fonksyionlar tanimlansin.
S; =2 {q|h;(q) > h(q), l=12,..,r, i # 1} 4.1)
Burada h;(g)lar r sayida 0 < h;(q) < 1 6zelliginde tanimlanmustir ve ayrica her bir

alt uzayda h;(q)|q=q, = 1 6zelligini saglar.

Agiklama 1: Yukarida verilen skalar fonksiyonlar radyal temelli fonksiyonlar olarak

tanimlanabilir. Bu calismada h; (q)lar h;(q) = e~(€ila—a iD* olarak secilecektir. Burada

q;’ler alt uzaylarin tam merkezleridir.

Adim 2: Mt = M~1(q;) olmak iizere r adet potansiyel enerji eslesme kosulu g = g;

noktalar1 i¢in asagidaki sekilde bulunsun:

G0,V — MyiM;0,V,] = 0 (4.2)
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Denklem (4.2) da elde edilen r adet deklemin ortak ¢oziimii olacak ve
0°V4(q)/ 0q*|q=q > 0, 0V4(q)/ 0qlq=q* = 0 Ozelliklerini saglayacak bir kapal
cevrim potansiyel enerji fonksiyonu V;(q) ile My > 0 6zelligini saglayacak r adet

genellestirilmis atalet matrisi bulunsun.

Actklama 2: Sistemin atalet matrisinden elde edilen M;’ler ile bulunan (4.2)
PDE’lerinin ortak ¢Oziimiinii saglayan V;(q) ve Mgy > 0,Vi, varh@ ¢alismada
bahsedilen Hamiltonian sistem sinifin1 belirler. Burada M,; > 0’larin tek degerli
olmasi gerekmemektedir. Bu durumda M,; matrislerinin degerleri parametrik olarak

da bulunabilir.

Adim 3: My; + My,; = My; olmak iizere kapali ¢evrim sistemin genellestirilmis atalet
matrisi Adim 1’de tanimlanan h;(q)’lar ve Adim 2’de bulunan M;ler kullanirlarak

asagidaki sekilde tanimlansin:

Ma(@) = ) (hi(a)Mas + Manr) 43)
i=1

Bu adimda of h;(g)’larin parametreleri, for i = 1,2, ..., olmak iizere M;; ve Myy;

sabit matrisleri asagidaki ifadeyi saglayacak sekilde elde edilecektir.

o33 - (G

min

Actklama  3: Eger h;(q)lar  hi(q) = e~€la-aiD®  olarak  segilirlerse
parametrelerinin bulunmas1 gerekir. Eger My;’ler A¢iklama 2°de bahsedildigi gibi
parametrik formda bulunduysa bu adimda uygun degerler alan sabit matrisler olarak

tanimlanmalar1 gereklidir.

Adim 4:(4.3)’de verilen M;(q) ve Adim 3’de bulunan M; ve M,,; sabit matrisleri ile
h;(q) skaler fonksiyonlarin1 kullanarak yaklasik bir genellestirilmis atalet matrisi

bulunsun.

Adim 5: Kinetik enerji eslesme kosulu Adim 4’te bulunan M,(q) kullanilarak

olusturulsun:
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d /1 _ Jd /1 . _
6*[5q (M) = bt @ 5 (307D ) + 1| = 0 (42)

Bu adimda(4.5)’y1 saglayan /,(q, ¢) = —J1 (q, ¢) matrisi bulunacaktir.

Adim 6: Kapali gevrim sistemin Hamiltonian fonksyionu, Adum 2’de bulunan V,;(q)

ve Adim 4’te bulunan M, (q) kullanilarak asagidaki sekilde elde edilsin

1
H, = EPTM,I Ypp +Val@) (4.6)

(4.6) kullanarak sistemin enerjisini sekillendirecek olan giris isareti su sekilde

hesaplansin:
u. = (GT6)*G"[o,H — MyM~0,H, + J, M7 p] 4.7

Adim 7: Kapali ¢evrim sistemin asimptotik kararlilig1 saglamak i¢in K, > 0 6zelligini

saglayan sonlim eklensin.

0H
Ug = —KvGTa_pd (48)

Nihayetinde sisteme uygulanacak kontrol isareti asagidaki sekilde elde edilir:
U=1ug + U, (4.9)

4.2 Ornek: Arac Ters Sarkac Sistemi

Arag ters sarkag¢ sistemi (Sekil 3.1) en temel eksik siiriilmiis, lineer olmayan sistem

orneklerinden birisidir.,

Bu sistemin parametreleri su sekilde tanimlanir:

1 1
K = 5 (M + m)§¢? + mg,q, cosq; + Emlzc’ﬁ (4.10)
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V =mglcos q, (4.11)

Yukarida verilen denklemleri kullanarak sistemin genellestirilmis atalet matrisi

asagidaki sekilde elde edilir:

b cos q;

M(q) = [b cosq, ¢ (4.12)
Burada
a=%, b =%, c—ml:-mM (4.13)
olarak tanimlanmistir. Sistemin Hamilton denklemi ise asagida verilmistir:
H(q,p) = %pTM “(@)p + mglcosq, (4.14)

Sistemin hareket denklemi asagidaki sekilde bulunur:

(—a+ A)sing 0
0

[ _n O]I( a+A)51nq1‘ IO (4.15)
1

Burada A asagidaki sekilde tanimlanir.

_ b(epap; + bcos gy (—cpf —pj + bpipa cosq)) (4.16)
(c — b2 cos? q,)? '

Sistemi kararli hale getiren kontrol kuralin1 bulmak i¢in 4.1 boliimiinde verilen

adimlar takip edelim adimlar izlenir:

Adim 1: Hamiltonian sistemin konfigiirasyon uzayimi 13 bolgeye ayiralim:

. T T
S; & {qlhi(q) >h(q), 1=12,..,13, i=+], —5<q< 7} (25)
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burada h;(q)'lar h;(q) = e~€ala=aiD* 4 p. olarak secilmistir. Burada g;’ler ise
hi(q)|q=q, = 1 saglayan degerlerdir.

Adim 2: Potansiyel enerji eslesme kosulu secilen konfigiirasyon uzayinin merkezleri

icin yazilsin ve (13) denklemini ¢dzebilmek icin asagidaki tanimlama yapilsin:
Si = MdiMi_l (417)

Potansiyel enerji eslesme kosulu (4.14)’de verilen Hamiltonian denklemi igin

yazilacak olursa:

ot I[mglgin ql] _s, [aVc/aCh” —0

aV./9q,

(4.18)

aVv, aVvy

mglsing; = 5;(1,1) —+ 5;(1,2) —

g ql l aql l aqz

Elde edilen r adet PDE’yi saglayan ortak genel ¢6ziim:

a
OVa(9) = 57y c0s(a) + 9 (2(a)

(4.19)

S;(1,2
z(q) = (g2 — q3) — %11%‘21

olarak bulunur. Burada @(z(g)), n Vq(P(Z(O)) = 0 kosulunu saglayan istege bagl,
tiirevi aliabilen bir fonksiyondur. Eger bu fonksiyon K, > 0 i¢in ¢(z) = (Kp /2)z?

olarak alinirsa:

2 2 2 o2
q2 qc; | 1 (=92 +q2)Si(1,3) | q7 S (1,2)
% =K, |=—-— —
d(q) b ( 2 q2 4c2 + 2 + Si(l,l) 5 52(1’1)
l (4.20)
acosql
5:(1,1)

Bulunan V;(q)’ nun gradyani1 ve Hessian matrisi asagida verilmistir.
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q; S;(1,2) .
Ky 5:i(1,2) (_QZ +qc + g'l(lTl) —asmgq,

V.Va(q) = S (LD (4.21)

q1 51(1,2)
Kp ( qz + qc2 + 51(1’1) )

(K, S2(1,2) — a S;(1,1) cos q;) K,S:(1,2)

2
hess KpSl(l,Z) X
S (LD P

Kuadratik bir V;(q) tanimlayabilmek i¢in ‘/d(iess (q) > 0 yapisin1 saglayan kosullar:
S;(1,1) < 0veK, >0 (4.23)

olarak elde edilir.
Adim 3: Mg;’lerin bulunmasi.

[k olarak My; > 0 kosulunu saglayacak ek kosullarin bulunmasi gerekmektedir. My;
matrisleri Vi i¢in S; matrislerinin elemanlar1 cinsinden ¢oziilecektir.  Bunun igin

m; = b cos g} olmak iizere M; matrisleri asagidaki sekilde tanimlansin:
1 m; ,
M; = , i=12..1 (4.24)
m; c
Burada gt = % - il—”2 olarak se¢ilmistir ancak q; = + % dgerleri tekillige sebep oldugu

icin hesaplamalara dahil edilmemistir. Boylece M,; matrislerinin genel formu

asagidaki sekilde hesaplanir:

-m;S;(1,2) + S;(2,2) —65;(1,2) + m;S;(2,2)
Mo = —-5;(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)5;(2,2) —5;(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)S;(2,2)
at = m;S;(1,1) — S5;(2,1) 65;(1,1) —m;S;(2,1) ’ (4.25)
—-5,(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)5;(2,2) —5;(1,2)5;(2,1) + 5;(1,1)5;(2,2)
i=12,..11
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Si(1,1) < 0 olmak tiizere, Matematica yardimiyla My; > 0, Vi saglayan kosullar

asagidaki sekilde bulunmustur:
Sl(lﬁz) > 0;

S:(1,1)
- S.(1,2)

< min{m;},

m,S2(1,1) + 65,(1,1)S;(1,2) (4.26)

(2,1
Si21) < S;(1,1) + m;S5;(1,2) '

ml-Si(l,l) + 651(1,2) - 51(2,1)

m;

5i(22) =

Gosterimi kolaylastirmak amaciyla ¢y = — ?83, a, = S;(1,2) sabitleri tanimlansin.

(35)’de verilen ikinci kosuldan agikg¢a goriilecektir ki 0 < a; < min{m;} ve a, > 0
kosulunu saglamalidir. Ayrica (35)’de verilen ii¢iincii kosulunu saglamak i¢in f > 0

ozelliginde bir skaler tanimlanirsa My; > 0 Vi i¢in (35)’de verilen kosullar asagidaki
sekilde diizenlenebilir:
Sl(lll) = _alaZ'
5i(1,2) = oy,

o 0 (6 — aymy) _

S =— —— , (4.27)
1 i

(6a, +B)m; —a (B + azmiz)

S:(2,2) =
(2.2) (= + )

M,; matrisleri de a4, a,, B terimleri cinsinden asagidaki sekilde yazilir.

My; =

ay(—ay + m;) a,(6 — aym;)

= (afazm? +my (360{2 -p(-6+ mlz)) +a, (—12a2mi2 +B(—6 + miz))) (4.28)
az(6 — aym;)

mi(—a; + my)
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Burada >0, a, >0, 0 < a; < min{m;} Vi ozelliklerini saglar. min{m;} > 0

oldugu stirece a;’in varlig1 garanti altina alindig1 i¢in 0 < y < 1 6zelligini saglayan

a1

y=1- degiskeni tanimlanabilir.

min{m;}

Adim 4: Kapali gevrim sistemin yaklasik genellestirilmis atalet matrisinin inga edilsin:

My(q) = (Z e_(Ei(qi_q))szi> + Map; (4.29)

i

Agiklama 3’de verilen €; ve Mgy;’ler matlab neural network toolbox yardimiyla
kolaylikla bulunabilir. Potansiyel enerji eslesme kosulunun {—75° < q; < 75°}
degerleri arasinda 11 alt bolge i¢in yaklasikligindan kaynaklanan hata Sekil 4.1°de

incelenebilir.

élq)

-2

| | \ . . | |
-75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75
q (%)

Sekil 4.1 : Potansiyel enerji eslesme kosulunun yaklasikligindan kaynaklanan
hata

Adum 5: (16)’y1 saglayan J,(q, q) = —JI(q, ¢) matrisi bulunsun.

Adim 6: K, = ﬁ,y = 0.5,a, = 20,3 = 30 degerleri igin (17)’de verilen ve sistemin

enerjisini sekillendiren giris isareti bulunsun
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Adim 7: Kapal1 ¢evrim sistemin asimptotik kararliligint saglamak i¢in k,, = 700 i¢in
sisteme soniim ekleyen kontrol isareti (19)’dan bulunsun ve (20) kullanilarak sisteme

uygulanacak kontrol isareti bulunsun.

Farkl1 baslangi¢ kosullar1 i¢in sistemin cevabi Sekil 4.2’ten incelenebilir.

60 T T T T T T T T T T T T T

2oi\L/>/\' -

S 20 q'(0)=[-75, 25]|7
46 q'©=[ 45, 25]| |
q'(0)= [-25, -40]
=0l q'(0)=[ 25,-25]| |
BO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t (s)
40 T T T T T T T T T T
20 -
/E 0+ —
& 20 q'0)=[-75, 25]|
q'(0)=[ 45, 25]
40 |- q'(0)= [-25, -40] | |
q'(0)=[ 25, -25]
'60 L 1 L 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Sekil 4.2 : Farkli baslangi¢ kosullarinda sistem cevabi
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5. ORNEKLER

Bu bolimde literatiirde yer alan gesitli eksik siiriilmiis dogrusal olmayan sistemler

tizerinde Onerilen yontemin uygulamalar1 sunulacaktir.

5.1 Ving Sistemi

o\

Sekil 5.1 : Ving Sistemi

Ving sisteminin dinamik denklemi Liu ve Tu (2013)'de asagidaki gibi verilmistir

2
m,l m,l cos ql] ’ V(g) = —mygl cos q, (5.1)

"~ Ilmylcosq;, my+m,

Burada m; aracin kiitlesi, m, yiikiin kiitlesi, [ vincin kol uzunlugu, g ise yer¢ekimidir.
Ving sistemi duragan olarak kararli bir sistem olsa da burada zorluk m, nin degisken
degerler alabilmesinde ve vincin yapacagi salinim hareketinin yiike ya da vince zarar
vermesinden kaynaklanmasidir. Bu sebeple sistemde bulunan yiik terimi olan m, =
m3 + M olarak alinmis ve kapali gevrim sistem 0 < M < 80m2 degerleri i¢in makul
bir salinimda kararl1 kilacak kontrol kurali uygulanmasi hedeflenmistir. Bu 6rnek i¢in

sistemin parametreleri m, = 1,1 = 5, m9 = 1 olarak alinmustir.

1. Adim: EL sisteminin konfigilirasyon uzayinda 13 adet alt bolge tanimlayalim;

T
si2{glh@zh(@, 1=12,.13, i#l -><q< g} (5.2)
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burada h;(q) = e~(€la-aiD* 4 p. olarak segilmistir. g;'lerin hi(@)lg=q; = 1 icin
gt = (m/2) — (i — 1)(;/12) e karsilik gelen genellestirilmis koordinatlarin degerleri

oldugunu da belirtelim.

2. Adim: Bu alt bolgelerin merkezlerindeki potansiyel enerji eslesme kosullarini

bulalim.

Denklem (3.2)'de verilen kosulu ¢6zmek i¢in bir matris tanimlayalim:
Si = MiMC_il (53)

Parametreleri yukaridaki gibi olan ving sistemi i¢in potansiyel enerji eslesme kosulu

asagidaki gibi elde edilir,

1 [[malsing,] .[aVc/ ach] _
. “ 0 ] %|ov./ ag)| = °
(5.4)
. Ve V.
myglsing, — Sl-(l,l)a—q1 — Si(l'z)a_qz'

Bu r adet PDE'lerin ortak ¢6ziimii olan V. nin parametrik formdaki genel ¢6ziimii

asagidaki gibi elde edilir:

S oSt + (@)

Vo(q) =

(5.5)
S:(1,2
2(q) = (a2 —q2) — S-El 1; a1

Burada ®(z(q)), V,®(2(0)) =0 kosulunu saglayan keyfi tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. V. (g") > 01 olusturmak igin, K,, > 0 i¢in ®(z) = (%) z2 + %
olarak alinabilir:
q; ¢ q1(—q2 +q3)S;(1,2) q1S;(1,2)
|4 =K,|—-— >+ =
C(q) 14 ( 2 q:9; + 2 + 51(1’1) + 251(1'1)2 (5 6)
mylg — mylgcos q4 '
S:(1,1)
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V.(q)’nun parametrik formda oldugunu ve bu agsamada kismi olarak belirlendigini

dikkate alalim. V,(q)’nun gradyani1 ve Hessian matrisi asagidaki gibi elde edilir:

KpSi(1,2)(=q25:(1,1) + ¢35:(1,1) + ¢:5:(1,2)) —m,lgS;(1,1)sin ¢,

S2(1,1)
v,V = t .
PU 125,11
(K»Si(1,2)? + mylgS;(1,1)cos q1)  KpSi(1,2)
q _ Si(1,1)? Si(1,1)
I/Chess (q) - KpSl(l,Z) X (58)
Si(1,1) P
chess (q) > 0 olusturmak i¢in sonraki kosullar su sekilde bulunur:
S;(1,1) >0, K, >0 (5.9)

S;(1,1) > 0 oldugu siirece, bu adimda belirlenen V_.(q), herhangi bir S;(1,1) ve
S;(1,2) i¢in r sayida denklemin ortak ¢6ziimiidiir ve aranan sartlar1 saglamaktadir.

Ayrica M_;'nin saglamasi gereken bazi kosullar S;(1,1) tizerinden tanimlanmaktadir.

3. Adim: M,; > 0 igin gerekli ek kosullarin bulunmasi. Bu amagla, M,; matrisleri S;

matrisinin elemanlar1 cinsinden yazilacaktir.

Ving sistemi de ara¢ ve ters sarkag sistemi gibi yapisi geregi q; = /2 ve g; =0
degerlerinde tekildir. Bu sebeple M. > 0 kosulunu saglamak i¢in konfigiirasyon

uzayinda bu degerler ¢ikartilacaktir

I?’m, = a, lm, =b, m; = bcos ¢t ve ¢! = (m/2) —i(m/12) olmak iizere M;

matrisleri su sekilde verilmistir:

w1

m, ¢ i=12..,11 (5.10)

Ardindan, M;’lerin genel formu S; matrisinin elemanlar1 cinsinden asagidaki gibi elde

edilir:
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miSi(l,Z) + aSl-(Z,Z) CSi(l,Z) - miSi(Z,Z)
S:(1,2)S;(2,1) — 5;(1,1)S;(2,2) S:(1,2)8;(2,1) — S;(1,1)5,(2,2)

Mei = m;S;(1,1) — aS;(2,1) ¢S;(1,1) — m;S;(2,1) ’ (5.11)
—S,(1,2)5,2,) + S;i(1,DS;(2,2) —=5,(1,2)S:(2,1) + 5,(1,1)S,(2,2)
i=12,..13

Gosterimi kolaylastirmak i¢in:

Si(l,l) — M
al
5:(1,2) = a,
PR A Chs M)(=25B(1 + M) + a; (2 + M)) — aiBm; + a,(2 + M)*m, (5.12)
(2,1) = a,(25(1 + M) (2 + M) + aym;)
s(22) < 2BAEM) (@@ +M)(am))
i\ea) = m; 25(1+ M) 2+ M)+ aym;

olarak secilsin. Bu durumda M, > 0 saglamak i¢in a; >0, a, >0, >0
kosullarmin  saglanmasi1 yeterli olacaktir. M, matrisleri asagidaki formda

diizenlenebilir:

a; (6258(1 + M)2(25(1 + M)(2 + M) + aymy) + aya;my(25(1 + M)(2 + M) — m?))
a,B25(1 + M)(2 + M) + a;m;)?
aym;(258(1 + M)(25(1 + M)(2 + M) + aym;) + a(—=25(1 + M)(2 + M)? + m;?))
aB(25(1 + M)(2 + M) + a;m;)?
m;(aBm;(25(1 + M)(2 + M) + aymy) + a,(2 + M)?(25(1 + M)(2 + M) — m?))
a,B25(1 + M)(2 + M) + a;m;)?

MCi(lrl) =

M (1,2) =

(5.13)
MCi (2!2) =

,i=23,..,11

4. Adim: Kapali dongii sistemin genellestirilmis atalet matrisini yaklasik olarak

olusturalim:

Me(q) = (Z 6‘(“‘“‘“)2Ma> + Mey (5.14)

i

MATLAB neural network toolbox kullanilarak, Ag¢iklama 3'te agiklanan €; ve M,
parametreleri (5.14)1 saglayacak sekilde bulunmustur. Potansiyel enerji eslesme
kosulu €(q)'mun yakinsama hatasi (3.27)'de tammlanmistir ve {—57/12 < q; <
5m/12} araliginda 11 sayida alt bolge olmasi durumunda olusan yakinsama hatasi da

Sekil 5.2'de gosterilmistir.
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Sekil 5.2 : Potansiyel enerji eslesme kosulu hatasi (Ving)

5. Adim: (3.9)'da verilen kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak sekilde /(q, q) =
—JT(q,q) ve R(q,q) =RT(q,q) =0 matrisleri (3.8) ve (3.54)’deki sekilde
secilebilir.

6. Adim: Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol kuralini olusturalim. Tasarim
parametreleri K, = 1/50, a; = 10, a, = 20, p =30, M = 10 olarak segilmistir.
Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol girisi, onceki adimlarda bulunan M.(q),
V.(q), J(q,q) ve R(q,q) degerlerinin (3.10)'da verilen ifadede yerine konulmasiyla

kolayca olusturulabilir. Kapali dongii sistem potansiyel enerji fonksiyonu yukarida

verilen kontrol tasarim parametreleri i¢in Sekil 5.3'te gosterilmistir.
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60

Sekil 5.3 : Potansiyel enerji fonksiyonu (Ving)

7. Adim: Sistemin asimptotik kararliligin1 saglamak i¢in, soniim enjeksiyonundan

sorumlu kontrol girisi asagidaki iliski kullanilarak hesaplanmistir:
Ug = _kaTM_l(CI)Mc(Q)éI' k, =700

Ving konumunun ve yiikiin farkli M degerleri i¢in istenen konuma gotiiren durum
yoriingeleri Sekil 5.4°te, farkli baslangi¢ kosullarindan istenen konuma gotiiren durum
yoriingeleri Sekil 5.5'te, V,(q) tizerindeki durum yoriingeleri ise Sekil 5.6 ve 5.7'de
verilmistir. Son olarak, H.(q,q) ve H.(q,q)"n zamana kars: degisimi Sekil 5.8'de

gosterilmistir.
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Sekil 5.4 : Farkli M degerleri i¢in durum ydriingeleri (Ving)
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Sekil 5.5 : Farkli baslangi¢ kosullari i¢in durum yoriingeleri (Ving)
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Sekil 5.8 : Aday lyapunov fonksiyonu ve tiirevi (Ving)
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Sekil 5.9 : TORA

TORA sisteminin dinamik denklemi Liu ve Tu (2013)'de asagidaki gibi verilmistir

my;+m, m,rcosq,

M(q) = , V@=ka  G=|] (5.15)

M,T COS q, m,r? 0

TORA (Translational Oscillator with a Rotational Actuator - Dogrusal salinimli
rotasyonel eyleyici) sisteminde temel amag, aracin dogrusal salinimlarmnin, arag i¢inde
bulunan egleyici tarafindan sontimlendirilmesidir. Bu sebeple sistem dogal olarak
q1 = q5 = 0 da kararlidir. Burada kontrol kuralinin amaci eyleyici bulunmayan
aractaki salimimin, eyleyici bulunan doéner yiik tarafindan soniimlendirilmesidir.
Yukarida verilen m; aracin kiitlesini, m, eyleyicisin kiitlesini, k yay sabitini, q; ve g
ise strasiyla aracin konumunu ve eyleyicinin agisin1 vermektedir. Bu 6rnekte my = 2,

m, =1,1=1, k =2 alinmistir.

1. Adim: EL sisteminin konfigiirasyon uzayinda 13 adet alt bolge tanimlayalim;

A A
Si2{q (@) = hi(e),  1=12,..13, i#l ~5<q< E} (5.16)

burada h;(q) = e~ (Eilllg—q;I)* 4 b; olarak segilmistir. g;'lerin h;(q)|g=q, = 1 igin
gt = (r/2) — (i — 1)(m/12) e karsilik gelen genellestirilmis koordinatlarin degerleri

oldugunu da belirtelim.

91



2. Adim: Bu alt bolgelerin merkezlerindeki potansiyel enerji eslesme kosullarini

bulalim.

Denklem (3.2)'de verilen kosulu ¢6zmek i¢in bir matris tanimlayalim:
S; = M;M;* (5.17)

Parametreleri yukaridaki gibi olan ving sistemi i¢in potansiyel enerji eslesme kosulu

asagidaki gibi elde edilir,

Gl “kgl] _s, [aVc/ 6q1” ~0

dV./ 0q;
(5.18)
v, v,
kg — S;(1,1)——S;(1,2)—, i=12,..,rr=13
q1 l aql l aqz

Bu r adet PDE'lerin ortak ¢6ziimii olan V. nin parametrik formdaki genel ¢6ziimii

asagidaki gibi elde edilir:

k 2
V@) = 55y + (@)
5.19
L Si@2) 19
2(q) = (q2) —S~(1,1) a1

Burada ®(z(q)), V,P(2(0)) =0 kosulunu saglayan keyfi tiirevlenebilir bir
fonksiyondur. V;,  (g*) > 01 olusturmak i¢in, K, > 0 i¢in ®(z) = (%) z? olarak

alinabilir:

(5.20)

2 51(112) Qf 51(1'2)2 kq%
qz — 4192

1
Ve(q@) = Kp <‘ S,(1LD " 2 S;(1,1)?%) " 28:(1,1)

2

V.(q)’nun parametrik formda oldugunu ve bu asamada kismi olarak belirlendigini

dikkate alalim. V,(q)’nun gradyani1 ve Hessian matrisi asagidaki gibi elde edilir:
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KpSi(1,2) (—425:(1L1D) + 4:5,(1,2))

kqlsl(lll) +

_ Si(1,1)? 5.21
VoVe(q) S.(12) (5.21)
Ky (qz TS (LD )

(KpS:(1,2)? + kS;(1L,1))  K,pSi(1,2)
$:(1,1)2 - Ss@D

a = 5.22
‘/Chess (q) KpSi (1’2) K ( )
S,(L1) |
chess (g) > 0 olusturmak i¢in sonraki kosullar su sekilde bulunur:
Si(1,1) >0, K,>0 (5.23)

Si(1,1) > 0 oldugu siirece, bu adimda belirlenen V.(q), herhangi bir S;(1,1) ve
S;(1,2) i¢in r sayida denklemin ortak ¢6ziimiidiir ve aranan sartlar1 saglamaktadir.

Ayrica M_;'nin saglamasi gereken bazi kosullar S;(1,1) tizerinden tanimlanmaktadir.

3. Adim: M,; > 0 igin gerekli ek kosullarin bulunmasi. Bu amagla, M,; matrisleri S;

matrisinin elemanlari cinsinden yazilacaktir.

m; = mylcos g5 ve g5 = (/2) — i(mw/12) olmak tizere M; matrisleri su sekilde

verilmistir:

my +m, m;

= m, m| =123 (5.24)

i

Ardindan, M;’lerin genel formu S; matrisinin elemanlari cinsinden asagidaki gibi elde

edilir:
miSi(l,Z) + (m1 + mz)Sl(Z,Z) lszSi(l,Z) —_ miSi(Z,Z)
wo | SADS@D-5ADS 22 SL)SED - Si(LD)S(2.2)
T mS;(1,1) — (my + my)S;(2,1) 12m,S;(1,1) — m;S;(2,1) ’ (5.25)
—5;(1,2)S;(2,1) + S;(1,1)S;(2,2) —5;(1,2)S;(2,1) + S;(1,1)S;(2,2)
i=12,..13
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Gosterimi kolaylastirmak i¢in:

51(1;1) =0
$:(1,2) = V3a,a,
a1 Q; (5.26)
Si(21) =
l( ) \/§
51(2;2) =

olarak secilsin. Bu durumda M, > 0 saglamak i¢in a; >0, —-1<a, <1,
kosullarinin  saglanmas1 yeterli olacaktir. M, matrisleri asagidaki formda

diizenlenebilir:

(5.27)

3 —/3a,m;
M (1,1) = ———
ay — aa5
V3a, —m;
Mc(1,2) = ————
a (=1 + a3)
3 —/3a,m;
M(22) = —————
3a, — 3a,a5
,1=1,2,..,13

4. Adim: Kapali dongii sistemin genellestirilmis atalet matrisini yaklasik olarak

olusturalim:

M.(q) = (Z e-(fiwi-q))sz) + Mg, (5.28)

i

MATLAB neural network toolbox kullanilarak, A¢iklama 3'te agiklanan €; ve M,
parametreleri (5.14)1 saglayacak sekilde bulunmustur. Potansiyel enerji eslesme
kosulu €(q)'nun yakinsama hatasi (3.27)'de tanimlanmustir ve {—m/2 < q; < w/2}
araliginda 13 sayida alt bolge olmasi durumunda olusan yakinsama hatas1 da Sekil

5.10'de gosterilmistir.
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Sekil 5.10 : Potansiyel enerji eslesme kosulu hatasi (TORA)

5. Adim: (3.9)'da verilen kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak sekilde /(q, q) =
—JT(q,q) ve R(q,q) =RT(q,q) =0 matrisleri (3.8) ve (3.54)’deki sekilde
secilebilir.

6. Adim: Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol kuralini olusturalim. Tasarim
parametreleri K, =1, a; =10, a, =0, olarak segilmistir. Enerji fonksiyonunu

sekillendiren kontrol girisi, onceki adimlarda bulunan M.(q), V.(q),J(q,d) ve R(q, 4)
degerlerinin (3.10)'da verilen ifadede yerine konulmasiyla kolayca olusturulabilir.
Kapali dongii sistem potansiyel enerji fonksiyonu yukarida verilen kontrol tasarim

parametreleri i¢in Sekil 5.11'de gosterilmistir.
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Sekil 5.11 : Potansiyel enerji fonksiyonu (TORA)

7. Adim: Sistemin asimptotik kararliligin1 saglamak i¢in, soniim enjeksiyonundan

sorumlu kontrol girisi asagidaki iliski kullanilarak hesaplanmistir:
Ug = _kaTM_l(Q)Mc(Q)Q; k, =10

TORA sisteminin farkli baslangi¢ kosullarindaki durum yoriingeleri Sekil 5.12'de,
V.(q) tzerindeki durum yoriingeleri ise Sekil 5.13 ve 5.14'de verilmistir. Son olarak,

H.(q,q) ve H.(q,§)'m zamana kars1 degisimi Sekil 5.15'de gosterilmistir.
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Sekil 5.12 : Farkli baglangi¢ kosullar1 i¢in durum yoriingeleri (TORA)
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45

V(g,q)

Vg, Q)

-0.8

-12

-1.4

T

—gT(0)=[0.00 -1.31]
g7 (0) =1 0.00 1.31 |
¢'(0) =100 —-1.05]
T (V) = [ 200 0.79 ]
¢T(0) = —4.00 —0.44 |
g (0) =] —2.00 0.44 |

Sekil 5.15 : Aday lyapunov fonksiyonu ve tiirevi (TORA)
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5.3 Top ve Cubuk Sistemi

Sekil 5.16 : Top ve cubuk sistemi

Top ve cubuk sisteminin dinamik denklemi Liu ve Tu (2013)'de asagidaki gibi

verilmistir

—4+m 0 .
M = |r2 ,  V(q) =mgq,sin(qy),

0 J+],+mg} (5.29)

S

Burada m topun kiitlesi J, topun eylemsizlik momenti, r topun yarigap1, / ¢ubugun
eylemsizlik momenti, g yercekimi ivmesi, q; Ve q, ise sirasiyla topun kiitle
merkezinin ¢ubugun merkezine olan uzakligi ve ¢ubugun agisidir. Kontrol kuralinin
amaci, topu herhangi bir baslangi¢ hiziyla herhangi bir baslangi¢c konumundan ¢ubuga
tork uygulayarak ¢ubuk tizerinde istenen bir q; konumda kararli kilmaktir. Bu 6rnekte
sistem parametreleri m=1, J, =1/100, J =1/100, r =1, g =9.81 olarak

alinmistir.

1. Adim: EL sisteminin konfigiirasyon uzayinda 24 adet alt bolge tanimlayalim;
Si £ {q | hz(‘l) > h‘l(q)' l= 1,2, ...,24, i+ l, —-5< q < 5} (530)

burada h;(q) = e~€Ma-ai)* 4 p. olarak secilmistir. g;'lerin hi(@)lg=q, = 1 igin
gt =5— (i —1)(10/24)’e karsilik gelen genellestirilmis koordinatlarin degerleri

oldugunu da belirtelim.

2. Adim: Bu alt bolgelerin merkezlerindeki potansiyel enerji eslesme kosullarini

bulalim.

Denklem (3.2)'de verilen kosulu ¢6zmek igin bir matris tanimlayalim:
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Parametreleri yukaridaki gibi olan top ve ¢ubuk sistemi i¢in potansiyel enerji eslesme

kosulu asagidaki gibi elde edilir,

Gl l gmdg, Cos Clz] _g av./ 6q1” -0

gmsing, tlov./ aq,
(5.32)
v, V.
' -5;(1,1)— - S5;(1,2 =1,2.. = 24
ngIHQZ Sl( ) )aql Sl( ) )aqzl l )&y T

Bu r adet PDE'lerin ortak ¢oziimii olan V. nin parametrik formdaki genel ¢oziimii

asagidaki gibi elde edilir:

V@) = oy + @(2(@)
sl * (5.33)
z(q) = q2 — m(ql —41)

Burada ®(z(q)), VqCD(Z(O)) =0 kosulunu saglayan keyfi tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. V, _(g*) > 0'1 olusturmak igin, K, > 0 i¢in ®(z) = (%) z% + —sznz)

olarak almabilir:

1, 5:(1,2)
Ve(q) = Kp |5 a2 — q2(q1 — czl)si(1 D
’ 5.34
N a N g7\ Si(1,2)*\  gm —gmcosq, (5:34)
Y KNCRYY S:(1,2)

V.(g)’nun parametrik formda oldugunu ve bu asamada kismi olarak belirlendigini

dikkate alalim. V,(q)’nun gradyani1 ve Hessian matrisi asagidaki gibi elde edilir:

_KS5i(1,2)(g25:(1D) + (—g1 + qD)Si(1,2))
5;(1,1)2
" N (—q1 + q1)Si(1,2)\  gmsing,
p| 2 S,(L,D S:(1,2)

Vch(q) = (535)
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K,S;(1,2)? K,S;(1,2)

S;(1,1)2 T S(LD)
q _ A ilL
Voness (@) = _ K,S;(1,2) gm cos q, (5.36)
Sl(lﬁl) P Sl(llz)
VCZeSS (g) > 0 olusturmak i¢in sonraki kosullar su sekilde bulunur:
S;(1,2) >0, S:(1,1) >0, K,>0 (5.37)

(5.37) kosullar1 saglandigi siirece (5.34) r sayida denklemin ortak ¢oziimiidir ve
aranan sartlar1 saglamaktadir. Ayrica M;'nin saglamasi gereken bazi kosullar S;(2,1),

ve S;(2,2) tizerinden tanimlanacaktir.

3. Adim: M,; > 0 i¢in gerekli ek kosullarin bulunmasi. Bu amagla, M_; matrisleri S;

matrisinin elemanlari cinsinden yazilacaktir.

m,=J+],+ mqlzi ve gt =5— (i —1)(10/24) olmak iizere M; matrisleri su

sekilde tanimlanur:

Ib
2 Tm 0], i=12,..24 (5.38)

0 m;

Mi=

Ardindan, M;’lerin genel formu S; matrisinin elemanlari cinsinden asagidaki gibi elde

edilir:
(, +r*m)s,(2,2) mi $;(1,2)
M. = Cr2(5,(1,2)8:(210) - 5,(LD)S(22)  S:(1,2) S.(2.1) - 5,(1,1) $:(2,2)
“ b +r*m) 5,(2.1) mi $,(1,1) ' (5.39)
r2(5:(1,2) 5,(2,1) = $;(1,1) 5;(2,2))  =$:(1,2) 5;,(2,1) +5,(1,1) $;(2,2)
i=12,..,13

Gosterimi kolaylastirmak igin:
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Sl(lﬁl) =

Si(l,Z) =a,
S21) = 2 5.40
e T L+ r2m (5.40)
arim;
Si22)=p+—

aJp + a r’m

olarak secilsin. Bu durumda M. > 0 saglamak i¢in a; >0, a, >0, >0
kosullarinin saglanmasi yeterli olacaktir. (5.40), (5.39)’da yerine yazildiginda M_;

matrisleri asagidaki sekilde diizenlenir:

2.6 + aZm; a,m;
. _
M, =| P @Bl i=12,..24 (5.41)
a,m; m;
ap B

4. Adim: Kapali dongii sistemin genellestirilmis atalet matrisini yaklasik olarak

olusturalim:

Mc(q) = <Z e_(Ei(qi_q))zMCi> + Mcb (5-42)

i

MATLAB neural network toolbox kullanilarak, A¢iklama 3'te agiklanan €; ve M,
parametreleri (5.14)4 saglayacak sekilde bulunmustur. Potansiyel enerji eslesme
kosulu €(g)'nun yakinsama hatasi (3.27)'de tanimlanmigtir ve {-5 < q; <5}
araliginda 24 sayida alt bolge olmasi durumunda olusan yakinsama hatas1 da Sekil
5.17'de gosterilmistir. Top ve gubuk sistemi 6zelinde kuadratik bir fonksiyon radyal
temelli fonksiyonlardan olusturuldugu i¢in modelleme hatasi 6nemsemeyecek kadar

kiictktiir.
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_><’IO-3

0.6

0.2

é(q)
i

_1 1 J
-5 0 5

g (m)
Sekil 5.17 : Potansiyel enerji eslesme kosulu hatasi (Top ve Cubuk)

5. Adim: (3.9)'da verilen kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak sekilde /(q, ¢) =
—JT(q,q) ve R(q,q) =RT(q,q) =0 matrisleri (3.8) ve (3.54)’deki sekilde
secilebilir.

6. Adim: Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol kuralini olusturalim. Tasarim
parametreleri K, = 1/10, a; =10, a, =10, f =50 olarak segilmistir. Enerji
fonksiyonunu sekillendiren kontrol girisi, onceki adimlarda bulunan M.(q), V.(q),
J(q,q) ve R(q, ¢) degerlerinin (3.10)'da verilen ifadede yerine konulmasiyla kolayca

olusturulabilir. Kapali dongii sistem potansiyel enerji fonksiyonu yukarida verilen

kontrol tasarim parametreleri i¢in Sekil 5.18'de gosterilmistir.

104



Sekil 5.18 : Potansiyel enerji fonksiyonu (Top ve ¢ubuk)

7. Adim: Sistemin asimptotik kararliligini saglamak i¢in, soniim enjeksiyonundan

sorumlu kontrol girisi asagidaki iliski kullanilarak hesaplanmistir:
ug = —k,G"M(QMc(q)q,  ky, = 1000

TORA sisteminin farkli baslangi¢ kosullarindaki durum yoériingeleri Sekil 5.19'da,
V.(q) tizerindeki durum yoériingeleri ise Sekil 5.20 ve 5.21'de verilmistir. Son olarak,

H.(q,q) ve H.(q,¢)'m zamana kars1 degisimi Sekil 5.22'de gosterilmistir.
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¢ (rad)

a1 (m)

-0.8

~1.00 —0.52 |
—~1.00 0.52]
100 —0.26 ]
200 —0.26 |
4.00 0.79 ]

—2.00 044 ]

{1 1

15

t(s)

20

25

30

~1.00 0.52 ]
1.00 —0.26 ]
2.00 —0.26
4.00 0.79 |
—2.00 0.44 ]

-1.00 052 ||

20

30

Sekil 5.19 : Farkli baslangig kosullari i¢in durum yoériingeleri (Top ve Cubuk)
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¢ (0) =] —1.00 —0.52 ]
qTO)=[ =1.00 0.52]
qT(0)=[ L00 —0.26 ]
q"(0) = 2.00 —0.26 |
¢¥(0) = [ 4.00 0.79 ]

¢'(0) =[ —2.00 0.44 ]
=
=
e
N
L L L
12 14 16 18
()
=
B
A
05 =
qT(0)=[ —=1.00 —0.52 ]
¢"(0) — [ —=1.00 052 ]
U ¢"(0)=[ 100 0.26 ]
-0.6 g0y =[200 —026] |-
¢ (0) =[4.00 0.79]
qT(0) =[ —2.00 0.44 ]
0.7 | | | 1 1 1 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Sekil 5.22 : Aday lyapunov fonksiyonu ve tiirevi (Top ve Cubuk)
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5.4 Top ve Cubuk Sistemi (Tam Co6ziim)

Top ve cubuk sisteminin genel atalet matrisi 6zel bir yapidadir ve GT ile soldan

carpildiginda elde edilen matris g’dan bagimsizdir. Top ve gubuk sistemin bu

Ozelligini kullanarak eger q’dan bagimsiz sabit bir M, > 0 matrisi tasarlanabilirse

uygun R > 0 ve /] = —JT igin top ve ¢ubuk sisteminin tam ¢dziimii bulunabilir.

Tez ¢aligmasinda verilen ¢6ziim yontemini kullanarak, top ve ¢ubuk siteminin bu 6zel

durumunu kullanarak tam ¢Ozliimiinii bulmak icin benzer sekilde ayni adimlar

uygulayalim:

1. Adim: Tam ¢6ziim iizerine calisilacagi i¢in konfigiirasyon uzayimi alt bolgelere

ayirmaya ihtiyag¢ yoktur.

2. Adim: (2.95)’de verilen potansiyel enerji eslesme kosulunun ¢6ziimii igin

M;1 > 0 bzelligine sahip asagidaki sabit matrisi tanimlayalim:

i1 i2

Y-t = e me
€ T |miz mi3
C C

Bu durumda potansiyel enerji eslesme kosulu asagidaki gibi elde edilir:

B Up + sz)(mél oV./ dq, + dV;/ aCIZ)
2

+ gmsing, =0

Bu PDE’nin ¢6ziimii olan V. parametrik formda asagidaki gibi elde edilir:

grimecosq,

Ve(q) = - 5+ @(2(9)

JpmP + rZm mk

i2

mc N
z(q) =q2 ——7 (91 — q1)
mC

(5.43)

(5.44)

(5.45)

Burada ®(z(q)), V,®(2(0)) =0 kosulunu saglayan keyfi tiirevlenebilir bir

fonksiyondur. V,, (g") > 01 olusturmak igin, K, >0 icin ®(z) = (%) 7% +

r’m .
% olarak alinabilir:
Jpm+remmg
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Vv -
(@ Jpmi + r2mmi?
i22 [ * i22 42
+Kp me qi a3 méqq  mé
Zmélz 2 mzl zmélz (546)
. 2
1 mEZQZ méz q1 grzm Cos (q;
tal\——a —— T 1,m2 + r2mm?
c ¢ b''tc c

V.(q)’nun parametrik formda oldugunu ve bu asamada kismi olarak belirlendigini

dikkate alalim. V,(q)’nun gradyan1 ve Hessian matrisi asagidaki gibi elde edilir:

_KpmZ(miqy + mé (—q1 + q1))
i12
V,Vi(q) = . A (5:47)
mZ(—ql+q;) grimsing,
le q: + i
C

JymZ +r2m méZJ

K]ﬁ,mé22 _ K,mf
¥ i1
Ci\less (q) = mél . mc (5-48)
| K,mZ grimcosq, |
- K, + . .
| mil P p,mi? +r2m méZJ
VC‘}Zess (g) > 0 olusturmak i¢in sonraki kosullar su sekilde bulunur:
m? >0, ml>0, K,>0 (5.49)

(5.61) kosullart saglanmasi durumunda kapali gevrim sistem istenen denge noktasinda

kararli olacaktir. M.; > 0 kosulu saglayan durumlar bir sonraki adimda bulunacaktir.

3. Adim: M,; > 0 i¢in gerekli ek kosullarm bulunmasi amactyla, M, matrisini M;!

matrisinin elemanlar1 cinsinden yazalim.

i3 i2
mg mg
i22 i1,.i3 i22 i1,i3
-mg +mymg mg —mimg
M, = , . (5.50)
2 i1
mg mg
i22 i1,i3 i22 i1.i3
msS —mgmg —-ms +mimg
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Gosterimi kolaylastirmak i¢in:

me =,
mé = a,
o2 (5.51)

olarak secilsin. Bu durumda M, > 0 saglamak i¢cin a; >0, a, >0, >0
kosullarinin saglanmasi yeterli olacaktir.(5.63), (5.62)’de yerine yazildiginda M,

matrisleri asagidaki sekilde diizenlenir:

[a% + a, B as ]

M, = “ffz ?13‘ (5.52)
| "@p B

4. Adim: Kapal1 dongii sistemin genellestirilmis atalet matrisini q’dan bagimsiz olarak

olusturdugumuz i¢in bu adim atlanabilir.

5. Adim: M, matrisi q’ya bagimli olmadig1 i¢in C, = 0 olacaktir. Bu durumda
(2.94)'de verilen kinetik enerji eslesme kosulunun saglanmast igin J(q, ) = —J7 (g, q)
ve R(q,¢) = RT(q,¢) = 0 matrisleri asagidaki yapida olusturulmas: gerekmektedir:

0 rzmch"h
204], + 2a41%m
J = L b + 204 (5.53)
_ rmqyq; 0
2a4]p + 2a47%*m
2 . 2 .
__ @ermaiq; _ [“mqqq,
R 4afg]b + 1."2m) 4a1]b2+ 4a.1r2m (5.50)
[“mq,q, [“mqqq,

Cdayf, + 4oy rPm 4day), + 4a,rim

6. Adim: Enerji fonksiyonunu sekillendiren kontrol kuralini olusturalim. Tasarim
parametreleri K, = 1/10, a; =10, a, = 10, f =50 olarak secilmistir. Enerji
fonksiyonunu sekillendiren kontrol girisi, 6nceki adimlarda bulunan M.(q), V.(q),

J(q,q) ve R(q, ¢) degerlerinin (3.10)'da verilen ifadede yerine konulmasiyla kolayca
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olusturulabilir. Kapali dongii sistem potansiyel enerji fonksiyonu yukarida verilen

kontrol tasarim parametreleri igin Sekil 5.23'de gosterilmistir.

30 4

10 4

Sekil 5.23 : Potansiyel enerji fonksiyonu (Top ve ¢ubuk tam ¢6ziim)

7. Adim: Sistemin asimptotik kararliligini saglamak i¢in, soniim enjeksiyonundan

sorumlu kontrol girisi asagidaki iliski kullanilarak hesaplanmaistir:
ug = —k,6TM*(@)M.(q)q, k, = 1000

Top ve cubuk sisteminin farkli baslangi¢ kosullarindaki durum yoriingeleri Sekil
5.24'de, V.(q) tizerindeki durum yoriingeleri ise Sekil 5.25 ve 5.26'da verilmistir. Son
olarak, H.(q, 4) ve H.(q, q)'n zamana kars1 degisimi Sekil 5.27'de gosterilmistir.
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4 T T T T T
—_—g'(0) =] —1.00 —0.52 ]
¢'(0)=[ =100 052 ]
3 ¢ (0) =] 1.00 —0.26] |
-q7(0) =] 2.00 -0.26 |
q"(0) =] 4.00 0.79 ]
5 N ¢’ (0) = —2.00 0.44 ]
4 /\ e
=
E ol i
=
S
-1 -1
2 -
3 -
A 1 L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t(s)
- -
a=0 ¢=
T T T
P =
3
<
&
g
g (0)=[ ~1.00 —0.52 ]
q7(0) = —1.00 052 ]
¢'(0) =[1.00 —0.26 ]
- gt (0) = 200 —0.26 ]
¢ (0)=[4.00 0.79 ]
q7(0) = —2.00 0.44 ]
06 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t(s)

Sekil 5.24 : Farkli baslangic kosullar1 i¢in durum yoriingeleri (Top ve Cubuk

tam ¢oziim)
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T T T
¢ (0)=] —1.00 —0.52 ]
qT0)=[ =100 052] | |
qT(0)=[ LO0 —0.26 ]
¢"(0) =200 —0.26 |
¢¥(0)=[ 400 0.79 ] -
¢'(0) =[ —2.00 0.44 ]
= i
=
=
> —
L L
12 14 16 18
T T T
=
504 .
RAS
0.5 |- i
06 - —_—gT(0) =] -1.00 —0.52 ||
¢"(0) — [ —=1.00 052 ]
¢"(0)=[ 100 ~0.26 ]
07} ¢’ (0)=[200 —026] | |
) qT(0) =] 100 0.79 ]
¢T(0)=[ —2.00 0.44 ]
.08 ! ! 1 1 1 1 | !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Sekil 5.27 : Aday lyapunov fonksiyonu ve tiirevi (Top ve Cubuk tam ¢6ziim)
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5.5 Top ve Tabla sistemi

Top ve tabla sisteminin dinamik denklemleri asagidaki sekilde tanimlanmistir
(Nokhbeh ve Khashabi, 2011):

m+ ]—I; 0 0 0
r
0 + mq? 0 m
M(q) = Jp +mai . Nis |
0 0 m+= 0
r
0 mq.9; 0 Jp +mq3.
(5.55)
V(q) = mg(q; sin(—=qz) + g3 sin(—q4)),
0 0
11 0
=10 o
0 1
ve ayrica potansiyel enerji fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:
V(q) = mg(qssin (=q2) + qssin (—q4)) (5.56)

Burada m topun kiitlesi J, topun eylemsizlik momenti, r topun yarigapi, J tablanin
eylemsizlik momenti, g yercekimi ivmesi, q1, q,, g3, q4 ise sirasiyla topun kiitle
merkezinin tablanin merkezine olan x eksenindeki uzakligi, tablanin x eksenindeki
acis1, topun kiitle merkezinin tablanin merkezine olan y eksenindeki uzakligi, tablanin
x eksenindeki agisidir. Kontrol kuralinin amaci, topu herhangi bir baglangi¢ hiziyla
herhangi bir baslangi¢ konumundan tablaya tork uygulayarak tabla iizerinde istenen
bir g7, q5 konumda kararli kilmaktir. Bu 6rnekte sistem parametreleri m = 1, J, =

1/100,J =1/100,r = 1, g = 9.81 olarak alinmstir.

Sistemin dinamik denklemleri asagidaki sekilde yazilabilir,

116



av vV
Mz (‘” =[] et=iok G

M(q) = [M21 M,y )"

a34V 1’
q1
5.57
_ 1492 _[‘h,z] (5:57)
1= Q3| 1g34
qa

Kapal1 cevrim EL sistemi de asagidaki sekilde tanimlayalim:

. 0
M.(q)d +

Mc(@)q  1/0M(q)q\" dV(q)
dq _E( dq )+ dq = Gu (5.58)

Istenen kapali ¢evrim sistemin atalet matrisinin tersi M *(q) ve potansiyel enerjsi

matrisini asagidaki sekilde yazalim:

MI aV.(q) V12V
1(‘1) - [MI M1612 ) - = [Vq VC ] (559)
€21 €22 q347c
(5.57) ve (5.59) potansiyel enerji eslesme kosulu (2.95)’de yerine yazilirsa:
4 My, My, M, MI 12Ve
GL gL [ 1.2 ] [ 11 12] [ 11 12] [ a 560
[ L2 3,4] 34V MZl M22 MI(,‘21 622 v 34V ( )

MI.T =0 secilmesi durumunda M(g)’nun yapisi sebebi ile,

Burada MI.,, = Ml,,,

potansiyel enerji eslesme kosulu asagidaki iki parcaya ayrilabilir:

Gi2[Vq12V = MyiMlc  Va12Ve] = (5.61)
G3a[VgsaV — MoaMIc,,Vg34Ve] =

Burada M;; = My, olmasi sebebi ile Vg,V = V3,4V, secilebilir. Aym zamanda

M;1(q) segimi sebebi ile M, matrisi de asagidaki formda olacaktir:

M 0
M@ =| o gy ] (5.62)
22
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Bu matrisin Schur eslenigi M., oldugu igin, M.(q) > 0 kosulu ancak ve ancak

22

Mcll

ileM

>0ve M

¢y, > 0 olmasi ile saglanabilir. Burada da M;; = M;; olmasi sebebi

=M

c11 = Mc,, secilebilir.

Top ve tabla sisteminin kontrolii i¢in, top ve cubuk sisteminde segilen V.(q) ve M.(q),
ayrica J(q,q) = —JT(q,q) matrisi (3.8)’¢ gore secilmesi durumunda GMM;?!

matrisi,

~ M., (1,1) (m + ]—Z) 0 0 0
GiMM ! = r (5.63)

= Jb
0 0 M, (L1 (m+32) 0

yapisinda oldugu icin R(q,4) = RT(q,4) = 0 matrisi (3.54)’de verilen se¢im

kullanilarak,

R4X4(q, q) — [R(%' q) R(;), q) (564)

seklinde secilebilir. Top ve tabla sisteminin farkli baslangi¢ kosullarindaki durum
yoriingeleri Sekil 5.28'de, farkli baslangi¢ kosullarindan birakilan topun tabl

tizerindeki hareketi ise Sekil 5.29'da verilmistir
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=0 ¢g=0 ¢g=0 ¢;=0
T T

T

¢(0)=] -1.00 —0.52—1.00 —0.52 ]|

¢"(0) =] =100 0.261.00 0.00 ]

q"(0)=[ 1.00 -0.261.00 —0.26 |

q"(0) =] 200 0.262.00 0.26 ]

¢"(0) = [ =3.00 0.003.00 0.00 ]

¢r(0) =] —2.00 —0.44—2.00 —0.44 ]| |
1

~1.00 -0.52-1.00 -0.52 |
—1.00 0.261.00 0.00 |

100 —0.261.00 —0.26 ]
2.00 0.262.00 0.26 ]

~3.00 0.003.00 0.00 | -
—2.00 —0.44-2.00 —0.44 |

1 |
14 16 18 20

¢ (rad)

T T
[ -1.00 —0.52—-1.00 —0.52 ]| |
[ =100 0.261.00 0.00 ]
[ .00 —0.261.00 —0.26 ] -
[
[
|

2.00 0.262.00 0.26 |
—3.00 0.003.00 0.00 ] -
—2.00 —0.44—2.00 —0.44]

-3 | | 1 | 1 1 1 1 |
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t(s)
i * 5 )
=0 =0 ¢g=0 ¢=0
06 T T T T T T T T T
W R B
=
£ —[ —1.00 —052-100 —0.52 |}
- =] -1.00 0.261.00 0.00 |
S =[1.00 —0.261.00 —0.26 |
=[ 200 026200 0.26]
=[ -3.00 0.003.00 0.00 | il
=[ -2.00 —0.44-200 —0.44 ]
1 |
14 16 18 20

Sekil 5.28 : Farkli baslangig¢ kosullari i¢in durum y6riingeleri (Top ve Tabla)
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[ =100 0.00-1.50 0.00 ]
[ =100 0.00L.50 0.00 ]

[ .00 0.001.50 0.00 ]
1.00 0.00 - 1.50 0.00 |

0.5

g1 (m)
o
T

Sekil 5.29 : Farkli baslangi¢ kosullari i¢in topun tabla iizerindeki konumu (Top
ve Tabla)
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda eksik siiriilmiis sistemlerin enerji tabanli kontrol yontemleri olan
Kontrollii Lagrange ve IDA-PBC yo6ntemlerinin en zorlayici boliimlerden biri olan ve
eslesme kosullar1 ad1 verilen bir dizi dogrusal ve homojen olmayan kismi diferansiyel
denklemin (PDE) ¢oziilmesi problemine, yaklasik bir ¢oziim 6nerilmis ve boylece

olusan kapali ¢cevrim sistemin kararliliginin analizi iizerine ¢alisilmistir.

Eslesme kosullarin ¢oziilmesi Blankenstein ve dig (2006) ve Viola ve dig (2007)’de
belirtildigi lizere, eksik siiriilmiis sistemlerin kontroliinde giiclii birer yontem olan
Kontrollii Lagrange ve IDA-PBC yontemlerinin bagar1 kriterlerinden biridir. Eslesme
kosullarinn ¢odziimii kolaylastirmak adma ¢esitli yontemler gelistirmistir. Bu
calismalara Aucky ve Kapitanski (2002) tarafindan sunulan ve bir siif EL sisteminin
eslesme kosullarinin ¢6ziimiine kolaylik saglayan A yontemini, jiroskopik kuvvetleri
ekleyerek daha da genisleten Chang (2005)’in ¢alismasini, Viola ve dig (2013)’de,
koordinat degisimi yaparak bir sinif Hamiltonian sistemin kontrolii i¢in eslesme
kosullariin ¢oéziimiinii Onerdikleri ¢aligmalarini gosterebiliriz. Ayrica Crasta ve
Ortega (2015)’de, jiroskopik kuvvetler kullanarak kinetik enerji eslesme kosulunun
¢oziilebildigi bir sinif Hamiltonian sistemi tanitmiglardir. Donaire ve dig. (2016) ise,
bazi kisitlayici kosullar altinda eslesme kosullarin1 ¢6zmek i¢in PDE'ler yerine adi
diferansiyel denklemler kullanarak bir yontem gelistirmiglerdir. Nihayetinde
goriilecektir ki Kontrollii Lagrange ve IDA-PBC yontemlerinin temellerin 2000’11
yillarin bagindan vberi atildigindan beri yapilan akademik calismalarin yogunlugu

eslesme kosullarinin ¢oziilmesi lizerinedir.

Stimer-Goren ve Sengor (2015)’in bir sinif Hamiltonian sistemde eslesme kosullarinin
yaklasik ¢6zliimii ile 1lgili ilgili yaptiklar ¢alisma, kapali ¢evrim sistemin kararliliginin
eslesme kosullariin yaklasik ¢coziimleri ile de saglanabilecegini gosteren ilk ¢alisma
olarak almabilir. Bu tez calismasinda bu yontem Euler-Lagrange sistemler ig¢in
genigletilmis ve Butz (1969), Heinen ve Vidyasagar (1970), Ahmadi (2008) ve
Ahmadi ve Parrilo (2014)'de verilen sonuglar kullanilarak kapali ¢evrim sistemin

kararlilig1 incelenmistir.
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Bu tez ¢alismasinda eslesme kosullarinin yaklasik bir ¢oziimiinii bulmak amaci ile
kapali ¢evrim sistemin genellestirilmis atalet matrisi M/ ’nin bir yaklasikligi
kullanilmistir. Bu amagla denklem (3.3)’de goriilebilecegi tizere radyal temelli
fonksiyonlar kullanilarak M, matrisi olusturulmustur. M. matrisini olusturmak igin
kullanilabilecek farkli interpolasyon ydntemleri bu tez c¢alismasinin devaminda

Onerilebilecek ¢alismalardan birisidir.

Bu tez calismasinda ele alinan sistemlerin tiimii holonomik kisitlara sahip basit
mekanik sistemlerdir. Ancak Zenkov (2000), Blankenstein (2007), Muralidharan ve
dig (2009), Tsolakis ve Keviczky (2021), gibi ¢aligmalar gostermistir ki enerji tabanli
kontrol ~ yontemleri  non-holonomik  kisitlara  sahip sistemler i¢in  de
kullanilabilmektedir. Non-holonomik sistemlerde, eslesme kosullarinin yaklasik
¢ozlimlerini kullanarak, kapali ¢evrim sistemin kararlili§inin saglanmasi bu ¢alismay1

genisletebilecek en ilgi ¢ekici konulardan biridir.

Eksik siiriilmiis sistemlerde, eksik siiriilen serbestlik derecesi sayis1 kadar eslesme
kosulu olusmaktadir. Ozellikle Kinetik enerji eslesme kosulunda bu PDE’lerin
¢Oziimiini veren ortak bir M, bulmak olduk¢a zordur. Bu tez calismasinda verilen
yontem endiistriyel robotlar gibi serbestlik derecesi yiiksek sistemler i¢in oldukca
uygundur. Bu oOrnekler iizerinde yapilacak c¢alismalar, bu konuya ilgi duyan

aragtirmacilar i¢in potansiyel arastirma alanlar1 arasinda yer alir.
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EK A: Matematiksel Sonuglar
(A1)

Mekanik bir sistem i¢in Lagrange denklemi asagidaki sekilde tanimlanmastir:

1 :
L(a, @) =54"M(@q ~V(a)
Bu denklem (2.58)’de yerine yazildiginda:

. OM(q)q . 189"M(q)q oV
M(q)g + 2 q-— 3 3 +6q Gu

elde edilir. Ayn sekilde (2.59)’da verilen kapali ¢evrim EL sistemi de basit mekanik

bir sistem olarak tanimlayalim:

oM (q)q . 19q"M(q)q Ve
h, ¥
Qg+ 3q q- 3 9q +aq 0

Acik cevrim ve kapali ¢cevrim sistemin kinematik denklemleri de asagidaki sekilde

elde edilir;
OM(q)q . 19q"M(q)q oV
i -1
G = (@) [ —q t3 3q .8
oM, (q)q 10¢"Mc(q)q Ve
i =M (q) |~ g+
2 dq aq

Bu sistemlerin eslesmesi durumunda Blankenstein (2002)’de belirtildigi gibi,

sistemlerin durumlari da esdeger olacag igin:

. oM (q)q 199"M(q)q oV
(@ )[ “aq 12 dq 561]
B OM(q)q .  10¢"M.(q)q 9V,
S e R

Burada esitligin her iki tarafi M(q) ile ¢arpilir ve Gu’lu terim yalniz birakildiginda
asagidaki denklem elde edilecektir:

oM (q)q . 16qTM(q)q+6V

Gu = daq q9- 2 dq dq
OM:(q)q ., 1909"M(q)q 0V,
-1 _ c .
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Anlagilirlik  agisindan bu  denklemi 9, indisini kullanarak asagidaki sekilde

diizenleyebiliriz:
1
Gu = [{%(M(q)fn — M(M:*(q) 0,(M.())}g — 9, (E éITM(q)c'I) +3,V(q)

+ MM ) [0, (307 Me(@)d) - 0, ()]

G tam rankl1 bir matris olmadigi i¢in agagidaki esitlik saglanmalidir
1
GH(q) [{aq(M (@4 = M@OM: (@) 0g(M (@D} — 9, (E q'M (q)éz> +04V(q)
1
+M(@M: ' (q) [aq (E qTMc(q)éI> - ach(q)” =0

Bu denklemde bize (2.73)’i verir.

Ayni zamanda G ’nin tam rankli olmamasi sebebi ile u’da asagidaki sekilde elde edilir:
(676) 6| {0,(M@D) — M@M: ' (@) 0, MDD}

~ 0, (30"™M(@a) + 0,V (@)

MM ) [0, (307 Me(@)d) - aqvc(q)” =0

(A.2)
Denklem (2.58)’in ilk terimi zincir kurali kullanilarak asagidaki sekilde yazilabilir:

daL(q,q)_d( , 1)_dL(q,c'1)1 . d<1)
@ oq " a\H@ D) =g 55 T LD g5
doL(q,q)dg 1 L dadq1
=+ L(Q'Q)__<_->
dt  9qaq dt dq \dq
_0%L(q, ), 0 (0L(q, Q).
aq dg\ 94

. .. d0dL(q,q)
=044L(q,q)G + 044L(q, q)qa 24

= 044L(q, )G + 94¢4L(q,9)q
Bulunan bu esitlik (2.58)’de yerine yazildiginda
(044L)d + (944L)q — 9L = Gu

elde edilir ki bu da (2.64) denklemidir.
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(A3)

Kapali ¢evrim Hamiltonian sistemin, kapali ¢evrim EL sisteme eslesmesi i¢in gerek

ve yeter kosullar1 Blankenstein ve dig (2002)’de asagidaki sekilde verilmistir:
Mc(q) = M(@)Mz' ()M (q)

Ve(q) = Va(q)

Bu kosullar altinda eslesme kosullarini inceleyelim. Okuma kolaylig1 agisindan (q)

indisleri kullanilmayacaktir.
Hamiltonian sistemin potansiyel enerji ve kinetik enerji eslesme kosullar sirast ile:

GH(q)[oV — MM a,V,] =0

1 1

ayni1 sekilde EL bir sistemin eslesme potansiyel ve kinetik enerji eslesme kosullar1 da

J = —J7 olmak iizere sirasi ile:

GH(gloV — MM o,V ] =0

GLlo,(Ma)g — 0 l‘TM‘ —MM1d,(M.¢)g — 0 l'TM' 1)1 =0
dMq)q a\574 M4 c (0sM:q)q a\74 Mcq +Jq

olarak verilmistir. V,(q) = V;(q) kosulu altinda potansiyel enerji kosullar1 birbirlerine

esdegerdir.

Hamiltonian sistemin kinetik enerji eslesme kosulu asagidaki kosul altinda EL

sistemin kinetik enerji esleme kosuluna esdegerdir:
- T - - - -
J2(@,0) = MaM = [[0,(MMZ'P)] — 0q(MM'p)| M~ My — MgM~Y MM,

J>’y1 Hamiltonian eslesme kosulunda yerine yazalim:

1 1

6+ [, (5p7M71p) — a0, (3075
+ MM~ (3, (MM p)]" = 0y (MMg*p)| M~ - MdM—le-lp]
=0

Blankenstein ve dig (2002)’de asagidaki doniisiimler verilmistir (Sirastyla ilgili
makalede sirasi ile (61), (119), (120), (130) ve (131) numarali denklemler):
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p=Mq  9,(p"M'p)=—03,(G"Mq)
_ . _ . _ N I A
0q(P™Mz'p) = = 0,(¢"MMZ M§) + 2[0, (Mg M@)]| Mg
—1.\1T 1n,:1T
[aq(MMd p)] = [aq(Md Mq)] M
0q(MMg'p) = 0,(MMz'Mq) — MMg" 04(Mq)
Bu degerler yerine yazildiginda:
1 .. . 1, P PR
Gt [— 9, (E qTMq) + MM, (5 GTMM; qu> — MM~ [o,(M7*M§)| Mg
+ MgM~2[0,(M7'M )] Mg — MM~ 3,(MM7*M)q + 0,(Md)q
— MdM‘qu] =0

Elde edilir. Bu denklem asagidaki sekilde diizenlenebilir:

" N\ iy . A
G [aq(Mq)q — 04 (Eq Mq) +MgM™" 0, (Eq MM, Mq)
— MygM™19,(MMz*'Mq)g — MdM‘qu] =0
Son olarak M.(q) = M(q)M;*(q)M(q) déniisiimii yapilirsa:

N N 1 .. 1 1 .., N g
G~ 04(Mq)q — 0, (Eq Mq) + MM, (aq (Eq Mcq) —0,(Mcq)q —]q)] =0
Elde edilecektir ki bu da EL sistem i¢in kinetik enerji eslesme kosuludur.

J» ve ] matrisleri ¢arpik simetrik matrisler olduklari igin, ayrica M, M, ve M, matrisleri
bu tezin kapsaminda olan basit mekanik sistemler i¢in pozitif tanimli tersinir matrisler
oldugundan, J ve J, matrisleri birbirleri cinsinden yazilabilir. Boyle J matrisi /, matrisi

cinsinden
T
J = [[0,(MMz )] = 0, (MM p)| - Mz Mj, MM

Olarak yazilabilir. Burada gerekli doniistimler yapildiginda ] asagidaki sekilde

bulunur:

] =[[0,M)]" = 0g(M.0)] — M~ MJp M M

Olarak elde edilecektir.
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(A4)

Denklem (3.21)’de verilen n xm boyutlu G matrisinin (3.20)’deki yapisini

inceleyelim:
G(GTE)IGT =6(GHGTTGT

Bu carpim agik sekilde yazildiginda,

0
= [ ] [0 gmxm mxn[ ] [0 gmxm]mxn
Imxmlysm gmxm nxm

Asagidaki esitligin elde edildigi goriilecektir.

G(GTG) 6T =

[O Imxm nxn

Ayni sekilde (3.21)’de verilen p X n boyutlu G+ matrisini asagidaki ¢arpim olarak

yazalim:
(GJ_)T(GJ_(GJ_)T)—lGJ_ = (GJ_)T(GJ_)—T(GJ_)—lGJ_

Bu carpim da acik olarak yazilabilir:

ngp] [9pxp pxn [gPXP] [Goxp Olpxn

nxp nxp

Benzer sekilde asagidaki esitligin elde edildigi goriilecektir:

(GGG 6 = | 8]

Sonug olarak agagidaki ifadelerin dogrulugu saglanmis olur:
GGTG)TIGT + (GHT(GH(GEHN) 6 =1
G(GTG)™1GT = I — (GVT(GH(GHT) 16t
(A.5)

Asagidaki ifadeyi inceleyelim:

~—1
@@ @ et =[] ot o], |67 e Ol

nxp

Bu ifadeyi agik olarak yazip soldaki terimden itibaren ¢arparak ilerlersek:

=[gp><p ggip [g&p] [Gpxp  Olpxn
0 nxp pxn nxp p
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I 0 -1 n
[ XD ] [gpxp] [Gpxp 0]pxn
0 0 nxn nxp

<1
[gpxp] gPXP O]pxn = (GJ-)_TGJ-

nxp

Sonug olarak sistemin hareket denklemini etkilemeyecek sekilde asagidaki esitlik

yazilabilir:
GHTGLHGEHT) 16+ = (6Y)T6L
(A.6)
(3.19)’da verilen hareket denkleminde (3.20) yerine yazildiginda asagidaki ifade elde
edilir:

M"+C'+6V
q q aq

= (1= (GG (GHN)TEH (¢~ MM . — MBZ( + R))g

Burada ¢arpmanin dagilma kurali kullanilarak:
Mg+ Cq + v
q 973 q
)A

14 _ 1 G_V_ 1
= [(c - MmMmC. — MM U+R))q+ 37 MM; e

e v
— (GHTGHEHT) 6 [(c — MWZ1C, = MMZ'(J +R)) ¢ + 3

.V,
—MM %q+6ud

elde edilecektir. Denklemin sol esitligine kapali c¢evrim sistemin hareket

denklemlerinin ifadelerini sag esitligine ise eksik siirliimden gelen ifadeleri yazalim:

. =1/, - r—1 . 9 16‘/6‘
MG+ MM:*'C.q+ MM_;*(J+ R)qg + MM %

= —(GYHT(GHEHN 6 [(C - MM~ MUY +R)) 4

i MM Wl , ¢
dq gl T e
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Esitligi M~ M, parantezine alalim:

o A aV,
M~*M, (Mcq +C.q+(J+R)q+ a_qc)
= —(GHT(GHEHN 6 |(¢ - Mt e — MG + R) ) 4

o oV,
= @ @GN TG 50— M 55| + Gug

Tiim denklemi M.M ™1 ile carpip tiim esitlikleri denklemin sol tarafina toplayalim:

o av,
(Mcq +C.g+J+R)g+ a_qc)
+ MM (GHT (669N 6+ (¢ - MBS C,
— MF;'( +R)) 4]

v,
+ A MG (G (GH)T) 16 [—— M52 = Gug = 0

Son olarak (EK A.5)’de verilen esitligi kullanarak kapali ¢evrim sistemin hareket

denklemini elde ederiz:
_ r av.
(Mcc'j +C.g+J+R)g+ a_qc)
+ M.MY(GY) TG [(c — MM;C. — MI;'(J +R)) q]

v LV,
+ MMY(GH TG |[— 3 — MM:! i Guy =0

(A7)
Aday lyapunov fonksiyonu (3.24) zamana gore tiirevi su sekilde hesaplanabilir:
V(q, q) = Hc(q' q) - Vc(q*)

dV(q,q) _dHc(q.q) dVc.(q")
.~ dt dt

Burada

av.(q")
dt

dH.(q,¢ d (1, .
% == <E q™M,(q)q + Vc(q)>

=0
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Oncelikle kinetik enerji’nin zamana gore tiirevini alalim:
d (1 T .)_ T ..+1 T (N
7:\74 Mc(@q) =4 Mc(@)d +5q Mc(9)g
Burada zincir kuralindan:

. avy 1
H(q,q) = q"M, (M_lGu—M_qu - M~ 1£) +=¢"M.Gg+V,

27 Tar 1729 (Taq 1)1

V() _ Ve(q) ,
dt aq 1

Boylece sonug olarak:

dH.(q, q)
dt

( M.(q) .

M@+ 507 (T 4) 4+ T 4

21

Burada M. su sekilde bulunur:

Mg = —MM~ (696 (¢ - MM C. — MFZ( + R)) ]

— MM Y(GH TG a—V—MM 19V _ C.qg —(J + R)q _ %

+ Gud
Yerine yazilirsa:
V(q,9) = —4"RG — ¢"M .M~ 1GK,GTM~'M.q
~ 1 OV

_ av
—¢TM MG TG | — - MM =
q c ( ) aq C aq
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