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OZET

Bu tez calismasinda, pertiirbasyon teorisi ve etki alan1 hakkinda bilgi verilmistir.
Ayrica singiiler pertiitbe problemler ve singiiler pertiirbe problemlerin 6zellikleri
tizerinde durulmustur. Yaklasik ¢oziimii yapilan sag veya sol smir katlarina sahip
gecikmeli singiiler pertiirbe diffarensiyel denkleme sahip problemlerin ¢6ziimii, diizgiin
sebeke ile niimerik integral metodu yardimiyla saglanmistir. Niimerik integral metodu
ile birlikte yamuk metodu, sonlu fark yontemi ve Thomas algortimasindan da
faydanilmistir. En son Thomas Algortimasi yapilmasinin ardindan yontemin verimli ve
dogru ¢alisma durumunu gosteren tablo ve sekillerle de somuslatirma yapilmistir. N ve
& ’nun farkli degerleri igin yaklasik ¢oziimler arasindaki iligki, uygulanabilir matematik
programiyla elde edilmistir.

Bu tez dort bolimden olugmaktadir: Giris boliimiinde, ¢alismamizin kaynak
tarama bilgileri verilmistir. Materyal ve yontem boliimiinde, tezin igerigi ile ilgili temel
tanimlar ve teoriler sunulmustur. Bulgular ve tartisma béliimiinde gecikmeli singiiler
pertiirbe  differansiyel integral sinir degerli denkleme sahip problemlerin niimerik
integral metodu ile ¢6ziimiine yonelik orneklerin uygulamalart yapilmistir. Dordiincii

bolimde ise tezin degerlendirildigi sonug ve dnerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Singiiler pertiirbe differansiyel denklem, integral sinir
durumu, lineer gecikmeli differansiyel denklemler, diizgiin sebeke, niimerik inetgral

yontemi.
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ABSTRACT

In this thesis, information is provided about perturbation theory and domain of
influence. Additionally, singular perturbation problems and the characteristics of
singular perturbation problems are emphasized. The solution of problems with delayed
singularly perturbed differential equations, which have boundary layers at the left or
right, has been achieved using the numerical integration method with a uniform grid.
Along with the numerical integration method, the trapezoidal method, finite difference
method, and Thomas algorithm were also utilized. After the implementation of the
Thomas algorithm, the efficiency and accuracy of the method were demonstrated with
tables and figures. The relationship between approximate solutions for different values

of and was obtained using an applicable mathematical program.

This thesis consists of four chapters: In the introduction, a literature review
related to our study is provided. In the materials and methods section, basic definitions
and theories related to the content of the thesis are presented. In the findings and
discussion section, applications of examples for solving problems with delayed
singularly perturbed differential equations using the numerical integration method are
conducted. The fourth chapter includes the evaluation of the thesis in the conclusions

and recommendations section.

Keywords: Singularly perturbed differentiale equation, integral boundary
condition, linear delay differential equations, uniform grid, numerical integration

method.
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1. GIRIS

Diinyadaki pekcok tabiat olaylari, farkli degiskenlere bagli olarak birdenbire
(ani) degisimler gosterebilir. Ozellikle fen ve matematik disiplinlerinde, birdenbire
yasanan bu gibi degisimler kii¢iik sapmalar analizi (singiiler ve regiiler pertiirbe) olarak
adlandirilir. Bu teori, ilk olarak 1904 yilinda Heidelbergde diizenlenen III. Uluslararasi
Matematik Kongresinde Prandtl'in sundugu smir tabakalarmin varhigina dair
caligmasiyla ortaya ¢ikmis ve Lindstedt ile Poincare'in katkilariyla gliniimiize kadar
uzanan koklii gegmise sahiptir (Farrel, P. A., Hegarty, A. F., Miller, J. J. H., O’Riordan,
E., Shishkin, G. I, 2000).

Singiiler Pertiirbe problemler en yiiksek mertebeden tiirevlerin terimlerinin
katsayilarinin oldukga kiiglik yani sifir ile bir arasinda bir sabit parametre (&) olma
durumunu ifade eder. Bu tiir problemlerin ¢oziimleri, tanim kiimesinin ug (sinir) Katlar
olarak adlandirilan hassas gec¢is olan bolgelerinde siiratli ve dagimik degisiklikler
gosterirken, diger alanlarda yavas ve ritimli degisimler sergiler. Boyle bir daginiklik
neticesinde, ¢oziimde sonsuz sayida tiirevler meydana gelir. Bu durum, o6zellikle sinir
katlarinda belirgin hale gelir ve ¢6zlimiin karmasik yapisini daha da artirir. Boylece,
singiiler pertiirbe 6zelligine sahip problemlerin mekanizmasinda ¢ok ciddi sikintilar
meydana gelir. Bu zorluklar, 6zellikle sinir katlarinda meydana gelen ani ve diizensiz
degisikliklerin analiz edilmesi ve bu degisikliklerin problemin genel ¢oziimiine etkisinin
belirlenmesi siirecinde kendini gosterir. Singiiler pertiirbasyon teorisi, bu karmasik
davraniglar1 anlamak ve ¢oziimlemek icin 6zel yontemler ve teknikler gerektirir. Bu
nedenle, bu tiir problemlerin ¢oziimii, hem analittk hem de sayisal yaklasimlarla
dikkatlice ele alinmali ve incelenmelidir. Bu karakteristikler, nlimerik c¢o6ziimler
tizerinde de belirgin sekilde kendini gdsterir. Sema adim uzunlugunun kiiciiltiilmesiyle
birlikte yaklasik ¢6ziim, ger¢ek ¢6ziime giderek daha fazla yaklasir. Bu nedenle,
singliler pertiirbe oOzelligindeki problemlerde bu karakteristikleri ifade edebilecek
orijinal sayisal yontemlerin gelistirilmesi ¢ok ciddi manada 6nemlidir. Bilinen klasik
sayisal yontemler, genellikle ger¢ek¢i ¢oziim yoluna mutabik netice iiretemediginden,
tam olarak bu tarz problem ¢6ziimiinde oldukga kiigiik yani sifir ve bir arasinda (sifira
daha yakin) olan &’a gore diizenli yakinsayan etkili sayisal yontemlerin kullanilmasi

gerekmektedir (Nayfeh, A.H., 1993; O’ Malley, R. E. Jr., 1991).



Matematiksel Modelleme ve Niimerik Analiz

Singtiler pertiirbasyon problemleri, matematiksel modelleme ve niimerik analiz
alanlarinda 6nemli arastirma konularidir. Bu alanlarda yapilan calismalar, singiiler
pertiirbasyonlarin ¢6ziim yontemlerini gelistirir ve bu yontemlerin dogrulugunu ve
etkinligini artirir. Ozellikle, tezin kapsama alanmi teskil eden niimerik ydntemler
kullanilarak singiiler pertiirbasyon problemlerinin ¢oziimii i¢in etkili algoritmalar
gelistirilir (Amiraliyev, G. M., Erdogan, F., 2007).

Uygulamal Matematik

Uygulamali matematik alaninda, singiiler pertiirbasyon teorisi iizerine yapilan
calismalar, bu teorinin c¢esitli bilim ve miihendislik alanlarindaki uygulamalarini
genisletir. Bu calismalar, teorik yaklasimlarin pratik uygulamalarda nasil kullanilacagini
gosterir ve bu alandaki bilgi birikimini artinr (Amiraliyeva, I. G., Erdogan, F.,
Amiraliyev, G. M., 2010).

Singiiler pertiirbasyon problemleri iizerine kaynak taramasi yaparken, bu alanda
onemli katkilar saglamis klasik ve gilincel literatiire odaklanmak gerekmektedir.
Asagida, singiiler pertiirbasyon teorisi ve uygulamalari hakkinda kapsamli bilgi
edinebileceginiz temel kaynaklar ve 6nemli ¢alismalarin bir kismu listelenmistir:
> Nayfeh (1973), genel olarak pertiirbasyon yontemlerini ifade eder ve singiiler
pertiirbasyon teorisine kapsamli bir giris saglar. Asimptotik yontemler, ¢ok olgekli
analiz ve siir katman teorisi gibi konular detayl bir sekilde ele alinmigtir.
> Bender ve Orszag (1978), bilim insanlar1 ve miihendisler igin ileri matematiksel
yontemleri ifade etmiglerdir. Singiiler pertiirbasyon problemleri, asimptotik analiz ve
diger ilgili teknikler ayrintili olarak agiklanmustir.
> O'Reilly, Kokotovic ve Khalil (1986), kontrol teorisinde singiiler pertiirbasyon
yontemlerinin analiz ve tasarimini ele almis olup, hizli ve yavas dinamiklerin
ayristirtlmasi ve kontrol sistemlerinin kararlilik analizi gibi konular1 detayli bir sekilde
incelemislerdir.
> O'Malley (1974), singiiler pertiirbasyon teorisine giris niteligindeki temel
kavramlar1 ve ydntemleri agiklar. Ozellikle miihendislik ve uygulamali matematikte
kullanilan tekniklere odaklanmaistir.

Lokal olmayan smir tipli problemleri ilk kez Bitsadze ve Samarskii bilim

adamlar1 tarafindan incelenmistir. Bahsedilen tarzda problemlerde, 6zellikle quantum



mekanigi, gok mekanigi ve miihendislikte dinamik sistemlerin davranislarini anlamak
icin sik¢a kullanilmistir.

Tez bolum olarak dort kisimdan meyda gelmektedir:

Ik kisim giris boliimiinden olusmaktadir. Bu kisimda ayrica literatiirle
alakal1 bilgiler sunulmaktadir.

Ikinci béliimde tez ile alakali olan tanim, teorem ve yontemlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde tezin asil anlamini ifade eden niimerik integral metodu ele
alinmustir.

Bundan sonraki kisimlarda ise tezde incelenen problemlere odaklanilir.
Gecikmeli singiiler pertiirbe o6zellikli integral sinir durumlu problemlerin niimerik

integral yontemi ile ¢ozliimii ele alinmaktadir.

—gu"(t)+r)u'(t) +sut)—ut-0) =y(t), te(a,b)U(b,c),
u(@=G icin te[a-6,b-6], 6>0,

£u(c) :u(c)—gj.%u(t)d(t) £

r(t),s(t), y(t) surekli fonksiyonlar, r(t) >0,
G,z,c sonlu sabitler.

Yukaridaki problemin denklemlerinin u(t) ¢6ziimii, t=Db noktasinda bir simir

degerine sahiptir. Dolayisiyla, problemin bu parametre degeri (&) altinda tek bir
¢ozlimii vardir (Ma, 1997; Adzic, 2000).

Tezin son boéliimiinde sonuglar ve oneriler verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, niimerik integral metodu ile gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli
integral sinir degerli problemlerin yaklasik ¢oziimleri aragtirilirken kullanilacak tanim

ve teoremlere yer verilecektir.
Tanim 2.1.1 Pertiirbasyon Teorisi

Pertlirbasyon, denklemlerde ¢ok kiiclik bir pozitif saymin (pertiirbasyon
parametresi) etkisinin incelenmesine dayanan bir teoridir. Ornegin, Diinyanin Giinesin
etrafinda hareketi gibi bir olay, pertiirbasyonla ilgili teoriyi asagidaki gibi resmederek

aklimizda ¢agrisim yapmasini saglar.

B o
I

- ey

- — - — L

T S creth . Warers
‘LI. "I.
N

Sedre 1 | S

Unperturbed system Perturbed sy stem

Sekil 2.1 Diinyanin Giines ydriingesinde dolagmasi durumu

Sekli inceledigimiz zaman diinyanin kiitlesini m ve Diinyanin Giinesin

yoriingesindeki hareketini s =s(t) olarak tanimlayalim. Unlii bilim adami Newtonun

ikinci yasasi ile

ms”" =F

giines

bigimindedir. Bu formiil pertiirbasyon olmayan bir ifadedir, yani Giines ile Diinya
arasindaki yoriingeye etki edecek bir dis etken yoktur. Ancak, herhangi bir kuyruklu
yildizin bu yoriingeye yakin olarak gectigini diislinelim. Bu durumda hareket pertiirbe
edilmis olur ve ek bir terim olan ¢ ile ifade edilebilir. Boylece asagidaki pertiirbe

denklem olusur (Persson, 1987):

+¢F

comet

ms”" =F

glnes



Bu ek terim &, Diinyanin Giinesten gelen ¢ekim kuvveti disinda baska bir
cismin etkisini temsil eder. Bu sekilde, pertiirbasyon teorisi, baslangigta dengede olan
bir sistemde dis etkilerin nasil hesaplanabilecegini ve bu etkilerin sistemin dinamiklerini
nasil degistirebilecegini agiklar.

Pertiirbe Ozellikli problemler 0<e& <1 igin bir & degiskeni ile baglantili
problemler £=0 igin asil probleme indirgenmis problemler denir. Problemin
indirgenmis haliyle asil problem es derecede olup problemlerin ikisinin de tek ¢oziimii
varsa, bu problem regiiler pertiirbasyon problemleri olarak adlandirilir; diger tiirlii
singiiler pertiirbasyon problemleri olarak adlandirilir (Chegis, 1988). Simdi tek tek

singiiler ve regiiler pertiirbasyon problemlerini 6rnekle aciklayalim:

P u'(t)+eu(t)=0, 0<t<1,
o u(0)=2,

Regiiler pertiirbe problemini ifade eder.

leu'(t)+u(t)=0, 0<t<],
u(0) =2,
Singiiler pertiirbe problemini ifade eder (Kudu & Amiraliyev, 2002; Persson,
1987).

Tanim 2.1.2 Baslangi¢c Kat1 ve Sinir Kati

Baslangi¢ ve siir kati varligi problemi, bir pertiirbasyonun singiiler varligin
gosteren bir kanittir. Singiiler pertiirbasyon probleminin ¢6ziimii, herhangi bir sinir veya
baslangic noktasinin cevresinde ani ve hizli degisebilir. Bu noktanin sinir veya
baslangi¢ katina sahip oldugunu gdsterir.

Siur kat1, ¢6zlimiin hassas bir sekilde degisebilecegi bir bolgeyi ifade eder. Sinir
kati disindaki bolgelerde ise, fonksiyon degerleri genellikle kiigiik iistel degerlere
sahiptir ve bu tiir bir fonksiyona siir veya baslangi¢ kat1 fonksiyon denir (Kudu, M.,
Amiraliyev, 2007).



Tanim 2.1.3 Sonlu Fark Yontemi

Sonlu fark yontemi, tiirevli denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan bir yontemdir.
Bu yontemde, diferansiyel denklemlerdeki tiirevlere karsilik fark tiirevleri kullanilarak
fark denklemi olusturulur. Bu fark denklemi, genellikle bir lineer cebirsel denklem
sistemi olarak ifade edilir. Bu sistemin ¢oziimii, ¢oziim fonksiyonunun ayrik
noktalardaki degerlerine ulasmayi saglar, bu da niimerik bir ¢oziim elde edilmesini
saglar. Yani, belirli bir ag veya sebeke yapisindaki fonksiyonun degerleri hesaplanarak,

sistemin davranigi anlasilir hale getirilir (Cakir & Amiraliyev, 2005).

Tanim 2.1.4 Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[a,b] araligin sonlu miktarda noktanin olusturdugu béliinmiis hali sebeke olarak

adlandirilir. Bu, bir araligin belirli noktalara boliinmesini ifade eder.

@ ={t:a=t, <t <..<ty =b},

bu bagimsiz noktalarin  kiimesi elemanlari kapali bir aralik {izerinde tanimlanmis
diizenli olmayan bir sebekeden bahsedildiginde, bu sebekeden "diizgiin olmayan
sebeke" olarak soz edilir. Bu sebeke, belirli bir aralik iizerinde diizensiz bir sekilde
dagilmis noktalardan olusur. Bu noktalar genellikle "diigiim noktalar1" veya "sebeke
diigiimleri" olarak adlandirilir. Yani, bu diiglim noktalar1 sebekenin temel yapi taslaridir
ve sebekenin diizensiz dagilmis oldugu belirli bir kapal1 aralig1 ifade eder.

Sebekenin adimlari:

h= t-t.,,
olmak iizere diiglim noktalar1 arasindaki araliklar esitse, yani diiglimler ayni araliklarla
diizenli bir sekilde yerlestirilmigse, bu durumda olusan sebekeden "diizgiin sebeke"

olarak bahsedilir.

wh:{ti=a+ih: i=0,12,..,N ve hzbli—a},

burada t, € @, , sebekenin diigiim noktalarin1 temsil eden elemanlar1 gosterir ve h ise

sebeke adimlarini belirtir.

Sebekeler igin tanmimlanan g, =g(t) fonksiyonu tanimlanirken

diigtimlerindeki sebeke fonksiyonu adini alir (Samarskii, 2001).



Tanim 2.1.5

Eger g(x) fonksiyonu, [a,b] aralifinda diizgiin bir sebekede taniml1 fonksiyonu
i¢in fark tiirevleri (Samarskii, 2001),

h= b—_a'
N
olmak tizere,
ileri fark tiirevi
_ gi+l B gi
gx I h !
geri fark tiirevi
_9i-0ia
gYJ h )

bi¢imindedir.

Tamim 2.1.6 Gauss Eliminasyon Yontemi (Thomas Algortimasi )

Ay.,-Cy +By.,=-F , i=12,..,N-1
Yo :klyl+lul’ Yn :k2YN_1+,U2,

lic noktaya sahip fark semasi, ii¢ seritli bir matris sistemi olusturmaktadir. Sinir sartlari
kullanarak agagida gosterilen Gauss Eliminasyon ydntemiyle belirtilen sistemin

¢Oziimiinii elde etmek miimkiindiir.

Yi = Yint B i=N-1LN-2,.,0

Yn :M'(l_kzaN # O)
1-k,a,

L Ry S V- S S T S R
Ci—aA Ci—aA

a =k, f=m C-aA=#0)
bigimindedir.
1=12,..,N-1 icin
A>0,B,>0,D,=C,-A-B >0

Kosullar1 ¢ercevesinde yukaridaki algoritma kararlilik gosterir.



Tanmm 2.1.7 Gecikmeli Differansiyel Denklem

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri (en yiiksek mertebeden tiirev harig) t
ve t anindan dnceki anlara bagl olarak ortaya ¢ikan diferansiyel denklemlere gecikmeli
diferansiyel denklem denir.

En basit degisen (deviating) arglimanla diferansiyel denklem,
y'(t) = f(t,y(t),y(t — r)), t=>t,, T>0,
bi¢cimindedir ve bu denkleme ilaveten t, — t < t < t; i¢in tanimli ve siirekli,

y(t) = 0(t),

baslangi¢ kosulu ile temel baglangi¢ deger problemi;

y'(©) =f(ty@®),yt—-1), t=ty,t>0,
y() =0(t), to—Tt<t=<to

bigimindedir (Elsgolts, Norkin & Casti, 1973).

Tanim 2.1.8 Yamuk (Trapez) Yontemi

Yamuk (trapez) yontemi, bir integrali yaklasik olarak hesaplamak i¢in kullanilan
bir sayisal integrasyon teknigidir. Bu yOntemde, integrandin grafigi altindaki alan,
trapezler kullanilarak tahmin edilir. Yani, belirli bir araliktaki fonksiyon degerleri
kullanilarak trapezler olusturulur ve bu trapezlerin alanlar1 toplanarak toplam alanin
yaklagik degeri bulunur.

Trapez yonteminde, her aralikta f(t) degerleri birlestirilen fonksiyonun bir
dogru olarak kabul edilmesi esas alinir. Bu durumda, her bir aralik trapezoid seklinde
diisiiniiliir ve bu trapezoidlerin altindaki alanlar toplanarak integralin yaklasik degeri
elde edilir.

f (t) egrisinin t, ’den t., ’e kadar altinda kalan yaklasik alan:

STFE)+ A (L)

Eger f(t) fonksiyonu belirli bir aralikta esit par¢aya boliindiigiinde trapez yontemi

uygulaniyorsa, her bir trapezoidin altindaki yaklasik alani bulmak i¢in asagidaki formiil

kullanilir

F, =%[f(t0)+ f(tl)]At+%[f (t)+ f(tz)]At+---+%[f(tN_l)+ f(ty)]At
8



veya

U= 1)+ 1)+ 5 1)l 12

olarak bulunur. Trapez yonteminde, integralin boyutu sayis1 "d" olsun. Bu durumda,
kullanilan trapezoidlerin genisligi N> ile orantili oldugundan, hata da bu genislikle
dogru orantilidir. Yani, N degeri kiiciildiikge veya biiyiidilkce hata da buna bagh
olarak azalir veya artar. Hata terimi genellikle integralin ikinci tiirevi ile ilgili

oldugundan, trapez yontemi daha fazla trapez kullanilarak hassasiyet arttirilabilir

(Tavukcu, 2000).



2.2. Niimerik Integral Yontemi

Bu bolimde, iizerinde ¢alisilan gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli integral

simir degerli problemine yonelik ¢6ziim arayisinda, niimerik integral yontemi adimlari;

sag veya sol smir katlari ile ilgili durumlar1 ayr1 ayr1 gozeterek incelenir. Yontemin

kararlilig1 icin gereken kosullar sunulur.

2.2.1 Sag smr kath problemin niimerik integral yontemine goére c¢o6ziim

basamaklan asagida su sekilde verilmistir:

4.

eu"(t) +a(t)u't) +b(u(t—o) = F(t), 0<t<l o >0

Up=A sud)=uld)-¢ j:%u(t)d(t) =1. (2.1)

denkleminde a(t)<a <0, « sabit olma durumu mevcuttur. t=1 noktasi

civarinda sagdan sinir kat1 vardir (Arslan, 2019).

(2.1) denkleminde gecikme terimi yerine u(t—o)=u(t)—ou’(t) Taylor agilim1

yazilir (Cengizci, 2017)

£U"(t) + a(t)u’(t) + bO[u(t) —ou'(t)] = f (t),
£u"(t) +[a(t) —ob®)]u’ () + b)u(t) = f (1. (2.2)

[0,1] araligt N esit pargaya ayrilir ve diizgiin sebeke olusur. Meveut sebekeye

ait noktalar;

O=t, <t <..<t, =1 t =t +ih, i=1..,N,

bi¢imindedir.

i=1..,N—1 degerleri (2.2) denkleminin [t ,,t] araliginda integrali asagidaki

gibi alinir.

10



]L[gu”(t)+[a(t)—ab(t)]u’(t)+b(t)u(t)]dt = ] f(t)dt, i=12,.,N-1,

tiy tiy

ve
eu'(t) —eu'(t )+ (a —ob)u(t) —(a, —ob_u(t,) + JL b(t)u(t)dt = JL f (t)dt.

tiy tia

5. Bir 6nceki adimda yer alan birinci tiirevler u'(t;) ve u'(t,_,) igin

u, = i , Ul = g 74, fark yaklasimlar1 kullanildiginda asagidaki gibi
denklem elde edilir:
i

g[_“m Ll }{%J (8, —ob)u(t) (@~ )ut.)+ [ bOuWd = [ f et

tiy tiyg

6. Fark yaklasimi kullanilarak elde edilen denklemdeki integrallere yamuk yontemi

uygulanir ve

g[umh_ b j_g(%j + (ai - Gbl)ui, - (ai—l - Gbi—l)ui—l +g[b|ui + bl—lui—l] = g[ fi + fi—l]’

denklemi meydana gelir.

7. Bir onceki adimda u, ;,u,,u,,, gore gerekli diizenleme yapilinca

ui{%—aiﬁcrb,ﬁh%j—ui (2—;—@ +ob —h%}LuM(%j:g[fi +f.],

i=12,...,N-1,

fark denklemi meydana gelir.

8. Elde ettgimiz fark denklemi igin siir kosullarin1 da dahil edersek asagidaki

problem ortaya ¢ikar.

11



ui_l(ﬁ—ai_ﬁob,_ﬁh%j (E_al +o hg}rum(ﬁj:g[fi + £,

1Nl

1
1-£44

uoz =

ht,u, +1 (2.3)

Fark probleminin ¢6ziimii, asagida agiklanan Thomas algoritmasi kullanilarak saglanir

(Arslan, 2021).

£ b £ 2¢ b h
=—-a_,+ob +h=2 B==, C=—"-a+ob+h2, F=—[f+f_]|,
A h al—l O-I—l 2 i h i h i O-I 2 i 2[| |—1]
B F+AA
I ’ % I I ) _1121 N_11
i+1 C a-A ﬂl Cl_ai
U= U+ hq, | N-1..21

(2.1) - (2.3) problemine gore

2.2.2 Soldan smr kath problemin niimerik integral yontemine gore c¢oziim

basamaklar asagida su sekilde verilmistir

(2.1) sol sinir katli problem i¢in (a(t) >« >0, « sabit) ¢éziim prosediirleri, sag
smir katli probleminkine benzerdir ancak kendine 6zgii o6zelliklere sahip olup asagida
ifade edilmistir:

i=0,1..,N—1 i¢in (2.2) probleminde biitiin terimlerin [t;,t,,,]araliginda

integrali alinir (Arslan, 2022).

|+1 ti+l

jkwa)+mu) auom(o+bawanmv—jfamt

| ti

ve

£U'(t,) —eU'(t) +(a,, — b, u(t,) (3 - ab)u(t)+fb(t)u(t)dt—tj f(O)dt,

| ti

i=12,..,N-1,

12



burada

u, =—=L 1y = 4 _huil fark yaklagimlar1 kullanildiginda

|+l

{5850} oG-ty o

denklemi elde edilir. Bu denklemde bulunan integrallere yamuk yontemi uygulanir ve

h
i1=12,..,N-1,

g[ Ui+1 — Ui j_ 8(%} + (ai+1 o-b|+1)u|+1 (ai - O-bi )ui + 2 [b|+lu|+l + b u; ] 2 [ f|+1 + f ]

denklemi bulunur. Diizenlemeler yapilirsa

% 2¢& b £ b..
uil[ﬁ]_ui (WJrai —ob, _h5j+ui+l(ﬁ+ai+l ob,,+h le [f|+1+ f, ]

i=12,...,N-1,
1 N 1
Uy = =— htjuj +1 (2.4)
1-¢4354

Fark problemi i¢in ¢6ziim, asagida agiklanan Thomas algortimas1 yontemiyle saglanir.

Thomas algoritmasinda ise

g £ b 2¢ b _h
A—ﬁ Bi=H+ai+1_O-bi+l+h71’ Ci:_+ai_o-bi_h5’ [f|+l+f]
i=12,..,N-1,
B F+BA
= I ’ = I ’ _1$2’ N _1a
i+l Ci _al ﬂ|+l Ci _ai
ui = ai+lui+1 +ﬂi+l’ I = N _1""2’1'

belirtilen adimlar takip edilerek yaklasik ¢c6ziim bulunur (Arslan, 2023).

13



2.2.3 Kararhhk

A>0, B >0 ve C,>A+B >0,
oy <1, 1=0,1,...,N -1, (2.5)

Thomas algoritmasinin yukaridaki sartlar dogrultusunda kararli oldugu anlasilmaktadir
(Amirali, 2018).

14



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada nlimerik integral yonteminin etkin ve islevsel oldugunu gérmek

amaciyla asagidaki dort 6rnek {izerinde ¢alisma yapilmustir.
Ornek 1 :

—eu"() +3u' () +u®) —u(t-) =1 te(0,)U(?2),

u(t) =1 icin te[-1,0], Ku(Z)=u(2)—gj%u(t)d(t)=2. 3.1)

Gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli integral sinir degerli probleminin niimerik
integral yontemi ile ¢6ziimii (Elango & Tamilsevan, 2018):
(3.1) probleminde yer alan gecikmeli terimine karsilik olarak
u(t—2) =u(t)—u'(b),
Taylor agilimdan faydalanilirsa (Cengizci, 2017)

gu"(t)—3u’(t) —u(t) +u(t)—u'(t) = -1,
eu"(t)—4u'(t) =-1,

problemi olusur.

2. terimin katsayisi -3<0 olmasi nedeniyle problem sag sinirli katli problemdir ve bu

probleme niimerik integral yontemi uygulandiginda

& t;
j (eu”(t) —4u'(t))dt = — j 1dt,
tig Gy

ve ardindan

(1)~ 20 (t0) — 4u(t) + Aut, ) = [ 1dt,

tia
denklemi elde edilir.
Buradaki integrale karsilik yamuk yontemi uygulandiginda ve diizenlemeler

yapildiginda

14 !
eu’ —eu! , —4u, +4u._, =—h,

15



seklinde denklem elde edilir. Bununla beraber

r_ Uig U ;o U—Uy
Ui = h ileri fark yaklagimm ve Y1~ h geri fark yaklagimi
uygulandiginda
g[uiuh_ui j_g(ui —huilj_4ui _|_4ui7l = _h, i =12,.. ,N-1

fark denklemi olusur ve ardindan bu denklemde

Uits Uiy Uiygs

katsayilarina gore diizenleme yapilirsa ve sinir degerleri de eklenirse

q4(%+4j—m(%?+4j+qﬂ(ﬁJz—h, i=12,..,N-1,

1 N-1 htjuj .
u, = +2, j=12,.,N-1
) a—@gZ{ 3 J

i=0

sinir fark problemi meydana gelir.
Fark problemi icin ¢6ziim, asagida agiklanan Thomas algortimasi yontemiyle saglanir.

Thomas algoritmasinda ise

A=S+4, B=£ =214 ve F=n
h h h
Uy = oy, + 4,
l=au,+p3 (U, =0),
=0 p=1
olur.
h_2-0
Aynica "7 T olarak ifade edilir.
g, ——02 p BEAA 15 N1
Ci—aA Ci—aA
U = a5, U + i=N-1..21

i+17+1 i+1?

yukardaki algoritmaya ait basamaklar izlenerek problemin yaklasik olarak ¢ozlimiine

ulasilir.

16



Thomas algoritmasiyla elde edilen ¢6ziime ait sablon, uygun matematik
programi araciligryla adim adim ¢oziiliir ve bu siire¢ sonucunda detayl sayisal sonuglar
elde edilir.

£=2",272,22%2"2"°2° ve N=816,32,64,128,256,512 degerleri igin en
biiyiik hatalar elde edilir. Farkli N ve ¢ degerleri i¢in yaklasik ¢6ziim ve hata egrileri,
her bir durumda detayli olarak hesaplanarak c¢izilir ve bu grafikler, elde edilen
sonuclarin dogrulugunu ve hassasiyetini gostermek amaciyla kullanilir. Boylece,
onerilen metodun gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli problemler i¢in ne kadar uygun
oldugu sunulmus olur. Degisik N i¢in degerler ile ¢ pertiirbe degiskeni icin elde edilen

¢Oziimlerin maksimum hatalari, her bir durum i¢in ayrintili olarak hesaplanarak Tablo

3.1’de sunulur (Cakir & Arslan, 2016).

Cizelge 3.1 Ornek 1°in Thomas algoritmasiyla hesaplamis maksimum hata miktarlar:

&l'N 8 16 32 64 128 256 512

21 0,029115705 0,019455015 0,011364014 0,006249471 0,003303023 0,001702521 0,000865761
277 0,036639931 0,033876318 0,022588514 0,013954729 0,007894712 0,004223421 0,002192885
2% 0,032271111 0,040019713 0,037397951 0,024932566 0,015584487 0,008866406 0,004756850
2% 0,022144383 0,033746808 0,042102881 0,039441108 0,026294269 0,016478572 0,009386916
27° 0,013102681 0,022642732 0,034609526 0,043241654 0,040531442 0,027021225 0,016944658

27° 0,007146958 0,013248609 0,022928534 0,035072110 0,043835090 0,041093550 0,027396237

17



1.91
1.81
1.71
1.6
154
144

i3 _g=2~-1

3 s a=22-2

e

g=2"-5

£=2"-6

Sekil 3.1 N =128 ve £=27",27,2",2™* 2°° 2% degerleri i¢in yaklasik ¢6ziim

egrilerinin karsilagtirilmasi

0.04+4

0.031

0.021

001+

— 2-1 — 2 N-D = 27-3

Jhg4 e ong Em 286

Sekil 3.2 N =128 ve ¢ =27",27,27 2™ 27° 2% degerleri i¢in hata degerlendirmesi

18



Ornek 2:

—su"(t) +5u'(t) + (t+Dut) —u(t -1 =t*>, te(0,)U(,2),

u(t)d(t) =2 (3.2)

w| e~

u(t) =1 icin te[-1,0], KU(2)=U(2)—8J%

Gecikmeli singiiler pertiitbe Ozellikli integral sinir degerli problemininin niimerik
integral yontemi ile ¢6ziimii (Elango & Tamilsevan, 2018):

(3.2) probleminde yer alan gecikmeli terimine karsilik olarak
u(t—2) =u(t)-u'(t),
Taylor acilimindan faydalanilirsa (Cengizci, 2017)
gu"(t) —=5u’(t) — (t+u(t) +u(t) —u'(t) = -t
su”(t) —6u’(t) —tu(t) = —t2,

biciminde olur.
2. terimin katsayist -5<0 olmasi nedeniyle problem sag sinirli katli problem olur ve bu

probleme niimerik integral yontemi uygulandiginda

tji (eu"(t) — 6U'(t) —tu(t))dt = —tji t2dt,

tig Gy

ve

eu'(t) —eu'(t ) —6u(t) +6u(t,_,) - tj tu(t)dt = -tji t2dt,

Gy tig

denklemi elde edilir.
Buradaki integrallere karsilik yamuk yontemi uygulandiginda ve diizenlemeler

yapildiginda
’ ' h h 2 2
eu; —eu;_; —6u; +6u; _E Gu +t U ,) = _E "+t

seklinde denklem elde edilir. Bununla beraber
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, U, —U ro_ Ui T .
i lh ileri fark yaklasimi ve Y1 = h : geri fark yaklagimi uygulandiginda

Uig — Ui i = h h
3( - j_g( h lj_6ui+6ui—1_§(tiui+ti—lui—1):_E(tiz_'_ti—lz)’

fark denklemi olusur ve ardindan bu denklemde

Ui, Ui, U

i+1?

katsayilarina gore diizenleme yapilirsa ve sinir degerleri de eklenirse

U, £+6—ht‘;l —u; §+6+ht—‘ +U;, 2 :—E(ti2+ti712),
h h 2 h 2

2
i=12,..,N-1
u, =1,
1 G htu, .
Uy = £y, +2, j=12,..,N-1,
(l_K) j=0 3

fark problemi meydana gelir.
Fark problemi i¢in ¢6ziim, asagida agiklanan Thomas algortimasi yontemiyle saglanir.

Thomas algoritmasinda ise

Aj:%+6—hti?‘1, Bi:%, Ci:%+6+ht—i ve Fi:g(tiz_'_ti—lz)’
U, =ayu; + B3,
1:alul+ﬂ1 (ul;tO),
=0, p=1

olur.

2-0
Ayrica h==—5— olarak ifade edilir.

G=—2 p =HFPA 1o N-t
C—aA C—aA
ui = ai+1ui+1 +ﬁi+l’ I = N _1""2’1’

20



yukardaki algoritmaya ait basamaklar izlenerek problemin yaklasik olarak ¢ozlimiine

ulagilir.
£ h(ti2+ti12)+(‘9+6—htil B
h 2 h 2
%ia = 2 t. e t + Pa= 2 t e t ’
—+6+ht|-| =+6-h-1L | —+4+6+h>t|-| =+6-—h"1L g
h 2 h 2 h 2 h 2
i=12,...N -1,

Thomas algoritmasiyla ve uygun matematik program: araciligiyla sayisal
sonuclar elde edilir.

£=2"22,232"2%2"° ve N=816,3264,128,256,512 degerleri i¢in en
biiylik hatalar elde edilir. Boylece, Onerilen metodun gecikmeli singiiler pertiirbe
Ozellikli integral sinir degerli problemler i¢in ne kadar uygun oldugunu gostermek
amaciyla yapilan bu hesaplamalar ve ¢izilen hata egrileri ile yaklagik ¢oziimler detayli
bir sekilde sunulmus olur. Degisik N igin degerler ile ¢ pertiirbe degiskeni igin elde
edilen ¢oziimlerin maksimum hatalari, her bir durum i¢in ayrintili olarak hesaplanarak

Cizelge 3.2'de sunulur (Cakir & Arslan, 2016).

Cizelge 3.2 Ornek 2°nin Thomas algoritmasiyla hesaplamis maksimum hata miktarlari

elN 8 16 32 64 128 256 512

27" 0,066569330 0,053748160 0,033422743 0,020089730 0,011001772 0,005804757 0,002984293
2% 0,065017491 0,071868807 0,058918729 0,037303821 0,022444707 0,012330564 0,006515334
2% 0,048340065 0,067406616 0,075695996 0,062075218 0,039464134 0,023721220 0,013044803
27 0,030487345 0,048729189 0,069323283 0,077925542 0,063795942 0,040597643 0,024382411
27° 0,017765271 0,029928542 0,049422838 0,070475478 0,079121723 0,064691610 0,041177405

27° 0,010190517 0,016809905 0,030045310 0,049901332 0,071101599 0,079740461 0,065148229
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191
18-
174
161
151
141
131
121
] g=2-1
1 £=24-2
£=2~-3
10 ; 2 ; : ¥ £=27-4
0 02 04 0.6 08 1 £=2~-5
£=27-6

Sekil 3.3 N =128 ve ¢=2",27,2"°,2* 2° 2% degerleri i¢in yaklasik ¢oziim

egrilerinin karsilastirilmast.

007
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02-

0014

- D ] — 2°N-2 - D3
—_—— A _4 em— 2~N-5 I 2T

Sekil 3.4 N =128 ve £ =2",272,222" 27 2°degerleri i¢in hata degerlendirmesi

22



Ornek 3:

—eu"(t)+3u'(t) —u(t-1) =0, te(0,)uU(L2),

u(t) =1 icin te[-10], Ku(2):u(z)—gf%u(t)d(t)zz, (3.3)

gecikmeli singiiler pertiirbe integral sinir degerli problemin niimerik integral yontemi ile
¢oziimii (Elango & Tamilsevan, 2018):

(3.3) probleminde yer alan gecikmeli terimine karsilik olarak
u(t—21) =u(t) —u’(t),

Taylor acilimindan faydalanilirsa (Cengizci, 2017)

eu"(t) —3u’(t) +u(t) —u'(t) =0,
eu"(t)—4u'(t) +u(t) =0,

bigiminde olur.
2. terimin katsayisi -3<0 olmasi nedeniyle problem sag sinirli katli problem olur ve bu

probleme niimerik integral yontemi uygulandiginda

]. (eu"(t) —4u'(t) +u(t))dt = —fi[ Odt,

iy tig

ve

eu'(t)—eu'(t ) —4u(t)+4u(t )+ J. u(t)dt =0,

tig
denklemi elde edilir.
Buradaki integrallere karsilik yamuk yontemi uygulandiginda ve gerekli diizenlemeler

yapildiginda

eu —eu’ , —4u. +4u. , + g (U, +u,,)=0,

seklindeki denklem elde edilir. Bununla beraber
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’ ui+ _ui 4 ——ui _UF .
i~ lh ileri fark yaklagimi ve Y1 = h : geri fark yaklasimi uygulandiginda,

g(“”l_“i )—g(ui _”i-l]—4ui vau D0 v ) =0 =12, N-1,
h 2

fark denklemi olusur ve ardindan bu denklemde
U_,,y;,u

i+17?

terimlerine gore diizenleme yapilirsa ve sinir degerleri de kullanilirsa

ui_l(%+4+gj—ui (2—hg+4—gj+um(%j:0,

fark problemi meydana gelir.
Fark problemi icin ¢6ziim, asagida agiklanan Thomas algortimasi yontemiyle saglanir.

Thomas algoritmasinda ise

A=fial Bof 2240w Eog
h 2 h h 2
Uy = a4l + f3;,
l1=ou, +f, (U, #0),
a, =0, g =1
olur.
2-0 _ -
Ayrica h==—5— olarak ifade edilir.
o, =—2  p “EBEBA G5 N-t
Ci—aA Ci—aA
U = U, + iI=N-1..21

i+17+1 i+1?

Yukardaki algoritmaya ait basamaklar izlenerek problemin yaklasik olarak ¢oziimiine

ulagilir.
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£ h
O0+| —+4+— | S
[hrera)s

Cli+1: ! ﬁi+l: !
(28+4—hj—(8+4+hjai (28+4—hj—(8+4+hjai
h 2 h 2 h 2 h 2

Thomas algoritmasiyla elde edilen ¢oziime ait sablon, uygun matematik
programi araciligiyla en uygun sayisal sonuglar elde edilir.

£=2",272,2%2"2°2" ve N=816,3264,128,256,512 degerleri igin
maksimum hatalar elde edilir. Farkli N ve ¢ degerleri igin yaklasik ¢6ziim ve hata
egrileri cizilir ve bu grafikler, elde edilen sonuglarin dogrulugunu ve hassasiyetini
gostermek amaciyla kullanilir. Boylece, 6nerilen metodun gecikmeli singiiler pertiirbe
ozellikli integral sinir degerli problemler i¢in ne kadar uygun oldugunu gosterir. Degisik
N icin degerler ile & pertiirbe parametresi i¢in elde edilen ¢oziimlerin maksimum

hatalar1, her bir durum igin ayrintili olarak hesaplanarak Cizelge 3.3' te sunulur (Cakir &
Arslan, 2016).

Cizelge 3.3 Ornek 3’iin Thomas algoritmasiyla hesaplamis maksimum hata miktarlari

elN 8 16 32 64 128 256 512

21 0,014850119 0,009658528 0,005267207 0,002765439 0,001216626 0,000727571 0,000350921
277 0,022927348 0,020407006 0,013423958 0,008178205 0,004594929 0,002453252 0,001250950
2% 0,022029212 0,026510654 0,024436598 0,016188238 0,010091302 0,005699793 0,003063754
2% 0,015732385 0,023297672 0,028727485 0,026756722 0,017783607 0,011138896 0,006342512
27> 0,009532155 0,015938433 0,024085638 0,029941295 0,027990816 0,018634440 0,011682175

2% 0,005315485 0,009426185 0,016108075 0,024519261 0,030574372 0,028626839 0,019071201
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199

181

1.7

161

1351

1.4 g=2"-1
4 g=2"-2
: £=24-3

13 s=2"-4
1 £=2"-5

121 e=2~-5

114

10 r v 1 v !
0 02 04 06 08 1

Sekil 35 N=128 ve £=2",2722°2"2"°2"degerleri icin yaklagik ¢dziim

egrilerinin karsilastirilmast

u

003+

002+

001+

o 2~-1 EE=——y 2.2 Si—— 2A-3

- 274 - 27-5 - 27-6

Sekil 3.6. N =128 ve ¢=2"2223 2" 25 2° degerleri i¢in hata degerlendirmesi
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Ornek 4:

—u"(t) + (t +10)u’(t) —u(t-1) =t* te(0,)U(L2),

u(t) =1 icin te[~1,0], Ku(2)=u(2)—gj%u(t)d(t)=2.

(3.4)

Gecikmeli singiiler pertiirbe integral smir degerli problemininin niimerik integral

yontemi ile ¢oziimii (Elango & Tamilsevan, 2018):
(3.4) probleminde yer alan gecikmeli terimine karsilik olarak
u(t—1) =u(t)—u'(t),

Taylor agilimindan faydalanilirsa (Cengizci, 2017)

su”(t) — (t +10)u’(t) + u(t) —u’(t) = —t?,
gu”(t) — (t+1Du’(t) +u(t) = -2,

bi¢imini alir.

2. teriminin katsayisinin
—(t+10) <0,

olmasi nedeniyle problem sag sinirl katli problem olur ve bu probleme niimerik integral

yontemi uygulandiginda

j (eu”(t) — (t+1D)u’(t) +u(t))dt = — j t2dt,
i i ve

tiyg

eu'(t)—eu'(t ) —-1lu(t,)+11u(t, ,) - ] tu(t)dt + } u(t)dt = —]. t2dt,

tia tiy tig

denklemi elde edilir.

Buradaki integrallere karsilik yamuk metodu uygulanip ve gerekli

yapildiginda

diizenlemeler

B = Uy ~ L, LI D (U0 5 (0 +UL) =2 () + (6)°)

seklindeki denklem elde edilir. Bununla beraber
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U, — Y ro_ Ui —Ui
i lh ileri fark yaklasimi ve Y1 = h : geri fark yaklasimi uygulandiginda

g(um_ui]_g(ui_ui—lj_llui+11ui_l_h ti(ui+l_uij+ti_l(ui_ui—lj
h h 2 h h

h h 2 2
+E(ui +ui_l)=—§[(ti) +(t.)°],
i=12,...,N-1,

fark denklemi olusur ve ardindan bu denklemde
l"Ii—l' l"Ii ’ l"Ii+1’

terimlerine gore diizenleme yapilirsa ve sinir degerleri de ilave edilirse

£ t, h 2¢ t t, h s t h
U, | =+11+ 24— |-y | = +11-L+ L —— fhu | ==L === [t + &)%),
I—l(h 2 2) '( h 2 2 2} |+1(h Zj 2[(|) (|_1)]

i1=12,..,N-1,
U, =1,

fark problemi meydana gelir.
Fark problemi icin ¢6ziim, asagida agiklanan Thomas algortimasi yontemiyle saglanir.

Thomas algoritmasinda ise

A=fyrpla hog 2t
h 2 2

1

2¢ t t. h h
C=—"+11-1+3L — ve F=—[(t)*+(t_)°].
2 2 i 2[(|) (hl)]

' h 2
Uy =auU, + £,
l=au,+4 (U, #0),
=0, f =1

olur.

2-0 . -
Ayrnica h=—"—olarak ifade edilir.
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G=—2 p =HFPA 1o N-t
Ci—aA Ci—aA

ui = ai+1ui+1 +ﬁi+l’ I =N _1""2’1’

yukardaki algoritmaya ait basamaklar izlenerek problemin yaklasik olarak ¢oziimiine

ulasilir.

) (2-4)

|+1 ’
(26+11 b tl—hj—(g +11+ t'21 + hjai

h 2 2 2) {n

—[(t) +(t_,) ]+( +11+ "1+

ﬁH—l
26 bt MY e g b MY,
272 T 2) 2 2

i=12,...N -1,

Thomas algoritmasiyla elde edilen ¢dzlime ait sablon, uygun matematik program
aracilifiyla adim adim uygulanir ve bu siire¢ sonucunda detayli sayisal sonuglar elde
edilir.

£=2",272,22%2"2"°2° ve N=816,32,64,128,256,512 degerleri igin en
biiylik hatalar elde edilir. Farkli N ve & degerleri igin yaklasik ¢6ziim ve hata egrileri,
her bir durumda detayli olarak hesaplanarak c¢izilir ve bu grafikler, elde edilen
sonuglarin dogrulugunu ve hassasiyetini gostermek amaciyla kullanilir. Boylece,
onerilen metodun gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli integral siir degerli problemler
icin ne kadar uygun oldugunu gostermek amaciyla yapilan bu hesaplamalar ve ¢izilen
hata egrileri ile yaklasik ¢oziimler detayli bir sekilde sunulmus olur. Degisik N igin
degerler ile ¢ pertiirbe degiskeni icin elde edilen ¢oziimlerin maksimum hatalari, her
bir durum i¢in ayrintili olarak hesaplanarak Cizelge 3.4'te sunulur (Cakir & Arslan,
2016).
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Cizelge 3.4 Ornek 4’iin Thomas algoritmasiyla hesaplanmis maksimum hata miktarlart

elN 8 16 32 64 128 256 512

271 0,018751217 0,027470616 0,025543547 0,015998149 0,009887188 0,005485597 0,002892391
272 0,001592335 0,019646287 0,032682998 0,031213068 0,019975315 0,012405211 0,006891194
2% 0,017685071 0,001026192 0,020485519 0,035597664 0,034293000 0,022050464 0,013712987
2% 0,031679018 0,021070857 0,002116293 0,021009438 0,037131888 0,035892864 0,023108617
27° 0,040079635 0,034916938 0,022535775 0,002599621 0,021298379 0,037918173 0,036707934

2% 0,044679694 0,043055259 0,036269986 0,023203821 0,002824911 0,021449665 0,038316612

191

1381

’ 7
'

1 [
LN I NI =

[NINTN RTINS

PP P2

p—
-
i
oM Mo M m
W nn

Sekil 3.7 N=128 ve £=2"27232"27°2"%degerleri igin yaklasik ¢oziim

egrilerinin karsilastirilmast
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u
0.03 1
002+
001
0~<
0 02 04 24 08 1
t
— DN -1 Ee—————mD D —— 2 ™ -3
—— 24 — A 26

Sekil 3.8 N =128 ve =2",272,22 2" 27° 2°degerleri i¢in hata degerlendirmesi
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SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada sag sinir kati iceren singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli lineer
differansiyel denklemlere sahip problemler niimerik integral yontemiyle incelenmistir.
Dort 6rnek uygulmasi ele alimmistir. Yaklasik ¢oziimlere ait sonuglarin biribirine

oldukga yakinsadigini gizelge ve sekillerden de anlasilmaktadir. Ayrica (t=1) noktasi

civarinda (hassas gegis olan bolgesinde) ¢6ziimiin hizli ve diizenli olmayan degisiklikler
gosterdigi goriilmiistiir.

Sonug¢ olarak yapilan bu calismada kullanilan niimerik integral yonteminin,
verilen 6rnekleri uygun bir matematik programi ile ne kadar kolay ve hizli ¢ozdiigi
gOriilmiistir.

Farkh tipten differansiyel, integral; kesirli mertebeden ve bulanik differansiyel

denklemlerin niimerik integral metodu ile niimerik ¢éziimleri aragtirilabilir.
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