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OZET

ORLICZ UZAYLARINDA POLINOM VE RASYONEL
FONKSIYONLARLA YAKLASIMLAR

GUVEN, Al

Doktora Tezi, Matematik Boltimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Ilkay KARACA
Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOV
03.11.2004, 49 sayfa

Girig ve sonug boliimii diginda bu tez esas olarak dért boliimden
olusmaktadar.

2. Bolimde; Yaklagim problemlerinin incelenecegi fonksiyon
uzaylar1 ve analitik fonksiyonlarin siniflar tamitilmigtir. Ayrica, Carleson
egrileri tamtilmis ve yaklasim teorisinde 6nemli rol oynayan Cauchy
Singtiler Operatdriiniin siurhilifa ile ilgili sonuglara deginilmistir.

3. Boliimde; Bir Jordan egrisinin i¢ ve dig bolgelerinin birim diskin
digina konform doniisiimleri ve bunlarin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Daha sonra bu doniigiimler yardimiyla yaklasim problemlerinin
¢oziimiinde kullanilacak olan polinom ve rasyonel fonksiyonlar inga
edilmigtir.

4. Bolimde; Orlicz uzaylarinin ve Smirnov-Orlicz siniflarinin bazs
uygun alt simflar1 tanimlanmis ve bu siniflarda yaklasim teorisinin baz
diiz teoremleri ifade edilmis ve ispatlanmistir.

5. Boliimde; Rearrangement invariant uzaylarin uygun alt simiflar
tamimlanmig ve Onceki bolimde elde edilen sonuglar bu siniflara
genellestirilmigtir.

Anahtar sozciikler: Carleson egrisi, Cauchy singiiler operatorii,
Orlicz uzayl, Rearrangement invariant uzay.
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ABSTRACT

APPROXIMATION BY POLYNOMIALS AND RATIONAL
FUNCTIONS IN ORLICZ SPACES

GUVEN, Ali

PhD Thesis, Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. {lkay KARACA
Prof. Daniyal M. ISRAFILOV
03 .11.2004, 49 pages

Except the introductory and the conclusion chapters, the thesis
consists of four chapters.

In Chapter 2; The function spaces and some classes of analytic
functions, which the approximation problems will be investigated in
them were introduced. Further, Carleson curves were introduced and the
results about boundedness of the Cauchy singular operator, which plays
an important role in approximation theory, were mentioned.

In Chapter 3; The conformal mappings of interior and exterior
domains of a Jordan curve onto the exterior of the unit disk and their
some properties were discussed. In this chapter, the polynomials and
rational functions, which will be used in solutions of the approximation
problems were constructed.

In Chapter 4; Some suitable subclasses of Orlicz spaces and
Smirnov-Orlicz classes were defined and some direct theorems of
approximation theory in these classes were stated and proved.

In Chapter 5; Some suitable subclasses of Rearrangement invariant
spaces were defined and the results obtained in the previous chapter were
generalized to these classes.

Keywords: Carleson curve, Cauchy singular operator,
Orlicz space, Rearrangement invariant space.




TESEKKUR

Doktora calismam boyunca bana degerli zamanini aywran ve
destekleyen degerli hocam saym Yrd. Dog. Dr. flkay KARACA’ ya
tesekkiirii borg bilirim.

Bilimsel anlamda oldugu kadar, karsilagtigim diger problemlerde de
yardimini ve destegini hi¢ esirgemeyen degerli hocam Prof. Dr. Daniyal
M. ISRAFILOV’ a gok tesekkiir ederim.

Calismam siiresince ilgi ve destegini gordiigtim Ege Universitesi
Matematik Bolimii Bagkanlan saym Prof. Dr. Giilhan ASLIM ve Prof.
Dr. M. Serif YENIGUL” e tesekkiir ederim.

Ogrencilik dsneminden baglayarak benimle ilgilenen, Matematigi
sevdiren ve yetismemde biiylik emegi olan degerli hocalarim saymn Prof.
Dr. Seyit Ahmet KILIC, Prof Dr. Turgut BASKAN ve Prof. Dr. Musa
ERDEM?’ e ¢ok tesekkiir ediyorum.

Ayrica, tirlii zorluklara katlanarak beni yetistiren sevgili Annem ile
Babama ve anlayis ve destegini hi¢ esirgemeyen sevgili esim Fatma’ ya

sonsuz tegekkiirler.




XI

ICINDEKILER

OZET
ABSTRACT
TESEKKUR
1. GIRIS
2. UZAYLAR VE EGRILER.
2. 1. Fonksiyon Uzaylari
2.2 . Analitik Fonksiyonlarin Baz1 Siniflan
2. 3. Carleson Egrileﬁ ve Cauchy Singiiler Operatorii

3. YAKLASAN POLINOM VE
RASYONEL FONKSIYONLAR

3. 1. Konform Doniigtimler
3. 2. Yaklasan Polinom ve Rasyonel Fonksiyonlar
4. ORLICZ UZAYLARINDA YAKLASIM

4. 1. Giris ve Ana Sonuglar

13

15

19

19

22

27

27




XIII

ICINDEKILER (devam)

Sayfa

4. 2. Ana Sonuglarin Ispat1 29

5. REARRANGEMENT INVARIANT 36
UZAYLARDA YAKLASIM |

5. 1. Girig ve Ana Sonuglar 36

5.2. Ana Sonuglarin Ispat1 38

6. SONUC 43

KAYNAKLAR DiZziNi 44

OZGECMIS 49




1. GIRIS

Matematigin hemen hemen tiim alanlarinda, aragtirilmas: zor olan
fonksiyonlara iyi 6zelliklere sahip daha basit fonksiyonlarla yaklagim
problemleri biiylik 6nem tasimaktadir. Genellikle iyi 6zelliklere sahip
basit fonksiyonlar kiimesi olarak incelenmesi gereken temel
fonksiyonlar uzayimn belirli alt uzaylar1 segilir. Bu alt uzaylarin
elemanlarinin temel uzayin elemanlarma gdre daha basit ve iyi
ozelliklere sahip olmalar1 gerekir. Bu agidan baktifimizda yaklasim
teorisinde sik kullamilan alt uzay olarak cebirsel polinomlar, rasyonel
fonksiyonlar kiimesi veya trigonometrik polinomlar kiimesi (periyodik

durumda) alinir.

Yaklagim teorisinde 6nemli problemlerden biri de yaklagim hizinin
degerlendirilmesidir. Bu yonde yapilan aragtirmalardan da goriildiigii
gibi yaklagim hizi verilen temel uzaydaki fonksiyonlarin diferansiyel ve
diger 6nemli Szelliklerine ve aym1 zamanda yaklasan polinomlarin veya
rasyonel fonksiyonlarin Ozelliklerine gore degigmektedir. Temel
uzaydaki fonksiyonlarin  Ozelliklerine gore yaklasgm hizinin
degerlendirilmesi problemlerine yaklagim teorisinin diiz problemleri

denir.

Bu tez calismasinda Orlicz ve onun bir genellesmesi olan
Rearrangement invariant uzaylarda yaklasim teorisinin diiz problemleri
incelenmektedir. Temel uzaylar olarak bakilan Orlicz ve Rearrangement

invariant uzaylar, Lebesgue uzaylarimin dogal genellestirmeleridirler.

Ayrica Smirnov-Orlicz simflan ve simr degerleri X (F) Rearrangement
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invariant uzayma ait olan f e E,(G) fonksiyonlanmn E, (G) simflan
E,(G),1<p<w Smimov smflarmin genellestirmeleri olarak

diigtintilebilir.

E,(G), 1€ p<w Smimov smiflarinda yaklagim problemleri
bircok matematik¢i tarafindan galigiimigtir,

T, s yay uzunluguna goére parametrelendirilmis duzglin bir Jordan
egrisi ve O(s) , pozitif reel eksen ile I" egrisine s yay uzunluguna karsilik
gelen noktadaki teget arasmndaki ag1 olsun. © fonksiyonunun Q(s,0)
stireklilik modiiliiniin

8
Ig(—sﬁ)-ds«ao, 5>0 (1.1)
0 R

kosulunu sagladigi durumda, p>1 igin E,(G) smifinda yaklagim

teorisinin baz1 problemleri (6zel halde diiz teoremler) Al’per (1960)
tarafindan ¢ahigilmigtir. Al’per’ in sonuglari, Cauchy singiiler
operatoriiniin sinirh olduu duruma, p>1 igin Kokilashvili (1969) ve
p>1 igin Andersson (1977) tarafindan genigletilmigtir. Faber

polinomlan serisinin yaklagim &zelliklerini kullanarak E,(G), p>1,

uzaylarinda bir diiz teorem Israfilov (1987) ispatlamigtir. Benzer

problemler Ibragimov ve Mamedhanov (1975) tarafindan incelenmistir.

Daha sonralar1 Cavus ve Israfilov (1995), I' egrisinin Carleson
eprisi olmas: durumunda L,(T), 1<p<eo, Lebesgue uzaylarmda diz

problemleri incelemislerdir.
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Carleson efrisi ile sirlanmig G bolgesi lizerindeki E, (G,w)

agirlikli Smirov siiflarinda yaklasim teorisinin diiz teoremleri Israfilov

(2001) tarafindan elde edilmistir.

Kokilashvili (1968), Smirnov simiflarinin bir genellestirmesi olarak
Smirnov-Orlicz smiflarin1 tammlamig ve bu simflarda polinomlarla
yaklagim teorisinin bazi diiz ve ters problemlerini g¢alismigtir.
Kokilashvili burada (1.1) kosulunu saglayan yeterince diizglin Jordan

egrilerini kullanmugtir.

Biitiin bu ¢alismalarda, Faber polinomlar1 ve p-Faber polinomlar
kullanilmig ve yaklasimin derecesi fonksiyonlarin Faber serilerine
degisik toplama ydntemleri uygulanarak ¢aligilmistir. Faber polinomlari,
1903 yilinda Alman matematik¢i G. Faber tarafindan tanimlanmigtir. Bu
polinomlar kompleks fonksiyonlarin yaklagimi teorisinde énemli bir rol

koynamaktadu. Faber polinomlarinin serileri, basit baglantili bolgelerde
analitik  fonksiyonlarin  gosterimi ig¢in kullamlmig ve analitik
fonksiyonlarin yaklasimi ile ilgili birgok teorem bu seriler yardimiyla
ispatlanmugtir. Faber serileri, dairesel bolgeler icin mevcut olan Taylor

serilerinin basit baglantili bblgelere dogal bir genellestirmesidir.

Smirnov ve agirlikli Smirnov siniflan ile Lebesgue uzaylarinda
yaklasim problemleri calisilirken Cauchy singiiler operatdrii de en az-
Faber polinomlar1 kadar dnemli bir rol oynamaktadir. Bu operatoriin
Lebesgue ve agirlikli Lebesgue uzaylarinda sinirhilign problemi David
(1984) tarafindan ¢ozillmiistiir. Orlicz uzaylarinda ise Cauchy singiiler

operat6riiniin sinirli olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter kogul A. Yu.
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Karlovich (1996) tarafindan verilmis ve daha sonra bu problem daha
genis olan Rearrangement invariant uzaylar ve agirlikh Rearrangement
invariant uzaylar i¢in de aym yazar tarafindan ¢oziilmiistiir (Karlovich,
1998, 2002).

Bu tez ¢alismasinda, Carleson egrileri iizerinde tanimli Orlicz
uzaylar1 ve Rearrangement invariant uzaylarda yeni stireklilik modiilleri
tanimlanmustir. Bu siireklilik modiilleri yardimiyla Carleson egrileri ve
bu egrilelrle sinirlanan bolgeler tizerinde yeni fonksiyon smiflar
tamimlanmis ve bu smiflarda yaklasim teorisinin bazi diiz teoremleri

calisilmistir.

Metin iginde gegen ¢, ¢, c,, ..., farkli bagintilarda genelde farkli

olan ve tamim ve teoremlerdeki esas parametrelere bagli olmayan

sabitlerdir.



2. UZAYLAR VE EGRILER
2. 1. Fonksiyon Uzaylar

I' kompleks diizlemde bir egri olsun. Eger I' bir cembere
homeomorfik ise buna bir Jordan egrisi denir. I" egrisinin sinirli degisimli

bir parametrizasyonu var ise, bu egriye sonlu uzunluklu egri ad: verilir.

I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. I'
egrisinin |dr| (Lebesgue yay uzunlugu) Slgiisii ile donatildigim kabul

edelim.

M :{0,00) = [0,) konveks ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger,
M(0)=0,x > 0i¢in M(x) >0 ve
M(x)

i M) _ 0, lm—=o

x—0 X X—00 X

kosullan saglaniyorsa, M fonksiyonuna bir Young fonksiyonu denir.

M bir Young fonksiyonu olsun.
N (x)=max{xy—M (y): yZO}
bi¢iminde tamimlanan N: [0, ) — [0, «) fonksiyonu da bir Young

fonksiyonu olur. Buna M fonksiyonunun tiimleyen fonksiyonu ad1 verilir.

Eger

limsup ]\A/I/f((2x))
X0 X

< 0

oluyor ise, M fonksiyonu A; kosulunu sagliyor denir.




I' sonlu uzunluklu bir Jordan efrisi ve M bir Young fonksiyonu

olsun. Olgiilebilir ve

rJ-qu(r}) Idrl <o

kosulunu saglayan biitiin £ I'— C fonksiyonlarmin kiimesini Z,, (') ile

gosterelim.

L, (T) genelde bir lineer uzay degildir. L, (T') kiimesinin bir lineer

uzay olmast igin gerekli ve yeterli kosul M fonksiyonunun A; kosulunu

saglamasidur.

L,,(T) kiimesinin trettigi lineer uzayr L,,(T) ile gdsterelim. Bu
durumda L, (I') uzayi, L, () kiimesini kapsayan en kiigtik lineer
uzaydir ve L, (T) = ., (T) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul M

fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidir.

N, M Young fonksiyonunun tiimleyeni olmak izere, L, (T)

lizerinde

1 =sop] 119 09 ot s, 6, o) ot

171, ) =inf {x >0: rjM Uf (T%] |dr| < 1}

Ve
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bigiminde tanimlanan |. !]LM o Ve |- ”LM () fonksiyonelleri birer norm

olurlar. |.{,

1 (r) Rormuna da Luxemburg
normu adi verilir. Bu iki norm, her f e L,, () igin
S

esitsizliklerini saglarlar, yani denk normlardir (Krasnoselskii and
Rutickii, 1961).

Ly(T)

L,,(T), Orlicz ya da Luxemburg normu ile birlikte diisiiniildiigiinde

bir Banach uzayr olur. Bu uzaya bir Orlicz uzayr adi verilir
(Krasnoselskii and Rutickii, 1961; Rao and Ren, 1991).

Orlicz normu ve Luxemburg normu, birbirlerinin yardimiyla

I =500 Jr0) ) s e, ) Bl 51} @)

ve N fonksiyonu A, kosulunu sagliyorsa

el

olarak tanimlanabilir (Rao and Ren, 2002).

P
M (x)= —,1< p<» Young fonksiyonunu goz oniine alalim. M
p

. . 1 1
fonksiyonunun tiimleyeni, 1 +—=1 olmak {izere N (x) =X
q

fonksiyonudur. Bu durumda




1 oo o
Ul = ¥ ] U= o)

olur. Bir baska deyisle, L,, (F ) Orlicz uzay1 L, (F ) Lebesgue uzayma

izomorfiktir.

M(I‘) ile, ol¢iilebilir biitin f:T" — C fonksiyonlarinin kiimesini
ve M*() ile M(T) kiimesinin [0,0] aralgmda deger alan

elemanlarinin kiimesini gosterelim.

Bir p:M*(I')—[0,0] doniisiimiinii goéz oniine alahm. Her
f.8.f, € M*(I‘) (n € N) fonksiyonlari, her a >0 sabiti ve Gl¢lilebilir
her £ cI' kiimesi i¢in asagidakiler saglaniyorsa , p doniisiimiine bir

fonksiyon normu adi verilir:

(i) p(f)=0< f=0h. h. (hemen her yerde),
p(af)=ap(f)
p(f+g)<e(f)+pr(g)

(i) 0<g<f hh =p(g)<p(f)
(i) 0< £, f b = p(£,) T o(f)
(iv) p(xE)<°°,

If ldt|<C, p(f).

Burada C; € (0,00), E ve p’ya bagh fakat f fonksiyonuna bagli olmayan

bir sabittir.



p bir fonksiyon normu ise, M*(I") iizerinde

o (e)=sund [1()e(s) o enr (1), p()<1]

doniistimii de bir fonksiyon normu olur. Buna p fonksiyon normunun

eslenik normu adi verilir.

p bir fonksiyon normu olsun. p(f])<o bigimindeki biitin
feM(T') fonksiyonlarinn kiimesini X(T) ile gosterelim. X(I') bir
lineer uzaydir. Buna bir Banach fonksiyon uzayr adi verilir. fe X (F)

fonksiyonunun normu
Hf”)((r) = qu\)

olarak tamimlanirsa, X (") bir Banach uzayi olur.

p',p fonksiyon normunun eglenik normu olsun. p’ ile iretilen
Banach fonksiyon uzayma X(T') uzaymun eglenik uzay: denir ve X'(T)
ile gosterilir. Her X (F) Banach fonksiyon uzayi, ikinci eslenik uzay: ile
¢akisir, yani, X(T')= X"(T') olur. Ayrica, her f € X(T') igin

Hf “X(r) = Hf "X’(r)

olur. Boylece

”f”X(r) = SUP{lﬁf(T)g(‘C)‘ |d]: g € X'(T), ”g”X’(r) < 1} 23)

Ve

Hg"x,(r) = sup{ﬁf('c)g(t)l |dx|: fe X(T), ”f“)((r) < 1} (2.4)
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elde edilir.

M, (T) ve M;(T), srastyla M(T) ve M*(T')’nm hemen her
yerde sonlu fonksiyonlarmin smiflar1 olsunlar. Bir feM, (F )

fonksiyonunun dagilim (distribution) fonksiyonu,

mf(k)='{zef:|f(z)l>k}‘, A=0
olarak tammlanir. Eger f,g € M (T") fonksiyonlan i¢in

m, (1) =m, (A), =0
oluyorsa, f ve g fonksiyonlarina es-dliciilebilir (equimeasurable)
fonksiyonlar denir.
Tamm 2. 1. Eger her f,geM; (') es-olgiilebilir fonksiyon ¢ifti igin
p( f ) = p(g) oluyorsa, p fonksiyon normuna rearrangement invariant

Jonksiyon normu denir. Bu durumda, p ile iiretilen Banach fonksiyon

uzaywna bir rearrangement invariant (R. 1) uzay adi verilir.

Bir L, (T') Orlicz uzayim gozoniine alalim.

pu(F)=|f

bi¢iminde tamimlanan p,, doniigiimii bir R. I. fonksiyon normudur

Ly (T)

(Bennett and Sharpley, 1988). Bu nedenle, her Orlicz uzay: bir R. 1.

uzaydir.
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Bir X (F) Banach fonksiyon uzaymin R. 1. olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogul, bunun X ’(F) eslenik uzaymin R. 1. olmasidir (Bennett and
Sharpley, 1988). X (F) R. L uzayi i¢in

L,cXx()cL,(T)

olur.
feMy(T) olsun.
f‘(i)=inf{7»:mf(7»)£t}, >0

bi¢iminde tanimlanan f  fonksiyonuna, f fonksiyonunun azalan

rearrangementi denir.

X(I'), sonlu uzunluklu bir T Jordan egrisi iizerinde bir R. 1. uzay
olsun. Luxemburg gosterim teoremine gbre (Bennett and Sharpley,
1988), R, =[0,0) iizerinde, her f € M (') i¢in

o(1)=p(r")
olacak sekilde bir p R. I fonksiyon normu vardir. R, tizerinde p ile

tiretilen R. 1. uzay1 X ile gosterelim.

M, (R, ) tizerinde, x > 0 igin

f(xt), xte [O,
0, xelo,

o]
Ay

bi¢iminde tamimlanan E_ operatoriinii gdzoniine alalim. B()? ) ile, X

>0

E(f )(f)={

tizerindeki sinirhi lineer operatdrlerin Banach cebirini gosterelim. Her
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x>0 icin Ey € B()?) olur (Bennett and Sharpley, 1988). 4, (x) ile E/

1
x

operatdriiniin operatdr normunu gosterelim, yani,

)=
X(x) . 8(¥)
olsun.
o, = sup log Ay (x)
0<x<l1 lng
ve

B, = inf loghX(x)

1<x<e Jogx
bigiminde tanimlanan o, ve B, sayilarma X (F ) R. I uzaymin sirasiyla
alt ve list Boyd indisleri denir. Boyd indisleri,
0<a, <B, =<1
esitsizliklerini saglarlar. Eger
O<a, <B, <l
ise, Boyd indisleri nontrivial'dir denir. X(T')=L,,(T") bir Orlicz uzay:
ise,
log h(t) log h(t)

Oy =0y 2;1—13;10—_1—02_%7*’ By =By 2}1%1__@7

olur. Burada, M : [0, oo) — [O, oo) , M Young fonksiyonunun tersi ve 4,

k(1) =limsup M7 (x)

, 0
e M7(£x) i

bi¢ciminde tanimli fonksiyondur. Orlicz uzayr durumunda Boyd
indislerinin nontrivial olmasi, uzaym yansimali olmasina denktir

(Karlovich, 1996).
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Lp(l“),l < p <o Lebesgue uzayiigin o, =f, = yp olur.

2. 2. Analitik Fonksiyonlarm Baz1 Siniflar

I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve 0 < p <o olsun. Jordan egri

teoremine gore, her Jordan egrisi, kompleks diizlemi biri smirlt digeri

siursiz olan ve bu egriyi ortak simr kabul eden iki basit baglantili
bolgeye ayirir. G ile I' egrisinin i¢ bolgesini ve G~ ile T" egrisinin dig

bolgesini gosterelim. Aynca D = {z eC:lz|< 1} olsun.

I'.,0 <r <1, D diskinin G bolgesi lizerine bir konform doniistimii
altinda {w: w=r,0<r< 1} emberinin goriintiisii olsun. G bolgesinde

analitik olan ve
P
d
53131 rﬂf(z) ] zl <™

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini E, (G) ile gosterelim.

E, (G)’ye Smirnov sumifi denir.

Her fekE, (G)(0 < p <) fonksiyonunun I iizerinde hemen her

yerde agisal limit degerleri vardir ve bu limit degerleri i¢in yine f

gosterimini kullanirsak /e L, (F) olur (Duren, 1970).

Smirnov smiflarinin  6nemli  bir 6zelligi Cauchy integral

gosterimidir (Duren, 1970):

Teorem 2. 1. f € E,(G) ise
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1 If(g)dC;:{f(z), zeG 2.5)

—2_11‘.1—'1— G-z 0, zeG”

olur.

E, (G’) Smirnov smniflart da benzer sekilde tammlanir ve £, (G)
ile aym 6zelliklere sahiptir. Cauchy integral gbsterimi ise, f € E, (G")
icin

1 If(s)dg_{f(w)—f(zﬁ zeG 2.6)

midc-z (), zeG

bi¢imni alir.

V. Kokilashvili, Smirnov simflarinin bir genellestirmesi olarak

Smirnov-Orlicz simiflarini tanimlamigtir (Kokilashvili, 1968).

M bir Young fonksiyonu olsun. G bélgesinde analitik olan ve

sup J.M q f (z)]),dz| <™

0<r<l r

kosulunu saglayan f fonksiyonlarnimin kiimesini E,, (G) ile gosterelim.
E, (G) smfina Smirnov-Orlicz sifi denir. E,,(G)c E,(G) olur ve her
feE, (G) fonksiyonu I' iizerinde hemen her yerde agisal limit
degerlerine sahiptir. Bu limit degerleri L,, (F) Orlicz uzayina ait olur

(Kokilashvili, 1968). £,, (G’) siniflar1 da benzer sekilde tanimlanir.

X(T) bir R. I. Uzay olsun. f e X(T') bigimindeki f ¢ E,(G)
fonksiyonlarmnin  kiimesini E,(G) ile ve feX(I') bicimindeki

fekE (G‘) fonksiyonlarinin kiimesini de £, (G‘) ile gésterelim.
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2. 3. Carleson Egrileri ve Cauchy Singiiler Operatorii
I kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun.
tel ve ¢ >0 igin, I egrisinin f merkezli ve ¢ yarigaplh agik disk iginde
kalan parcasini F(t,e) ile gosterelim, yani,
I(t,e)= {r € I":lt—ti <e}

olsun.
Tanim 2. 2. Eger

CL =sup sup iF(t,e)‘

tel’  £>0 €

<0

kosulu saglantyor ise I egrisine bir Carleson egrisi denir.

Bu tamimdaki C. sayisina Carleson sabiti adi verilir. Bazi

kaynaklarda Carleson egrilerine Ahlfors regiiler egri, David regiiler egri
ya da Ahlfors-David egrisi de denmektedir (B&ttcher and Karlovich,
1997).

Carleson egrileri sinifi ¢ok genis bir egriler simifidir. Al’per egrileri,
Lyapunov egrileri ve Lavrentiev egrileri Carleson egrileridirler. Carleson

egrisi Ornekleri (Bottcher and Karlovich, 1997) de bulunabilir.

I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi , G=In" ve G~ = ExtT’
olsun. f e L,(T) igin

[ (2)=5= ———)dC, zeG 2.7)

1 J'f(g
2ni 2~z

ve
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F(z)== jf ©) > dt, zeG 2.8)

2m

bigiminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlan, sirasiyla G ve G~

bolgelerinde analitiktirler ve £~ (c0)= 0 dur.

fel (F) fonksiyonunun bir z € I' noktasindaki Cauchy singiiler
integrali,
(-1 | LB
=0 o) 62
olarak tanimlanir. Bu limit hemen her zeI i¢in mevcuttur (Béttcher
and Karlovich, 1997).

Bir fel, (F ) igin, f* ve f~ fonksiyonlarindan birinin I" tizerinde
hemen her yerde acisal limit degerleri varsa, S} ( f )(z) Cauchy singiiler
integrali I" tlizerinde hemen her yerde mevcuttur ve f* ve f~

fonksiyonlarindan digerinin de I' {izerinde hemen her yerde agisal limit

degerleri vardir. Tersine olarak, S ( f )(z) Cauchy singiiler integrali "

iizerinde hemen her yerde mevcut ise, f* ve f~ fonksiyonlarinin I'

iizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri vardir. Her iki durumda

da hemen her z e T icin

£@)=5:(¥e)+5 /) @9

Ve

@)= 5:(¥e)-5 1) (2.10)
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“esitlikleri saglanir (Goluzin, 1969) ve boylece I' iizerinde hemen her

yerde
f=f"=f (2.11)

olur,

feL(T) fonksiyonuna, I' tizerinde hemen her yerde S.(f)z)

degerini alan S} ( f ) fonksiyonunu karsihik getirelim. Bu sekilde

tanimlanan Si- lineer operatdriine Cauchy singiiler operatérii denir.

St lineer operatdrimiin sinirhligy, yaklasim teorisinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu operatdriin L, (T) Lebesgue uzay: tizerinde siirhiligs

problemi G. David tarafindan ¢ozilmistir (David, 1984). Agirhiki
Lebesgue uzaylarinda ise smrhibik problemi Muckenhoupt agirliklar
kullanilarak ¢ozlilmistiir. Bu teoremlerin ayrintili ispatlari1 ve Cauchy
singiiler integrali ile ilgili genis bilgi (Bottcher and Karlovich, 1997)

kitabinda bulunabilir.

A. Yu. Karlovich, David in teoremini ve Boyd interpolasyon

teoremini kullanarak, Sy operatériiniin Orlicz uzaylar iizerinde sinirhilig

problemini ¢6zmiistiir (Karlovich, 1996).

Teorem 2. 2. Sy lineer operatorinin yansimal bir L, (') Orlicz uzay:

tzerinde simirlt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, T egrisinin bir

Carleson egrisi olmasidir.
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Rearrangement invariant uzaylar tizerinde Cauchy singiiler
operatdriiniin sinirlilifi problemi yine Karlovich tarafindan ¢oziilmiigtiir

(Karlovich, 1998).

Teorem 2. 3. X (F ) nontrivial Boyd indislerine sahip bir R. I Uzay

olsun. Sy lineer operatoriinin X (I‘) uzay1 izerinde smirlt olmas: igin

gerekli ve yeterli kosul, I egrisinin bir Carleson egrisi olmasidir.
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3. YAKLASAN POLINOM VE RASYONEL
FONKSIYONLAR

3. 1. Konform Déniisiimler

I" kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi, G = InfT"
ve G =ExtI" olsun. Genellifi kaybetmeden 0eG oldugunu
varsayalim. Ayrica, T = {z € C:|z| =1, D = InfT ve D™ = Ex(T olsun.

Riemann konform déniisiim teoreminden asagidakiler elde edilir:

(1) G™ bolgesinin, D™ lizerine

plo)=0 ve limﬂz—) >0

Z—>w z

kosullarimi saglayan bir tek ¢ konform doniigtimii vardur.
(2) G bolgesinin D~ lizerine
0,(0)=c0 ve lin(}zq)l(z) >0

kosullarini saglayan bir tek ¢, konform dontistimii vardir.

¢ doniisimiintin tersini y ve ¢, doniiglimiiniin tersini de v, ile

gosterelim.

I" bir Jordan egrisi oldugundan, ¢ ve ¢, doniistimlerinin I" iizerine,
v ve v, doniisimlerinin de T tizerine homeomorfik genislemeleri vardur.
Aynica T' sonlu uzunluklu oldugundan ¢’ e E, (G') ¢, € E(G) ve
v,y € E, (D') olur (Goluzin, 1969). Béylece, ¢’ ve @] fonksiyonlan I

izerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptirler ve bu limit
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degerleri L,(T) wuzayma aittirler. Aym sekilde, ' ve v
fonksiyonlarinin da T iizerinde hemen her yerde agisal limitleri vardir ve

bu limit degerleri L, (T) uzayina aittir.

k negatif olmayan bir tamsayr olsun. [(p(z)]k (p’(z) fonksiyonu

G~ bolgesinde oo noktasi diginda analitiktir ve co noktasinda k dereceli bir

kutbu vardir. Bu nedenle
o) ¢'(z)= B, (2)+ Hi(2), ze G
olacak sekilde, derecesi k olan bir B,(z) polinomu ve G~ bolgesinde

analitik olan ve H, (oo): 0 kosulunu saglayan bir H, (z) fonksiyonu

vardir.

B,(z)(k=0,2,...) polinomlarma G bdlgesinin ikinci tiir Faber

polinomlar: denir.

Cauchy integral formild kullamlir ve ¢= w(e”) donustimii

yapilirsa, her z e G ve k=0,1,2,... i¢in

[o( q)] cp(g) 1% e N
B ()5 ] = [ e
elde edilir.

[0,(2)]*9}(z) fonksiyonu G\{O} kiimesinde analitiktir ve 0
noktasinda & dereceli bir kutbu vardir. Bu fonksiyonun 0 noktasindaki

esas kismini Ek(yz) ile gosterelim. Bu durumda, G bolgesinde analitik

olan ve her z € G\ {0} icin
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[0.(2)] " i (2) =B, (¥)+ A.(2)
olacak sekilde bir H,(z) fonksiyonu vardir. B, (%) (k=0,1, 2,..)
esas kisimlarina, G bolgesinin ikinci tir Faber-Laurent rasyonel |

fonksiyonlar: adi verilir. Cauchy integral formilli ve ¢= w,(e”)

dSniisimii uygulanarak, her z € G~ igin,

n ~it

-B,(Y)= — j[q"(g - (P’(g) ;ﬂj;](i—)— eMdt, k=0,1, 2,..

elde edilir.
tel- n, 7] olmak izere,

h(t,z)= ——fn———— zeG
ve

h(t,z)= — | zeG

, W (eit ) -z

gosterimleri kullamlirsa, £=0, 1, 2,... icin

B, (z)= a%_ih(t,z) e"dt, zeG
ve

-B (y) _ 1 7]’hl (t,z) e"dt, zeG”

“\/z) 2m e

elde edilir. Buradan, B, (z) polinomunun h(,z) fonksiyonunun (k).

Fourier Kkatsayist ve -3, (%) rasyonel fonksiyonunun da A (,z)
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fonksiyonunun (- k) Fourier katsayis1 oldugu goriilmektedir. Boylece,

t e [- 7] igin, A(,z) ve A, (,z) fonksiyonlarina
Ht,z)~ S B, (z)e™
k=0
ve

h(tz)~ 3~ B, (1 )™

k=0
Fourier serileri karsilik getirilebilir.

3. 2. Yaklasan Polinom ve Rasyonel Fonksiyonlar

n=12,.. igin, K,(0)= Zl(,',’,)ei"’e , negatif olmayan, ¢ift ve her »

m=-n

icin
1 T
— | K (0)dOo=1
2n_~[ . (9)

ve

fok,(0)a0<=
0 n

kosullarrm saglayan bir trigonometrik polinom olsun.

trigonometrik polinomlara &rnek olarak
3 (sin "% )4
n (20 +1)(sin %)

biciminde tanimlanan Jackson ¢ekirdekleri verilebilir.

J,(0)=

£ & L,(T) olsun. Bu durumda,

@G.1n

(3.2)

Bu tiir
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fow)= 7 (w(w))w'(w)
ve
Aw)= 1w )y (w)w?
biciminde tammlanan @ f, ve f; fonksiyonlan T iizerinde

integrallenebilen fonksiyonlar olurlar. f, ve f; fonksiyonlarinin Fourier

serileri
-]
fo (W) ~ Z ay w
k=0
ve
o0
A (W) 4 Z aka
k=—w
olsun.

cel ve 0 e [-n,7] olmak tizere

o =v[o(c)e®]. co=w[0(g)e”]
noktalarini tanimlayalim. ¢, ve ¢,y noktalarinin I egrisi tizerinde oldugu

aciktir.

1 /(ss) 9'(c) _
1(6,z) =5 o ds, zeG, 0e[-mn|

integralini g6z Oniine alalim. ¢ = \y(ei’ ) doniisimii uygulanirsa,
it

1(0.2)=o- If((’("e))"(‘e’) Ol

\yie i—z

L "fo e n(t, z) dr
2n j (
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elde edilir. 7(6,z) hemen her Oe[-m,m| igin mevcuttur ve
I(,z)e L,([~ =,=]) olur (Bary, 1964).

fo(e,-t)N iake"’“

k=

Ve

ht,z)~> B (z)e™

[Ms

bl
i

0

oldugundan, I(,z) fonksiyonuna

1(6,2)~ Y a,B, ()
k=0

Fourier serisi karsilik gelir (Bary, 1964). 1 (-, z)e L ([— n,n]) ve K, smirh
degisimli oldugundan, genellestirilmis Parseval Ozdesligi (Bary, 1964)
kullanilarak
.217; [X,(8) 1(6,2) do =245, (2),
r k=0

elde edilir. Boylece her n=1, 2, ... i¢in

'e) (p(g) zeG

Pz s
(=.1)= @(qe)ez

derecesi n olan bir cebirsel polinomdur.

Simdi z e G~ ve 6 € [ m, 7] olmak tizere

fie)) 0)c)e ™
1,10,z)= ! d
( ) 27” Ot (@1(—(:) G—z2 :

integralini goz 6niine alalim. ¢ =y, (e’ ) doniistimii yapilirsa
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—~it

I, (9, Z) _ 51; 73‘ f(\Vl ( ei(t—e)))\v; (ei(t—e)) £20) JX%E dt

L

elde edilir. 7,(6,z) hemen her Oe[-mm| igin mevcuttur ve

I,(,z)e L([-m, n]) olur (Bary, 1964).

o0

ﬁ(eit)N Zakeﬂa

k=—w
ve
mt2)~ Y - B, (1 )e
k=0
oldugundan,

1,(6,2)~ z_ @B, (1 )e

0

olur. 11(-,z)eL1([— mn]) ve K, smrh degisimli oldugundan,

genellestirilmis Parseval 6zdesliginden

517-; ann (6) 1,(6,2) do=> -2, 5, (Y), zec

k=0

elde edilir. Buradan, her n dogal sayisi i¢in

5 _ 17 F(see) oi(c) e ]
Q,,(%,f)—wi_{Kn(e)de rj(p;(%(_e)) S de 26

ifadesinin % ‘nin derecesi 7 olan bir polinomu oldugu goériilmektedir.

K, cift fonksiyon oldugundan, z € G igin
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P(zf

oo [£66), 1) 50,
6~

?'(c) ¢'(cs) z

ve ze G igin

0.(%.1)= e fK (6) de[{ (Si0) 2"9+f(g“‘°)) e2i9:I 9ilS) 4

?, (919) (P; (g,(_e)) c—2z

oldugu goriiliir.
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4. ORLICZ UZAYLARINDA YAKLASIM

4. 1. Giris ve Ana Sonuclar

I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve L, (), T iizerinde bir Orlicz

uzay1 olsun. L, (T) tizerinde, 0 € [-=,7] olmak tizere, fe L, (T) ve
cel igin

7,7(c)= f((%)) ©)

ve

Tio f(c) = ((gll‘*e)) ¢ (g)e

bigiminde 7, ve T}, operatdrlerini tammlayalim.

Ozel halde, T=T ise, T,f(w)= f(we®), Tof(w)=f(we™) ve
boylece T,feL,(T) ve T,felL,() olur. Ayrnca T egrisi,
¢;,C5,C5,C, sabitler olmak iizere,

0<c, <|oz)<c, <o, zeT
Ve
0<c; slpi(z)<e, <o, zeT

bigiminde ise, f e L,,(T) i¢in T, f € L, () ve T,y f € L,,(T) olur.

Buradan hareketle, f € L,, (I') olmak iizere, § >0 igin,
0 (8.1) =Sl ~ Lo ], ey




28

SCE }S;;Sgllf —Tf ”LM(T)

ve
Q}, (6.1) =, (8, )+ 0y, (5. 1)
bigiminde w;, (1), o, (, f) ve Q;,(, f) fonksiyonlarini tanimlayalim.

o [O,oo)—) [0,00), siirekli, azalmayan ve asagidaki kosullan

saglayan bir fonksiyon olsun:

(1) o(0)=0,
() 5> 0 igin (8)> 0,
(3) Her n dogal sayisi i¢in, ¢ n ve & dan bagimsiz bir sabit olmak

lizere 0(18)< cnw(8).
Asagidaki fonksiyon simflarmi tanimlayahim:
HeL,(0)=1{f L, (T):Q} (/)< cw)5 >0},
HPE,(G)={f € E,,(G): 0}, (5, f) < co(5), 5 > 0},
HeE, (G )={f e E,(G): 0}, (5. /)< c o(8),5 > 0}.

Eger f fonksiyonu bu fonksiyon siniflarindan birine ait ise, T, f € L,, (F)
ve T}, f € L,, (T') olacag: agiktir,

o yukarida belirtilen kosullart saglayan bir fonksiyon, I' bir
Carleson egrisi ve L,,(T') yansimali bir Orlicz uzay1 olsun. Bu durumda

asagidaki teoremler gegerlidir:



29

Teorem 4. 1. f € HZL,,(T) ise, her n dogal sayisi igin

17 =R, AN, <cal)

olacak sekilde bir

a a
R (z,f)= = +...+—Zl—+a0 +az+..+a,z"

rasyonel fonksiyonu vardir.

Teorem 4.2. f € HE,,(G) ise, her n dogal sayist igin

1 =P ANy <col)

olacak sekilde, derecesi n olan bir P, (z, f) polinomu vardir.

Teorem4.3. f € HLE,, (G') ise, her n dogal sayisi igin

17-0,6 ), oy Scol¥)

olacak gekilde, % ‘nin derecesi n olan bir Q, (%, f ) polinomu vardir.

Bu teoremlerde ¢ > 0, n dogal sayilarina bagli olmayan bir sabittir.
4.2. Ana Sonugclarn Ispati
Teorem 4. 1 in Ispati:
feH?L,(T) olsun. z' € G igin (2.7) ve(3.1) den
jf de——jzf( K, (8)d®

olur. Bu esitlik ve P,(., /) polinomu birlikte diistiniildugiinde
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f()-R(z.f)
1] ()L, Fea) |0'(9)
=0 OIK,,(G){U (=)~ I{ (QGJ @}de

2mi ¢ (p(ge) ¢—z2'

zﬁJKn(e){zf*( )~ [( S) ()4 (T )+(Z')}}de
elde edilir.

I" egrisinin i¢ tarafindaki biitiin acisal yollar tizerinden z' —» zel’

i¢in limit almirsa, (2.9) dan hemen her z e T igin
/*(2)-B,( 1)

= L0k, @5, (f ~To 1 Xe)+ 8 (7~ Ty £ Yo ] 0
+_ jK (/- Lo £)Xz)+ (F - Ty £ )2)] 0

bulunur. Bu esitlik, (2.1) formiilii ve Fubini teoremi kullamlir ve

supremum integral igareti i¢ine alinirsa,

BN, o = 5w 117 C)- P e Ylgle) e

()|

< sup ﬂ jK NSe (7 =Tos Xa)+ St (7 =Ty £ el |

IK (07 -1 Xe)+ (7 =T 1 o)l g 2) et

+ sup




.
<o {2 T 05, - el T o o}
g j{ O T XA -1 oo
" !K"(e{ 5 (770 I
et & @ [ -2l Tar )2} ]l i

< %IK (e>{sup [lise(r TN+ 5cF =T o) Jle(2) Idzl}de

L k.0 - Ty e s

Lt (V]
=E7_c5[Kn (9) “Sr (f—Tef) "LM(I")+ LM(F)] @

S (/=T

ra @ -2l b T, NE

elde edilir. Burada supremum Hg” <1 bicimindeki biitin g e L, ()

Ly(Ty —

fonksiyonlar1 tizerinden alinmigtir. Teorem 2. 2 den

=26y 2 @) {1 BT 20

bulunur. o}, (. f) fonksiyonunun tanimndan,

|7 =261,y <K, (0)0} (6.1) a0 @1

elde edilir.
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Benzer sekilde, z' e G~ igin

- y A l 1 i - ’ . ' . ’
7)-0, (1 =32 [0 fr @)-[@r ()4 (o) ()]
ve I' disindaki biitiin agisal yollar iizerinden z'—zel igin limit

alinirsa, hemen her z € I i¢in (2.10) dan
- ~ (1
ISORALNY

| = (K, @5~ To YD)+ S:(f ~Ticq /Yo

+ﬁ:jl<,, O 7 - )Xe)+ Tyt - £ Yoo

elde edilir. Boylece,

“f “-0,6.f Xl <c ;[Kn (e)hf ~Tooll, oy * Hf - Tl(‘e)llLM(l‘)}de

Ly/(T)

esitsizligi saglamr. o), ( f ) fonksiyonunun tanimindan

78,61, ., <e K. ©)0u6.1)a “2)

bulunur. Simdi

R )= 1)~ 2.7 )
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rasyonel fonksiyonunu géz 6niine alalim. Boylece (2.11), (4.1), (4.2),

Q) (-, f ) fonksiyonunun tamimi ve @ fonksiyonunun (3) ozelligi

kullamlarak,

1= RGN <

ot -0.60)

L, (T)

<c jK (8) {a, (8.7)+ )y (6.5)} 6

kig

=c [K,(0) @, (6,7) d0

0

<c [K,(6) o(6) do

<o (o( j [x,(0) (n0+1) do
bulunur. K, trigonometrik polinomunun (3.1) ve (3.2) 6zellikleri
1
=R 6N S 2]
oldugunu verir. 0

Teorem 4. 2 nin Ispati:

feHPE, (G)olsun. z' € G~ alalm.
f € E,(G) oldugundan, (2.5) den

(= 1 J'f(g)dg 0

2mrg z
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olur. Béylece, hemen her zel ig¢in f (z)=0 ve bu nedenle T
iizerinde hemen her yerde f = f esitligi saglanir.

(4.1), @ fonksiyonunun (3) 6zelligi ve K, (6) fonksiyonunun (3.1)
ve (3.2) ozellikleri

A ACY) I

£ P S KOs (6.1) a0

< jK (6)0(6) a0 < m(—l—j

oldugunu verir. [

Teorem 4. 3 iin Ispati:

feH;’EM(G") ve z'€ G olsun. feEl(G‘) oldugundan, (2.6)

dan

F1E)=— f{_(iz),dﬁf(w)

2ni 2
bulunur. Boylece I' iizerinde hemen her yerde f*(z)= f(0) ve
f=f(=)-f olur.
1 ~ (1
Qn(—,f]=f(oo)—Qn(~,f)
z z
rasyonel fonksiyonunu goz o6niine alalim. (4.2), ® fonksiyonunun (3)

ozelligi ve K () fonksiyonunun (3.1) ve (3.2) 6zelliklerinden

T

<c[K,(0)0;,(6,7)d0

”f_Qn (.’fX’LM(F) = “f~ _Qn (:fj

L, (r)



elde edilir.

< c:jK,, (0)w(e)ddo<c 0)( ! )

n

O
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S. REARRANGEMENT INVARIANT UZAYLARDA
YAKLASIM

5. 1. Giris ve Ana Sonuclar

I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve X (I'), T iizerinde bir R. L.
uzay olsun. 6e[-n,m] olmak iizere 4. Boliimde tamimlanan T, ve T,

operatdrlerini goz oniine alalim. f e X (') olmak iizere, 5 > 0 igin

m;( (6> f) = |Se1|1s§"f —Tef”X(r) >

oy (8, )= Tell?; |f -Tof ”x(r)
ve
0 (3, 1) =0y (8, 1)+ 0y (8. 1)
bigiminde @y (.f), o,(.f) ve Qy(.,f) fonksiyonlarim

tanimlayalim.

®:[0,0) —[0,0), siirekli, azalmayan ve asagidaki kosullan

saglayan bir fonksiyon olsun:

(1) ®(0)=0,
(2) 8>0 igin ©(8)>0,
(3) her n dogal sayist igin, ¢ & ve n’den bagimsiz bir sabit olmak

tizere ©(nd) < cno(d).

Asagidaki fonksiyon siniflarini tanimlayalim:
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X°(T)={f e X():Q}(8.5)<c o(8), 8>0},
E3(G)={f € E;(G): 0y (5,f)<c o(3), 5>0}
By (G7)={f € B¢ (G ): o1 (8, F) <c 0(8), 8>0}.

Eger f fonksiyonu bu smuflardan birine ait ise T,feX (F) ve

Tof € X (I') olacag: agiktur.

o, yukarida belirtilen kogullari saglayan bir fonksiyon, I bir
Carleson egrisi ve X (I') nontrivial Boyd indislerine sahip bir R. L. uzay

olsun. Bu durumda asagidaki teoremler gegerlidir:

Teorem 5. 1. f € X°(T) ise, her n dogal sayist igin

1
-R (., < —
IRz ol 2]
olacak sekilde bir
Rn(z,f)z%’—’—+...+—c—li+ao+alz+...+anz"
z Tz

rasyonel fonksiyonu vardir.

Teorem 5.2. f e E} (G) ise, her n dogal sayist igin

Py <ol L)

olacak sekilde, derecesi n olan bir P, (., ) polinomu vardur.
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Teorem 5.3. feE} ( G") ise, her n dogal sayis1 i¢in

1
17 =0 (N ey S w(;;)
olacak sekilde bir

a

1 a
Qn —7f = _n"+....+-—_—]+a0
z zZ z

rasyonel fonksiyonu vardur.
Bu teoremlerde ¢ >0, n dogal sayilarina bagl olmayan bir sabittir.
5. 2. Ana Sonuclarin Ispati

Teorem 5. 1 in Ispati:

feX “’(F ) olsun. Teorem 4. 1 in ispatindaki yontem kullanmilarak

hemen her z eI’ i¢in
f*(z)-P,(zf)

=;—n:JK,, O[5, (f ~Tu 1Y)+ 8 (£ ~ T/ o) o
+Zl7;:jf<n O -1 Xe)+ (f - T Yoo

bulunur.

(2.3) formiilii uygulanarak
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AR ANS|

x(r)

Se(f -7 1)

o Oan ©) IS¢ (£ =Tt Mg * X(fj “

LTk, O U=l | Tl | @0
elde edilir. Teorem 2. 4 den

}de

=2 Py e o) {1 =Tl # T
bulunur. @' (, f) fonksiyonunun tanmindan,
|7 =BG ) S K, O) 0 ©0.) 0 6

elde edilir.

Benzer sekilde, hemen her ze T igin
- = (1
r@-6[1r)
B 51; '[K" ©) [Sr (f =T £ X2)+ 8¢ (f - T1(—e)fXZ)]d9

*‘4};:{’(" O[T - 7Xe)+ [Ty f - 1Y) a0

elde edilir. Boylece,
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([f_ -0, (~f Hx(r) <CIK () { If- Tie"x(r) +uf i(- e)ux(r)}

esitsizligi saglanir. o], (, ) fonksiyonunun tanimindan

l7=8,0.7).,. << [K, 0o (6.1)d0 52)

x(r)

bulunur. Simdi
R )= )-0,2.1)

rasyonel fonksiyonunu goz oniine alalim. Béylece (2.11) , (5.1), (5.2),
Q) ( f ) fonksiyonunun tanimi ve ® fonksiyonunun (3) Ozelligi

kullamlarak,

|f =&, .7)

+|r-2.61)

X(r) x(r)

s«:’]K,,(e){wxe,f)m:X .1}
= can,, ()2 (6, f)a0

< c]K,, (8)w(8)do

<cm( )IK (6)(n0 +1)do

bulunur. K, fonksiyonunun (3.1) ve(3.2) 6zellikleri

1f =R N ey S€ m[l)
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oldugunu verir. O

Teorem 5. 2 nin Ispati:

feEy(G) olsun. z'eG™ alalm. f e E (G) oldugundan, (2.5)

den,

P ) (L G

2nifg—2'
olur. Boylece, hemen her zeT igin £ (z)=0 ve bu nedenle I'
. lizerinde hemen her yerde f = f* esitligi saglamr.

(5.1), ve K, (8) fonksiyonunun (3.1) ve (3.2) ézelliklerinden

1f =2 Ny =V =BG SY, S [KL @)} 6. 1)

< can,, 6)w®)dd < c co(—l-)

0 n

elde edilir. O

Teorem 5. 3 iin Ispat::

feES (G') ve z' € G olsun. (2.6) formiiliinden,

@)= [ 2 o= 1o

bulunur. Boylece I iizerinde hemen her yerde f*(z)= f(w) ve

[ =/(w)~f olur.
Q,,G,f) = f()- éne,fj
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rasyonel fonksiyonunu g6z 6niine alalim. (5.2), ve K, (9) fonksiyonunun

(3.1) ve (3.2) 6zelliklerinden

17 =06 My =1~ =B ) ) < K0 )01 (0.1) 0

< c:jK,, (0)o(®)do <c co(%)

elde edilir. O



43
6. SONUC

Bu tez calismasinda, ¢ok genis bir egriler smnifi olan Carleson
egrileri lizerindeki Orlicz uzaylar1 ve Rearrangement invariant uzaylarin
bazi alt siniflar1 tanimlanmis ve bu simiflara ait fonksiyonlarin polinom

ve rasyonel fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenmistir.

Yaklasim problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan polinom ve
rasyonel fonksiyonlar, baz trigonometrik polinomlar, ikinci tiir Faber
polinomlarn1 ve ikinci tir Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlar

kullanilarak insa edilmigtir.
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