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OZET

GENELLESTIRILMIS SIRA ISTATISTiKLERI VE
UYGULAMALARI

TANIL, Halil

Doktora Tezi, Istatistik Boliimii
Tez Yoneticisi: Prof.Dr. Ismihan Bayramoglu
Aralik 2004, 81sayfa

Bu ¢alismada, sira istatistikleri, II. tiir ilerleyen sanstirlenmis sira
istatistikleri ve benzeri siralannus rasgele degisken modellerini igeren
genellestirilmis sira istatistiklerine dayali olarak; dagilimdan-bagimsiz
(veya invaryant) giiven araliklar1 ve giiven diizeyleri ortaya koyulmus,
asan istatistiklerin olasilik dagilimlar1 elde edilmis ve minimal bosluklara
dayal: istatistikler incelenmigtir. Ayrica, Bairamov ve Petunin (1991b)’
in, egitici Orneklemlere dayali test prosediirli, genellestirilmis sira
istatistiklerine uyarlannmgtir. Ileri siiriilen bulgu ve yo&ntemler, baz
istatistiksel problemlerin ¢6ziimiinde kullamlmigtir.

Anahtar kelimeler: Genellegtirilmis sira istatistikleri, Dagilimdan-bagimsiz
istatistikler, Asan istatistikler, Swra istatistikleri, Minimal bogluklar, Egitici
orneklemler.
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ABSTRACT

GENERALIZED ORDER STATISTICS AND THEIR
APPLICATIONS

TANIL, Halil

Ph.D., Department of Statistics
Supervisor: Prof.Dr. Ismihan Bayramoglu
December 2004, 81pages

In this study, based on generalized order statistics which include
the models of ordered random variables such as ordinary order statistics
and progressively Type-II censored order statistics, we present the
distribution-free (or invariant) confidence intervals with their confidence
levels, the probability mass functions of exceedance statistics, and the
statistics based on minimal spacings. In addition, we adapt the statistical
test procedure (based on training samples) proposed by Bairamov and
Petunin (1991b) to generalized order statistics. The proposed statistitical

results and methods are applied to some statistical problems.

Key words: Generalized order statistics, Distribution-free (or
invariant) confidence intervals, Exceedance statistics, Minimal
spacings, Training samples.
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1 GIRiS

Sira istatistikleri, istatistik teorisinin en dnemli kavramlarindan biri
olup, temel istatistik yontemlerde ve istatistiksel sonug ¢ikariminda
kullanilmaktadir. Ayn1 zamanda, teste tabi tutulan » tane liriiniin yasam
zamanlarim1 gosterdigi i¢in, yasam analizi (Life-time analysis) ve
giivenilirlik teorisinde (reliability theory) de 6nemli yer tutmaktadir. Sira
istatistikleri, yeterli istatistikler olduklarindan 6rneklem hakkindaki tiim
bilgiyi icerirler. Sira istatistiklerine son yillarda artan ilgi, bu alanin hizla
gelisimini saglamistir. Ozellikle, sira istatistiklerine dayali birgok
istatistik, dagilimdan-bagimsizlik (distribution-free) 6zelligi tasidigi i¢in,
parametrik  olmayan istatistiksel yOntemlerde genis sekilde
kullanilmaktadir. Gilintimiizde, birgok tibbi uygulamada ortaya ¢ikan II.

tiir ilerleyen sanstirlenmis sira istatistikleri teorisi hizla gelismektedir.

Siralannug veriler sadece sonlu 6rneklem kitlelerinde degil, sonsuz
orneklemlerde de karsimiza ¢ikmaktadir. Bu duruma 6mek olarak rekor

degerler (record values) gosterilebilir.

Istatistiksel verilerin siralanmasinin genel bir kuralim ortaya koymak
amaciyla, Kamps (1995), “genellestirilmis sira istatistikleri (generalized
order statistics)” adim1 verdigi soyut kavram ileri siirmiistiir.
Genellestirilmis sira istatistikleri, birgok parametreye bagli olarak,
birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ile verilen bir rasgele vektoriin
elemanlanidir. Parametrelerin  6zel durumlarinda sira istatistikleri
(ordinary order statistics), II. Tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri

(progressive Type-II censored order statistics), ardigik sira istatistikleri




(sequential order statistics), rekor degerler (record values) ve bagka
siralama modelleri elde edilmektedir. Bu yiizden, genellestirilmis sira
istatistikleri i¢in elde edilmis herhangi bir sonug veya bu istatistiklere
dayali herhangi bir istatistiksel c¢ikarsama, otomatik olarak sira
istatistiklerine, II. tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistiklerine, ardigik

sira istatistiklerine ve benzeri modellere uygulanabilir.

Bu tez caligmasimn ikinci bolimiinde, sira istatistikleri, II. tiir
ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri ve genellestirilmis sira
istatistikleri hakkinda literatiirde var olan birtakim genel bilgiler
verilmistir. Uclincii boliimde, genellestirilmis sira istatistiklerine dayal:
asan (exceedance) istatistiklerin dagilimlar1 ortaya koyulmus, minimal
bosluklara dayali istatistiklerin dagilimlart elde edilmistir. Dordiinci
bslimde ise, genellestirilmig sira istatistiklerine dayali test prosediirii
gelistirilmis, 6zel halde swra istatistiklerine ve II. tiir ilerleyen
sansiirlenmis sira istatistiklerine dayali prosediirler ortaya konmustur.
Besinci bolim olan Uygulamalar béliimiindeyse, edilen istatistiksel
bulgu ve prosediirlerin kullanilabilecegi 6rnek uygulamalara yer

verilmistir.



2 SIRALANMIS RASGELE DEGISKENLERE
ILISKIN MODELLER

Bu béliimde, siralanmis rasgele degiskenlere iliskin modellerden sira
istatistikleri ve IL tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri {izerinde
durulacak, ayrica, bu ve diger siralanmis rasgele degisken modellerini

iceren genellestirilmis sira istatistikleri hakkinda bilgi verilecektir.

2.1 Sira Istatistikleri

_ (X,,X,,....X,) vektoriiniin elemanlari, birbirlerinden bagimsiz
ve her biri F birikimli dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler
olsun. Bu vektériin elemanlar1 biiylikliikklerine gére artacak sekilde

stralansin ve bu sirali vektér (X,,, X, ,....X,, ) seklinde gosterilsin. Elde

lne
edilen bu sirali vektore “sira istatistikleri vektorii” adi verilir. Sira

istatistikleri vektoriinlin elemanlar1 arasmmda X,,<JX,, <..<X,,
iligkisinin oldugu agiktir. » =1.2,...,n olmak {izere, sira istatistikleri
vektoriiniin herhangi bir elemani olan ve X, , ile gosterilen rasgele

degisken, (X,,X,,..,X,) vektori iizerinde tamumh “r. sira istatistigi
olarak adlandirilir (David, 1970, Gibbons, 1971, Arnold vd., 1992).

2.1.1 Marjinal ve Birlesik Olasilik yogunluk ve dagilim
fonksiyonlar
“Sira istatistigi” terimi yukaridaki gibi tamimlandiktan sonra,

simdi, F dagilim fonksiyonunun siirekli oldugu varsayimi altinda, sira

istatistiklerine iligkin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarini elde




edelim. Ornegin, X, = max{X,,X,,..,X,} olarak tammlanan “»n. sira

= 29

istatistigi” nin dagilim fonksiyonu F, (x) ile gosterilsin. Bu durumda,
F,(x)=P{X,, <x}= P{max{X,, X,.... X, } < x} 2.1

yazilabilir. Bu ifadede yer alan “(X,,X,,....X,) vektoriniin
elemanlarindan en biiyligiiniin x’ ten kiigiik veya esit olmasi” olayi, “bu
vektoriin tiim elemanlarimin x’ ten kiigiik veya esit olmasi” anlamina
geldigi icin, (2.1) esitligi,

F,(x)= P{X, £x,X, <x,.,X, <x}
sekline gelecektir. X,,X,,...,X, rasgele degiskenlerinin birbirlerinden

bagimsiz  olduklar1 varsaymmi daha Gnce yapildigindan ve

P{X, < x}= F(x) olarak tanimlandigindan dolay1, sonug olarak,

F,(x) = (F(x))" @2
esitligine ulasilir ve X,, sira istatistiginin dagilim fonksiyonu elde
edilmis olur. Benzer sekilde, X,, =min{X,,X,,..,X n} seklinde
tanimlanan sira istatistiginin dagilim fonksiyonunun,

Fx)=1-(-F(x)) 23)
oldugu kolayca gosterilebilir.

X,, ve X, sira istatistiklerinin marjinal dagilim fonksiyonlar,

sirastyla (2.3) ve (2.2)° de verildikten sonra, simdi, 1<r<n olmak



iizere, X,, sira istatistiginin dagilim fonksiyonu F,(x)’ i elde edelim.

rn

{X,, <x} olay, {enazr adet X, < x} olaymna denk oldugundan,

F.(x)= P{enazradet X, < x}
= P{radet X, < x veya (r+1)adet X, < x
veya...veya nadet X, Sx} (2.4)

yazilabilir. Yukaridaki olasilik ifadesi i¢inde yer alan “veya” baglaclar
arasindaki her olay birbirlerinden ayrik olduklarindan, (2.4) esitligi,
toplamsal olarak,

F.(x)= ZP{tam olarak j adet X, < x}

Jj=r

-3 Ne@y - 29

seklinde yazilacak ve X,, sira istatistiginin dagilim fonksiyonuna
ulagilmis olacaktir. Bu noktada, binom toplamlari ve tamamlanmamig

Beta fonksiyonu arasindaki iyi tanimli iliskiden dolayi, (2.5) esitligiyle

verilen dagilim fonksiyonu,
F,(x)=1Ip(r.n-r+1) (2.6)

seklinde de yazilabilir. (2.6) esitliginin sag tarafinda yer alan

tamamlanmamus beta fonksiyonu, I, (a,b) olarak gosterilecek olursa,

P

fe @—o) ar

I,(ab)="2 (2.7)

B(a,b)




seklinde tanimlanir ve paydasindaki beta fonksiyonu olan B(a, b) ’ nin,

B(a,b)= ]t”-l (1-1)"dt= '(‘62(7_11;);,(—{)_;),1‘)! (2.8)

oldugu bilinmektedir (David, 1970).

X,., swra istatistifinin (2.6) esitligiyle verilen dagilim
fonksiyonundan hareketle, bu rasgele degiskenin olasilik yogunluk

fonksiyonu i¢in,

1 d F(x)

f;(X) = m—éx— 6“{’_ (l _t)n—r dt (29)

yazilabilir. (2.9) esitliginin sag tarafindaki integral ve tiirev birbirlerini

gotiirdiikten sonra bu esitlik,

f,(x>=mr-l(xxl-mx»ﬂf(x) (2.10)

haline gelecek ve r. sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu elde
edilmis olacaktir.

Iki veya daha fazla sira istatistigini iceren olaylarin olasiliklarini
hesaplayabilmek i¢in, bu istatistiklere iliskin birlesik olasilik yogunluk

fonksiyonuna ihtiyag vardir. 1<r <s<n ve x <y olmak tizere, X,, ve
X,, siwra istatistiklerine ait birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu, & x ve

d ¥, ¢ok kiiciik pozitif reel sayilar olmak tizere,



d’F, (xy)
fr,s(x,y)—w—
— lim Plx<X, <x+§ x,y<X,<y+6y} @.11)
o 530 5

seklinde yazilabilir. (2.11) esitliginin sag tarafindaki limit i¢inde yer alan
olasilik igin,
Pix<X, <x+8xy<X,, <y+6 y}
= P{(r—1) adet X, e (—o0,x], biradet X, e (x,x+6 x],
(s-r-1) adet X, € (x +6 x,y],bir adet X, (y,y +6 y],
(n—s) adet X, e (y+5 y,oo)}

esitligi yazilabilir. Bu son esitligin sag tarafindaki olasihigin,

CFR) ™ xCpn(Fx +6 x)- Flx))
<G (FO)- Fle 8 2
xC_a(F(y+8 y)-F(»))

xCri(1-F(y+s y))” (2.12)

ifadesine esit oldugu agiktir. (2.12) ifadesindeki kombinasyonlar agilir ve

sadelestirmeler yapilirsa,

ey sy ey LU GAE )
< (F(»)- F(x+6 x)) " (F(y+8 y)-F(»))

x(1-F(y+8 y))"™” (2.13)
elde edilir. 8 x ve 8 y, sifira gok yakin pozitif reel sayilar oldugu i¢in

F(x+68 x)—-F(x) yerine yaklagik olarak fxpx; Fr+6 y)-F(»)



yerine de f (y)5 y yazilabilir. Bu durumda, (2.11) da yer alan esitlik,

x < y olmak lizere,

Srs (x,y)= (r —1)!(S : —S)! (F(x))r—lf(x)

—r-1)(n
x(F(y)-FG)y ™ f(»)

x(1-F(y)~ (2.14)
haline gelecek ve birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmis
olacaktir.

X,, ve X, sira istatistiklerinin yukarida verilen marjinal

olasihk yogunluk fonksiyonlarmin g¢arpimi, (2.14) esitliginde verilen
birlesik olasilik yogunluk fonksiyonunu vermedigi i¢in, bu rasgele
degiskenlerin bagimli olduklar1 sonucuna ulasilir. Bir bagka deyisle,

(X . ST, ¢ n) vektoriiniin, herbiri siirekli bir F' dagilim fonksiyonuna

sahip elemanlarinin birbirlerinden bagimsiz olduklari bilindiginde, bu

vektore dayah olarak olusturulan (X, X X,,) sira istatistikleri

Ln><*2mo2<*pn

vektoriiniin elemanlar: birbirlerine bagimlidir.

r. ve s. sira istatistiklerinin birlesik dagilim fonksiyonu ise,

1 <r < s < n olmak iizere,



-

n ni !
i=r j=max(o,s-i)i!j!(n"i_j)! » X<y
x(F(x)) (F()- Fx)Y Q- F)) ™
F, (%)=
LFS()’) , x>y (2.15)

seklinde verilmektedir (David, 1970).

n adet sira istatistiginin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

x;<x, <..<x, olmak lizere,

Fuaon o) =] [ 1) @.16)

seklindedir (David, 1970; Gibbons, 1971).

2.1.2 Yeni gozlemleri iceren dagihmdan-bagimsiz giiven

araliklarn ve asan istatistikler

Dagilimdan-bagimsiz ~ (distribution-free)  veya  invaryant
(invariant) giiven araliklar1 ilk kez Bairamov ve: Petunin (1991a)
tarafindan ortaya atilmig bir konudur (Bairamov ve Eryilmaz, 2000).
Yeni bir gézlemin, bir dagilimdan-bagimsiz giiven araligna diismesi
olasiligi, asan (exceedance) istatistiklerin dagihm fonksiyonlarinin elde
edilmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Yeni go6zlemleri igeren

dagihimdan-bagimsiz giiven araliklarimin tammm asagidaki gibidir: 3,

herhangi bir dagilim fonksiyonlar1 smifim gostermek {lizere;
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XX, X,, Fe3J dagilim fonksiyonuna sahip » biiyliklligiinde
rasgele bir omeklem olsun. f;() ve f,() ile gosterilen fonksiyonlar,
V(x,,%,,.,x, )€ R” olmak tizere  fi(x1,%2,.0r %) < fo (X1, %2002 X))
kosulunu saglayan Borel fonksiyonlart olarak kabul edilsin. Eger,
VF € 3 igin,

P e (X X X, ) £ (X X, X, ) = B (2.17)

olacak sekilde 3B (0,1) varsa, 0 zaman
(fi (X, X500 X, ) £o (X1, X 55s X)) rasgele aralipina, S smufi igin

-

“yeni gozlemleri igeren dagilimdan-bagimsiz giiven aralifi” denir. (2.17)
esitlifinin sag tarafinda yer alan [ ise her F e 3 i¢in sabittir ve
“dagilimdan-bagimsiz aralifin giiven diizeyi” olarak adlandirilir

(Bairamov ve Ozkaya, 2000).

X, X,,....,X, Dbirbirlerinden bagimsiz ve aym F dagilim

fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olmak iizere, F dagilin

fonksiyonuna sahip X ., X X, ~ ler yeni go6zlemler olsun.

n+l2 <> pe20°2“* pim

Varsayalm ki, X,,,,X,.500sX,m g0zlemleri, X, X,.....X,"> lerden
bagimsiz olarak elde edilsin. i =1,2,...,m i¢in &, rasgele degigkeni,

fof) o Ko U KA i )
’ 0 * Xn+i e(J(i(/le"X'Z"“i'/X,n)’-](‘Z(IY'U/YrZ""’/Yvn))

olmak tzere, S, = Zaf,. seklinde bir rasgele degisken tanimlansin. Bu

i=1

rasgele degisken, birbirlerinden bagimsiz ve ortak bir F e 3 dagilim
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fonksiyonuna sahip m adet yeni gozlemden kag¢ tanesinin, dagilimdan-

bagimsiz  giiven arahy  (f(X, X, .. X, ) f,(X, X, X)) e

diistiigiini  gOstermektedir. S,  istatistiklerine, literatlirde “asan

m

(exceedance) istatistikler” adi verilir.

Simdi, yukaridaki bilgileri sira istatistiklerine uygulayalim. Eger

o~ o~

3I=3,_, tiim siirekli dagilim fonksiyonlarimi ggsteren sumuf olarak

c?®

tamimlanirsa, o zaman, 1<r<s<n ve X, <X, olmak {izere,

filX,X,00X,)=X,, ve f,(X,X,5.X,)=X,, olarak segilebilir.

Bu durumda, (X X m) aralifi, yeni gézlemler i¢in bir dagilimdan-

bagimsiz giiven aralifi olur. Bairamov ve Petunin (1991a), Fe 3,

dagihm fonksiyonuna sahip kitleden gelen yeni bir gozlemin bu

dagilimdan-bagimsiz araliga diisme olasiliginin,

s—F
n+l

P{Xn+l E()(r:n";‘(s:n)}= (218)

oldugunu gostermislerdir. (X,,,X,,) dagihmdan-bagimsiz giiven
araligina, F dagihm fonksiyonuna sahip ve birbirlerinden bagimsiz [

adet yeni gdzlemin diigmesi olasilii,

n(s—r—1+1)

" (—r—1)(n+1)

dir. Ayrica, m adet yeni gozlemden ilk / tanesinin bu dagilimdan-

P{X

n+l?

Xn+29""Xn+l e()(r:n"‘)(szn )} (219)

bagimsiz giiven aralifina diigmesi ve geriye kalan (m —l) tanesinin ise

diismemesi olasiligi ise,
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P{Xn+13Xn+2"">Xn+l € (Xr:n’Xs:n)’
Xn+l+1’Xn+I+2 9""Xn+m & (Xr:n’Xs:n )}
_ (s=r)s—=r+1).(s—r+1-1)
(n+1)n+2).(n+m)

x(n+1—s+r)...(n+m-—l—s+r) (2.20)

seklinde verilmektedir. i =1,2,...,m olmak iizere, &, rasgele degiskeni,

é _ 1 4 ‘X,m-ie Xr:n’Xs:n)
a 0 b4 Xn+i¢(Xr:n’Xs:n)

olmak tizere, S, = Zéi seklinde tanimlanan agan istatistiin degerinin

i=l1

1’ ye esit olmasi olasilii ise, [ € {0,1,2,...,m} i¢in,

P{s —1}=(m)(s—r)(s—r+1)...(s—r+1_1)

" l (n+1)n+2).(n+m)
x(m+l1-s+r)(n+m—I—s+r) (2.21)
seklindedir (Bairamov ve Kotz, 2001).

2.1.3 Minimal bosluga (minimal spacing) dayal istatistikler

o~

3, herhangi bir dagilim fonksiyonlan smifi olmak iizere,

X, X,,...X,, deger kiimesi negatif olmayan siirekli F e 3 dagilim
fonksiyonuna sahip bir 6rneklem olsun. fl(), 5 (.),..., 7, () ile gosterilen
fonksiyonlar, V(x,, %y, X, )€ R" olmak lizere,
FACNE 2N 3 o8 CR S )< S £, (%% x,) kosulunu

saglayan Borel fonksiyonlar1 olsun. f; (x1 3 Xy seers X, ) =0 icin,
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fl(xl,x2 ,...,xn)— o (xl,x2 peees X, ),

fZ(xl’x29""xn)_.fl(xlﬂx2>'“’xn)9

£, (xl 3 Xy e X, )— Soa (xl,xz,...,xn)

bosluklar1 dikkate alinsm. Minimal uzunluga sahip boslugun indeksini

gOsteren v rasgele degiskeni, i =1,2,...,n olmak iizere,

v=ro f(x, X%, )~ fig (6, %,5X,)
< -ﬂ(x19x2"°'9xn)__ﬁ_l(xl,xz,-..,xn)

seklinde tammlamir. Bu durumda £, (x;, %y, %, )= foy (%), X5 000X, )
bosluguna “minimal bosluk™ denir.
Sira istatistiklerinde minimal boslugu tanimlamak igin,

-fl(xeZ ""’xn)= Xl:n’

~f2(')“‘1")(72"“")‘:n)= Xlzn ’

fn (xl’xZ ”"’xn ) = Xn:n

olarak alinmalidir. Bu durumda v rasgele degiskeni, i =1,2,...,n olmak
lizere,
V=r << (Xr:n _Xr—l:n)s (Xi:n —Xi—lzn)

seklinde tanimlanacaktir (Bairamov ve Eryilmaz, 2000). F dagilim

fonksiyonu, A >0 parametreli istel dagilim oldugunda, i=12,..,n




14

olmak tzere, (X, —X,

i~ln

) olarak tamimlanan rasgele degiskenler

birbirlerinden bagimsizdirlar. Ayrica,
(Xlzn’XZ:n - Xl:n ’X3:n - XZ:n ""’Xn:n —Xn—lzn )

bosluklar vektoriiniin, sira istatistikleri X,,,X,,,...X,, lerden de

Ln> n-tn
bagimsiz oldugu bilinmektedir (Arnold ve dig., 1998). Bairamov ve
Eryilmaz (2000), c¢alismalarinda, F(x)=1-¢™,x>0,A>0 olmak
tizere, v rasgele degiskeninin r ’ye esit olmasi olasiliginin,

Ply=r}= —2—%(;—3%1—) 2.22)

oldugunu gostermislerdir. Yine aymi ¢alismada, minimal bosluga dayali

olarak, 1</ < m olmak lizere,

P{X,q & (X, X, )}=§(n+l§€1 b i)n+2), (2.23)
P{X s X s Xy € (X0, X))
_ é%%%% (n(n+1l)/2+1)‘1 224)
ve
P s X pryors Xy € (X X )

Xn+1+1 4 Xn+1+2 "“’Xn+m & (Xv—lzn ’ Xv:n )}

:'_2_5,"(_l)j(m-‘—l}w[(n(n+l)/2+l+j)]_l 225)

j I+j+2 I+j
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olasiliklan1 verilmis, ayrica, i=12,...,m olmak f{izere, &, rasgele

degiskeni,

é = 1 ° Xn+i E(X"—I:n’XV:n)
i 0 . Xn+i€(Xv—1:n’XV1”)

olmak tzere, S, = Z&i seklinde tamimlanan rasgele degiskenin
i=1

degerinin [’ ye esit olmasi olasilifinin,

Pis, =l}=['7)~2—§(‘1)j(m-_ljy7t%

n+1:3 /]
5 [(n(n +1)/2 + I+ j)) 2.26)
[+ ]

oldugu ispatlanmustir.

2.2 IL Tiir Tlerleyen Sansiirlenmis Sira Istatistikleri

II-tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri, genellikle, yasam-
testi deneylerinde kullamilmaktadir. Ornegin, N adet birbirinden

bagimsiz elemanin belirli kosullar altindaki bozulma siireleri lizerine

yapilan bir deneyde, ilk bozulan elemanla birlikte geriye kalan (N —1)
elemandan rasgele olarak R, tanesinin deneyden ¢ikarildigi, daha sonra,
ikinci bozulan elemanla birlikte geriye kalan (N - R, —2) elemandan
rasgele olarak R, tanesinin deneyden ¢ikarildifn diisiiniilstin. i. bozulan
elemanla birlikte geriye kalan (N - R, =R, ~...— R, —i) elemandan R,

tanesinin bu deneyden ¢ikarilacagi agiktir. Bu deneyin ilk » adet
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bozulma sonunda bitirilmesi durumunda, deney siiresince » adet

bozulma siiresi gézlemlenmis ve (R +R, +..+R,) adet ecleman
sanstirlenmis olmaktadir. Burada R, =N-R -R,-..—-R,,-n=0

seklinde hesaplanir ki bu, n bozulma sonunda deneyden, geriye kalan

tim elemanlarin c¢ikarilmasi anlamina gelir. Boyle bir deneyde
R=(R,R,,.,R) vektorine, “sansiirleme plam” denmektedir
(Balakrishnan vd., 2001).

Yukaridaki deneyde, i =1,2,...,n olmak lizere, i. bozulma zamani
X i’},; N rasgele degiskeni ile gosterilecek olursa,
XR . <xR <.<XR  rasgele degiskenlerine, “IL. tirr ilerleyen
sanstirlenmisg sira istatistikleri” ad1 verilir.

II. tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistiklerine iliskin birlesik
olasiik yogunluk fonksiyonu Balakrishnan ve Aggarwala (2000)
tarafindan, F stirekli ~ bir  olasihk  dagiim  fonksiyonu,
¢c=N(N-R -1).(N-R -R,—..—R,,-n+1) ve x <x,<..<x,

olmak iizere,
b M(x“xp X ( X1 F( ))R (2.27)

seklinde verilmigtir. Eger sansiirleme plam R =(0,0,...,0) olarak

secilirse, II. Tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri, sira

istatistiklerine indirgenmis olacaktir. Bu durumda, j=12,..,n ve N=n

olmak tizere, (2.27)’ de yeralan ¢ = n! olacaktir. Sonug olarak, (2.27)’ de
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verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun, (2.16)° de verilmis olan » adet
sira istatistiginin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu haline gelecegi
acikca goriilebilir,

X fnzN ile gosterilen, r. II. tir ilerleyen sansiirlenmis sira

istatistifinin marjinal olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlan,

e, =17,  12i<r<nigin a,()=[ [0/, -7.), [To=1, Vi#J
j=l

J=l
J=i

igin ¥, #7,, N=n+ZR,. ve yj=n—j+ZR,.+l>O olmak tizere,
i=1

i=j

sirasiyla,

14 0)= e f YN - FG) 2.28)
ve

Fb (x)=1_c,_lg%")(1_zr(x))h 2.29)

olarak verilmektedir (Kamps ve Cramer, 2001).

2.3 Genellestirilmis Sira Istatistikleri

Siralanmig rasgele degiskenlere iliskin ¢esitli modeller vardir.
Ornegin; sira istatistikleri, IL. tiir ilerleyen sanstirlenmis sira istatistikleri,
rekor degerler, k -rekorlar, Pfeifer’ in rekor modeli, ardigik (sequential)
sira istatistikleri gibi. Genellegtirilmis sira istatistikleri, tiim bu modelleri

veya bunlarin smirlandirilmig uygun versiyonlarim igermektedir.
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Genellestirilmis sira istatistikleri, kendisine ait parametrelerle oynanarak,

herbir alt modele indirgenebilir.

Genellestirilmig sira istatistiklerini tanimlamadan 6nce, “Uniform

genellestirilmis sira istatistikleri” nin tanmimini vermemiz gerekir. “r.
uniform genellestirilmis sira istatistigi”, m = (ml,m2,...,mn~, ) e R,
k>1 ve 1<r <n olmak lizere, U (I‘,l’l,ffl,k) ile gosterilir. Ayrica, n
adet uniform genellestirilmis sira istatistigi arasinda
0<U(Q,nm,k)<UQ,nf,k)<...<U(n,n,m,k)<1 iligkisi vardir ve bu
istatistiklere ait  birlesik  olasiik  yogunluk  fonksiyonu,
0<u <u,<..<u, <1, ne {2,3,...}, my,....m, ; € R,
m = (m,,m,,...m,,), k=21, j=12,..,n-1 i¢in

y,=k+n—j+M,>0,y,=k ve M, =Z:m, olmak iizere,

fU(l,n,iﬁ,k),U(Z,n,ﬁ:,k),...,U(n,n,ﬁl,k)(u U, 7 )
1» senes ),

n-1 n-1
= k(n Y, )(H(l —u, )" )(1 —u, ) (2.30)
j= i=1
seklinde verilmektedir (Kamps, 1995).

Yukarida verdigimiz tanimdan sonra, simdi, “genellestirilmis sira
istatistikler’” nin tamimim verelim: Siirekli F dagilim fonksiyonuna
baght olarak, X(r,n,m,k)=F(U(r,n,m,k)) seklinde tammlanan

rasgele degiskene “r. genellestirilmis sira istatistigi” adi verilir.

Genellestirilmig sira  istatistiklerinin  birlesik  olasihik  yogunluk

fonksiyonu ise, F~'(0)<x, <x, <..<x, <F (1) olmak iizere,
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fX(l,n,ﬁ,k),X(Z,n,ﬁ,k),...,X(n,n,ﬁ,k)(xl X, x )
k] serey iy

B k(}i Y )(H:(l ~F())" £, )j(l —F(x)) " f() @31
olarak tanimlanmaktadir (Kamps, 1995).

Kamps ve Cramer (2001), yaptiklan ¢alismada genellestirilmis

sira istatistiklerine iligkin marjinal olasilik yogunluk ve marjinal dagilim

fonksiyonlarini, ¢, = IL[yj , 1isr<n igin g, (r) = ﬁ(l/(yj -7, )),
_ J=1 =1

J=i

a,(r)=]]o=1ve Vi#j isin y, #y, olmak iizere,

R @)=, )Y 0,0 M - FGY (232)
veE
PR () 21— E’:Ezy_(”_)(l _F() (2.33)

seklinde vermisglerdir. Yine aym c¢alismada, 1<r<s<n igin
X (r,n,xﬁ,k) ve X (s,n,ﬁl,k) genellestirilmis sira istatistiklerinin birlesik
olasilik yogunluk fonksiyonu, »+1< j<s igin af.’) (s)= Hl/ (y,. -y j)
i=r+l
i j

olmak iizere,
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fX(r,n,ﬁ,k)’X(s’n’ﬁ’k) (xr s X )

gl geon-re)

fx) _f&)
- ;(x))l F(x,) (@34)

bi¢ciminde verilmektedir.

(2.31) esitliginde birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu verilen
genellestirilmis sira istatistikleri modeli, Tablol’de verilen 6zel
durumlardaki gibi ¢esitli swralanmig rasgele degisken modellerini

icermektedir (Bieniek ve Szynal, 2003; Kamps, 1995).

1<r<s<n olmak iizere, r. ve s. genellestirilmis sira
istatistikleri arasindaki fark W, =X (s,n,008,k)— X (r,n,m, k) seklinde

tanimlanirsa, Kamps ve Cramer (2001), bu rasgele degiskene iliskin

olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarint asagidaki gibi vermektedir:

fW”‘(W)=cS-1: ;}a(r)( (1 1F(;(4;)w) J

x(gai(r)(l—F(v)y")(l_ F{f(ﬁ% (_v;(‘:l T (2.35)

ve H(z;r,s)=(coy /1) ia,(r )(s)(l/ v )z", zel0,1] olmak tizere,

i=r+l

F(w)=1- _[H(—I—FM r,s )dFX(’”mk(v) (2.36)

F(v)
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Eger dagilim fonksiyonu F, A >0 parametreli iistel dagilim

olarak segilirse, o zaman X(r-1nM,k) ile W,..,, rasgele
degiskenlerinin  birbirlerinden  bagimsiz  oldugu  gosterilmistir
(Ahsanullah, 2000).

Tablo 1 Genellestirilmis sira istatistiklerinin alt modellere indirgenmesi
Siralanms rasgele degisken m vektorii k parametresi
modeli ad:

1. Swra:istatistikleri i=12,.,n=lignhm, =0 k=1
2. II tip ilerleyen sansiirlenmi ;
7 > li=12.,n~1lignm, =R, k=R, +1
swra istatistikleri
i=12,.,n~1 ve
3. Ardisik (sequential) sira A5y @y >0 igin
o k=a,
istatistikleri
~(n i)ty ~1
4. Rekor degerler i=12,.,n~1ign m; =-1 k=1
5. k. rekor degerler i=12,.,n~1 igin m; = -1 ke {laza }
i=12,..,n~1, j=1ve
6. Pfeifer’ in rekor degerleri B i 0 igin k=p n
m;=PB; =Py -1
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3 GENELLESTIRILMIS SIRA ISTATISTIKLERINE
DAYALI ISTATISTIKLER

Bu boliimde, genellestirilmis sira istatistiklerine dayali dagilimdan-
bagimsiz giiven araliklari olusturulmus, asan (exceedance) istatistiklerin
olasilik fonksiyonlart ve iistel dagilima sahip kitleden alinan yeni

g6zlemlerin minimal bosluga diisme olasiliklar elde edilmistir.

3.1 Dagilimdan-Bagimsiz (veya Invaryant) Giiven Arahklan
ve Asan Istatistikler

Genellestirilmis swra istatistiklerine dayali asan istatistiklerin
olasilik fonksiyonlarinin elde edilebilmesi i¢in, dncelikle, genellestirilmis
sira istatistiklerine dayali dagilimdan-bagimsiz giliven araliklan
olusturulmali ve giiven diizeylerinin ne oldugu bulunmalidir.

Eger, Bolim 1.2.1° de verilen £,() ve f£,() Borel fonksiyonlarin,
X, X,,..,X, birbirlerinden bagimsiz ve siirekli Fe3J, dagilim
fonksiyonuna sahip bir Omneklem ve 1<r<s<n olmak {lzere,
AL X e X)) =X 00k) v f,(X), X0 X, )= X(s,n, 00, k)
seklinde alacak olursak, (X(r,n,m,k), X(s,n,m,k)) rasgele araligi 3,

smifi igin bir dagilimdan-bagimsiz giiven arali1 olacaktir.

Simdi ilk adim olarak, X (l,n,ﬁi,k),...,X (n,n,lﬁ,k), stirekli F
dagilim fonksiyonu iizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri ve
1<r <s<n olmak tizere, F dagilun fonksiyonuna sahip kitleden yeni

bir gozlem olarak alman X, ° in , (X(r,nm@,k)X(s,nm0,k))
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dagilimdan-bagimsiz giliven aralifina diigmesi olasiliim bulalim: Eger

X=X, X(r,n,ﬁi,k) =Y ve X(s, n,ﬁ,k) =7, ile gosterilecek olursa,

Ppce (v Y )= | [ J70)™ (0,0, iy b,

%Y, ¥r

= | Jﬁf (e (77" (v, , Wy, (3.1)
RV \JVr

esitligi yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda parantez iginde yer alan

integralin degeri yerine (F(y,)-F(y,)) ve f*"(»,,y,) yerine (2.34)

esitligindeki karsih@: yazilacak ve gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

(3.1) esitliginin sag tarafl,

j=1 i=r+1

Cs1 ' iai(r) (8)a,(r) J(I—F(yr))yf‘yf‘l

< [(FO)-FO W= FO )V dFGMFG,) 62

olur. (3.2) ifadesinde, igteki integralde once F(y,)=1-u, sonra
U= (1 - F(y, ))v doniistimleri yapilirsa, i¢teki integral igin,

o

JEG)-FON-FG,)aF(y,)

1

=(1—F(y,) il Iv"_](l—v)dv (3.3)

0
esitligi yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda yer alan integralin B(y,.,2) ’
ye esit oldugu bilinmektedir. Bu noktada, (3.3) ifadesi (3.2) de yerine
konacak olursa, (3.2) ifadesi




24

erY Yal(s)a, ()B(r,.2) J(l F(y,)y"dF(y,) (3.4)

J=l i=r+l

sekline gelecektir. Daha sonra, (3.4) ifadesindeki integralde F (y,)= u

dontistimii yapilip integral alinir, beta fonksiyonu yerine degeri yazilir ve

(3.4) ifadesi diizenlenirse,

a (7’) a(r)(s)
B ( 3.5
- jzlyj+1t§1}’i(7,~+l) (3.5)

=\
elde edilecektir. Sonug olarak, Z 4,) (H(y ; +1)j oldugundan,

=Y +1 J=1

cs—l S agr) (S)

(yj +1) i=r+1 yi(yi +1)

Pix e (¥,.7,)}= (3.6)

.
j=1

esitligine ulasilir ve yeni bir gézlemin genellestirilmis sira istatistiklerine
dayali dagilimdan-bagimsiz giiven araligina diismesi olasihifi elde

edilmis olur.
Ikinci adimda, X(1,n,0,k),..., X(n,n,m,k), sirekli F dagilim

fonksiyonu tizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri, 1<r<s<n

ve 1</ olmak lizere, F dagilim fonksiyonuna sahip kitleden gelen /
Xn+2 ""5Xn+1 )’

(X (r,n,ﬁl,k),X (s,n,ﬁi,k)) dagilimdan-bagimsiz  giiven aralifina

adet birbirlerinden bagimsiz yeni gézlemin (X

n+l »

dismesi olasihifinin ne oldugunu gosterelim: Bu sefer, X,,, =JX,,

X(r,n,ﬁi,k) =Y, X(s, n,ﬁl,k) =Y, olmak tizere,
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PX,,... X, e(1,.,) T]yjyj f(xl)f(xZ)"f(xl)

—0Y, Ve Yy
x 7% (y,, y, e, dx,..dx,dy.dy, (3.7

yazilabilir. Bu esitlik aym1 zamanda,

PiX,... X, €(¥,.7,)}

-1 yjf(xlyle]..{yif(x,w,}“s G Yo, GB)

RV \Vr

seklinde de ifade edilebilir. Parantez i¢indeki / adet integralin ¢arpimi

(F (ys)— F (y, ))' > ye esit oldugu i¢in (3.8) esitliginin sag tarafi yerine,

??(F 0)-FG) 1775 (o, iy dy, (3.9)

Y,

ifadesi yazilabilir. Bu ifadede f™" (y,, ys) yerine (2.34)’ teki karsihii
yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

61, Yl (s)a, (r)Il F(y, )y

J=li=r+l

< [(F()- F ) A= FG, ) dP(y, R (3,) (3.10)

Yr

elde edilir. Daha sonra, sirasiyla, F ( S) =l-u ve u= (1 -F (y, ))v

doniistimleri yapilir ve integral alinirsa, (3.10) ifadesi,

¢ Ya(s)a, (r)B(y,JH)J(l F(y, )y ar(y,) G.11)

J=bier+l
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sekline gelir. (3.11) ifadesinde yer alan integral (y ;+ )'1 > e esittir. Sonug

olarak, {X 1 X, €(F,Y, )} olaymnin olasiligy,

P, X € (0 E = xS 2D S 00081 +1) (312)
=17

i=r+}
olarak elde edilir.

Uciincii adimda ise, X(l,n,8,k)...., X (n,n,m,k), sirekli F
dagilim fonksiyonu tizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri,
1£r<s<n ve 1<l <m olmak lizere, F dagilim fonksiyonuna sahip
kitleden gelen m adet birbirlerinden bagimsiz yeni gozlemden

(Xp1sXigse-s X, ), ilk 1 tanesinin (X (r,n,m,k), X(s,n,00,k))
dagilimdan-bagimsiz giiven aralifina diismesi ve geriye kalan (m—l)
tanesinin  ise  diismemesi  olasthgim  bulalm: X, =X,

X(r.nm,k)=Y,, X(sn@k)=Y, (-oY]=1, (F.o]=I ve

(r.,Y,)=1,, ile gosterilsin. m adet yeni gdzlemden ilk / tanesinin I, <

S
aralifina diismesi ve geriye kalan (m—l) tanesinin ise bu araliga

diismemesi olay1

{Xl,Xz,...,Xl €l ve (X, el veyaXy, ely)
ve ... ve (X,, € I, veya X, eIs)}

seklinde ifade edilebilir. Oyleyse,
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PX, X, X, €1, Ve X, X s X, 2 1, }
= P{XI,XZ,...,X, el,, ve (X, el veyaX,, el,)
ve ... ve (X, el veyaX, el )} (3.13)
yazilabilir. Bu esitligin sag tarafimin,

mz_l[’" - l) x P{X,, X, X, €1,

o\ !
ve tadet X, eI ve (m—1~t)adet X, e I} (3.14)

ifadesine esit oldugu aciktir. (3.14)° de yer alan olasilik ifadesinin

acilumi,

D BT 0o 1] T st

-0y, -0 -

( adet) (radet) (m-I-t adet)

foan(yr,ys)dysdyr (3'15)

seklindedir. Parantez i¢inde yer alan toplam m adet integralin
(Fr)=FO) FOYU-F,))™™ ye esit oldufu agiktir. Bu
noktada, f (yr, ys)’ nin (2.34) teki karsihigi da (3.15) ifadesinde

yerine yazilir ve (3.15) ifadesi (3.14)’ deki olasilik ifadesinin yerine

yazilacak ve diizenlenecek olursa, (3.14) ifadesi,

m—1 l )
_IZ(’" )xz > a(s)a,(r)x I(F(y, ) (1= F(y, )y

Jj=1 i=r+l1

x [(FG)-Fo)) U-F)) """ dF(y,)dF (y,)  (3.16)
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sekline gelir. Bu ifadede, once F(y )=1-u ve u=(1-F(y,)p
doniigtimleri strayla yapilip igteki integral alinir, sonra F (y,)= z

doéniisiimii yapilip distaki integral alinirsa,

P{X,,... X, e(¥,.Y,)}

. xg(lnt—le[Zaj(r)B(t+l,yj +m—-t)]

x(iai(’)(s)B(yi+m—l—t,l+1)] (3.17)

i=r+l1

olasilif1 elde edilmis olur.

Yukaridaki dagilimdan bagimsiz giiven araliklart ve giiven
diizeylerine dayal1 olarak, asan istatistigin olasilik fonksiyonu asagidaki

teoremde verilmektedir.

Teorem 1. X (l,n,ﬁi,k),...,X (n,n,fﬁ,k), stirekli F dagilim fonksiyonu
X

h+m )

tizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri, (X, ,,X

n+l 2 n+2 900
F dagilim fonksiyonuna sahip kitleden gelen m adet birbirlerinden

bagimsiz yeni gézlem ve i =1,2,...,m olmak lizere, £, rasgele degiskeni,

£ - 1, Xn“.e(X(r,n,El,k),X(s,n,ﬁ,k))
o, X,H,.e(X(r,n,ﬁ,k),X(s,n,ﬁ,k))

seklinde  tamimlansin. S, = Zéi olarak  tanimlanan  ve
i=1
X5 Xpinses X pam gozlemlerinden (X (r,n, 10, k), X (s, n, 50, k))

dagilimdan-bagimsiz giiven aralifina diisenlerin sayisini gdsteren asan
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istatistigin degerinin I’ ye esit olmasi olasiligi, yani S, rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonu,

P{Sm =l}=(l7)xcs_l xf(m—ljx(iaj(r)B(t+l,yj +m—t)J
x(iaf’)(s)B(yi +m—l—t,l+1))

i=r+l
dir.
Ispat: {S,, =1} olayi, her j =t igin i j #1ip olmak iizere,

{Xnn, sooss X, € (X(r,n, m, k), X(s, n,m, k)),
X, 2 (X(r,n k), X(s,n, 5, k))}

n+il+l "

seklinde de ifade edilebilir. Bu durumda,

P{s, =1}
= P{Xn+il,...,Xn+i, € (X(r,n,ﬁ,k),X(s,n,ﬁ,k)),

X, & (X(r,nm,k),X(s,n,0,k)}

ntdpy 20000 nviy,

(3.18)
yazilabilir. (X(r,n,08,k), X (s,n,8,k)) arahigmna, m tane rasgele

degiskenden [ tanesinin, C,l,, = (’7] farkh sekilde diisecegi agiktir.

Ayrica, (7) farkli durumun her birinin olasiliga (3.17)° de verilen

olasilikla aynidir. Bu durumda, (3.18) yerine,
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P{s, =1}= (m) X P{X 0 X, € (X(r,n, 8, k), X (5,0, k),

Xn+1+l >""Xn+m & (X(I’, nﬁﬁia k),X(S, n,ﬁi, k))}

= (I?chs-l x f[M;l)x(iaj "Bt +1y, +m—t)J

x(iaf’)(s)B(yi +m—1-t,1 +1))

i=r+l

yazilabilir ve teoremin ispati tamamlanmig olur. 0

3.2 Ustel Dagilim i¢in Bagimsizlik Ozelligi

Ahsanullah (2000), genellestirilmis sira istatistiklerinin tistel
dagilim {izerine kurulmast durumunda, X (0, n,ﬁ,k) =0 ve 1<r<n
olmak tizere, X (r -1, n,xﬁ,k) ile X (r,n,ﬁl,k)— X (r -1, n,ﬁ,k) rasgele
degiskenlerinin birbirlerinden bagimsiz oldugunu bir teorem olarak
vermigtir. Simdi, Ahsanullah’ 1n bu teoremini, 1< < s < n olmak iizere,
X (r, n,m, k) ile X (s, n, ﬁi,k) -X (r,n,rﬁ, k) rasgele degiskenlerinin
bagimsiz oldugu seklinde genellemek i¢in agagidaki teoremi verelim:
Teorem2.  X(Ln,m,k)..,X(n,ni,k), F(x)=1-e™ (x>0,1>0)
dagilim fonksiyonu iizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri,
X(O,n,ﬁl,k)= 0 ve 1<r<s<n olmak iizere, X(r,n,ﬁi,k) ile

X(s,n,8,k)~ X (r,n,5, k) rasgele degiskenleri bagimsizdur.

Ispat: X(r,n,f,k)=Y, ve X(s,n,0,k)=7Y, olmak iizere,
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F¥" % (x,w)= P{Y, <x,Y, ~ ¥, < w}

X Y+w

= [ [ Gy, )dy,dy, (3.20)
0
yazilabilir. »” inci ve s’ inci genellestirilmis sira istatistiklerinin birlesik

olasilik yogunluk fonksiyonu (2.34)’ teki gibi yazilir ve bu birlesik
olasilik yogunluk fonksiyonunda yer alan f ve F yerine sirayla A4

parametreli iistel dagilimm olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim

fonkéiyonu yazilacak olursa, (3.20) esitliginin sag tarafi,

e,y 3 3 al(s)a,r) e 0 ['I ‘“‘*dys)dy, (3.21)

J=r+l i=1 0 Vs

olacaktir. Parantez icindeki integral, e " (1 —@ )/Ay ;° ye esittir. Bu
durumda (3.21) ifadesi,

s=1

( _ )ai (r)xje’”‘y' ay, (3.22)

J=r+l i=l

haline gelecektir. Yukaridaki ifadede yer alan integral alinir ve bu ifade

diizenlenlenirse,
s (’
o $ 5L

ifadesine ulasilir. (3.23) ifadesi,

cs_l( 3 fﬁ—L(s—)(l —e )J(Z a(r )( —*”)J (3.24)

J=r+l yj =1 yl




32

seklinde de yazilabilir. Bu noktada, toplam sembolleri i¢indeki ¢arpma

islemleri yapilir ve toplam sembolleri terimlere dagitilacak olursa, (3.24)

ifadesi,
cs_l( i aﬁ,’)(s) _ i aﬁ'r)(s)e-M,W](i a; (I’) _ i a; (r)e~/17,x] (3.25)
jerit Y jersl Y =1 Vi =1 Vi

olarak yazilabilecektir. Bu son ifadede yer alan Zaf.’)(s)/ Y =€ /Con

J=r+l
ve Za,. (r)/y, =1/c,., oldugundan, (3.20) esitliginin sag tarafi olan

(3.25) ifadesi, ilgili diizenlemeler yapildiktan sonra (3.20)’ de yerine
koyulursa,

FY,,YA_—Y’ (x’ w) =1- o r a; (r)e-ll}',-x

i=1 i
(r)
5
_ cs—l aj (s)e—)LYJ'W

cr—l J=r+l }/j

e, Z (S oM - 4 (r)z—lr,»x (3.26)
J=r+l y] =t Vi

elde edilecektir. Boylelikle, Y, ve Y, —Y rasgele degiskenlerinin
birlesik dagilim fonksiyonu elde edilmis olmaktadir. Y, ve Y, -7,
rasgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlari ise, sirayla,

Fr () =1-c,, 3 4 pns (3.27)

i=1 i

Ve
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() e (3.28)

FYY( —IZ

r_1 J=r+l yj

seklinde olup, F*"7(x,w)=F%(x)F"™" (w) oldugu goriilmektedir.
Sonug olarak, Y, ve Y, —7Y, rasgele degiskenlerinin bagimsiz oldugu

ispatlanmig olmaktadir. 0

3.3 Ustel Dagilim i¢in Minimal Bosluk’a Dayah Istatistikler

X, X;,... X, , deger kiimesi negatif olmayan stirekli F' dagilim
fonksiyonundan gelen bir Omeklem,
X (l,n,r?l,k) <X (2, n,ﬁl,k) <.<X (n,n,iﬁ,k) ise dagilim fonksiyonu
F’ e dayal1 olan genellestirilmis sira istatistikleri olsun. X (O, n,rﬁ,k) =0
olmak iizere, (X(l, n,m, k) - X(O, n,m, k)) , (X(2, n,m, k)— X(l, n,rﬁ,k))
youes (X (n, n,m, k)— X (n -1, n,iﬁ,k)) bosluklar1 dikkate alindiginda,
minimal geniglige sahip boslugun indeksini gésteren v rasgele degiskeni,
i=1.2,..,n olmak lizere,

v=r & X(r,n,lﬁ,k)—X(r-—l,n,lTl,k)S X(i,n,fﬁ,k)——X(i~l,n,ﬁi,k)

seklinde tamimlanmir (Bairamov ve Eryilmaz, 2000). F dagilim
fonksiyonu, A >0 parametreli iistel dagilim oldugunda, i=1.2,...n
olmak tizere, X(i,n,m,k)—X(i—1,n,M,k) bosluklarmmn birbirlerinden

bagimsiz olduklar1 bilinmektedir. Ayrica, bu bosluklarin genellestirilmig

sira istatistiklerinden de bagimsiz oldugu bilinmektedir. Buna ilave

olarak, F(x)=1-e™,x>0,1 >0, igin
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FRE0G) =, 0 Y a, (e
j=1

FYenaR ()2 1-¢ 2 a; (i) oM

j=1 7V

b

fX(i,n,ﬁx,k)—X(i—l,n,fﬂ,k)( w) =, A e—zy,w

veE

FX(i,n,ﬁ':,k)»X(i—l,n,ﬁ,k) (W) =1- e—lyiw

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

olmaktadir. Bu bilgilerin 15181 altinda, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3. X(,nm,k)..,X(n,nm,k), F(x)=1-e™ (x20,1>0)

dagilim fonksiyonu iizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri,

X (O, n,ﬁi,k)= 0 ve v minimal boglugun indeksini g&steren rasgele

degisken olmak iizere, r = 1,2,...,n igin,

P{v=r}=L—

Z Yi
i=1

dir.
Ispat: j=12,..,n ve X(O, n,m, k) =0
X(j,ni,k)~ X (j ~1,n,00,k) =W, olmak

{v:r}s{W,SW,,W,SWZ,...,W,SW,,} ve j#i igin W,

bagimsiz oldugundan,

i¢in
lizere,

ile W,

H
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>

O]. le(Wl fWZ(Wz) S (W )dw

w, W,

]

xdw,_..aw, dw, _dw,_,..dwdw, (3.33)

r+l r

yazilabilir. Yukaridaki esitligin sa§ tarafl,

w ﬁ(ff w, Jw, j/]f W, )w, ]><f (w,)dw,  (3.34)

o\ J=1 \w

seklinde ~ de  yazilabili.  [f"/(w Jdw, =1-F"(w,)  ve

Wy

_f " (w,)aw, =1-F" (w,) oldugundan, (3.34) ifadesi,

| ﬁ(l—F " (wr))/ 1-F" (v, ))]xf " (w, Jaw, (3.35)

o\ j=1
haline gelecektir. Bir sonraki asamada, 1-F"/(w,)=e™"" ve

7 (w,)=y,4e?" oldugundan, (3.35) ifadesi,

r-1 _Aiy i¥r
Hzavlneﬂ dw, (3.36)
seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki integral alinacak olursa,
c,, Z (3.37)
i=1

Zn




36

r-1 o ~1
ifadesine ulagilir. Son olarak, ¢, Zi@:———) =y, oldugu igin, {v=r}
i=1 i
olayinin olasiligi,
Ply=r}=-tr_ (3.38)

>y,
i=]

seklinde yazilir ve bdylece teorem ispatlanmis olur.[]

Simdi, minimal bosluga yeni gozlemlerin diisme olasiliklarini
elde edelim. ik olarak, X(1,7,8,k)..,X(nnm,k), F(x)=1-e*
(x>0, >0) dagilim fonksiyonu iizerine kurulu genellestirilmis sira
istatistikleri, X (0, n,El,k): 0 ve v minimal boglugun indeksini gdsteren
rasgele degisken olmak lizere, F' (x) dagilim fonksiyonuna sahip yeni bir

b

gozlem olan X,,,’ in minimal bogluga diismesinin olasihigimi bulmaya

alisahm:  i=12,.,n i¢in ¥, =X(,nmk), W,=Y-Y,,

Y, = X(0,n,00,k)=0 ve X =X, olmak tizere, {X e (¥, ,¥,)} olaymn

olasiligs,

P{X e(Y, .1, )} = PX e (¥,,};)v =1}

+Y P e(t, .1, v=r) (3.39)

r=2
seklinde hesaplanabilir. (3.39) esitliginin sag tarafindaki ilk olasilik
dikkate alinacak olursa, bu olasilik,
P{X e (5. 1) v=1}
= P{X e (¥,,Y,) W, <W,,W, <W,,..W, <W,}  (3.40)
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olarak yazilabilir. W, =Y, tamimlandif1 i¢in, esitligin sag tarafindaki
olasilik ifadesi,

©

[Plx e (V. 1)Y, <Y, <W,,..Y, <,

0

Y, =1} ()t (3.41)

bigiminde yazilabilir. Bu ifade, aym1 zamanda,

«©

[P{x e 0.1, <W, 1, <W,,nty < T, 172, el (3.42)

0

ifadesi seklinde de yazilabilir. j#i olmak lizere, W,, W,” den ve X,

W’ den bagimsiz oldugu i¢in,

P{X (0,11, SW, b, SW,,...t, <W,}
= P{X (0,1, }P{t, <W,}P{t, < W, }..P{t, < W } (3.43)

n

olacaktir. (3.43) esitliginin sag tarafi,
(1 _ e“‘ﬂl k"b’z’le"l}%ﬁ .”e"lntl

-Mirj
ifadesine esittir. Bu son ifade, (1 —e'”‘)e = geklinde de yazilabilir.

O zaman (3.42) ifadesi,

Tame™ ™% ) (3.44)

0

olacaktir. /1 (tl) yerine A y,e 1"t yazilip (3.44) ifadesi diizenlenirse,
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/Iylc](l—-e'”‘ kA (3.45)
0

elde edilir. (3.45) ifadesinde yer alan integral almip, bu ifade

diizenlenirse ve (3.40)’ ta yerine koyulursa,

PX € (T, 1)y =1}=— 1 — (3.46)
2 5=

esitligine ulagilir. Diger yandan, (3.39) esitliginin sag tarafindaki toplam

icinde yer alan ikinci olasilik dikkate alinacak olursa, bu olasilik,

r =2,3,...,n olmak iizere,

{X € ( r-1» ) = I"}
=P{X e, .Y )W, <YW, <W,,..W,<W,}  (3.47)
olarak yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki olasilik ifadesi,

[[pixe(,.,
00

= 1y, 9 3eees

W, =1,Y, . =6}/ ), )andr, (3.48)

bi¢iminde agilabilir. Bu ifade, aym1 zamanda,

o«

[[Px € (ot +1,)t, < Tty Wyt <}
00

x £ (e )17 ey )yt (3.49)
ifadesi seklinde de yazilabilir. j#i olmak lizere W ,ve W,, W, ve X,

W, ve Y;, X ve Y, birbirlerinden bagimsiz olduklari igin,
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P{X e (tyt, +t, b1, <Yty <W,,.t, <W, }

n

= P{X e (t,,t, +1, }P{t, <Y }PYt, <w, )Pt <W,}  (3.50)

n

olacaktir. (3.50) esitliginin sag tarafi,
e'l’z (1 _ e"”l k‘lyltle_)ﬁ'ﬂl me‘}%-x’le-lrmﬁe'lr”ztl me‘l}’nfl
r-1 n
» . —AZy M A Zy A
ifadesine esittir. Bu son ifade, e~ z(l—e’ ‘)e = e 7 geklinde de

yazilabilir. O zaman (3.47) ifadesinin sag tarafi,

w’w -lrz_i A A Z": M
.”‘e_hz (1-6_/”‘)9 al ¢ i I (tl)fy'_l (tz)dtldtz (3.51)
00

olacaktir. ™ () ve f™(,) yerine swayla Ay ve

r=1
c, A Z a,(r—1)e™" yazilip (3.51) ifadesi diizenlenirse,
i=l

2, o _ T -2ty
A c,_IZai (r—1)x je dt,
i=1

0

© ) —}.iyjrl —Z[1+i}'i]t1
xlle 7 —-e ‘™ dt, (3.52)
0

elde edilir. (3.52) ifadesinde yer alan integraller alinip, bu ifade

diizenlenirse,

(3.53)
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r-1

ifadesine ulasilir. Burada yer alan CHZai (r—1)/(y, +1) ifadesinin
i=1

(v, +1)1L[yi [y, +1)° e esit oldugu kolayca ggsterilebilir. O zaman,

i=]

(3.53) ifadesi yeniden diizenlenir ve (3.47)’ de yerine koyulursa,
,+1)
H D

BT
j=1 j=1

esitligi elde edilir. Bu son ifade ve (3.46), (3.39)’ da yerine koyulursa,

{Xe( ,_I,Y),v=r}

xe(.,.r, )} olaymmn olasilipy,

Z(n + I)H

Plxe(¥, v, )= (3.54)

seklinde elde edilmis olur.

$imdi, “Tek bir yeni gozlem yerine, / adet yeni gézlem olsaydi,
bunlarin minimal araliga diigme olasihig ne olurdu?” sorusunun cevabini
arayalim. X(l,n,ﬁl,k),...,X(n,n,ﬁ,k), F(x) =1-e™™ (x20,1>0)
dagilim fonksiyonu iizerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri,
X (O, n,m, k) =0 ve v minimal bosluun indeksini gosteren rasgele
degisken olmak tlizere, F' (x) dagilim fonksiyonuna sahip / adet bagimsiz

yeni goézlemin minimal bosluga dismesi olasthg, i=12,..,n icin
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X(,nm,k)=Y,, ¥,-Y, =W, ¥, =X(0,n,0,k)=0 ve j=12,. igin

X,,; =X, olmak iizere,
P{XI’X2>""XI € (Yv—l’Yv)}z P{XPXZ"“’XI € (YO’Y1)9V =1}
+Zn:P{X1,X2,...,X,e(Y,_l,Y,),v=r} (3.55)
r=2

olarak yazilabilir. (3.55)" de yer alan P{X,,X,,...X, € (¥,,Y;)v=1}
olasihig,

PiX,,X,,..X, €(0.)ve W,,..W, e[¥,,)} (3.56)

seklinde ifade edilebilir. Bu olasilik ifadesini, kosullu olasilik kuralini

kullamlarak,

O]P{XI,XZ,..., X, € (0.%), W,,.. W, e[t;,0)¥, =1,}

0

x fh(t, )dt, (3.57)
yazilabilir. Yukaridaki ifadenin,

0

[P{X X X, € (0.0), 17,0, € [t1,00)} 77 (1 (3.58)

0
ifadesi seklinde de yazilabilecegi agiktir. (3.58) ifadesindeki olasilik, X °
lerin ve W’ larin kendi i¢lerinde ve aralarinda bagimsiz olduklan
bilindiginden,

P{X,X,,..X, €(0,,)ve W,,..,W, €t,, o)}

=( ,-; P{x, (0.1, )}jx(gp{wj e (tl,oo)}] (3.59)
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seklinde yazilabilir. F', istel dagilimin dagilim fonksiyonu oldugunda,
{x, (0., )} olaymin olasilif1 (l—e'”‘) ve {Wj € (tl,oo)} olaymin

Y i

olasilift ise e " olacaktir. Bu bilgilere dayali olarak, (3.59) esitliginin

sag tarafi yerine,

(1-e™fe = (3.60)

yazilabilir. Y, rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonu ile

(3.60) ifadesi (3.58)’ de yerine yazilacak ve bu ifade diizenlenecek

olursa,

A7, o](l-—e"’l"ye_lémdtl (3.61)

0

elde edilir. ¢, e gore integral alinirsa ve (3.57)” de yerine koyulursa,

P{X,,X,,..X, €(0,,)ve W,,...W, €[;,)}

=y13(i7,,l+1) (3.62)
J=1

esitligine ulagilir. Bu noktadan sonra, (3.55)" deki toplam i¢inde yer alan
P{X1 s Xy X; € (Y,_I,Y,),v = r} olasihgi (r = 2.3,...,n),

P{X,X,,.. X, € (V.Y ) ve W, W,,...W, c[W,,»)} (3.63)

seklinde ifade edilebilir. (3.63)’ deki olasilik yerine, kosullu olasilik
kural1 kullanilarak,
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??P{XISXP""XI € (Yr—l’Yr)s
00
I/VPVVZ"“’VVn € [Wr’wXWr = tl’I,r—l =t2}

x £ () f ™ (t, )at,dt, (3.64)
yazilabilir. Yukandaki ifadenin,

([P X, s X, €ty +8,) T, T, W, € [y, 00))
00

x £ (e ) f " (t, )at,dt, (3.65)
ifadesi seklinde de yazilabilecegi aciktir. (3.65) ifadesindeki olasilik, X’
lerin ve W’ larin kendi iclerinde ve aralarinda bagimsiz olduklan
bilindiginden,
P{X\, Xy X, €(tyot, +1,)ve W, W,,.., W, €t,,0)}

r (Ill P{X, e(t,.t, +1, )}J x (IjP{W, e (,I’w)}]
x ( 1P, < (tl,oo)}] (3.66)

J=r+l
seklinde yazlabilir. F, lstel dagilimin dagilim fonksiyonu oldugunda,
{X,e(t,.t, +1,)} olaymn olasthgn e (l—e””’) ve W, el(t,o)

olayinin olasilig1 ise e " olacaktir. Bu bilgilere dayali olarak, (3.66)

esitliginin sad tarafi yerine,

e R oo
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yazilabilir. W, ve Y, , rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk

r-1

fonksiyonlan ile (3.67) ifadesi (3.64)’ de yerine yazilacak ve bu ifade

diizenlenecek olursa,

Y,’l

kZZc,_IZa(r I)I W'*””dt J.(l e ’“"ye % -

r=1

elde edilir. ¢, ve t,’ ye gore integraller alindiktan sonra,

n e a.(r —-1)
B L+ L 3.68
(fv:ly’ * le i+l (3-68)

r-1 r
ifadesine ulagilir. Zc,_lai(r—l)/(yi +1), (y,+l)Hy,./(y,. +1)* e esit

i=l i=1

oldugundan, (3.68) yerine,

n r y
B S+1 — e
(jz=l}/j, + )(yr +l)I,:1[ }’i +l

yazilabilir. Sonug¢ olarak, bu son ifade ve (3.62), (3.55) de yerine
konacak olursa, {X;,X,.,...,X, € (¥,,,¥,)} olaymin olasiig1,

P{X,, X5, X, € (%07, )}

_B(Zyj,l+l)[2(yr+l - [ +1) (3.69)

r=1

" olarak bulunacaktir.

Yukandaki olasilifi da bulduktan sonra, X (l,n,ﬂl,k),...,X (n, n,m, k),
F(x)=1-e¢™ (x20,A>0) dagihm fonksiyonu iizerine kurulu

genellestirilmis sira istatistikleri, v minimal boglugun indeksini g6steren
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rasgele degisken, X(0,n,M,k)=0 ve 1<I<m olmak iizere, F(x)
dagilim fonksiyonuna sahip m adet bagimsiz yeni gézlemin ilk /
tanesinin minimal bosluga diismesi ve geriye kalan m—I tanesinin

diisgmemesi olasihgmi da bulalim: j=12,.,n igin X (j,n,ﬁi,k)=Yj,

(¥..v,)=1, i=12,.,m icin X, =X,

-1,j°
X(j,nf,k)- X(j—1,nMm,k)=W, ve ¥, =X(0,n,,k)=0 olsun. Bu

durumda, {Xl,...,Xl el

v-1,v°

Xigores Xy & IH,V} olaymin  olasiif

toplamsal olarak,

P{Xl,...,XI el X1+1a--'3Xm & Iv-l,v}

v=1v>

= P, X, € 1o s Ky X, € 1,V =1

Xy Xy 21, v=r} (3.70)

m

n
+ZP{X1""’XI EIT—I,}" r-1,r?®
r=2

seklinde yazilabilir. (3.70) esitliginin sag tarafindaki,
P{X s X, €101, Xy X, 2 1, v =1] olasiligy,

PX s X € 10 X s X 2 1o
Y, <W,.Y, <W,,..Y, <W,} (3.71)
ifadesine esittir. Bu son ifade yerine,

[PIX,n X, € 1y Xy X

0

€1y,

m

Y <W,,Y, <W,,...Y, <W,|¥, =1, }f5 (1, )dr, (3.72)

yazilabilir. Bu noktada, yukaridaki integralden hemen sonra gelen

kosullu olasilik,
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P{X, o X, € (0,6, X 0000 X, 2(0,1,), W, , Wy, s W, €[t,,00)}

seklinde yazilabildiginden, (3.72) ifadesi,

©

[P{x,n X, €(0,0) X,y X, € [11,00),

0

W, Wy W, € [t,, 0001, )t (3.73)
seklinde gosterilebilir. (3.73) ifadesi igerisinde yer alan, m adet yeni

gozlemden ilk / tanesinin (0,7,) araligina diigmesi, geriye kalan (m /)
tanesinin ise [tl,oo) aralifina diigmesi ve her #;’ nin #,” den biyiik veya
esit olmasi olayi,
X0 X5 X, €(0,,), X, X pigon X, €]1,,0),
W, W, W, €lt,,o)} (3.74)
seklinde de ifade edilebilir. Oyleyse, (3.74) olaymnin olasilig,

P{Xsz»'"le = (O’tl)’Xl+l9Xl+2""’Xm € [t1>°°)’
Wy Wy W, € [t,0)}

- e R (3.75)
olacaktir. Bu durumda (3.73) ifadesi yerine,

Ay, fl-e™ fle™ YR a, (3.76)

0

yazilacaktir. Yukaridaki ifadedeki integral alinacak olursa,

PX s X, € Loy s X s Xy € 1,7 =1

i=1

=le(m—l+Zy,.,l+1] (3.77)
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elde edilir. Diger yandan, (3.70) esitliginin sag tarafinda yer alan toplam

olasilik,

ip{xl X, €1

r=2

Xigsn X, &1

r-Lr> m r-1,r>

W, <W,,W, <W,,..W, <W,} (3.78)

seklinde yazﬂabilir. Bu son ifade yerine, W, =t,, ¥, , =¢, olmak lzere

r—

ve daha Once verdigimiz teorem-4’ e gore
Tl (t 14 2) =f" (tl )f e (t 2) oldugundan,

n

X X, &1

r-1,r? r-Lr?

??P{Xl,...,X, el
00

r=2

W, SW,, W, <W,,..W, <W,|W, =t,,Y,, =1,
x [ ()™ e, )andr, (3.79)
yazilabilir. Bu noktada, yukaridaki integralden hemen sonra gelen
kosullu olasilik,

P{X s X, €(ty,t, +1, 5 X o X, € (6,1, +1,),
Wy Wy seais O, s W ST ens W, € [t,00))

r=12"" r+l?

seklinde yazilabildiginden, (3.79) ifadesi,

©

[[PX Xy e oty +15) X e X, 2 (6t +1,)
00

n

r=2

W Wy W, W, W

rel2 70 pp2000e

x [P () )dedr,  (3.80)

seklinde gosterilebilir. (3.80) ifadesi igerisinde yer alan, m adet yeni

W, e [t1a°°)}

gozlemden ilk [ tanesinin (f,,# +%,) aralifima diismesi, geriye kalan
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(m —1) tanesinin ise bu araliga diismemesi ve her W’ nin 1,” den blyiik

olmasi olayz,

X, X5, X, €(t,,t, +1,) ve
(X, e (O,tz] veya X, €lt, +1,,00))ve
(x,, € (O,tz] veya X, , € [tl +t2,oo))ve
..ve (X, e€(0,,] veya X, e[t, +1,,0))ve

Wi Wy ees Wy Wi Wy s W, € [, 0)} (3.81)

r+l°

seklinde de ifade edilebilir. Oyleyse, (3.81) olayinin olasihi,

*

m=I

Z(m;ljx P{X,, X, X, €t +t2)ve

=0
tadet X, e (O,tz]ve
(m—1—t)adet X, eft, +1,,00)ve
Wo Wi s W W Wy W, €[, 0)} (3.82)
olacaktir. (3.82) ifadesinde yer alan tiim rasgele degiskenler

birbirlerinden bagimsiz olduklarindan, bu ifade yerine,

m—I

5" et <t 0 (b < 0y

1=0

(el el {1, )

Jj=1

x[ [1PW, < [tl,oo)}) (3.83)
J=r+l

yazilabilir. Ustel dagilimin dagilim fonksiyonu F ile gosterdigine gore,

P{X (bt +1,)) = 1- ™), Pixe(0,,}=1-¢7,
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PiX elt, +1,,0)} =) e P{Wj e [tl,oo)}=e_’ly"‘ olacaktir. Bu

durumda (3.83) ifadesi yerine,

TR
x (e ) (ﬁ e M ]X( ﬁ e ) (3.84)

J=1 J=r+l

yazilir ve bu ifade diizenlenecek olursa,

mi('" - l] x(1-e)(1-e )e%[m_I_H’Z“:yj+f;*’yj}le"’1("'"')' *(3.85)

t=0 4

elde edilir. Ayrica, )=y Ae ve
r~1

f()=c,,A Y a(r—1)e"" oldugundan, bu esitliklerin sag taraflan
i=1

ve (3.85) ifadesi, (3.80) ifadesinde yerlerine konacak olursa,

15" et

r=2 t=0
_/l[m—l—t+§yj+ zn:yj]tl
xe T e e~-/‘L(m»t)t2
r-1
xy,Ae e, A a(r -1 dtdt, (3.86)

i=1

elde edilir. Bu ifade diizenlenecek olursa,
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r=2 t=0 =1 !
5 o:j.(l _ e_bl Ye—l(m—l-t-fgyj }1 dtl
0
x(j‘ (1—¢ ) g mmrenhe dtz] (3.87)
0

ifadesine ulagilir. Bu son ifadede, ¢ ’e gore integralin sonucunun

B(m—l—t+Zy ol +1) //1 ve t,’ye gore integralin sonucunun ise
J=1

B(m—t+y,,t+1)/A oldugu igin, (3.87) ifadesi,

r=2 =0 i=]

n m-l r-1 m__l

555 (" a0

B[m—l—t+iyj,l+l)
J=1

y B(m—t+y,,t+1)

X 3.88
Il 3 (3.88)
halini alacaktir. Bu son ifade diizenlenecek olursa,
N PX o Xy €Ly Xy Xy € 1,0, v = 7
r=2
m=l _l n
=Z(mt )B[m—l——t+2yj,l+l)
=0 j=1
n r-1
x ¥ Y ca(r=DBm—-t+y,t+1)  (3.89)
r=2 i=l

esitligine ulasilir. Sonug¢ olarak, (3.77) ve (3.89), (3.70)’ de yerine
koyulursa,
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P{X],...,XI el X1+1:-">Xm gIv-»l,v}

v-1v?*
n m—1] 771—1 n
=713(m‘l+27’nl+1)+2( ) )B(m—l—t+2yj,l+l)
i=1 1=0 j=1
n r-1
x> e, a,(r=D)Bm—t+y,t+1) (3.90)
r=2 i=1 .

elde edilecektir.

Yukaridaki olasiliklann bulduktan sonra, artik asagidaki teoremi
verebiliriz:
Teorem 4. X(L,n,f,k),...,X(n,nm,k), F(x)=1-e™ (x20,1>0)
dagilim fonksiyonu {izerine kurulu genellestirilmis sira istatistikleri, v
minimal boslugun indeksini gdsteren rasgele degisken, X(0,n,m,k)=0
ve 1 <1 < m olmak iizere,

B 1, X,m.e(X(v——l,n,ﬁl,k),X(v,n,El,k))
&= 0 , X,W.e‘(X(v—l,n,ﬁ,k),X(v,n,xﬁ,k))

seklinde tamimlansin. S, = Z‘:i olarak tanimlanan ve F(x) dagilm

i=1
fonksiyonuna sahip birbirlerinden bagmsiz X, 1, X, 0,0 Xpam
gozlemlerinden minimal bosluga diisenlerin sayisimt gosteren bu
istatistiin degerinin I’ ye esit olmasi olasiifi, yani S,, rasgele

degiskeninin olasilik fonksiyonu,
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Pis, =l}=[7]y13(m—l+zn:yi,l+1]
i=1

10 CEE R

n_ r-l
x Y > ¢, a,(r=DB(m—t+y,t+1)
r=2 i=1
dir.
Ispat: {S,, =l} olayi, her j#1¢ i¢in i; # i, olmak lizere,

{Xn+i1 ""’Xn+i, € (X(V -1, naﬁis k)9 X(V, n, m, k)),
X e X, & (X0 =L, 8, k), X (v, 58, K))}

PRV RN

seklinde de ifade edilebilir. Bu durumda,

P{Sm =l} Sl P{Xm.,-, ’""Xn-H'z G(X(V—l,n,ﬁi,k),X(v,n,ﬁ,k)),
XrH»iM ""?Xn-u‘m e (X(V_L ns ]’fl, k), X(V, n, ﬁi, k))} (391)
56

yazilabilir. Minimal aralia, m tane rasgele degiskenden / tanesinin,
I m . s m
Cp = ] farkl sekilde diisecegi agiktir. Ayrica, ; farkli durumun

her birinin olasilig1 (3.90)’ da verilen olasilikla aynidir. Bu durumda,

(3.91) yerine,
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P{s, =1}= (’" x P{X, s X, € (X(v =1 m, 80, k), X (v, n, 80, k),

Xn+l+l>""X é(X(v—l,n,ﬁl,k),X(v,n,ﬁl,k))}

n+m

_—_(’7 le(m-l+Zyi,l+1)
i=1

+(ﬂg(m;l}y(m—l-t+j"§yj,l+1)

n r-l

X ZZcr_lai(rQI)B(na—t+yi,t+1)

r=2 i=l

yazilabilir ve teorem ispatlanmis olur.0)

3.4 Sonuclar

Yukarida verilen teoremlere iliskin olarak elde edilen baz

sonugclar asagidaki gibidir:

(i) Eger k=1 ve m= (n’zl,mz,...,m,,_l ) = (0,0,...,O) secilirse,
X (r,n,O,l) artik r. sira istatistigi olacaktir. Bu durumda, m=17=1 i¢in
Teorem-1, (3.6) haline gelecektir. (3.6)” dan hareketle X, ., in r’ inci

ve s’ inci sira istatistikleri arasina diisme olasithgmin (2.18)” deki gibi

- !
ST oldugu asagidaki gibi kolayca gosterilebilir: ¢, = e

n+1 , (n—s)t’

(—l)r_i a(_r) (S) = (—l)s-j
(r=-iN@E-n’ (s= DG ~r~1!
1

B(n +1- i,2) = olacaktir. Ayrica,
(n—i+2)n-i+1)

v, =n+l-i, a,@)=
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h=¥ (D
VT E DU D= +2)

Ve

B s (__l)s—i
b = izl(s—i)!(i—r ~DI(n—i+2)(n—i+1)

olarak tanimlanirsa, Teorem-1° e gore,

Pix,., e (X(r,m,0,1) X (5, m,0,1 )} = —

(n_s)'xbl x b, (3.92)

esitligi yazilabilir. (3.92) esitligindeki b, ifadesi,

. —

A -G -Din-j+2)
_ n- + (G w -1’
r=-DIO)@+D) F-2)!O)!E — ONr-Di(n-r+2)

(- 1 (r-1 1 (r-1_1 _  (r=1) D™
Ce-DL 0 Ju+l L1 Jn L2 Jn-1 T k-1 n-r+2
_ DT A=nEDr-2)

(- (n+1)!
(n—-r+1)!

_ D7 A-PE -2 (n-r+1)!
- r=Dl(n+1)!
_(n=r+1)!

 (n+D)!
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_(n=9)l(s-r)
C (n-r+1)!

seklinde yazlabilir. Benzer sekilde, b, olarak

bulunacaktir. Sonug olarak, by ve by (3.92)" de yerine koyulursa,

P{X 41 € (X(r,m,0,0), X (s5,n,0,0))}
n!
" (n—-s)!
__n >((n—r+1)!x(n—s)!(s—r)
(n=-s)t  (n+D! (n—r+1)!
. s-r
o+l

xblxbz

elde edilecektir.

(ii) Teorem-2’ de, s =r +1 se¢ilmesi durumunda, Ahsanullah (2000)’
n, X(r ~1,n,m, k) ile X(r,n,ﬁ, k)-— X(r —1,n,m, k) rasgele
degiskenlerinin birbirlerinden bagimsiz oldugununa iligkin teoremine

ulasilir. Yani, Teorem-2, Ahsanullah’ in bu teoreminin genellestirilmis
halidir.

(i)  Teorem-3’den hareketle, k=1 ve fi = (0,0,...,0) segilirse, (2.22)
esitligi,

n—r+l1

P{v=r}=———————n
Zn—i+1
i=1

_ n—r+l1
B n+(n=1)+@n-2)+...+(n-(2-1)
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_ n-r+l
nz_nin—-li
2
2(n r+1)
n(n+l)

seklinde elde edilebilmektedir.

(iv) m=I[=1 ic¢in Teorem-4, (3.54) haline gelecektir ve (3.54)’ de
k=1, i =(0,0....,0) segilirse, (2.23) esitligi,

P{Xn-(-] € (X(V - 19 na(),l), X(V, n,O,l))}

Z("+2 r)H n+l—i

pory n+2-i

(z(,m j))[1+2(n+1 ]))

Z n(n-1).(n—r+1)

= (n+1)n(n 1).(n—r +3)

(n(n2+ 1))(1 . n(n2+ 1))

4 xi(n—r+2)(n—r+l)

B n(n+l)2(n2 +n+2) rel

= : xin+in+nin-1)+\n—-1n—
- n(n+1)° 612 +n+2) [+ n+nln-1)+(n-1)n-2)
+ot (n=(r=2))n—(n-1))]

4
- n(n+l)2(n2+n+2

)><[2n2 +(n-1)n-2)
+ot (1= (n=2))n - (n-1))]



= 4 x(an +
n(n+1)2(n2+n+2) 3

_ 4 ><n(n+2)(n+1)
n(n+1)2(n2+n+2) 3
(n+2)

4
"3 (n+1)n +n+2)

seklinde elde edilmektedir.

n® =3n* +2n

|

57
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4 GENELLESTIRILMIS SIRA ISTATISTIKLERINE
DAYALI HIPOTEZ TESTLERI

Genellestirilmis sira istatistikleri, sira istatistiklerine iligkin
literatiirde var olan bir¢ok modeli i¢cerdigi i¢in, bu istatistiklere dayalt

olarak gelistirilen herhangi bir yontem hepsi i¢in gegerli olacaktir.

Asagidaki problemi g6zoniine alalim. Varsayalim ki,

X1, X5 Xy ve 11,15, Yy, sirasiyla, stirekli F, ve F), dafilimlarina
sahip olan iki érneklem olsun. Genel olarak, F, ve F),’ nin bilinmedigi

varsayilmaktadir. Bu &rneklemlere egitici (training) Orneklemler de
denilmektedir. Omegin, (X},X5,...X,) vektorii, kesin olarak sekerli
diyabet hastaliina yakalanmis » tane hastanin kan sekeri miktarlarini
gosteren vektor, (Yl,Yz,...,Yn) ise sekersiz diyabete kesin olarak
yakalanmis » tane hastaya iligkin kan sekeri miktarlarin1 gésteren vektor
olarak tanimlansin. Yeni bir olas1 diyabet hastasindan kan 6rnegi alinsin
ve kan sekeri miktar1 §lgiilsiin ve bu yeni Slglim “Z > ile, Z’ nin dagilim
fonksiyonu ise F, ile gosterilsin. Bu durumda yeni gelen olasi bir
diyabet hastasinin kan sekeri miktarina bakarak sekerli diyabet mi yoksa

sekersiz diyabet mi olduguna karar vermek i¢in H) : F, = F, hipotezini
Hy :F, = F,, hipotezine karg1 test etmemiz gerekmektedir. Bu karar

problemini ¢6zmek i¢in Bairamov ve Petunin (1991b), bir test prosediirii
Onermislerdir. Bu test prosediirii, genellestirilmis sira istatistiklerine

asagidaki sekilde uyarlanabilir.
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4.1 Genellestirilmis Sira Istatistiklerine Dayah Test

Prosediiri

Bairamov ve Petunin’ in (1991b) onerdikleri test prosediiriine
uygun olarak, genellestirilmis sira istatistiklerine dayal test prosediirii iki
farkli sekilde ele almabilir: (i) Parametreleri aym olan iki egitici
Oomeklem igin test prosediirii, (ii) Parametreleri farkli olan iki egitici
orneklem i¢in test prosediirii. Bu iki durum igin 6nerilen test prosediirleri

bu boliimde verilecektir.

4.1.1 Parametreleri ayni olan iki egitici 6rneklem icin test

prosediirii
X(,n,m,k), X(2,n,m,k),., X(n,n,0,k)  ve  ¥(l,nmi,k),
Y (2, n,ﬁ,k),...,Y (n, n,rT],k) genellestirilmis sira istatistikleri, sirasiyla,

stirekli F, ve F), dagilimlan tizerine kurulu olduklari varsayilsin. Ayrica,
X(1,n,8,k)< Y(1,n,00,k) < X(n,n,08,k) < Y{n,n,@, k)
kosulu saglaniyor olsun. Yeni bir gozlem olan Z, F, dagilm
fonksiyonuna sahip olsun. Hg:F, =F, hipotezini Hy:F, =F,
hipotezine kars: test ederken kullanilacak karar kriterleri,
Eger Z (~,Y(1,n,M,k)) ise, H, reddedilemez.

Eger Z e (X(n,n,fi,k),») ise, H, reddedilir.

Eger Z (Y (_1_,n,ﬁl,k),X (n, n,ﬁl,k)) ise, karar verilemez
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seklindedir. Bu test prosediirii i¢in I. tip hata o = P{HIIH 0} seklinde
tanimlanir ve

P{H,|H,}

P{Z e (X (n,n,m, k),oo]H 0}

= P{X 1 € (X (2,7, m, k), 0)}

=1-P{X . < X(n,n,m,k)} 4.1

04

yazilabilir. (4.1) esitliginin sag tarafindaki olasilik,

Py < Xlnmm )= [ [£,G)r Xm0 (o iy

—00 X

= [ 16 [0 )y

il

(£, FA D)l @2
seklinde ifade edilebilir. Bu esitligin sa tarafinda yer alan F* 77 )(x)
yerine, (2.33)’ deki karsilig1 yazilacak olursa, (4.2) esitliginin sag tarafi,

_IZ j(l F,(x)y"dF,(x) (4.3)

l -0

olacaktir. Bu son ifadede yer alan integral alimir ve (4.3) ifadesi, (4.1)’ de

yerine koyulursa,

o =PH|H,}=1-¢c,, 3 a,(n)

i=l Y1 (yl + 1)

—C~1Za(n nlz a,(n)

i=1 }/1 i=1 yt (},1 +1




61

MZ“@ (4.4)
=Yt

seklinde L. tip hata elde edilmis olur. Benzer sekilde, II. tip hata,

.3=P{H0|H1}
—P{Ze(—oo Y(1,n,m, k) kXH}
= P{Y,,,; € (-0, Y (L, i, K))}
= P{Y,,, <Y(,n,m,k)}
1

= 4.5)
7, +1

olacaktir. B, n’ in bir fonksiyonu oldugundan, g = 8 (n) seklinde ifade

edilebilir. Bu durumda, n — « i¢in (n) — 0 olacag agiktir:

lim 8 (n)=lim ; -
k+n—1+Zm,.
i=1
y 1
k+oo—1+im,.
1o
o0

4.1.2 Parametreleri farkl olan iki egitici 6rneklem icin test

prosediirii
nt) e {2,3,...}, i= 1,2,...,(n(') —1), mf') eR, mt = (ml(‘),...,m,(,'f_l),

n0-1
M,.(') = ng) , yi(') =kY +nV —i+M,.(‘) >0, 7,(1'3) = k('), kY >0 olmak

lizere,
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X(l n(x) (x) k(x )X(2 nx) ~ () k )’ X( (1) ) m®) k(x))
veé

Y(l,n(y),ﬁl(y),k(y)lY(Z, n(y),ffl(y),k(y)l..., Y(n(y),”(Y),ﬁi(y),k(y))

genellestirilmis sira istatistikleri, sirastyla, siirekli F, ve F), dagilimlan

tizerine kurulu olsunlar. Ayrica,

X(I n") =~ (x) k(x))< Y(l ) m) k(y))< X( (X) n ,ﬁi(x),k("))
ve
X(n(x),n(x),ﬁ(x), kW) < y(n(y)’ n®, &m0, k)

kosulu saglamyor olsun. Yeni bir g6zlem olan Z, F, dagilm
fonksiyonuna sahip olsun. H;:F,=F, hipotezini H,:F,=F,
hipotezine karsi test ederken kullanilacak karar kriterleri,

Eger Z e (— ©,}V (l,n(y ) ml ),k(y ))) ise, Hy reddedilemez.

Eger Z e (X (n("),n(’),lﬁ("),k("))oo) ise, H reddedilir.

Eger Z E(Y (l n®, k(y)lX ( &) p® g k("))) ise, karar

verilemez

seklinde olacaktir. Bu durumda, a,.'( ) H(l/ (y R )) ve

j;«:z

., = 71(')---7,(,'()x) olmak iizere,

-1
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a = P{H }
{Z (n), %), @ k(")), J Ho}
= Py Me( (4,1, 5%, ) o)
=1- P{Xnﬂ_ X( ), (x),ﬁ(x)’kx))}
)
11_ yl(x (x
o saP(®) 6
_.—Cn(x)_liz '}/i(x)+1 (4.6)
ve
B =P{HOIH1}
=P{Ze( 00 Y(l,n(Y) ~ () k(y))]H}
- P, e (coo, (1,1, &, £k0))
= P, <¥{l,n®, &% ;)
1
RRIORS (4.7)
seklinde elde edilir.

4.2 1L Tiir lerleyen Sansiirlenmis Sira Istatistiklerine Dayah
Test Prosediirii
Son yillarda istatistik literatiiriinde II. Tiir ilerleyen sansiirlenmis
(progressive Type-Il Censoring) verilere dayali istatistiksel sonug
¢cikarimina iligkin arastirmalara sik sik raslanmaktadir (Balakrishnan ve
dig., 2002; Balakrishnan ve dig., 2001; Aggarwala ve dig., 1998).

Omegin, bircok uygulamada 6rneklemin tamamina ulasiimas: miimkiin
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olmadigindan, sadece sansiirlenmis (censored) verilere ulagilabilir.
Istatistiksel sonug ¢ikarmay1 bu kisith sayidaki verilere dayali olarak
yapmamiz gerekmektedir.
4.2.1 Orneklem biiyiikliikleri ve sansiirleme planlar aym olan iki
egitici 6rneklem icin test prosediirii
Xl]:}z:N’ an:N 30t XEn:N ve Y;:E:N ’Y;.E:N sty Ynl}::N IL tiir ilerleyen

sansiirlenmis sira istatistikleri, sirasiyla, siirekli F, ve F ) dagilimlan

tizerine kurulu olsunlar. Ayrica, X &N < YIEW <X fn:N < Yn'},:N kosulu
saglaniyor olsun. Yeni bir gozlem olan Z, F, dagilim fonksiyonuna
sahip olsun. H,:F, = F, hipotezini H,:F, = F, hipotezine kars: test

ederken kullanilacak karar kriterleri,
Eger Z (— o, Y1§; N) ise, Hy reddedilemez.
Eger Z ¢ (XX, ) ise, H, reddedilir.
Eger 7 (YIE:N,X fn:N) ise, karar verilemez
seklindedir.
Eger m;, =R, ve k=R, +1 olarak secilirse, genellestirilmis sira

istatistikleri X (r,n, R, R, + l)= X fn:N ve Y (r,n, R, R, + 1)= YjﬁN

seklinde II. tiir ilerleyen sansiirlenmis swra istatistikleri haline

gelecektir(bkz.  Tablo-1). Sonu¢  olarak, y;=n—i+1+ ZR ;s

J=i
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C,- =1‘[( —1+1+ZRJJ,a(n) H(l—j+ZR gRj)—l olacak,

i=1
J#i

L tip (a) ve Il tip ( B) hatalar, sirasiyla (4.4) ve (4.5) kullanilarak,

S n-iv2+4) R, z—]+zn:Ru—iRj
u=i u=j Jj=i
ve
1
n+l+ > R,
i=1

seklinde elde edilecektir.

4.2.2 Orneklem biiyiikliikleri ve sansiirleme planlan farkh olan iki

egitici 6rneklem icin test prosediirii

) ) /W) ) R0
PGS ISP, SaNSINE NP, GraraINs ve ) AERERD AR

) s ; . TS
Y ﬁ 1wy 1L tir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistikleri, sirasiyla,

strekli F, ve F, dafiimlan Uzerine kurulu olsunlar. Ayrca,

r® ] RO

)
X InEy@ S Y SO S <X 3y ) <YY 1) 0) ) kosulu saglaniyor olsun.

Yeni bir gozlem olan Z, F, dagilim fonksiyonuna sahip olsun.
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Hy:F, =F, hipotezini Hy:F, =F, hipotezine kars1 test ederken

kullanilacak karar kriterleri,

o RO . .
Eger Z (— w0, Yl:‘:(f,)w(y,) ise, Hy reddedilemez.
y &) . s
Eger Z (X :},)m(,)w(,),oo) ise, H, reddedilir.

o () g . .
Eger Z (YI:I:("):NU’ X :}’):n(’):N(")) ise, karar verilemez
seklindedir.

II. tiir ilerleyen sansiirlenmis sira istatistiklerinde, (4.6) ve (4.7)
de verilen hatalarin kullanilabilmesi i¢in m,.(') =Ri(') ve kY =R,S‘) +1
olarak sec¢ilmelidir (bkz. Tablo-1). Bu durumda, genellestirilmis sira

istatistikleri X[, RO, RE) +1)= X5 ve

Y (r,n(y ) RO ),Ri{y)) +1)= Y ﬁ((i),w(y) seklinde II. tiir ilerleyen sansiirlenmis

rn

sira istatistikleri haline gelecektir. Sonug olarak,
0 0 a0

S0 2 n0 14145 RO . =n(n<v> _,-+1+2R§>),
=i i=1 =i

20 40 e -1
aV(n0)= H(i —j+YRV-Y% Rj.‘)] olacak, . tip () ve IL tip ()
j= u=j =

J#i

hatalar,
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2, 4O(n
oa=c ()—IZ ()+)
0
=1- (H( 0—1+1+ZR()D
n n%) 1
XZH ) (4.10)
= (n —1+2+ZR(")](1—1+ZR(" ZR(X)}
u=j J=t
ve
1
B = ’ — (4.11)
n®) +1+> RY)

i=1

seklinde elde edilecektir.
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5 UYGULAMALAR

Bu boliimde, liglincii boliimde asan istatistikler ve minimal
bosluklarla ilgili verdigimiz Teorem-1 ve Teorem-4’ ii ve dordiincii
bolimde verdigimiz test prosediirlerini kullanabilecegimiz = dort

uygulamaya yer verilecektir.

5.1 Uygulama 1: Asan listatistikler

Nelson (1982)’ un kitabinda yer alan, izolasyonu yapilmig sivilar
tizerindeki deneyden elde edilen, 34 Kilovolt® taki bozulma siirelerine

iligkin ilerleyen sansiirlenmis veriler Tablo-2’ de yer almaktadir.

Tablo 2 Bozulma siirelerine iliskin ilerleyen sansiirlenmis veriler (Nelson, 1982)

i | 2 3 4 5 6 7
xR, | o019 0.78 0.96 131 | 278 | 485 | 65 | 735
R, 0 0 3 0 3 0 0

Bu deneye toplam N =19 siv1 ile baglanmis ve sansiirleme plani
R =(0,0,3,0,3,0,0,5) olarak belirlenmistir. Yani, ti¢lincii ve besinci
bozulma anlarinda rasgele olarak secilen bozulmamais tiger sivi materyal
rasgele olarak segilerek deneyden ¢ikarilmig, sekizinci bozulma aninda
ise geriye kalan bes bozulmamis sivi materyal deneyden ¢ikarilmigtir. Bu

durumda, deney siiresince toplam gozlenen bozulma siiresi n=8 ve

8
toplam sanstirlenen veri sayisi ise ZR,. =11 olmugtur.

i=]




69

Bu deneye bagli olarak, m=3 yeni bozulma siiresinden /
tanesini (X f&lg,X 6‘?&19)= (0.78,4.85)  dagilimdan-bagimsiz  giiven
aralifina diismesi olasiliklari, yani asan istatistigin olasilik fonksiyonu

P{S, =1}, Teorem-1 kullanilarak elde edilebilir: Teorem-1" i, bu &rnekte

kullanabilmek igin m, = R,, k=R, +1 olarak alinmalidir. Elde edilen

olasiliklar Tablo-3’ te g6sterilmistir.

Tablo 3 Asan istatistigin olasilik fonksiyonu

N|n|R|R | R | R | R | R | Ry | Ry | I P{S3=l}
0 | 0.4434
1 0.3818
19/8,0 (0|3 [0}3]0]|0¢}S5
2 | 0.1492
3 0.0256

Tablo-3" te, (X f&lg,X 5&19) dagilimdan bagimsiz giiven araliina
ic yeni goézlemden higbirinin diismemesi olasiliinin 0.4434 oldugu

gorlilmektedir. Ayrica / arttik¢a olasilik dismektedir.

Ayni sansiirlenmis verilere iliskin farkli sanstirleme planlar igin

ilgili olasiliklar ise Tablo-4’ te yeralmaktadir.




70

Tablo 4 Farkli sansiirleme planlar: icin, agan istatisti§in olasihik fonksiyonlar:

N |n|R|R|R | R | R | R | Ry | Ry | ] P{S3=l}
0 0.3769
1 0.3952
19 | 8 3 3 0 0 0 0 0 5
2 0.1884
3 0.0395
0 0.3925
1 0.3927
19 | 8 3 0 3 0 0 0 0 5
2 0.1789
3 0.0359
0 0.4293
1 0.3861
19 | 8 2 0 2 1 0 2 0 4
2 0.1568
3 0.0278
0 0.4040
1 0.3899
19 | 8 2 0 2 1 2 1 1 2
2 0.1723
3 0.0338

Yukaridaki tabloda, sansiirleme plami degistikge asan istatistigin

olasilik fonksiyonunu degistigi gériilmektedir.
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5.2 Uygulama 2: Minimal Bosluklar

Bir 6nceki uygulamada verilmis olan Tablo-2> deki II. Tiir
ilerleyen sanstirlenmis &rneklemi, F(x)=1-exp(~Ax), >0, x>0
oldugu varsaymmu altinda ele alacak olursak, ayni sansiirleme plami i¢in,

m=3 yeni gdzlemin minimal bosluga diismesi olasiliklari, Teorem-4

kullanilarak, Tablo-5" de verilmistir.

Tablo 5 m =3 yeni gozlemin minimal bosluga diismesi olasiliklar:

N|n|R|R |R|R |R |R|R | Ry | 1]|P{S,=1}
0 [ 0.9750
1| 0.0246
19800 (3]0|3]0j01]S5
2 | 0.0002
3 1 0.0000

Yukaridaki tabloda, /=0 igin, yani 3 yeni gézlemden hepsinin
minimal boslugun disina diismesi olayimn olasilifinin %97.5 oldugu

gortilmektedir.

5.3 Uygulama 3: Sira Istatistikleri icin Hipotez Testi
Biyiiklikleri n»=12 olan iki egitici oOrneklem Tablo-6" da

verilmektedir. Bu orneklemlerden ilki, kesin olarak sekersiz diyabet

hastaligina yakalanms 12 hastadan alinan mmol/L birimine sahip kan

sekeri miktarlarindan; ikincisi ise, kesin olarak sekerli diyabet hastaligina
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yakalanmig 12 hastanin kan sekeri miktarlarindan olugmaktadir. Bu
durumda, sekersiz diyabet hastalifina sahip hastalarin kan gsekeri

miktarlarina iligkin dagilm fonksiyonunun F,, sekerli diyabet
hastalanininki ise F, oldugu varsayilsin. F, # F, olmak lUzere, F, ve

F ) * nin stirekli olduklar: bilinmekte, ancak ne olduklar: bilinmemektedir.

Tablo 6 Kesin olarak sekersiz ve sekerli diyabet hastalarmin kan sekeri
miktarlarina (mmol/L) ait egitici 6rneklemler

i 1 2 |3 |4 {5 |6 |7 |8 |9 |10 11 |12

X, 1681691727373 )75|75|76|78]78/7.9 /8.1

78 781791797981 |83|84|8486]89]09.1

i
&
N

Olasi bir diyabet hastasinin kan sekeri 6lgiildiikten sonra, sekersiz
diyabet mi yoksa sekerli diyabet mi olduguna kara verilmek istendiginde,
yeni hastanin kan sekeri miktar1 Z, kan sekeri miktarinin dagilim

fonksiyonu F, olmak tzere, H,:F,=F, hipotezini H,:F,=F,
hipotezine kars1 test edebiliriz. Bu 6mekte X, <Y, < X0 <V,

kosulu saglanmaktadir ve karar kriterleri,

Eger Z €(0,7.8) ise, Hy reddedilemez.
Eger Z e (8.1,) ise, Hyy reddedilir.

Eger Z € (7.8,8.1) ise, karar verilemez
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seklinde belirlenebilir. (4.4) ve (4.5) teki hatalarin bu Ornekte

kullanilabilmesi igin @ = (0,0,...,0) ve & =1 alinmahdur.

Ug yeni gelen olasi diyabet hastasinin kan sekeri miktarlarina
bakilarak verilecek kararlara ait hatalar (4.4) ve (4.5) kullanilarak

hesaplanmig ve Tablo-7’de verilmistir.

Tablo 7 Kan sekeri miktarina iligkin olarak verilen kararlar ve hata olastliklar:

Kisi | Kan sekeri L tip IL tip
No (mmol/L) KARAR Hata Hata
(z) (a) (B)
1 6.9 Kisi sekersiz diyabet 0.077 yok
hastasidir.
2 8.2 Kisi sekerli diyabet yok 0.077
hastasidur.
3 7.9 Karar verilemez yok yok

Yukaridaki tablo incelendiginde, birinci ve ikinci tiir hatalarin
birbirlerine esit ve 0.077 oldugu, kan sekeri miktar1 6.9 mmol/L olan
hastanin % 92.3 gliven diizeyinde “sekersiz diyabet hastasi” oldugu (yani

H’ m kabulii) , 8.2 mmol/L olan hastanin yine %92.3 giiven diizeyinde
“sekerli diyabet hastas1” oldugu (yani Hg’ 1n reddi) anlagiimaktadir.
Hjy’ 1n reddedilmesi durumunda ortaya ¢ikan ikinci tip hatanin 0.077

oldugu goriillmektedir. Ayrica, kan sekeri miktar1 7.9 mmol/L olan

hastamin hangi tiir diyabet hastasi olduguna karar verilememektedir.
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5.4 Uygulama 4: IL Tiir Ilerleyen Sansiirlenmis Sira
Istatistikleri icin Hipotez Testi

Varsayalim ki, bir laboratuarda, deneylerde kullanilan farelerde disi
ebeveynlerinden %100 gegen bir 6liimciil bir viriis saptanmis (A virlisii)
ve bu viriisiin iki versiyonu (A ve Az) belirlenmistir. A viriisiinii tagiyan
fareler en fazla 730 giin yasamaktadir. Deneylerde kullamlan farelerin,
genetik yapilan itibariyle, A viriisii disinda herhangi bir sebepten dolay1
730 giinden Once Glmelerinin miimkiin olmadig1 varsayisin. Ayrica,
Ay’li farelerin yasam siirelerinin, A;’li farelerinkinden daha kii¢iik
oldugu bilinmektedir. Disi ebeveyni hakkinda A virlisiinii tasiyip
tasimadigina iligkin bilgiye sahip olunmadigi durumda, yeni dogan bir
farenin A viriisiinii tasiyip-tasimadifi ve eger tasiyorsa A viriisiiniin
hangi versiyonunu tasidigi, ¢ok pahali bir yontemle (D yOntemiyle)
belirlenebilmektedir. Yani, D yonteminin maliyeti, bir deney faresinin

maliyetine gore ¢ok fazladir.

Arastirmacilar, bir yandan fareler tizerinde farkli amagli pek ¢ok
deney yaparken, diger yandan 730 glinden &nce &len farelerin yasam
siirelerine bakarak, A; ve A, viriislerinden hangisini tasidiklarina karar
verebilmek ve bu bilgileri kaydetmek istiyorlar. Kaydedilen bu bilgilerin,
A viriisliniin versiyonlarinin goriinme oranlarinin tahmin edilmesinde

kullamilacag: diisiiniilsiin.

Arasgtirmacilar, yukandaki karar problemini ¢6zebilmek igin, A;
virlistini tasidigi D ydntemiyle belirlenen 100 giinliik 20 tane fareyi ve

A, virlisiinii tagidigi D yontemiyle belirlenen 100 giinliik 20 tane fareyi
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iki grup (strasiyla, Grupl ve Grup2) olarak almislardir. Her iki grupta da
ayri ayr1 yapacaklar bir deneyde, ilk gdzlemlenen 6liim aninda yasam
stiresi kaydedilecek ve rasgele olarak segilen bir canli denek bagka
deneylerde kullanilmak tizere deney grubundan cikarilacaktir. Geriye
kalan 18 canli denekle deney devam edecek ve ikinci 6lim aninda yasam
sliresi kaydedilecek, geriye kalan canli deneklerden rasgele olarak segilen
bir tanesi diger deneylerde kullanilmak {izere deney grubundan yine
cikarilacaktir. Deney boylece devam edecek ve her iki grupta da 10. 6lim

gerceklestiginde sona erecektir.

Deneyin sonucunda, her iki grup i¢in, yasam siirelerinden olusan II.
tir ilerleyen sansiirlenmis egitici 6rneklemler elde edilmis olur. Bu

deneyde her iki grupta da kullamlan sansiirleme plam

R = (1,1,1,1L1,1,1,1,1) seklindedir.

Grupl’ deki yasam siireleri (saat), i =1,2,...,10 olmak {izere X 5.,

ile ve Grup2’ dekiler ise Yifmo ile gosterilsin. Ayrica, A; ve A,

virislerini tasiyan farelerin yasam siirelerinin  olasilik dagilim

fonksiyonlari, sirasiyla, F, ve F, ile gdsterilsin. Varsayalm ki, bu
dagilim fonksiyonlarinin siirekli ve F, # F, oldugu bilinmekte, ancak ne
olduklar bilinmemektedir.

730 glinden Once 6len bir farenin yasam siiresi Z ile, Z° nin
dagilm fonksiyonu ise F, ile gdsterilsin. Iki gruba ait deney sonucunda

elde edilen II. tiir ilerleyen sansiirlenmis egitici 6rneklemler Tablo-8’de

yer almaktadir.
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Tablo 8 A, ve A, viriisii tasiyan farelerin yasam siirelerine iligkin II. Tiir ilerleyen
sansiirlenmis egitici orneklemler

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

XR o 11002 ]190.3 | 215.8 | 320.1 | 329.6 | 440.6 | 450.1 | 451.8 | 559.8 | 564.5

YR, | 3262|4306 | 433.7 | 548.4 | 566.3 | 580.0 | 591.5 | 597.0 | 683.6 | 703.1

R 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sonug olarak; X 1}30;20 < Yl:l}oao < X {51020 < Vigoo varsaymm altinda,
bollim 4.2.1° deki test prosediirii ve (4.8) ve (4.9)’ daki hatalar, 730
giinden Once Glen bir farenin hangi viriisii tasidigin, istatistiksel olarak

tahmin etmek i¢in kullamilabilir. Bu amagla, H,:F, =F, hipotezini

H, :F, = F, hipotezine karst test etmek i¢in kullamlacak karar kriterleri,
Eger 7 €(0,326.2) ise, H reddedilemez.
Eger Z  (564.5,) ise, H( reddedilir.
Eger Z €(326.2,564.5) ise, karar verilemez

seklinde olacaktir. Omrii 730 giinden az olan {i¢ yeni fareye iliskin 6liim

yaslari, test sonuglari ve ilgili hatalar asagidaki Tablo-9°da yer
almaktadir.
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Tablo 9 Omrii 730 giinden az olan ii¢ yeni fareye iligkin yasam siireleri ve test

sonuclari
FareNo | z (giin) | KARAR a B
1 220.2 Fare A; virtistinii tasiyordu. 0.270 | Yok
2 593.0 Fare A; viriisinii tastyordu. yok | 0.047
3 428.5 Farenin hangi viriisii yok Yok
tasidigina karar verilemez.

Tablo-9- incelendiginde, I.Tip hatanin 0.27, II.Tip hatanin ise
0.047 oldugu, 6mrii 220.2 giin olan fare i¢in %73 giiven diizeyinde Hy’
in reddedilemedigi (yani farenin A; viriisiini tasidigina karar verilmis
oldugu); dmrii 593 giin olan fare iginse %73 giiven diizeyinde H
reddedilmis oldugu (yani A, viriisiinii tasidigina karar verildigi), bu son
karara iliskin ikinci tip hatanin ise %4.7 oldugu goriilmektedir. Ayrica,

Omril 428.5 giin olan fareye iliskin karar verilememistir.
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6 GENEL SONUCLAR

Bu c¢alismada wverilen 4 teoremle; genellestirilmis sira
istatistiklerine dayali dagilimdan-bagimsiz (veya invaryant) giiven
araliklart kurulmus ve giiven diizeyleri verilmis, yine genellestirilmig sira
istatistiklerine dayali olarak asan istatistiklerin olasilik dagilimlari
incelenmis ve elde edilmis, genellestirilmis sira istatistiklerine dayali
istatistiklerin iistel dagilim i¢in karakterizasyonu yapilmis, m adet yeni
g6zlemden / tanesinin minimal bogluga diisme olasiliklari, parametrelere

bagli olarak verilmistir.

Diger yandan, Bairamov ve Petunin’ in (1991b) 6nerdikleri test
prosediiriine uygun olarak, genellestirilmis sira istatistiklerine dayal test

prosediirii ortaya koyulmustur.

Sonu¢ olarak elde edilen istatistiksel bulgu ve yontemler,
genellestirilmis sira istatistiklerinin alt modellerinden uygun olanlarinda,
Ornegin, sira istatistiklerinde, II. Tiir ilerleyen sansiirlenmis sira

istatistiklerinde, ardigik sira istatistiklerinde vb. kullanilabilecektir.
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