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OZET

UC BOYUTLU LOKAL ¢ — SIMETRIK NORMAL HEMEN HEMEN DEGME
METRIK FINSLER MANIFOLDLARI

JUMAAH, Osamah
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez Damgmani: Prof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
Aralik, 2024, 97 sayfa

Bu tez calismasi iic boliimden olusmaktadir. Manifoldlar tizerindeki yapilara
temel olusturmasi i¢in tezimizin ilk béliimiinde manifold {izerinde yapilar ve hemen
hemen Kompleks manifoldlar ve Kompleks manifoldlar, Kompleks manifold ve hemen
hemen Kompleks manifold o6rnekleri, Hermit manifoldlari, Kaehler manifoldlari,
Degme manifoldlar1 verildi. Ikinci béliimde ii¢ boyutlu lokal ¢ —Simetrik normal
hemen hemen degme metrik manifoldlara yer verildi. Ricci tensorii n —paralel olan
lokal @ —Simetrik {i¢ boyutlu normal hemen hemen degme metrik manifoldlari
incelendi. Once 3-boyutlu normal hemen hemen degme metrik manifoldun lokal ¢ -
simetrik olmasi igin gerek ve yeter sartin bulunusu gosterildi. Daha sonra a, § = sabit
iken boyle bir manifoldda Ricci tensorii 7 —paralel ise manifoldun lokal ¢ —Simetrik
oldugunun ispati verildi. Son olarak da skalar egriligi sabit olan 3-boyutlu lokal
¢ —Simetrik normal hemen hemen degme metrik manifold &rnegi verildi. Ugiincii
bolimde ise 6zglin ¢caligmamiz olan ii¢ boyutlu lokal @-simetrik normal hemen hemen
degme metrikli Finsler manifoldu ¢alisildi. Finsler manifoldlar1 hakkinda biraz bilgi
verildikten sonra Finsler manifoldlari i¢in lokal @-simetrinin tanimi verilmis ve lokal ¢-
simetrik Normal hemen hemen degme Finsler manifoldlarinin sabit skalar egrilige sahip
oldugu gosterilmistir. Normal degme Finsler manifoldundaki n-paralel Ricci tensoriiniin
skaler egriliklerinin sabit oldugu kanitlanmistir. Son olarak sonuglar1 gésteren bir 6rnek

verilmistir. Son boliim ise tartisma ve sonug kismina ayrildi.

Anahtar Kelimeler: Degme Manifold, Finsler Manifoldu, Finsler Metrik, Hemen

Hemen Degme Manifold, Lokal ¢ —Simetrik Manifold
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ABSTRACT

LOCALLY ¢ —SYMMETRIC NORMAL ALMOST CONTACT METRIC
FINSLER MANIFOLDS OF DIMENSION 3

JUMAAH, Osamah
Master Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
December, 2023, 97 pages

This thesis consists three of chapters. In order to provide a basis for the
structures on manifolds, almost complex manifolds and complex manifolds are given in
the first part of our thesis, complex manifolds, almost complex manifold examples,
Hermit manifolds, Kaehler manifolds and Contact manifolds are given in the first part
of our thesis. In the second part, three-dimensional locally ¢-symmetric normal almost
contact metric manifolds were discussed. Three-dimensional normal almost contact
metric manifold which is locally ¢ -symmetric and whose Ricci tensor is #-parallel were
examined. First, it was shown that the necessary and sufficient condition for the three-
dimensional normal almost contact metric manifold to be locally ¢-symmetric. Then, it
was given the proof that if the Ricci tensor is n-parallel in such a manifold while o, =
is constant, the manifold is locally @-symmetric. Finally, an example of a 3-dimensional
local @-symmetric normal almost contact metric manifold with constant scalar curvature
is given. In the seventh chapter, our original work, the locally @-symmetric almost
contact metric Finsler manifold, which is normal in three dimensions, was studied. After
giving some information about Finsler manifolds, the definition of locally ¢-symmetry
for Finsler manifolds is given and it is shown that locally @-symmetric normal almost
contact Finsler manifolds have constant scalar curvature. It has been proven that the
scalar curvatures of the n-parallel Ricci tensor in the normal contact Finsler manifold

are constant. Finally, an example is given to illustrate the results.

Keywords: Almost Contact Manifold, Contact Manifold, Finsler Manifold, Finsler
Metric, Local ¢-Symmetrical Manifold
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TEZ METNI



GIRIS

Metrik manifoldlar teorisi, modern diferansiyel geometri igin dikkate deger bir
arastirma alanidir. Oubina, (o, f)- tipindeki trans-Sasakian manifold siniflandirmasi
fikrini ortaya att1 (Oubia, 1985). Sasakian manifoldu, « = 1, # = 0 i¢in trans-Sasakian
manifoldunun dikkate deger bir kategorisidir. Ayrica kosimplektik manifold, a =0, p =
0 i¢in trans-Sasakian manifoldunun diger bir kategorisidir. Kenmotsu manifoldu a = 0,
B = 1 sart1 ile verilebilir. Son zamanlarda, ii¢ boyutlu normal hemen hemen degme
manifoldlariin egriligi Olszak tarafindan incelenmistir (Olszak, 1986). Ayrica local ¢-
simetrik Sasakian manifold kavrami Takashi tarafindan ortaya atilmigtir (Takahashi,
1977). Boecks, Buecken ve Vanhecke degme geometrisinde ¢-simetri kavramini
sundular (Boeckx, Buecken ve Vanhecke, 1999). Daha sonra De, Yildiz ve Yalinz ii¢
boyutlu olan normal hemen hemen degme manifoldlarini incelediler. a, B = sabit iken 7-

paralel Ricci tensoriiniin lokal olarak @-simetrik oldugunu gosterdiler (De, Yildiz ve
Yaliniz, 2009).

Ote yandan, bircok arastirma Finslerian Geometrisine ayrilmistir, bkz.
referanslar, (Miron, 1982, Sinha ve Yadav 1991, Sinha ve Yadav, 1988, Yaliniz ve
Caligkan, 2013, Asanov, 1985, Atanasiv ve Sinha, 1984, Bejancu, 1996, Bejancu ve
Deshmukh, 1997). Paul Finsler 1918'de tezini yayinladiktan sonra Miron, vektor
demetinin toplam uzay1 iizerinde Finslerian nesneleri incelemek i¢in bir yaklagim ortaya
koydu (Miron, 1982). Ayrica Sinha ve Yadav, Finsler vektor demeti tizerinde hemen
hemen degme yapilarmi ve yar1 simetrik koneksiyonlari g¢alismistir. Yaliniz ve
Caligkan, Sasakian Finsler manifoldlar1 i¢in bazi sonuglar bulmuglardir (Yaliniz ve

Caliskan, 2013).

Manifoldlar tizerindeki yapilara temel olusturmasi i¢in tezimizin ilk bdliimiinde
hemen hemen Kompleks manifoldlar ve Kompleks manifoldlar, Kompleks manifold ve
hemen hemen Kompleks manifold 6rnekleri, Hermit manifoldlari, Kaehler manifoldlari,
Degme manifoldlart verildi. (Bu boélimler igin referansimiz Yano, K. and Kon, M.,
"Structures on Manifolds", 1984). ikinci boliimde ti¢ boyutlu lokal ¢-simetrik Normal
hemen hemen degme metrik manifoldlara yer verildi. Ricci tensorii n —paralel olan
lokal @ —Simetrik ii¢ boyutlu Normal hemen hemen degme metrik manifoldlart
incelendi. Once 3-boyutlu Normal hemen hemen degme metrik manifoldun

lokal @ —Simetrik olmasi igin gerek ve yeter sartin bulunusu gosterildi. Daha sonra



a, f = sabit iken boyle bir manifoldda Ricci tensorii n —paralel ise manifoldun lokal
@ —Simetrik oldugunun ispat1 verildi. Son olarak da skalar egriligi sabit olan 3-boyutlu

lokal @ —Simetrik Normal hemen hemen degme metrik manifold 6rnegi verildi.

Orijinal ¢alismamiz olan 3. boliimde, ii¢ boyutta normal olan lokal ¢-simetrik
hemen hemen degme metrikli Finsler manifoldu calisildi. Finsler manifoldlar1 hakkinda
biraz bilgi verildikten sonra Finsler manifoldlari i¢in lokal ¢-simetrinin tanimi verilmis
ve lokal ¢@-simetrik normal hemen hemen degme Finsler manifoldlarinin sabit skalar
egrilige sahip oldugu gosterilmistir. Normal degme Finsler manifoldundaki n-paralel
Ricci tensoriiniin skalar egriliklerinin sabit oldugu kanitlanmistir. Son olarak sonuglari

gosteren bir 6rnek verilmistir.
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1.1. HEMEN HEMEN KOMPLEKS MANIiFOLDLAR VE KOMPLEKS
MANIFOLDLARI

Oncelikle, reel ve kompleks vektdr uzaylari iizerinde birkag lineer cebir ile

alakali sonuglar1 verelim.,

R reel sayilar cismi {izerinde bir vektér uzayr V olsun. V nin

komplekslestirilmisi V¢ ile gosterilsin
ve={X +iY;(i =v—1) ,VX,Y € V}dir
v¢ lizerinde asagidaki kosullar saglanir:

X +iY = X'+iY’ olmasi igin gerek ve yeter kosul X = X’ ve Y = Y’ olmasidir.

V¢ tizerinde vektorel toplam
+:VEX Ve - Ve©
X+iY) + X' +HY)=X+X)+i(Y+Y)
seklinde tanimlanir ve skalar ile carpma da
I CXVE-SVE
(a +ib)(X +iY) = (aX — bY) + i (bX + aY)
seklinde tanimlanirsa V¢, C kompleks sayilar cismi tizerinde bir vektor uzay: olur.
VX €ViginX =X+ i0 € V¢ oldugundan V c V¢ dir. Z =X+ iY € V¢ i¢in
Z = X —iY € V¢ elemamna Z nin V ye gore eslenigidir deriz.
Ve -ve
Z-Z ,vyani Z+W=Z+W ve 1.Z=1.Z (LeC)
seklinde tanimlanan eslenik lineer doniisiim bir kompleks eslenik dontistimiidiir

V' R reel sayilar cismi tizerinde n-boyutlu bir vektor uzayr ve V nin bir bazi
{erez...eptolsun. VX, Y €Vigin X =Y dle; , Y =3, ble; iseozaman
X+iY= Z]n:l(ajej + ibje]-) = }‘zllj g olur, burada A= & +ib’ (Vj= 1,..n)
dir. e4,...,e, elemanlarinin V¢ kompleks uzayinda oldugunu diisiiniirsek C {izerinde

lineer bagimsizdirlar gergekten de eger Y. e =20

(Vj=1,2,...,n) ise, 0 zaman Y ale; =0ve ¥ ble; =0 demektir. Boylece a/ =b/ =0



(Vj= 1,..n) olur yani Vj= 1,..,n icin A/ =0 demektir. Bu yiizden

ey, €,,...,e, } lineer bagimsizdirlar. Bu nedenle{e,, e,....,e, }, VC de bir bazdir.
g

V, reel vektdr uzaymnn bir j lineer endomorfizmi eger j2=-1 sartin1 sagliyorsa
V {lizerinde bir komples yapidir denir, burada I ile V deki 6zdeslik doniistimii

gosterilmistir. V reel vektdr uzayi tizerinde bir j kompleks yapisi verilsin. X € V ve
A =a+ ib € C olmak tizere
CxXV-YV
AX = (a+ib)X =aX + bjX

carpimini tanimlayabiliriz. Boylece V nin C kompleks sayilar cismi lizerinde bir vektor

uzayi oldugunu diisiinebiliriz. A¢ikgasi, V nin boyutu ¢ift say1 olmalidir.

Tersine kompleks boyutu n olan bir kompleks vektor uzay: V olsun. j de V nin
vV X € Vigin jX = iX seklinde tanimli bir lineer endomorfizmi olsun. Eger V nin 2n reel
boyutlu bir reel vektor uzayi oldugunu diisiiniirsek o zaman j , V' nin bir komples yapisi
olur. SimdiV,j komples yapili bir reel vektér uzayr olsun. O zaman, j kompleks

yapisin1 V€ nin kompleks lineer endomorfizmine genisletebiliriz:
JX +1iY) = jX +i.jY , j2 =1

j Kompleks yapisiyla verimis 2n boyutlu reel vektor uzay1 V de Xy, X,,....X,

elemanlart i¢in {X4,...., X, jX1,....,jX } baz1 vardir.

Zie = 2 (X — X0, Z =5 K+ ijXi), k=10,

O zaman {Zi,...., Zp,Zq ..., Zn}, VC nin bazidir ve

jiZg = iZx . jIx = —iZg , k =1,...n.
Boylece

V0 ={z €V¢;jZ =iZ}

VOl ={z € VC¢;jZ = —iZ}

alirsak
Ve = V10 4 yol

direkt toplam vektor uzayini buluruz. Burada

vi0 =vOldir, Vv Z€e Ve icin



7= %(Z — ijZ) +% (Z + ijZ)

dir, burada - (Z — ijZ) € V*° ve - (Z + ijZ) € V%! dir. Bu
vio={x —ijX: X € V}
VOl ={X + ijX: X € V}dir.

V reel vektor uzayinin dual uzayini V* ile gosteririz. V* dual uzayimin kompleks

lestirilmesini de VS~ dual uzay: ile gdsteririz. Aslinda V€ dual uzayi, V nin kompleks
lestirilmisi olan V¢ nin dualidir. V {izerindeki j kompleks yapist V* {izerinde bir

kompleks yapiya indirgenebilir.

<jX, X" >=<X,jX*>, XeV, X eV
O zaman asagidaki ayristirmayi yazabiliriz.

V= Vi + Vo,
burda

Vo ={X*€ V*; <X, X*>=0,v XeV°! }

Vo ={X*€V*’; <X,X*>=0,v XeV'° }

M bir reel diferensiyallenebilir manifold olsun. M iizerindeki j tensor alani
,V X € M igin TyM tanjant uzaymin j2 = —I olacak sekilde bir endomorfizmi ise M
tizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir denir. M manifoldu iizerinde tanimlanan j
hemen hemen kompleks yapisiyla birlikte bir hemen hemen kompleks manifold olur.
Her hemen hemen kompleks manifold ¢ift boyutludur. Her M kompleks manifoldunun
bir j hemen hemen kompleks yapisina sahip oldugunu gosterelim. M nin her bir P € M
noktasmin bir u komsulugu iizerinde bir kompleks lokal koordinat sistemi (z1,..., z™")
olsun. Z' =x +iyl , j= 1,..,n, alahm. T,(M) tanjant uzaymm bir j endomorfizmini

asagidaki gibi tanimlayalim:

()= ()= -(2) = 1,..0. (1.1)

jnin tammmin kompleks lokal koordinat sisteminin seciminden bagimsiz

oldugunu gosterelim:



T5(M) , T,(M) nin komplekslestirilmisini gostersin. j yapisint T5(M) ye

genisletelim.

G =i G =i, =L, (1.2)
burada

G =3 (o) i) G =5 (55) +i (557): (1.3)

Dir. Boylece eger T5(M) nin Z elemam (%) nin bir lineer kombinasyonu ise 0 zaman

JZ = iZ dir ve eger Z sadece ( =) nin bir lineer kombinasyonu ise 0 zaman
JZ = —iZ dir. Simdi de P nin U koordinat komsulugunda bir diger lokal koordinat
sistemi (w,...,w™) olsun. Eger wX= uX + ivk, k=1,.,n, ise o zaman Tp(M) nin j'

endomorfizmi

.y 5} _ i v i = . i _

J (ﬁ) T avk J (6Vk) - (ﬂuk) ) k=1..n
seklinde tanimlidir. j* endomorfizmini T,5(M) ye genisleterek

.y 0 . 0 .y d

J (W) B l(m) I G = (awk) : k =1,..n

buluruz. Diger yonden , p € M noktasinda

5} oF)

owk 21 awk ( )azl awk ZJ awk (p )021 '

? ?
Boylece —— ve — , — ve ; nin lineer kombinasyonlaridir
2 ., 9
JED =i, ) = i),

Dir. Sonug olarak,j, p € M nin komsulugundaki Kompleks lokal koordinat sisteminin

seciminden bagimsizdir. j2 = -l olup M iizerinde bir hemen hemen Kompleks yapidir.

M ve M', sirasiyla, j ve j" hemen hemen kompleks yapilariyla hemen hemen

kompleks manifoldlar olsunlar. Eger j'f,=f,j ise
f:M->M

dontisiimiine hemen hemen kompleks doniisiim denir (Yano, K. and Kon, M.,1984).



Onerme 1.1.1. M veM' birer kompleks manifold olsunlar. f: M- M'
doniistimiiniin holomorfik olabilmesi igin gerek ve yeter kosul f nin M ve M' niin

kompleks yapilarina gére hemen hemen kompleks olmasidir.

Ispat. j ve j', sirastyla M ve M' nin hemen hemen kompleks yapilar1 olsunlar,
PeM ve f(p) € M' niin komsuluklarindaki kompleks lokal koordinat sistemleri,

sirastyla , (z1,...,2") ve (wl,...,w™) olsun zK=xX + iy® ve wi= u/+iv) alalim. Eger
*ul = od(x1,... x" ..y
v = BI(xL,... x2yt,...y")

alirsak

f(S) =5 & PG + (5 @ ()

() =5 CD ) + () ()
olur.

f, (]( )) yi j(f, ( )) ile ve f(]( ))yl i (f, (a -)) ile Karsilastirirsak

f bir hemen hemen kompleks yap1 olur ancak ve ancak

(2 ) = (2) @), (22) ) = - (22) o

(Vjk= 1..n) dir. Bu f*w) = f*u + if*v) = o/ + ip} Cauchy-Riemann
denklemidir.

Boylece f Dbir hemen hemen kompleks doniisiimdiir ancak ve ancak f |

holomorfiktir.

M nin X noktasindaki kompleks tanjant uzaymi T, (M) ile gosterelim. Ty (M)
nin elemanina, X noktasindaki kompleks tanjant vektorii denir. M hemen hemen
kompleks yapisi j olan bir hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman

TE(M) = T (M) + T (M)
dir, burada T,”°(M) ve T>' (M), j nin, sirasiyla,i ve —i zdeger degerlerine karsilik

gelen 6zdeger uzaylaridirlar.

T°(M) ye ait olan bir kompleks tanjant vektdr alani (1,0) tipindedir denir.
Benzer seklide T>"' (M) ye ait olan kompleks tanjant vektor alan da (0,1) tipindedir.



Bir Z kompleks tanjant vektor alan: (1,0) tipindedir ancak ve ancak Z =X —ijX ,X €
T, (M) dir. Benzer sekilde Z kompleks tanjant vektor alaniin (0,1) tipinde olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul Z = X + ijX , X € T,(M) olmasidr.

M hemen hemen kompleks yapisi jolan reel 2n boyutlu kompleks manifold
olsun. (z!,...,z") de kompleks lokal koordinat sistemi olsun. O zaman, (1.2) den
gorebiliriz ki

5} 5}

L . 9 9
Ly 8 T, (M) nin bir bazidir. Benzer sekilde {a_ ﬁ} de, T (M)

zl’

0 a a 0

nin bir bazidir. Dahas1 { } de T, (M) nin bazi olur.

T,(M) nin dual uzay: olanT; (M) min komplekslestirilmisini T;° (M) ile
gosterelim.

V j=1,.,n, icin z/=x + iy}, alahm ve duallerini

dz) =d)+idy! , dZ =dx -idy), j=1,..n. (1.4)

seklinde tanimlayalm. O zaman {dz!,...,dz",dZ.,...,dz"} de T, (M) nin bazidir.
Ustelik

a2 (55) = 47 (535) =
7 () =d? () =0 ., jk=1..n.

M manifoldu tizerindeki r-formlarin uzayr D"(M) olsun. D"(M) uzayinin
komplekslestirilmisi C"(M), w; ve w, reel r-formlari gostermek iizere w = w; +iw,
seklindeki formlarin ciimlesidir. W € C"(M), M {izerinde bir kompleks r-formdur
denir. M iizerindeki W kompleks r-formu, her X € M noktasinda A"T;°(M) nin bir

elemanini verir, yani, her X € M noktasinda
Tg(M) X Tg(M) X..... X T§(M) - C

seklinde tanmimli bir skew-simetrik r-lineer dontisiimdiir. Daha genel olarak, M
tizerindeki kompleks tensor uzayini reel tensor alanlarimin uzaymin komplekslestirilmisi

olarak tanimlayabiliriz.

V bir reel vektor uzayi olsun. O zaman V= Vio+Vo,1 dir. AVy g ve AV, dis

carpim cebirleri AV** nin alt cebirleri olarak da diisiiniilebilir. APAV*, AV*® nin alt
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uzay1 olsun. APAV* alt uzayr a € APV, ve B € AV, olmak iizere a A B tarafindan

gerilen alt uzaydir. O zaman
p
AV = ZAFV*c , AV = Z APAY*¢
r=0 P+q=r

dir. V*°de kompleks eslenik APAV*“ ve AQPV*" arasindaki reel lineer izomorfizmi

verir. Bu sonuglar1 T; (M) ye uygulayarak asagidaki ayrisim: buluruz.
C(M) = Z:=o C'(M) = Z;(FO CPA(M), CT(M) = ¥sqer CPA(M)

burada C(M) M iizerindeki kompleks diferansiyel formlarin uzayidir. CP94(M) nin
elemanina (p,q) dereceli kompleks form denir. Bir W kompleks 1-formunun derecesi
(1,0) dir ancak ve ancak (0,1) tipindeki her Z kompleks vektor alani i¢in w (Z) = O dur.
Benzer sekilde derecesi (0,1) dir ancak ve ancak her (1,0) tipli Z kompleks vektor alani
icinw (Z) =0 dur.

C9(M) nin bir lokal bazi {w?,..., w"} olsun. O zaman kompleks eslenigi olan
{w,...,w"}de COY(M) nin bir lokal bazidir. Buradan witA.... AwPAWS: AWK2A ...
AWRe, 1<j; <..<j, <nvel<k,; <..<kq <n formlarnm ciimlesi de C*9(M) nin
bir lokal bazidir diyebiliriz. C>°(M), Cc*°(M ) ve C%(M) nin lokal olarak

genellemesi C(M) oldugundan asagidakileri yazabiliriz:
dc®%(M) c cO(M) + C%1(Mm),
dcto(M) c C2%(M) + CLL(M) + CO2(M),
dc%1(M) c C20(M) + C11(M) + C>2(M),
buradan da
dCPa(M) c CP*2a-1(M) +CPHL.a(M)+ cPat(M) +CP-1-a+2(\).
dir. Burada j hemen hemen kompleks yapisinin (1,2) tipindeki N torsiyon tensor alanini

M tlizerindeki her X ,Y vektor alani igin asagidaki gibi tanimlariz (Yano, K.
and Kon, M.,1984).

N(X,Y) = [[X,jY] - jIX.jY] - j[X,Y] - [X,Y] (1.5)
Teorem 1.1.1. Bir hemen hemen kompleks M manifoldu i¢in, asagidaki

kosullar esdegerdir:
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a) Eger Z ve W (1,0) tipinde kompleks vektor alanlar iseler [Z,W] da (1,0)

tipinde kompleks vektor alanidir ;

b) Eger Z ve W (0,1) tipinde kompleks vektor alanlar iseler [Z,W] da (0,1)

tipinde kompleks vektor alanidir ;
c) dCo(M) c Cc*°(M) + CcLi(M), dCOT(M) c CL1(M)+C22(M);
d) dCP9(M) c CP*H9(M) + CPa*Y(M) |, (p,q=0,1,........ ,n) ;
e) hemen hemen kompleks yapi torsiyonsuzdur .

Ispat. Her Z =X +iYve W =X’ +iY’ kompleks vektor alanlar icin
[Z,W] braketi

[Z,W] = ([X,X'] = [V,Y']D + i([X,Y'] + [V,.X']D.
seklindedir. Boylece ([Z, W] ) = [Z ,W ] olur, bu da (a) ve (b) kosullarmin sagladigin
gosterir

W € CYO(M) olsun. Eger Z ve W (0,1) tipinde kompleks vektor alanlartysalar
0 zaman (b) den 2dw(Z,W) = Z(o(W)) — W(o(Z)) — o([Z,W]) =0.

olur. Boylece dw (0,2) dereceden bir birlesen igermez benzer sekilde, eger w C%*(M)
ise, dw nin (2,0) tipinden bir bilesen icermeyecegini de sdyleyebiliriz. (c) = (a) sartin
ispatlamak igin ; (1,0) tipinden Z ve W vektorlerini alahm. O zaman (1,0) tipli her W

formu i¢in
w([Z,W]) = 0 olur. Boylece, [Z,W] de (1,0) tiplidir.

(c) = (b) sartida benzer sekilde gosterilebilir C%°(M), C1°(M) ve C%1(M) nin
genellestirilmisi C(M) oldugundan (c) = (d) dir. (d) = (c) sart1 da asikardir

(a) = (e) sart1igin X ve Y reel vektor alanlari igin

Z=[X—-1iX,Y—ijY] alalm. VXY reel vektor alan1 i¢in Z nin (1,0)

tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart (a) nin saglanmasidir. Diger yonden
Z+ijZ =—N(X,Y) — ijN(X,Y).

Dir. Z + ijZ = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sartin Z nin (1,0) tipli olmas: gerektiginden

her X,Y € Rigin N (X, Y) = 0 olmasi gerek ve yeter sart oldugundan (a) saglanir.
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Eger (a) sarti saglaniyorsa j hemen hemen kompleks yapisinin
integrallenebilir oldugunu sdyleyebiliriz yani, j integrallenebilir ancak ve ancak N = 0
dir (Yano, K. and Kon, M.,1984).

Teorem 1.1.2.j hemen hemen kompleks yapili bir hemen hemen kompleks

manifold M olsun. O zaman j bir kompleks yapidir ancak ve ancak j torsiyonsuzdur.
Ispat: M iizerinde bir lokal koordinat sistemi (x!x?,....,x?™) olsun, N nin bu
lokal koordinat sistemine gore N]-ik bilesenleri
jic = ZR21GJ Onjic — ik Onfj — ih Ojik + i Ond])-
seklindedir, burada j]‘-', ile j nin bilesenleri gosterilmistir. j, M {izerinde bir kompleks

yap1 olsun. O zaman (1,1) den , j nin bilesenlerinin sabit oldugunu goriiriiz. Boylece

de Njik: 0 olur (Newlander ve Nirenberg, 1957) (Matsushima, 1972).

Teorem 1.1.3. M hemen hemen kompleks yapisij olan 2n-boyutlu hemen
hemen kompleks manifold olsun.M nin bir{U} acik komsulugu asagidaki sarti
saglayacak sekilde vardir. Her U agik komsulugu iizerinde bir (x1,....x™, y1,...,y™) lokal

koordinat sistemi vardir ve

(0N _ 9 (9)__(2 L
J (@) - ayj ’](ay]'> - (aX]‘) ) ] —1,2,...,n.
O zaman M bir kompleks manifolddur (Yano, K. and Kon, M.,1984).

ispat. U ve V lokal koordinat sistemleri tizerindeki lokal koordinat sistemleri,

sirasiyla,
(x),y)) ve (W, V) olsunlar. U NV # @ iizerinde
u=d (Xk, yk) , vl = Bj (Xk, yk)

dir. O zaman

=5 (5 G+ () (5))
=5 (5 )+ & (%))

Dir, yukaridaki denklemlerde esitligin her iki tarafina j uygularsak
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=5 ((55) 63 - & ()
=5 (5 )+ & (%))

buluruz. Bu denklemlerden de

dak opk dak opk .
i_ = i ’ L = —(i), ],k :1,...,n,
ox ay’ ay) ox)

elde ederiz. Z= x/ + iy/ , w/ = u +iv/ alirsak o zaman (z',...,z") ve (w?,...,w") ,
sirasiyla, U ve V iizerinde lokal koordinat komsuluklar1 tizerindeki local kompleks

koordinat sistemleri olurlar.
wk= £k (z1,..,z"),  fk=ak +ig*k, k=1,..n.
demektir. f¥ holomorfik oldugundan da M bir kompleks manifolddur.

Eger X vektor alam1 M lizerindeki L,; = O sartim1 sagliyorsa 0 zaman X, j
hemen hemen kompleks yapisinin bir analitik vektor alanidir denir (Burada Ly,X vektor

alanina gore lie tiirevini gosterir)
M {izerindeki her X,Y vektor alani i¢in
(Lyj)Y = LyjY - jLeY = [X, Y] - j[X, Y] dir (Yano, K. and Kon, M.,1984).

Onerme 1.1.2. M deki j hemen hemen kompleks yapisinin analitik vektor alam
X dir ancak ve ancak M deki her Y vektor alani igin [X,jY] = j[X,Y] dir (Yano, K. and
Kon, M.,1984).

Teorem 1.1.4. M kompleks manifoldu tizerinde 1- parametreli grup @, ve X de
@, nin analitik transformasyonu olsun. O zaman X vektor alan1 M deki j hemen hemen
kompleks yapisinin bir analitik otomorfizmidir ancak ve ancak her t € R i¢in @,, M

nin bir holomorfik izomorfizmidir.

Ispat. M iizerindeki her Y vektor alan1 igin
X, Y]y = X, Yl = lim 2 [y - (8. (Ve
Jx (Vs = (80.Yo, 1)1 = limlix (8. Y -1y (0. (YD, 1]

(V x € M). Boylece 6nerme 1.1 den, @, holomorfik bir izomorfizm ise,

[X,jY] = j[X,Y] dir yani X bir anatik otomorfizmdir.



14

Karsit olarak X bir anatik otomorfizm olsun
BEY)=) (B:).Y-(0)jY , VYEM
alalim
Pt+s;Y)=0(s; (@) Y)+ (@5). O(tY).
dir. Boylece
lim <[t + 5 V), — B(6 V)] = ~[x 05 V)],
bulunur, t nin bir fonksiyonu olarak, @ (t; Y)x asagidaki diferansiyel denklemin bir
¢Oziimidiir

do(t;Y)y
dt

= —[X,8(tV]x.

Burada @(0; Y) = 0 dir, yani @(t; Y)4= 0, dir @, bu nedenle, holomorfik

izomorfizmdir (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 1.1.3. Hemen hemen kompleks yapisi j olan M manifoldu iizerinde bir
anatik vektor alan1 X olsun. O zaman jX de bir anatik vektor alanidir ancak ve ancak M
deki her Y vektor alani i¢in N(X,Y) = 0 dur.

Ispat. Onerme 1.1.2 den her Y vektor alani igin
N(X,Y) = [IX,JY]-J[IX, Y]
dir. Buradan JX 'in de bir analitik oldugu asikardir

M bir kompleks manifold ve M nin bir kompleks lokal koordinat sistemi de

(z,...,z"),

z) = xJ + iyJ olsun.

d’: CPA(M) —» CP+La(M), d": CPI(M ) » CPAtL(M).
Diiniistimlerini

d=d'w+d'w (V¥ weCPIM))
seklinde tanimlayalim

(d)?=0, (d"?=0, d'd’"+d"d =0,dr.

(p,0) tipli bir w formu holomorfiktir denir eger d"w =0 ise

(z1,...,z™) lokal koordinat sistemine gore w nin bilesenleri



15

w=Xf dzlt A........ A dzlp
oldugundan d"w =0 & d"fjlep =0 dur.
M {izerinde tanimli her f fonksiyonu i¢in
o (OFN 4 af\
df=y. (5) dz + 3 (@) dz
olur, buradan
‘e of ; e of .
) (ﬁ) dz |, d"f=Y (E) d7
yazabiliriz, yani her j=1,..n,icin d'0o=0< afjl_____jp / 07} =0 dur.

Boylece w formu holomorfiktir ancak ve ancak w nin fjl__"].p bilesenlerinin

hepsi de holomorfiktir.

M kompleks manifoldu tizerindeki (1,0) tipi bir Z kompleks vektor alam

holomorfiktir eger her lokal tanimli f holomorfik fonksiyonu i¢in Zf holomorfik ise

z=X%f (621)

alalim Z holomorfiktir ancak ve ancak f/ lerin hepsi de holomorfik fonksiyonlardur.
(Yano, K. and Kon, M.,1984).

Onerme 1.1.4. M, iizerinde j hemen hemen kompleks yapistyla bir kompleks
manifold olsun. Eger X, M {izerindeki j hemen hemen kompleks yapisinin bir analitik

otomorfizmi ise 0 zaman X — ijX bir holomorfik vektor alanidir.
ispat: = (X —ijX) =X ()
pat: 2 J 0z}
2 Y — jy) =X gj(i) alalim
2 07)
[XjY]=j[X,Y] © her j =1,...,n,i¢gin
Yg ( ) 0 dir. Y bir keyfi vektor alani oldugundan =0, (Vj=1,..,n).

Boylece X — ijX holomorfiktir Z, M de bir holomorfik vektor alani olsun
— io0\_ 1 if 0 i 0 1 (0
220613 (¢ () + 9/ () +2 (59 () -« ()

olur, burada i = a’/ + i’ dir, eger X = 2(00( )+ [31( )) alirsak
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Z :% (X —ijX) olur. X vektor alan1 koordinat komsulugu segiminden

bagimsizdir.

H-0 (Vjk=l..n)

87"
oldugundan, [X,jY]=j[X,Y] (VYY) dir yani X bir analitik otomorfizmdir.
0: X — %(X— ij X) doniisimi j nin analitik otomorfizmlerinin Lie

cebirinden holomorfik vektor alanlarinin Lie cebirine tanimlidir. Her X ve Y analitik

otomorfizmi igin
0 [X.Y] = [0X, 6Y]
oldugunu j [X,Y] = [ X,Y] = [X,jY] ve [[X,jY] = —[X,Y] esitliklerini kullanarak

gorebiliriz , 6 ,1:1 bir dontisiimdiir. Boylece 6 bir izomorfizmdir (Yano, K. and Kon,
M.,1984).

1.2. KOMPLEKS MANIFOLD VE HEMEN HEMEN KOMPLEKS MANIiFOLD
ORNEKLERI

Ornek 2.1. C"={ (z%,....z")/ z¥ € C.k =1,....,n.} kompleks vektér uzayinda
7X=xKk + iyk, xK, yk € R, k=1,.n,
alirsak
Cn 5 R20
(z%,...z%)->(xL,.. ., x" vyt yD)
eslemesini yapabiliriz. R?™ in
(xL,..,x0 yh Ly (Y.L vy, —xE L, —xD)

seklinde tanimlanan kompleks yapisina kanonik kompleks yapr denir. R?" in standart

bazi cinsinden matris formunda yazilis

. _[0 In]
o= |1, 0

olur

R2™in {eq, ey, ...,€n, €041, -, €2} Standart bazi icin
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Jo (1) = jo(1,0,....,0) = (0,...,0,-1,0,.....0) = —ep44

Jo (2) = jo(0,1,....,0) = (0,...,0,0,-1,.....0) = —€p47

Jo (en) = jo(0,...,0,1,0,....,0)=(0,...,0,0,....-1) = —e,,

Jo(ens1) = jo(0,...,0,1,0,...,00=(1,0,........0) = e;

Jo(ensa) = jo(0,...,0,0,1,...,0) = (0,1,...., 0) = e,

Jo(ezn) = jo(0,...,0,0,...,1) = (0,....,0,1,0,...., 0) = e, (Yano ve Kon, 1984).

Ornek 1. 2.1. C kompleks sayilar cismi iizerinde g Lie cebiri bir kompleks Lie
cebiri olarak adlandirilir. g bir reel vektor uzay: olsun. g reel vektor uzayi lizerinde bir
j kompleks yapisimV X € g icin jX = iX seklinde tanimlayalim. j kompleks yapisi
UX.Y]=j [XY]=[X,Y]

(V X, Y € g) esitligini saglar, yaniad (X)j =jad (X) (V X € g).

Tersine, VX € g i¢inad (X)j = j ad (X) olacak sekide tanimli bir j kompleks
yapili reel g lie cebiri olsun, (a + ib) X = aX + bjX tanmimyla

[(a + ib)X.,Y)]=a [X.Y]+ b [[X.Y]= a [X.Y]+ bj [X.Y]
= (a + ib) [X,Y]
olur. Béylece j bir kompleks Lie cebiri dir (Yano, K. and Kon, M.,1984).
Ornek 1.2.2. G Kompleks lie grubu
(a,b) € G X G »ab € G
ve
a€G-oaleag
holomorfik dontisiimler olmak tizere
(@) G(n, C) kompleks Lie grubudur
(b) C™, kompleks Lie grubudur
(c) Iki kompleks Lie grubunun direk ¢arpimi da kompleks Lie grubudur

(d) Her bir ¢ift boyutlu komutatif Lie grubu bir kompleks Lie grubudur ;
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Eger G bir kompleks Lie grubu ise, G nin g Lie cebiri bir kompleks Lie
cebiridir. Tersine, eger bir G reel Lie grubunun g Lie cebiri kompleks ise, G bir

kompleks. Lie grubu yapisindadir (Matsushima, 1972).

Ornek 1.2.3. M bir kompleks manifold olsun.P: M — M projeksiyonunu
diisiinelim. M nin bir agik ortiisii{U;}olsun &yleki her i igin U; ,p(U;) iizerine P ile
holomorfik olarak haritalansm. M nin boyle bir ortiiliisii her zaman vardir. M nin

kompleks yapisi j olsun P nin U; deki bileseni P; olsun

Ji= @7 j - (P
alalm U; N U; de P - P; 6zdeslik oldugundan j; ve j; gakisir. Boylece M iizerindeki j;
operatorii M iizerinde bir kompleks yap1 tanimlar (Yano, K. and Kon, M.,1984).

Ornek 1.2.4. C", 2n boyutlu reel vektdr uzayr olarak alinsin.C* in bir

{a,,...,a,,} bazi i¢in
r = { iglm]aj m; EZ }

C" toplamaya gore abel grubu olarak disiiniilsiin. O zaman r, C" in bir alt
grubudur. C" in C"/ r bolim grubunu T ile gosterelim w: C" — T bir doniigiim olsun. T
nin bir agik alt ciimlesini U ile gosterelim eger m~* (U) da C™ de bir agik ise T iizerinde
bir topoloji tanimlariz o zaman a € C" olmak tizere T min her bir n(a) noktasi, a € C*
in bir komguluguna homeomorf olan bir komsuluga sahiptir. T kompleks boyutu n olan
bir kompleks manifolddur (Yano, K. and Kon, M.,1984).

Ornek 1.2.5. C"*1-{0} ciimesinde bir esdegerlik bagintisi1 asagidaki gibi

tanimlayalim. z = (zX) ve w=(wX) noktalarinin esdeger olmasi i¢in z = Aw, yani

zk = awk (k = 0,1,...,n) olacak sekilde sifirdan farkli bir A kompleks sayisi
olmasi1 gerekir. Bu sekildeki esdegerlik bagintisiyla tanimlanan esdegerlik siiflarinin
ciimlesine n-boyutlu kompleks projektif uzay denir ve CP" ile gosterilir. CP™ in

topolojisi de dogal boliim topolojisi ile tanimlanir. V j = 0,1,...,n, i¢in
Ui={z: z/ # 0} c(C"*"-{0})

olsun. Uj 1n C"*! — {0}—>CP™ dogal projeksiyonu altindaki gorintiisii U; olsun. U; den

C" ye @ doniisiimii z nin esdegerlik siniflarmin C deki(z) # 0)
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(z°12),.... 272 2+ ...,z 7)) elemanlarina doniistiiriilir. O zaman {(U;,9;
), 0 < j < n}CP™ in bir kompleks koordinat sistemidir. ( z%%,..., 27/,
Z*17) ..., z"/2)) lokal koordinat sistemi, CP™ in homojen olmayan koordinat sistemi
olarak adlandirilir (z°, z%,...,z") koordinat sistemi de CP™ in homojen koordinat

sistemi olarak adlandirilir.
Sifirdan farkli kompleks sayilarin ¢arpim grubunu C* ile gosterelim.
C* x (C™1 —{0}) » C™*1 — {0}
AZ)-> AZ
dis ¢arpim islemini tanimlayalim. O zaman
CP" = (C™1—{0}) /C* - C™! — {0} , CP™ iizerinde asli lif demetidir.
m: C**1 — {0} -» CP™
projeksiyondur. ; :m~*(U;) = U; X C* lokal esdegerlik
U;(2z) = (n(2).2) e Uy x C* |, z=(z)) € C"*! — {0}
seklindedir.
Yy: Uj N Uy — C* fonksiyonlarmi (z°,...,z") Homojen koordinat sistemi i¢in
Yy = zX / 7) ile tanimlayalim.

§2n+l cn+l de birim kiireyi gostersin, yani  S?M*1 ={ (z0,..z") €
CrHl yn |zK)2 =1} dir, S* ={z € C: Iz | = 1} birim ¢gemberi carpim  grubu

olarak diisiiniilebilir ve
/1=e2“ieesl—>$log7\=GER/Z.
C"*1 — {0} 1n alt demeti olan S?**1 CP™ {izerinde bir asli lif demetidir.
m: S21*1 — CP™ bir projeksiyondur.

Y mH(U;) = U; xS' lokal esdegerlikler ve Un:U;nUg = S' gegis

fonksiyonlari, Sirasiyla,

Ui(2) = (n(2),2//|Z)|) € U; x S, z € $2n*!

g = (2°|2]) / @)
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seklindedir. S?*1 in CP™ iizerinde R/Z grubuyla bir asli lif demeti oldugunu
diistiniirsek, Y5: Uj N U »R/Z gegis fonksiyonlar1 asagidaki gibidir (Yano, K. and
Kon, M.,1984):

V' =i log Yy =i(1o z%/7) —log|zX| / |2])
b 2mi k= o V108 &

Ornek 1.2.6. S?P*1 ve S29+1 birim kiireleri verilsin S?P*1 x S24+1 (p,q >
0) carpim manifoldu bir kompleks yapiya sahiptir (Calabi ve Eckmann, 1958; Hopf,
1948).

Ornek 1.2.7. Cayley sayilar cebirini C ile gosterelim ve bazimi da {I, ey, e,

- €6}, Olarak alalim. € nin birim elemani | olarak alinmistir. Carpim tablosu asagidaki gibi
tanimlanmistir(Yano, K. and Kon, M.,1984) :

ef=-l, erej=—e-e,(i#]j), i,j=0,1....,6.
€€ =€ , €ey'ez3=€; , €'€5==¢€g
€1'€ =€ , €1'e3 =€ , €'€3=¢5 ,
€, €4, = —€g

C nin bitin elemanlart XI + X, X€ R
seklindedir, burada

X= i6=oxi e , x'eR ,i=0,1,..86.

Eger x =0 ise, sadece imajiner Cayley sayisidir.

X=38,xie;, Y=3f,y'e, €E7 (E7€C)

X-Y=-<X,Y>I+XXY,

<XY>=Y¢ x'yl , E7de skalar carpimdir.

XXY= Yiaj x yle; - ej , XVeY nin vektor ¢arpimudir. Vektorel carpim islemi

bilineerdir.

<X, XX Y>=<Y,X xY>= 0 (XveYortogonaldir) iistelik X X Y = =Y X
X dir.

E7 de 6- boyutlu birim kiire S® olsun

S6={X e E'| <X, X >=1}.
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E7 deki skaler carpim islemi S® daki g tensér alanina indirgenir. T, (S°)

tanjant uzayr E’nin X ‘e ortogonal alt uzayr ile eslenebilir. T, (S®) nin jy

endomorfizmini
xY=X XY , (VY€ T,(5%)
seklinde tanimlayalim o zaman
Y =jxX xY) =X x (X XY)
=X X XY)=X-X-V)+<X Y>X
=XX)'Y=-<XX>Y=-Y

burada jZ = -l olur. X —jy déniisiimii j2 = -1 olacak sekilde j tensor alanim

tanimlar. Diger yonden de
9(xYix2) = g(¥.2), Y, Ze€T,(5°).

Sonug olarak, S® (j, g) Hermit yapisina sahiptir (Yano ve Kon, 1984).

1.3. HERMIT MANiFOLDLARI

Hemen hemen kompleks yapist j olan bir hemen hemen kompleks manifold M

olsun. M iizerinde bir Hermit metrigi her X, Y vektor alan1 i¢in

g (X,jY)=g (X,Y)

seklinde tamimlanan bir g Riemann metrigidir. Hermit metrikli bir hemen hemen
kompleks manifold hemen hemen Hermit manifold olarak adlandirilir. Benzer sekilde

Hermit metrikli bir kompleks manifold da Hermit manifoldu olur (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 1.3.1. Hermit metrikli her hemen hemen kompleks manifold
parakompakttir (Yano, K. and Kon, M.,1984)..

Ispat. M manifoldu  parakompakt  oldugundan g Riemann metrigini

kullanabiliriz.
h(X,Y)=9 X,Y)+ g (X,jY) , v X, YeXxM)
alirsak h metrigi M tizerinde bir Hermit metrigi olur

h(iX,jY)= g (iX,jV)+ g (*X, j*Y)
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=g (X, j¥)+ g (=X,=Y)

=g (X,jY)+ g (X.Y)

= h(X,Y)

Kabul edelim ki her M Manifoldu daima parakompakt olsun. Kolaylikla
gorebiliriz ki bir M hemen hemen kompleks manifoldu iizerinde tanimli g Hermit

metrigi ikinci dereceden kovaryant olan bir kompleks simetrik tensoér alam1 g ye

genisletilebilir 6yle ki
(3.1) Her Z ve W kompleks vektor alani i¢in g (Z, W)= g(Z, W) dur.
(3.2) Sifirdan farkli her kompleks vektdr alam Z igin g(Z,Z) > 0 dir.

(3.3) (1,0) tipli her Zvektoér alan1 ve (0,1) tipli her W vektor alami igin
g(Z.W) = 0 dur.

Tersine, (3.1),(3.2) ve (3.3) sartlarin1 saglayan her g kompleks simetrik tensor

alam1 M iizerindeki g Hermit metriginin dogal bir genislemesidir.

Hemen hemen kompleks yapisi j ve Hermit metrigi g olan bir hemen hemen
Hermit manifoldu M olsun. M nin ikinci temel formu olan @ asagidaki sekilde

tanumlidir:
o (X,Y)= g (X,jY), vV XY € X(M).
O zaman
o (GX,jY) = 0 (X,Y)
dir g her noktada pozitif tanimli ve non singiiler oldugundan da
QP =QA........ A® (p defa),1<p<n,2n=dimM
her noktada sifirdan farkl olur.

Onerme 1.3.2. M, reel 2n-boyutlu bir hemen hemen kompleks manifold olsun.
O zaman M yonlendirilebilirdir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 1.3.1. M, hemen hemen kompleks yapist j olan bir hemen hemen
kompleks manifold olsun. M nin bir kompleks manifold olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul M nin Vj =0 ve T = 0 olacak sekilde bir V lineer konneksiyonuna ve T torsiyon

tensoriine sahip olmasidir (Yano ve Kon, 1984).
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Ispat. M iizerinde Vj =0 ve T = 0 olacak sekilde bir V lineer konneksiyonu
oldugunu kabul edelim. O zamanV XY € X(M)

[X, Y] =VxY -VyX , VyjY =jVxY dir,
bu denklemlerden
N(X)Y) = [X,jY] —j [X,jY] —j [X, Y] —[X, Y]
= VixJY — ViyiX — j(VxjY — ViyX) —j(VjxY — VyjX) — VxY + VyX
= j VixY — ] ViyX — j VxjY+j ViyX — j(VixY) + j( VyjX) — VxY + VyX
= —j® VxY +j? VyX — VxY + VyX
= VxY — VyX — VY + VyX
=0
buluruz.
Bu yilizden, Teorem 1.2 den dolayr M bir kompleks manifolddur.

Tersine, M bir kompleks manifold olsun, yani N = 0 olsun. Torsiyon

tensorii T = 0 olan bir V lineer konneksiyonu alabiliriz.
AXY) = (Vx)Y = (Vy)X,
SX.Y) = (Vxj)Y + (VypX

alalhm
VxY = VyxY+ 2 [A (XY) — S (X,Y)]

alirsak, V' konneksiyonunun istenilen konneksiyon oldugunu gosterebiliriz V'

konneksiyonunun tanimdan M iizerinde bir lineer konneksiyonun oldugu agiktir.
V'niin torsiyon tensorii T'olmak iizere T' = 0 ve V'j =0 oldugunu gosterelim:
vV XY € X(M)
(Vx)Y = VyjY — jVxY
=Vx JY + = [A (Xj2Y) - 1S, JN)]-J( VxY +7 [A (X, ) =iSX, V)])

= VyjY + = [A (X, Y) —jA (X, )¥)— JS(X, Y)=S(X, V)] - jVxY



24

(VDY = (V¥ = jVxY) — 7 [A (X Y) +A (X, )+ JS(X, j¥) + S(X, Y)]
=(Vx)Y — £ [A (X Y) + S (X, V) +(AK, )+ JS(X, Y)]
=(Vx) Y - 1 [(Vx)Y — (yiX + (Vx])Y + (Vy)X +
HTxDGY) = (V351)X3 + (V) GY) + (Viyi)X)]
=(Vxj) Y- 7 [20Vx)Y + (V<)) GY) = i (V)X + J (V) GY) + i(Viyi)X]
=(Vxj) Y- 2 [ (Vx)Y = i(Vx) GY))]

=~ (V)Y = i(VxDGY))
dir. Diger taraftan
i(Vx)GY) = j(Vx(iY) = jVxGY))
=j(Vx(=)=j*Vx(Y)
= —jVxY + Vx ()
=(Vx))Y
dir. Boylece Vyj =0 olur. Simdi T’ = 0 oldugunu gosterelim: T = 0 oldugundan
AGX,Y) + AX,jY) = (Vix))Y — (Vv GX) + (Vx) GY) = (V)X
= (VixGY) = jVixY) = Vy(*X) +i(Vy GX) + Vx(5°Y)
= (Vx(GY)) = Viy GX) +j(V3yX)
= VixjY — jVixY + VyX +j (Vy (X)) —
VxY = j(Vx(Y)) = Viy GX) +j(VjyX)
= (VY = ViyjX) = (VxY = WyX) = (VY = Vy(X)) —
J(VxGY) — ViyX)
= [iX, i¥] — [X, Y] = X, Y] j[X, Y]
=N, Y)
Buradan

T' (X, Y) = VY — VyX —[X, Y]
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= VY + i [A (X, Y)jS (X, )] — VyX — % [4 (Y, jX)=jS(Y.X)] —[X, Y]
= 2 [AKX, JY)— A(Y, jX)—jS (X, Y)+ jS (Y, X)]
:% N(X, Y).

Sonug olarak N =0 = T' = 0 dur.

Yardimer Teorem 1.3.1. M j hemen hemen kompleks yapis1 ve g Hermit

metrigiyle bir hemen hemen Hermit manifold olsun. v X,Y,Z € X(M) igin

29((Vxj )Y . Z) — gGX, N(Y, Z)) = 3d @(X,jY,jZ) — 3d@(X,Y,Z) dir (Yano, K. and
Kon, M.,1984).

Burada V Riemann konneksiyonu , @ , 2.temel form, N de j nin nijenhuis torsiyon

tensoridiir.
Ispat : (Vy))iY = —j (Vx))Y, (Vx®) (Y,Z) = g(Y, (Vx))Z),
N(Y, Z) = (Vi))Z - (Viz)Y +j(VZ))Y - j(Vy))Z.
Diger taraftan @, 2.temel formu igin
3d0(X,Y,Z) = X((Y,Z)) + Y(B(Z, X)) + Z(B(X, Y))
—o([X Y], Z) — (Y, Z].X) — 0([Z X],Y)
=X(9(Y,jz)) +Y(9(Z,jX) +Z(g(X,jY))
—9(IX. Y],jZ) — 9(LY. Z],jX) — g([Z,X].jY)
=X(g (Y,j2)) +Y(9(Z,jX) +Z(g(X, jY))
—9(VxY — VyX, jZ)— g(VyZ — V,Y,jX) —g (VX — VxZ,jY)
= g(VxY,jZ)+ g(Y, Vx(Z)) + g( VyZ, jX)
+9(Z , VyjX)+ g(VzXjY) + 9(X ,Vzj Y)
—9(VxY,jZ)+ 9(VyX,Z) — g(VyZ, jX)
+9(VZzY,jX)— g(VzX,jY) + 9(VxZ,jY)
=9(Y, Vx(J2))+9(VyX , jZ) +g(Z, Vy (jX))
+ 99X, VzjY)+ g(VZY,jX) + 9(VxZ, jY)

=g(Y.(Vx)Z + j(VxZ)) +g(VXjZ)+g(Z.(Vy))X + j(Vy X)) +9(X.(Vz))Y
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+j(V2Y)) +g(V2Y,jX) +g(VxZ jY)

=g(Y, (Vx))Z) + 9(Z,(Vyj) X) +g9(X ,(Vzj) Y)
+9(Y,j(VxZ) + 9(VyX,jZ) )+g(Z, j(VyX))
+g((V2Y,jX)) + 9(X, j(VzY))+g(VxZ jY)

=g(Y, (Vx))Z) + g(Z,(Vyj) X) +g(X ,(Vz))Y)
—9(jY, (Vx2)) + g(VyX,jZ)—g(Z, (VyX))
+g((V2Y,jX)) — 9(X.(VzY))+9g(VxZ jY)

=g(Y, (Vx))Z) + 9(Z,(Vyj) X) +g(X ,(Vzj) Y)
Buldugumuz esitlikte Y yerine jY, Z yerine jZ alirsak

3d B(X,jY,j2)= g(Y, (VxJZ) + g(Z, (VixDX) + gX.(Viz) (GY))

Bu denklemlerden

3d 0(X,jY,jZ)— 3d0(X)Y,Z)

= gGY, (Vx))iZ) +g(Z, (VixDX) + g(X.(Vizj) (Y))
= g(Y.(Vx)Z) = g(Z,(Vy))X) — g(X,(Vz))Y)

= =g((Vx (Y, JZ) - g((Viy)) (Z2), X) = g(Xj(Vjz)) Y)
+g((Vx)Y, 2) + g((V)Z, X) = g(X,j(Vz)Y)
=29((Vx )Y, Z) + g( (Viy))Z, X) + g (X, (Vjz))Y)
+g((V))Z,X) + g (Vz)X, Y)

=29((Vxj)Y, 2) —g((Vi] )Z,iX) + g(X, (Viz))Y)
+9((V))Z,X) — g(X, j(Vz))Y)

=29((Vxj )Y, Z) —g((Vvi )Z, JX) + g(X, (Vjz))Y)
+9(j (Wi)Z,jX) — g(X, j(VZ))Y).

Ayrica

g(X.N(Y.2)) = g (X.(Vivj )Z — (Viz))Y +j(VZ))Y = j(Vv)Z)
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= 9GX, (Vivi )Z) — g(X, (Vjzj )Y)
+90X,j(VZ))Y) — 9(X, j(Vyj )Z)

oldugundan

29((Vxj )Y, Z) — g(X,N(Y,2))

=29((Vxj )Y, Z) — g(X, (Vv))Z) + g(X, (Vjz))Y)

—9(X, j(VZ))Y) + g (iX, j(Vy]) Z).

Sonug olarak

2g((Vxj )Y, Z) — g(X, N (Y, Z))

=3d @( X,jY,jZ)— 3d0(X.Y,Z)
dhr.

Teorem 1.3.2. M ,j hemen hemen kompleks yapisi ve g Hermit metrigi ile bir
hemen hemen kompleks manifold olsun. v kovaryant tiirev operatorii g ile tanimli
Riemann konneksiyonu olsun. O zaman asagidaki sartlar esdegerdir(Yano, K. and Kon,
M.,1984) :

(@Vj=0;
(b)Vo = 0;

() Hemen hemen kompleks yap:1 torsiyonsuzdur ve @ 2'inci temel form
kapalidir, yani N = 0 ved@ =0 dur.

Ispat. vV X,Y,Z € X(M) igin

(Vx@)(Y,Z) = g(Y.(Vxj)2)
dir. Boylece Vj =0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul V@ = 0 olmasidir. Béylece a < b
dir.

V@ = 0 olsun. O zaman d@ = O dir iistelik Lemma 3.1 den N = 0 olur.

Tersine, N = 0 ve d@ = 0 olsun Lemma 3.1 geregince Vj = 0 ve bdoylece V@ =
0 olur. Boylece (b) & (c) dir.

Bir M hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki g Hermit metrigi Kaehler
metrigidir denir eger @ 2'inci temel form kapali ise. Kaehler metrikli bir hemen hemen

kompleks manifold M hemen hemen Kaehler manifoldu olarak adlandirilir. Kaehler
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metrikli M kompleks manifoldu da Kaehler manifoldu olarak adlandirilir. Teorem 3.2.
geregince bir M Hermit manifoldunun Kaehler manifoldu olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul Vj=0 olmasidir. j hemen hemen kompleks yapisiyla bir M Hermit manifoldu i¢in
(VxDY+ (WX =0 , V XY EX(M)

sarti saglanirsa hemen hemen Kaehler manifoldu olarak adlandirilir. Bu esitlikten
vV X € X(M) igin (Vxj)X = 0 yazabiliriz.

Eger V X,Y € X(M)
(V)Y + (Vix))jY = 0

oluyorsa M bir quasi Kaehler manifoldu olur. M nin bir {eq,...., €y, j€;1 ,..., jentbazini

alalim. O zaman
00 (X)= — Xiz1[(Ve; D) (€1, X) + (Vje; D) ((e;» X1 dir.

Eger 60 = 0 ise, M hemen hemen yar1 Kaehler manifold N = 0 ise, bir yari-
Kaehler manifoldu olur (Yano, K. and Kon, M.,1984).

1.4. KAEHLER MANIFOLDLARI

M reel 2n boyutlu Kaehler manifoldu j hemen hemen kompleks yapist ve
g Kaehler metrigiyle verilsin. M nin Riemann egrilik tensorii R ve Ricci tensorii S ile

gosterilsin.

Onerme 1.4.1. Bir M Kaehler manifoldu icin asagidaki sartlar saglamir (Yano,
K. and Kon, M.,1984).

(@ R, Y)j = jJRIX, Y) ve R(X,jY) = RKX)Y) V X)Y € X(M).
(b) SGX,jY) = SX, Y)veS(X,Y) = %(Trace of jR(X,jY)) V XY € X(M).
Ispat: a) j paralel oldugu igin birinci esitlik saglanir ikinci esitlige bakalim.
V XY,ZW € X(M)
gR(X,jY)Z, W) = g(RW, 2)jY,jX) = g(GRW.Z)Y,jX)

= gRW,2) Y, X) = g(RX,)Y)Z, W)
Boylece R(jX,jY) = R(X,Y) olur.

b) M nin bir ortonormal bazi {e;,..., e, } olsun. O zaman
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SUX,jY) = Xig (R(e;,jX) jY, e;)
=29 (R(je;, jX) jY, je;) = Xig (R(ej, X)jY, je;)
=2i9g (R (er.X)Y,je;) = Xig(R (e;.X)Y.e)
=S(X,Y)
Birinci Bianchi 6zdesligini kullanarak,
SX,Y) = Xig (R(e;,X) Y, &) =— X g (R(ej, X)JY, &)
=2ilg (RX,jY) e, &) + g(R(Y,e) X, e)]
=2ilg (R(X,jY) e, e) + gGRGY je;) X, jey)]
=2ilg (RXjY) e, ) + g(R(Y,e) X, €))]
=—S(X, Y)
oldugu goriiliir.
Onerme 1.4.2. M Kaehler manifoldunun S Ricci tensorii
(VzS)(X, Y) = (VxS)(Y, Z) + (V;yS)(X, Z)
esitligini saglar (Yano, K. and Kon, M.,1984).
Ispat. Onerme 4.1 'deki (b) den ve 2'inci Bianchi 6zdesliginden

(V29X Y) =2%i9G (VZR)(K, Y)e, €)

= -%19G (xR)(ZjY)ey e) + 535G (VR (X 2)eye;)
= (VXS)(Y12)+ (ijS)(jX,Z)

Onerme 1.4.3. M reel 2n-boyutlu bir Kaehler manifoldu olsun. Eger M sabit
egrilikli ise. O zaman M flatdir (Yano, K. and Kon, M.,1984).

Ispat. M nin sabit egriligi C olsun. O zaman

RX,VZ = c[g(Y, D)X — g(X, 2)Y] V XY.ZW € X(M).
Onerme 4.1 deki (a) nin ikinci formiiliinden.

RX; Y)Y = c[g(Y, )X — g(X,Y)Y]

= c[g(Y, ViX - g(X, Y)jY]
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= R(X,jY)Y

buluruz, (2n—1)cX = cX dir n>1iginc = 0 olur.

1.5. DEGME MANIFOLDLARI
Eger bir (2n + 1)-boyutlu M manifoldu tizerinde ve M nin heryerinde;
nA(dn)™ # 0

olacak sekilde global bir ) 1-formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir denir ve bir
degme manifold olarak adlandirilir. Biz n y1 M nin bir degme formu olarak
adlandiracagiz. Buradaki (dn)™ ile n inci mertebeden dis ¢arpim gosterilmistir, yani

(dm)™ = (dn) A ... A(dn) dir (Yano, K. and Kon, M.,1984).

V*,V vektér uzayina dual olmak lizere eger dis c¢arpim, AV* Grassman

cebirinin bir 6 kuadratik formu i¢in
B +£0ve 0™ =0
sartlarini sagliyorsa € nin 2r rankli oldugu sdylenir. Buna esdeger olarak
ranké = boyV — boyV,
dir, burada
Vo ={X:X€eV,08(X,)V) =0}
dir, yani
Vo ={XeV|(VY)(YeEV=0(XY)=0)}
dir. Buna ilaveten bir M degme manifoldu lizerinde
nA(dm)" # 0
denklemi geregince ATy, (P) Grassman cebirindeki dn kuadratik formunun rank 2n dir.
Bu durumda

altuzay1 1-boyutlu bir altuzaydir ve V, iizerinde n # 0 dir, diger sozlerle V; altuzayi,
n = 0 olacak sekildeki 2n boyutlu bir altuzayin timleyenidir. {p € V,, eleman1 n(&p) =

1 olacak sekilde V, 1n bir elemani olsun. O zaman ¢ bir vektor alanidir ve M iizerinde n
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ile tanimli, 1 ya karsilik gelen vektor alani (1 ya dual olan vektor alani) adimi alir ve

n(¢) = 1 oldugundan asla sifir olamaz.

Teorem 1.5.1. Degme yapist 1 olan (2n + 1)-boyutlu bir manifold M olsun.

M tizerinde

g(X, dY) = dn(X,Y)

olacak sekilde bir (b, &,n,g) hemen hemen degme metrik yapisi vardir(Yano, K. and
Kon, M.,1984).

Teorem 1.5.2. n-boyutlu bir M manifoldu iizerinde bir 1-form W olsun. M

tizerinde
WA(AW)? # 0
ve
(dW)P*1 =0
oldugunu kabul edelim. O zaman herbir noktanin bir komsulugunda
W = dyP+t — ¥P  yidxi

olacak sekilde bir

1 2 P 1
x4, x5, 0, X5,y Y

n—P)
koordinat sistemi vardir ( YANO ve KON, 1984).
Buradan su sonucu kolayca ¢ikarabiliriz.

Sonug¢ 1.5.1. Bir (2n+1)-boyutlu M degme manifoldunun herbir noktasinin bir

komsulugu iizerinde

n=dz— XL, y'dx’
olacak sekilde

(xi,yi, Z), i=1,2,..,n,
koordinatlari vardir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 1.5.3. (2n+1)-boyutlu 6klid uzayr R?"*1 de

1 2 n 1 ,2 n
x4 x5, L xNyhye, e, yh, )

kartezyen koordinatlarini alalim. R?"*? de bir 1-form n, olmak iizere,
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Mo = dz — XL y'dx!
ile tanimlansin. O zaman,
MoA(dng)™ # 0

dir. Burada n, 'a R?"*1 {izerinde bir degme formdur denir ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat: ny = dz — y'dx! — y?dx? — --- — y"dx"
dny = —dy!A dx! — dy?A dx? — -+ — dy"A dx®
n-defa
dnoAdnoA ... Adny = (—dy*A dx* — dy?A dx? — dy3A dx3 — -+ — dy®A dx™)A
(—dy*A dx! — dy?A dx? — dy3A dx3 — -+ — dy"A dx™)A ... A(—dy*A dx* — dy?A dx?
—dy3A dx3 — -+ — dy"A dx™)

= (—1)"[dy’A dxAdy?A dx?Ady3A dx3A ... Ady™A dx™
+dy?A dx2A dy'A dx!Ady3A dx3A ... Ady"A dx™
+dy3A dx3dy?A dx*Ady?A dx2A ... Ady"A dx®
+dy™A dx"Ady*A dx*Ady?A dx?Ady3A dx3A ... Ady™ A dx" 1]
= (—1)"(n! dy'A dx*Ady?A dx?Ady3A dx3A ... Ady" A dx™).

Yukarida
Vij=12,...,n igin

dy'A dx*A ... Ady'A dx'A ... Ady/A dXJA ... Ady" A dx™

= dy'A dx*A ... Ady/A d¥JA ... Ady'A dx!A ... Ady™A dx®

esitligini kullandik.
a1
(dno)™ = — (dnpA ... Adno)

1 TA vl AduZ A dv2Adu3 A dy3
= En! (=D™(dy*A dx*Ady“A dx“Ady° A dx°A ... Ady" A dx™)
ve
No = dz — yldx! — y2dx? — y3dx3 — .- — y2dx"

dan



33

n!- (="
—

NoA(dny)" = (dzAdy'A dx*Ady?A dx?Ady3A dx3A ... Ady"A dx™)

buluruz.
dzAdy'A dx*Ady?A dx?Ady3A dx3A ... Ady™A dx™ # 0
oldugundan da
NoA(dng)" # 0
dir.
Tanmm 1.5.1. R?"*1 in iki a¢ik altciimlesi U ve U’ olmak iizere bir
f:U—>U
diffeomorfizmi i¢in,
f'no =1 Mo

ise f ye bir degme transformasyonu denir. Burada t,U {izerinde sifir olmayan reel

degerli bir fonksiyondur.

[ ile biitiin degme doniisiimlerinin ciimlesini tanimlayalim. O zaman T

asagidaki anlamda bir grubumsudur, yani

1) eger

ffU—>UvegV-oV
degme transformasyonlar ve
U'nv=+0
ise g ile f nin ¢arpm1 olan gof fonksiyonu da
gof: f~1(U' nV) — g(U' nV)

bi¢iminde bir diger degme transformasyonudur.

i1) 1 deki islem I' da bilesimlidir.

iii) I’ nin herbir elemaninin (i) deki isleme gore bir inversi vardir ve bu invers I’

da dir ('Yano ve Kon, 1984).

Tamm 1.5.2. Bir f € I' degme transformasyonu igin,

f* e = 1o
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ise f ye bir kesin degme transformasyonu denir ( YANO ve KON, 1984).

Sonu¢ 152, f'ng=m, Dbicimindeki biitin f* kesin degme
trasformasyonlarimin ctimlesi I, olsun. Iy ctimlesi I i¢in bir alt grubumsudur ( YANO ve

KON, 1984).

Teorem 1.5.4. Degme trasformasyonlarinin ciimlesi ¢arpma islemine gore bir

grubumsudur ( Yano ve Kon, 1984).

Ispat: Degme trasformasyonlar ciimlesi

I'={f|if: U — U',U,U’ c R"!agiklar,f*n, = t'novet # 0:U — R}

o:'XI'—>T
dir (yani o islemi kapalidir): Yani ' X' — T

(g f) — gof

dir.

fU—-U, gVoV UNnvV=+0
degme transformasyonlar1 verilsin. Buna gore

f*:(U)* - u*, g (V)Y - V*
dualleri i¢in
f*no = tono, M1 =TM

dir. Buradaki 1y, U da, t; de V iizerinde reel degerli fonksiyonlardir.

Boylece

gof: f1(U'NnV)cU—-gU'nV)cV
doniisiimiiniin de bir degme transformasyonu oldugunu su sekilde gorebiliriz:
(goD)": (g(U' nV)" — (F7H(U' N V)"
olur.
(goh)™my =t my

oldugunu gordiigimiiz zaman gof de bir degme transformasyondur diyecegiz.

(gof)™m1 = (Frog™)n, = £"(g™1) = £ (tM1) = To(T1N1) = (TeT)Ms

dir. Burada tyt; = T konumu yapilirsa
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(gof)'my =11y
bulundugundan gof de bir degme transformasyonudur. Yani gof € I dir.
i1) (o) islemi I'" da birlesimlidir:
Vf,ghe€Tl icin
(fog)oh = fo(goh)

oldugunu gosterelim.

[(fog)oh]*(no) = [h*o(fog)*(no)

= [h*o(g"0 f*)](Mo)
=h"((g"0 f) (o))
= h*(g"(f"no))
olup
Uy —Vy, ggU; —V, h:U, >V,
VonU; =0, VinU, #0
ve

f*(Mo) = ToNo, &"(M1) = Ty, h*(N2) = Tomy
oldugu gozoniine alimirsa
[(fog)oh]*(ne) = h*(g (tono))
= h" (11 (toMo))
= T5(T1(ToMo))
= (211 To) (o)
bulunur.
[fo(goh)]"(no) = [(goh)"of "] (no)
= [(h*og")of "] (o)
= (h"og")(fno)
= (h"og")(ToMo)

= h"(g"(Tono))
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= h*(t1(ToMo))
= T2(11(ToNo))
bulunur. V 7, igin
[(fog)oh]*(no) = [fo(goh)]* (M)
oldugundan V f,g,h € I' i¢in
(fog)oh = fo(goh)
dir. Yani (o) islemi I' da birlesimlidir.

iii) (o) islemine gore V f € T i¢in f nin tersi vardir ve ™1 € I dir. V f € T, f bir

lokal diffeomorfizm oldugundan dyle bir f~1 fonksiyonu vardir ki
fof"l=1=f1of
dir. Simdi f~1 € T oldugunu gosterelim:
[ € T birim degme transformasyon oldugundan V 1 i¢in
I'mg = Mo
dir. Ayrica f € T oldugundan f(ny) = Ton, olacak sekilde T, # 0 fonksiyonu vardir.
Buna gore,
(fof =)"(Mo) = 1"(Mo)
(7D 0 £ ] (o) = I"(Mo)
(F=D"(f*(Mo)) = Mo
(F=H*(Tono) = Mo
dir. O halde n; = tyn( olmak iizere; Ty # 0 oldugundan,
No = éﬂl
olup

(™M) = (o)

1

=M
‘ton

yazilabilir. O halde
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f~ler
dir. O halde V f € T i¢in bir f =1 vardir ve 1 € T dir.
Tamm 1.5.3. V(i, j) ¢ifti igin fj
fy="fif"

seklinde taniml1 olmak {izere V U;, V; € R?+1

aciklart igin
fi: Ui — Vi C R2n+1

homeomrfizmleri verilmis olsun. Ayrica M nin bir a¢ik ortiisti {U;} ve boy M =

(2n + 1) olsun. Eger
ff-f'er
ise
{U;, £} ve (U}, £;}

koordinat sistemleri (haritalar) denktirler denir. Bu denklik bagintisina gore denklik
simiflarinin ciimlesi M lizerinde en genis anlamda bir degme yap1 olarak adlandirilir

(Yano ve Kon, 1984).
Sonug 1.5.3. fj (UiﬂUj)
izerinde
(fi-67) (o) = pymo
olacak sekilde sifirdan farkli bir p;; fonksiyonu vardir (Yano ve Kon, 1984).

Ispat: Gergekten de f; € T' oldugundan f;"ny = To1, dir. Boylece
(66™) (o) = (57" & ]no
= (") (6"no)
= (fj_l)*(‘fono)
dir. fj_l € I' oldugundan da (fj_l)*nl = 1'n, olup
(fifj_l)*no = t'(toNo)

= (t'to)no
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= PijNo
elde edilir. Diger taraftan
PijNo = (fifj_l)*(no)
esitliginin her iki tarafina f;"yi uygularsak
6 (pimo) = [ (66 ™) | mo
= [ ((§7*) )Ino
= (5™ ) 8o

= |(676) 6] no

= [I"f;"no
= fi Mo
olur.
Sonuc 1.5.4. f;"(pino) = £ (pij)f;" (o) dir ('Yano ve Kon, 1984).
Ispat: f; bir degme transformasyonu oldugundan Uj iizerinde reel degerli bir 1’
fonksiyonu

f]'*(pijno) = T'(pijno) .................... (*)

olacak sekilde vardir. 7, ver; yine Uj iizerinde reel degerli fonksiyonlar olmak iizere

(i) (@) = (zopis) (P

= To(P)Pij
ve
(£m0) (P) = (Timo) (P
=171 (P) Mo
oldugundan da

[ i) (f;" n0)] (P) = (i) (P) (" 10)) (p)
= (o (p)py;) (t1 (P) Mo)
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= 10(p)Ty (P)Pijﬂo)
= [(To T1)Pijﬂo] (p)
[(£; i) (" o)1 (P) = [T (Pyino)1(P) = £ (piNo) wrv vrr on (%)
buluruz. Bu esitlik V P € U; igin var olugundan
(*) ve (**) dan
(fj*pij)( fl* No) = T'(pij T]o)
= £ 1o = £(pyj o)

elde edilir.

Sonug 1.5.5. Eger 1, yi her U; tizerinde

n=fino
olacak sekilde bir 1-form olarak tanimlarsak

UinUj#0
tizerinde
Ny = fj* (pij) M;

yazabiliriz (YYano ve Kon, 1984).

Ispat: Bunu gorebilmek igin

fi' no =" py) (£ Mo)
esitliginde ;" no yerine n; ve 7 ng yerine de n; yazmamiz yeterli olacaktir. Buna gore;

Mo i¢in

no A(dng)" # 0
oldugundan

n; A(dny)" # 0
dir. Gergekten de;
i = fi no

oldugundan
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dn; =d(fj*ﬂ0) = fi’ (dno)

olup

1
(dn)" = o (dn;AdniA ... Adn,)

1

=5 (" (dng)A i (dno)A ... Afi(dno))
1

- ﬁ fl*( anA dno A ...A drlo )

1
= fi*[ﬁ( dnoAdng A...Adng )]

=f{( dno)"
dir. Buna gore,
n; Aldny)" = (fine)A (£ (dno)™)
= f; (o A (dno)™)

olur. Buise f;" lineer ve

No A(dng)"™ # 0
oldugundan

n; Adn;)" # 0
demektir

U

Tamm 1.5.4. T(M) = PeM

Tum (P) tanjant demetinin bir altdemeti D olsun.
P € U igin Dp lifi de
Dp={X €Tu(P); n; (X) =0}

ile verilsin. Bir manifold {izerinde bir vektor demeti R™ standart lif ile verilsin. Eger

GL(n,R) grubu ile birlestirilmis asli lif demetinin grup yapisi, pozitif
determinantli matrislerin olusturdugu ve GL(n, R) nin bir altgrubu olan GL *(n, R) ye
indirgenebilirse bu demet yonlendirilebilirdir denir ( YANO ve KON, 1984).

burada GL(n,R) = {A =[a;] |aj € R,1<ij<ndet A0 }ve

GL*(nR) ={A=[aj]|a;€ R1<ij<ndet A=+1}dm.



41

Sonug 1.5.6. D yonlendirilebilirdir( YANO ve KON, 1984).
Ispat: U; N Uj iizerinde
Ni = Ty N
alalim. O zaman
n
i Aldn)™ = ;" (n; Adn;) )
dir, burada Ti]-““, Tjj koordinat doniisiimiiniin jakobiyenidir. Gergekten de
dn; = d(Tij le) = Tjj dle
n 1
1
1
n n 1
n
= 7" (dn;)
n n
miA(dny)” = (T m)A (7" (dny) )
n
= 1" (n; A(dn;) ")

oldugunu gormiis olduk. Bdylece eger n ¢ift ve M yonlendirilebilr ise Ty pozitif

olmalidir ve bu yiizden D vektor demeti yonlendirilebilirdir.

Ornek 1.5.1. (2n+1)-boyutlu bir &klid uzayr R?"** olsun. O zaman
(xi,yi, Z), i=1,23,..,n

kartezyen koordinatlar olmak {izere

n
n=dz- Z yldx!
i=1

1-formu R?"*?1 {izerinde bir degme formudur. O zaman & vektdr alani % dir.
Gergekten

de
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olur
n= 2 icin
nAd)" =0
oldugunu gosterelim.
n = dz — ytdx! — y?dx?
dn = —dy!A dx! — dy?Adx?

1
(dn)? =~ (dnAdn)
1 1 1 2 2 2 2 1 1
=E(dy Adx*Ady*Adx® + dy“A dx“Ady A dx")

1
= — 2 -dy!Adx*A dy?Adx?

2!
dir.
N A (dn)? = (dz — ytdx! — y2dx?)A(dy*A dx*A dy?Adx?)
= dz A dyA dx'A dy?A dx?
ve
dz A dy*A dx*A dy?Adx? # 0
oldugundan
nA(dn)? #0
olur.

Ornek 1.5.2. R?"*! nin (2n+1) -boyutlu bir regiiler hiperyiizeyi M olsun.
(Ornegin  herbir noktadaki C* teget diizlemi ile birlikte)(x!,x?, ...,x2"*2) kartezyen

koordinatlari ile R?™*2 de
a = x1dx? — x2dx! + - + x20FL qx20+2 _ 20424y 2n+1
ile tanimli 1-formu dikkate alalim. O zaman

da = 2(dx* A dx? + -+ + dx?"*1 A dx?*2)
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oldugundan

aA (da)® = 2071 nl[ 22 (—1)171 xldx'A dx2A ...

AdxTIA dxITIA LA dx20F2)

dir. Bunu n= 2 hali i¢in gosterelim.

R® nin 5- boyutlu bir regiiler hiperyiizeyi M olsun. (x},x2,x3,x* x>, x°)
kartezyen koordinatlari ile R® da

a = xtdx? — x%dx! + x3dx* — x*dx3 + x5dx® — xbdx°®

ile tanimli 1-formu dikkate alalim. O zaman

da = dx! A dx? — dx2? Adx! + dx3 A dx* — dx* A dx3 + dx>A dx® — dx® A dx°

ve
dx! A dx? = —dx? A dx?!
dx3 A dx* = —dx* A dx3
dx°A dx® = —dx® A dx®
oldugundan
da = 2(dx* A dx? + dx3 A dx* + dx°A dx®)
olur.
(da)? = — (da Ada)
= 22—2' (dx* A dx?A dx3 A dx* + dx! A dx? A dx5A dx®
+ dx3 A dx*Adx® A dx? + dx3 A dx*A dx°A dx®
+ dx® A dx®A dx! Adx? + dx°A dx®A dx3 A dx*)
ve

dx! A dx?A dx3 A dx* = dx3 A dx*A dx*A dx?
dx! Adx? Adx® Adx® = dx® A dx®A dx! A dx?
dx3 A dx* A dx°A dx® = dx® A dx® A dx3 A dx*

oldugundan
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1
(do)? = o 22.2[dx* A dx?A dx3 Adx* + dx* A dx?A dx°A dx® + dx3 Adx*A

dx5A dx®]
dir.
a A (da)? =4[x'dx? A dx3A dx* A dx® A dx®
—x2dx*A dx3A dx*A dx5A dx® + x3dx*A dx*A dx? A dx5A dx®

— x*dx3 A dx*A dx? A dx® A dx®
+x5dx6A dx'A dx?A dx3A dx*
—x8dx°A dx*A dx?A dx3A dx*]
olur. R?"*2 de
@ = xdx? — x2dx? + x3dx?® — - 4 x2NHLR2ZNF2 _ 32042 gy 2n+1
1-formu i¢in

da = 2(dx*A dx? + -+ + dx?2*1A dx?7t2)

oldugundan
aA (do)™ = 221 n! [x1dx? A dx3A dx* A ... A dx?PH1A dx?0t2
—x2dx*A dx3A dx*A ... A dx?"T1A dx?0F? +
x3dx*A dx®A dx? A dx°A

N dXPPFIA dxZ0H2 — e x20FT g 202 A dxTA dx? A dx3 A ...
oA dx?D — x20+2 gx 201 A dx A dx2A dx3A LA dxPTIA dx2!]
olur.

M nin xy = (Xo1, ..., X0 2"*?) noktasindaki tanjant uzayini geren (2n+1) tane

lineer bagimsiz vektorii vq, vy, ..., Vop4q ile gosterelim.
*x; R2%+2 de 6klid metriginin Hodge y1ldiz operatdriinii gdstermek iizere
Wj = dx)(vq, vy, V3, e, Vanst)

alalim. O zaman Wj bilesenleriyle bir W vektorii vy, vy, V3, ..., Vonyq ile gerilmis bir

hiperyiizeye normal olur.

(.) R?%*2 de bilinen skalar ¢arpimi gostermek {izer
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(A (d)™) (i, v, ey Vong1) =Xo - W
ifadesini de yazabiliriz.
Diger taraftan, M nin x, noktasindaki tanjant uzaymin deklemi
W.(x—%x0)=0

ile verilir. Bu yiizden, M nin x, noktasindaki tanjant uzayinin orjinden ge¢mesi i¢in

gerek ve yeter kosul

W.x, =0
olmasidir, yani x, da

aA(da)" =0

dir.

Bundan baska

n=i"a
oldugunu goriiriiz. M den R?"*2e bir immersiyon olan i doniisiimii
A" =i" (a A (d)™)

esitligini saglar. Gereckten de ;

dn=d(i'a) = i"da

iken
(dn)™ = ﬁ(dnA.....Adn)
= &(i*daA.. A it da)
= % i"(daA....Ada)
= i*[ﬁ(daA.. ..Ada)]
=i"(do)™
oldugundan,

nA(dn)" = (") A (i* (de)™)

=i"(a A(d)™)
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dir . Bu ylizden M nin x, noktasinda

aA(do)™ #0
olmas1 icin gerek ve yeter kosul M nin x, noktasmdaki tanjant uzaymnm R?"*2 nin
orjininden gegmemesidir (Gray, 1959).

Ornek 1.5.3. R?" de ' y1

n

B — z XianH

i=1
olarak ifade edelim R,™, R?" in x!' =0,i =1, ...,n ile belirlenmis bir altuzay1 ve R,"

de R¥in xl = 0,j=n+1,..,2n ile belirlenmis bir altuzay: olsun. O zaman 8, R?*" e

daldirilmis (2n-1) —boyutlu bir M hiperylizeyi tizerinde bir degme formudur <

Mn IR, = @
dir.
RS da B = x*dx* + x2dx® + x3dx®
1-formu igin
dp = dx*A dx* + dx?A dx® + dx3A dx®
oldugundan

dp A dp = dx*A dx*A dx?A dx® + dx*A dx*A dx3A dx®
+ dx2A dx5A dx*A dx* + dx?A dx® A dx3A dx®
+dx3A dx®A dx'A dx* + dx3A dx®A dx2A dx®
=2[dx*A dx*A dx?A dx® + dx*A dx*A dx3A dx® +
dx?A dx°A dx3A dx°]
(dB)? = = [dxA dx*A dx?A dx® + dx A dx*A dx3A dx® +
dx?A dx°A dx3A dx®]
B A (dB)? = xtdx* A dx?A dx® A dx3 A dx® +
x2dx®A dx*A dx*A dx3A dx® + x3dx®A dx*A dx* A dx?A dx®
dir.

R,® = {(x},x%,x3,x4,x°,x®) RO |x1 =x2=x3=0}



oldugundan
MN R,3#0
olmasm x! = x? = x3 = 0 olacagindan
BA(dR)?* =0
olmasin karsilik gelir. Bu da § nin M {izerinde degme formu olmasiyla gelisir.
R2" de B y1 B = x1dx™*? + x2dx"+2 + .-+ + xdx?"
olarak alirsak
dp = dx*A dx"*?! + dx?A dx"*2 + .- 4+ dx"A dx?"
olacagindan
dp AdB = dx*A dx" 1A dx?A dx"*? + dx'A dx"*TIA dx3A dx"t3
+ oo+ dx A dxPTIA dxPIA dx2P T 4+ dxPA dxPTIA dxPA dx2®
+dx?A dx"2A dxIA dx?t! + dx?A dx"T2A dx3A dxP3 4

+dx?A dx"T2A dx™ 1A dx?™ 1 4 dx?A dx"T2A dxA dx??

dx"7IA dx?27 1A dxPA dx™ 4+ dx™TIA dx?PTIA dx2A dx2Pt2 +

....... + dx" 1A dx?? 1A dxPA dx?? + dxPA dx?PA dxIA dxPH+

dx"A dx?"A dx?A dx"*2 + - + dx"A dx?"A dx" 1A dx2?

dp AdB = 2(dx*A dx" 1A dx?A dx™*? + dxIA dx"TIA dx3A dxPt3
+ o+ dx A dx®TIA dxPA dx?? + dx?A dx"T2A dx3A dxPF3

+dx?A dx"F2A dx*A dx™* + -+ dx?A dxPT2A dxPA dxZ?

dx™ 1A dx?271A dx™ A dx?M)

dBAdBA..... AdB =2.3...(n— 1) [dx*Adx"*A dx%A dx"*2A...

(n—1)—tane

Adx"2A dx2"2A dx™ 1A dx2P 1 4 dxIA dxPFIA dxZA dxMT2A. L.

A dx"2A dx?M2A dxPA dx?™ 4+ dx A dx™A dxZA dxPT2 AL

47
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Adx"BAdx*B3A A" IA X PP TIA AP A X E +

dxA dx"tTA dx3A dx" 3 A............ A dx™" 1A dx?" 1A dxA dx®?

+dx?A dx"2A dx3A dx" T3 AL A dx"71A dx?27 1A dxPA dx?D)

dir.

@t =
ve
B = x! dx"*1 + x? dx"*2 + ... 4+ x" dx?2"

oldugundan da

BA(AB)™ ! =xTdx"*T Adx?Adx™ 2 A............... A dx"A dx?"

+ x2A dx"2A dxIA dxPFIA AX3A AP AL A dx"A dx?"

+ CRSEERSRF S  NE  R WR +
x"IA dx?P 1A dxt A dxPHIA dx?A dxMT2A.. A dx"2A dx?P2

Adx™ 1A dx?n-1

BA(AR)™ 1 =3N ., xidx™ A dx!Adx™ A dx?Ads™ 2 A ...

AdxIT1A dxP D A dxFIA dxFOFDA L Adx"A dx*"
olur.
R,™ = {(x}, %%, ..., x%x"1 L x®)eER™M; x!=0,i=1,..,n}
oldugundan
Mn R"#0
ise x! =x2 =" =x"=0 olacagindan
BA(AR) =0

olur. Bu ise B nmin M iizerinde bir degme formu olmasiyla gelisir. O halde B. R*" ‘e
daldirilmis (2n — 1) -boyutlu bir M hiperyiizeyi lizerinde bir degme formu ise

MNn R,"=0
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dir.
Ornek 1.5.4.: Simdi en genis anlamda bir degme manifold 6rnegi verecegiz.
n-boyutlu reel projektif uzay RP?" ile gosterilmek iizere
M = R2"*1 x RP™
olsun.

(%% xL,...,xM)
R™*1 deki koordinatlar ve

(to, te,e.rtn)

de RP2" deki homogen koordinatlar olsunlar. M nin bir agik ortiisii de {U;}i=1 o , t; #

0 olarak tanimlansin.

U; i¢inde bir 1; 1-formunu da

n

1 j

Ni = t—lz tjdX
j=0

ile tammlayalim. O zaman;

ni AM" = 0

dir. Gergekten de ;
n; = tl (to dx° + tydx! + t,dx2 +......+t,dx")
1-formunu i¢in
dn; = tl 2(dtoA dx° + dt; A dx® + dt,A dx? +......+dt,dx")

oldugundan
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ve

dn; A dn;A dn; = ti 2.3.(dtyA dx°A dt; A dx*A dt, Adx? +
dtoA dx®A dt; A dx*A dtzAdx3 +....... +dtyA dx°A dt; A dx*A dt,A dx®
+dtoA dx°A dt, A dx?A dtsAdx3 +...... +dtyA dx°A dt, A dx?A dt,A dx™
e ———e et r e e e e e a e e eeen +
+dt; A dx*A dt,A dx?A dtzAdx3 +...... +dt; A dx*A dt,A dx?A dt,A dx®
o ———— e ——————t et rrr e raaaaaain +
+dt,_,A dx"2A dt,_, A dx" 1A dt,A dxP)

olup

()" == (dniA.......... Adn) = = (t“)

[dtoA dx°A dt; A dx1A dt,A dx?A

.............. A dtyAdx™ + dtyA dxA dt,Adx? A..........A dt,A dx®
+dt A dx*A dt,A dx?A.......... Adt,_;Adx"1 Adt A dx"]
dir. O halde
ni A (dnp)® = (t);ﬂ (todx®A dty A dx1A dtyA dX2 Aeeeee...... A dt, A dx®
+ t;dx*A dtgA dx®A dt,A dx? A............... A dt,Adx™ +

t, dx?A dtyA dx°A dt; A dx A dtzA dx3A......... Adt,Adx™ +.......
+t, 1A dx"TA dtyA dxPA dt, A dxALL A dt,_,A dx"2A dt,A dx™
+t,A dxA dtyA dx®A dt; A dxTA....... Adt,_,Adx"2Adt,_Adx"1)

olur. Bu ise



niA(dn)"# 0

olmasi1 demektir.
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IKiNCi BOLUM
UC BOYUTLU LOKAL ¢ —SIMETRiK NORMAL HEMEN HEMEN DEGME
METRIK MANIFOLDLAR
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Bu boliimde Ricci tensorii n —paralel olan lokal @ — simetrik {i¢ boyutlu
normal hemen hemen degme metrik manifoldlar1 verdik. Once 3-boyutlu normal
hemen hemen degme metrik manifoldun lokal @ — simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart1 daha sonra a, f = sabit iken boyle bir manifoldda Ricci tensorii n —paralel ise
manifoldun lokal @ —simetrik oldugunu gordiik. Son olarak da 3-boyutlu lokal @ —

simetrik normal hemen hemen degme metrik manifold 6rnegi verdik.

M, (@,& 1) hemen hemen degme yapisiyla bir hemen hemen degme manifold
olsun. Burada @, M iizerinde, sirasiyla ,(1,1), (1,0), (0,1) tipinde tensor alanlaridir
oyle Ki

P*=-I1+1®¢& ,nE) =1
Buradan ¢& =0 ve n.¢ =0 sonuglan ¢gikartilir

R, reel say1 ekseni ve t, R’ nin bir koordinati olsun. M X R tizerinde bir hemen

hemen kompleks yapiy1
'(X/ld)—( X -1 (X)d)

seklinde tanimlayalim, burada (X,A%) ile M X R iizerinde bir tanjant vektor alani
gosterilmistir.

Eger j integrallenebilir ise M ve (@,&,n) normaldir denir. Yani (@,&,n)

yapisinin normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
(¢, 9] +2dn @& =0

olmasidir. Burada [¢, ¢], ¢' nin Nijenhuis torsiyon tensoriidiir:
(6, 1(X,Y) = [$X, Y] + $?[X, Y] — ¢[$X, Y] — ¢[X, Y] .
Eger (dn)S =0 ve nA(dn)’ =0 isen 'ninranki r = 2s dir
Eger n A (dn)S # 0 isen 'ninranki r = 2s + 1 'dir. M iizerinde
g(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(Xn(¥) (¥ XY € X(M))

sartin1 saglayan g Riemann metrigine (@, &,n) yapisiyla uyumludur denir. Eger g boyle
bir metrik ise (@,&,7,g) yapisi bir hemen hemen degme metrik yap:1 olur. Uzerinde bir
(@,¢&,1n, g) h.h.d, metrik yapisiyla M de bir hemen hemen degme metrik manifold olur.
Eger M 'nin boyutlu 3 ise, g ve g’ metrikleri M tizerindeki (@,&,n) yapisiyla
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uyumludurlar © g'=0g+ (1 —0o)n ®n 'dir  (burada o, M lizerinde pozitif

fonksiyondur).

dn = ¢ sartin1 saglayan (@, ¢&,n, g) yapist Sasakian ‘dir ve ranki 3 'tiir. d¢p =
0 sartin1 saglayan yap1 quasi —Sasakian 'dir (Blair,1997).

Olszak, 3-boytlu normal h.h.d. manifoldun egrilik 6zelliklerini galist1 (olszak,
1986) .

Takahashi bir Sasakian manifold i¢in locally @ —Symmetry notasyonunu verdi
ve Degme geometrisinde @ — simetri notasyonu (Boeckx, buecken ve vonhecke,

1999). tarafindan tamimlanip ¢aligildu.

M iizerinde bir hemen hemen Degme yap1 (hemen hemen Degme metrik yapi)

asagidaki bagintilar: saglar:
(VxP)(¥) = g (@VxE Y)E —n(Y)PpVx§ (2.1)
Vx& = a{X —n(X)¢} — foX (2.2)
burada2a = div € ve 2B = tr (¢VE),

div ¢ , & nin divergensi olup div& =trace {X — Vyx¢&} ve tr (¢pV¢) = trace
{X - ¢ Vy&}ile gosterilir

RX, Vg ={Ya+ (a® — p*n(V)}p?*X — {Xa + (a® — fn(X)}p?Y

+HYB + 2apn(Y)}pX — {XB + 2aBn(X)}dY (2.3)
S(Y,8) = —Ya — (¢Y)B — {&a + 2(a® — B*)In(Y), (2.4)
§B+2ap =0 (2.5)

burada R egrilik tensoriinii, S de Ricci operatoriinii gosterir.
Diger yonden, 3-boyutta egrilik tensorii
R=XY,ZW)= gXW)SY,Z)—gX,Z) SY W)+ g(Y,Z) S(X,W)
—g(¥, W) S(X,2) =2 [g(X, W) g(¥,2) = g(X,2) g (Y, W)] (2.6)
burada R= (X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z, W) ver skalar egriliktir
R, Y,2,§) =-R(EY,§2) =-g (RE V) Z)
=—g({Ya + (a® = pI(N}P*E — {§a + (a® - B)}P%Y



+{YB + 2apn(V)}¢E — (£B + 2aB}9Y, Z)
R(EY,2,8) = g({ éa + (a® — B)}P?Y,Z) + g ({EB + 2aB } ¢, 2)
R(,Y,Z,8) = —(Sa + (a* = *))g(¢Y, ¢2)
—(&B +2aB) g(Y, $2) .
(2.4), (2.6) ve (2.7) den a =sabit ve B =sabit olmasin kullanarak
REY,2,8) =gE, S, 2) — g 2)S¥,§) +
9(,2) 8,8 —g¥,§)S(&,2)
~5196.9 900.2) ~ 9,2 g (¥, )]
= S(¥,2) = n(@)(-2(a* = B2))n(1))
+9 (¥, 2)(=2(a* = %) = n("In(Z2)(=2(a* - B*))

2190, 2) =@ (V)]

S(Y,2) + 2 (a® = BOn(¥)n(2)

~2(a? = g (¥, 2) — 5 9§V, $2) + 2(a* — F (@)

= 5(1,2) = 2(a® — B9 (#Y,7) — 5 g(¢V,$7)
+2(a? = FI(VIN(Z) — (@ - p2)g($Y, $2)
+H2(a? - %) +:3} g(9Y, $2) — 2(a® = BV In(2)
= S(Y,2)
S(v,2) = (5+a® = B2) g(¢¥,¢2) — 2(a® - FAn(¥)n(2)
(2.8) 'i, (2.6) da kullanirsak

ROY,ZW) = g, W) {(G+a? - 52) g(v,2) - (g +3(a? -

B ()

~g D {(5+a? = 57) g, W) = (5+3(a* = B2)) (W)}

55

2.7)

(2.8)
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+90r, D) {(5+a? = 52) 906, W) — (L4 3(a> = 7)) nCONW))

g W) {(5+a? - 57) g0, 2) = (5 + 3(a* - 7)) nCO(@)}
—2 9K W) gV, 2) +29(X,2) g(Y, W)
=(C+a?-pr+i+a? -2 -1) g(x, W) g(v,2)
—(E+a?—p2—T+l+a? - f7) g(X,2) g(¥, W)

—g(X,W) G +3(a? = ) n(N1 (@)

+9(X,2)G + 3(a® = B2 (W)

9V, 2) G +3(e? = £2) nCONW)

+ g, WG+ 3(a% = B2 n(On(2)
R(X,VZ = G+ 2(a = B2) (9, 2)X - g(X, 2)Y)
+9(X, 2)(G + 3(a? = B2) n(¥)%
~G+3(a* = B (DX
—g(Y,2)G + 3(a® — ) n(X)§ (2.9)

+G +3(a? = ) nCOn(2)Y

Eger a,f = sabit ise, 0 zaman manifold ya f — Sasakian, ya a —Kenmostsu

ya da Kosimplektiktir (Blair, 1976).

Onerme 2.1. Bir 3-boyutlu normal hemen hemen Degme manifold a, f = st

ise ya [ — Sasakian ya a —Kenmostsu ya da Kosimplektik'tir

p — Sasakian manifoldlar quasi-Sasakin dir (Blair, 1967).



57

2.1. UC BOYUTLU LOKAL ¢ —SIMETRIK NORMAL HEMEN HEMEN
DEGME METRIK MANIiFOLDLAR

Tamim 2.1.1. Bir normal hemen hemen Degme metrik manifold Lokal

@ —simetriktir denir, eger
¢*(VwR)X,Y)Z =0

ise, burada W,X,Y,Z vektor alanlar1 ¢ ye ortogonaldir (Bu notasyon Takahashi

tarafindan Saskian manifoldlar i¢in verilmistir) (Takahashi, 1977).

3-boyutlu normal hemen hemen Degme manifoldu diisiinelim. (6.9) 'un W

yoniinde kovaryant tiirevini alalm ve a, f = sabit kabul edelim.

dr(w)
(VwR)(X,Y)Z = — [g(Y,2)X — g(X,2) Y]

+ g(X,7) [‘“(W)

n(E +{£+3(a? = BOHTWm (NE - 1 ()8} |
90, 2) T2 n@)g + £+ 3(a? = BHHETwm (X)E - n(X)Vy} |

[dr(w) n(n)X + { +3(a? - BZ)} {(Vwm) (V)n(Z)X +

(V) (Vwm)(2)X} |

+[E2 3 (m@)Y + [+ 3(a? ~ B }H@um @)Y -
nCO@ym @)Y} |

Lokal @ —simetrii¢in X,Y,Z, W, & ye ortogonal alinacagindan

dr(w)

P*(VwRIX,V)Z =—=[g(¥,Z)(-X) — g(X,2)(-Y)]

- dr(w) [g(Y,2)(X) — g(X,Z)(V)]

elde edilir
¢?=(VyR)X,Y)Z=0 < r skalaregriligi sabittir.

Teorem 2.1.1. Bir 3-boyutlu normal almost contact metrik manifold lokal

@ —simetriktir ancak ve ancak a ve 8 sabit olmak iizere skalar egrilik sabittir.

Sonug 2.1.1. Bir 3-boyutlu g —Sasakian manifoldu lokal @ —simetriktir ancak

ve ancak skalar egrilik sabittir.
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Ozet olarak g = 1 ise § —Sasakian manifoldu Sasakian manifoldu olur.

Sonug 2.1.2. Bir 3-boyutlu Sasakian manifoldu lokal @ —simetriktir ancak ve

ancak skalar egrilik sabittir (watanabe, 1980).

Benzer sonuglar a —Kenmotsu ve Kosimplektik manifold igin de

verilebilir ¢ = 1 ise & —Kenmotsu manifoldu Kenmotsu manifold olur.

Sonug 2.1.3. Bir 3-boyutlu Kenmotsu manifoldu lokal @ —simetriktir ancak ve
ancak skalar egrilik sabittir (Pathak, 2004).

2.2. n — PARALEL RiCCi TENSORU

Tammm 2.2.1. Bir hemen hemen Degme metrik manifoldun S Ricci tensorii
(Kon, 1976).

(VxS)(@Y,9Z)Z = 0
esitligini saglar ise n — paralel 'dir denir. (V X,Y,Z igin)
3-boyutlu normal hemen hemen Degme manifoldu diisiinelim
S,2) = (5 + a® = %) g(9V,92) - 2(a? = FIN(VIN(@)

esitliginde Y yerine ¢Y , Z yerine ¢pZ alirsak
r
S@Y.92) = (5+a* = B2) g(=Y + 1w ~Z +n(2)%)
—2(a’® - B2) n(eYIn($Z)
= (5+ @ = £2) (0. 2) = @1 () = 0NN + V)

ya da

S@Y,¢2) = (5 +a* = £2) (¥, 2) = ("1 (@)

olur. X yoniinde kovaryant tiirevini alirsak

dr(x)
(WS (@Y, $2) = —— ((¥,2) =n(Nn(2)

— 3+ @ = B2) [(Vxm (NN (@) + n (V) (Vxm) (D],
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Farz edelim ki S Ricci tensorii n —Paralel olsun 0 zaman (V4 S)(¢Y,¢Z) =0

oldugundan
d
" 190,.2) —nm@1 - (5 + a = B7) (G D@ + 1N @) @] = 0
olurY=Z7Z=e¢  alalim (1<i<3)

dr(x)
2

[(Vxn) (e)n(ey) +n(e))(Vxn)(e))] =0

[g(er &) — n(edn(ed] — (5 +a? — §2)

2- 20— (S+a? = B2) (V) = 0

dr(0 = 2 (5 +a? = §7) (T(§) = 0

(Vxm(©) = Vx(n(©)) — n(Vx&) = —nla (¢ X = n(X)§) — BPX)
=-n(aX —an)é— B $Xx)
= —n(aX) +anX) + Bn(pX)
=—anX)+anX) =0
(Vxn)& = 0 oldugundan dr(x) = 0 olur yani r =st 'dir

Teorem 2.2.1. n —Paralel Ricci tensorlii bir 3-boyutlu hemen hemen degme

metrik manifoldunda (« ve g sabit) skalar egrilik sabittir.

Sonu¢ 2.2.1. Bir 3-boyutlu hemen hemen degme metrik manifoldunda « , 8

sabit olmak tizere Ricci tensorii  —Paralel ise Lokal ¢p —simetriktir.

2.3. UC BOYUTLU LOKAL ¢ —SIMETRIK NORMAL HEMEN HEMEN
DEGME METRIK MANIiFOLD ORNEGI

3-boyutlu M = {(x,y,z) € R3|Z # 0} manifoldunu alalim, burada(x,y,z), R3
un standart koordinatlaridir. Vektor alanlarini da

d d a .
=z— =7— =7— larak .
ey 5 0 €2 5y ' &3 5, Olara secelim

(bu vektor alanlart M 'nin her noktasinda lineer bagimsizdirlar) g Riemann

metrigi de agagidaki gibi tanimlansin:

g(er,e3) = g(eg,ex) = g(eze3) =0
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g(er,e1) =g(ezez) =g(ese3) =1
n(z) =g(z,e3) , VZeEX(M)
¢ler) = —e; ,p(er) =ey, ¢(e3) =0
Z =2z1eq + 2,6, + 2363 z =(24,23,23) ,W=wye; +Ww,e, + wsez
D(2) = Pp(z161 + 2565 + 7363 ) = z1P(e1) + z,P(e,) + z3¢P(e3)
¢z = —z,€; + 2361 = (22, —21,0)
Ppw = —wie; + wae; = (Wp, —wy,0)
¢*z = —z1¢(e;) + z,¢(e1) = —z18; + 73, = (—21,—7,,0)
G’z = —z1e; — 2,6, = —Z1€, — Zy€3—Z3€3 + Z3€5
¢z =—z+n(2)es
n(es) = gles,e3) =1
9(¢z, pw) = g(z26; — 2185, Wae1—W1€;) = Z;Wy + 21wy
g(z,w) = zywy + zow, + Z3w;
n(@2nw) = g(z,e3)g(w, e3) = zzws
9(¢z,dw) = g(z,w) —n(z)n(w)

O zaman e; = ¢ igin (¢, &,1n, g) yapist bir hemen hemen degme metrik yap1

olur (M tizerinde).

[e1,e2] =0 ,[e;,e3] = —e;,[ez,e3] = —e, dir

[ex, e2](F) = ex(eaf) — ex(eaf) = (z2) (22) - (22) (2 2)

ay

o%f o%f
— 2 — 52

0xdy dydx -
a a a a
[e1, €3] = ex(esD) —es(esf) = (z5-) (25) = (22 (2%)
_ zazf_ zazf_ ﬂ
0x0z 0z0x x
a
[e1,e3] = 25T T6é

[ez, e3](F) = e;(esf) — es(esf) = z:—y(z%f) _Z%(Z;_yf)



61

o%f o%f a
=z2——z2——z— (P
dyoz 0zoy ay

F]
[ez, €3] = —25 =—€

Kozsul formiilii kullanilarak:
29(VxY,Z) =Xg(Y,Z) +Yg(X,Z) = Zg(X,Y)
—g(X,[Y,Z]) —g(¥,[X,Z]) +g(Z,[X,Y])
Zg(Vele3, 91) = —g(ey les, e1]) —g(es, e, e1] + g(ey, [e1, e3])
=—g(ei,e1) —g(e, e1) = —2g(ey,e1) = 2g(—ey, €1)
=2g(—eq,e1) + 2g(—ey,e;) = 2g(—e; — ey, e1)
Ve,e3=—e1—¢€; Ve,e1 =0
Zg(VeZe3, ez) = —g(ez les ez]) — g(es, [ez e2]) + g(ea [e2, e3])
= —g(ez,e;) — g(ez ez)
= —29(ez €3) = 2g(—ez,€;) + 2g(e1, €2)

Veze3 — el - 62 0 v63€2 — 0

ZQ(Ve192'93) = —g(eq, [ez e3]) —g(ez [e1,e3]) + g(es, [e1,e,]) =0

29(Ve132: ez) = —g(e;,0) + g(e;,0) — g(ez [er,e2]) =0

29(Ve,e2,61) = —g(ew [z, 1]) —g(ez [e1,e1]) + g(es, [er, ;1) = 0
Velez = O y Vezel = O
ZQ(Velez:ez) = —g(eq, [ez e2]) —g(ez [e1,e2]) + g(ez [e1,€2]) =0

Zg(Velez, 93) = —g(es, ez e3]) —g(ez [eq,e3]) + g(es, [eq, e2])

Zg(Velel, 93) = —g(ey ler,e3]) —g(es, [er, e3]) + g(es, [er, e4])

=g(es,e1) + gles,e1) = 2g(eq,eq) = 2g(es, e3)

fo=a{x—n(x)f}—ﬁ¢x a=-1, 132—1,6’3:5

Px = Pp(x181 + X285 + x3€3) = —X18; + Xz€g



Vx§ = —{x = ()} + dx = —x + n(x)¢ + Px
Vi ei+x,e,4+x5e5 €3 = X1 Ve €3 + X5V, €3 + X3V, €3
Vies = x1(—e; +e;) + xy(e1—e3) + x3.0 = (x3—x1)e; + (x3—x3)e,
—x +n(x)es + px = —x,e, — x,6; — X363 + X363 + X201 — Xq1€;
= (%2, —x1)e; — (%, —xz)e;
29(Ve,e2.e3) = —g(ez ez, €3]) —g(ez, [e2, e3]) + g(es, ez, €2])
= g(es,e2) + g(ey,€2) = 2g(e3, €3)
Ve, €2 =¢€3
Zg(Ve3 er,e;) = —g(es, [er, e1]) - gley, [es,e1]) + gley, [e3,1]) = 0
29(Ve,e1,e2) = —g(es, [er, €2]) - gle, [es, 2]) + g ez, [e3,€4])
= —g(e3,0) —g(ey, e2) + g(ez,e1) =0
ZQ(Vegeb 93) = —g(es, [e1,e3]) - g(eq, [es, e3]) + gles, [e3,e1])
= —g(e3,—e1) + g(es,e1) =0
Ve,e1 =0
Zg(vegezfﬁ) = —g(es, [ey e1]) +g(ey, [es e;]) — gles [es,e4]) =0
Zg(vegezf ez) = —g(es, [ez e:]) —g(eyz [e3,e2]) + gley, [e3,e2]) =0
Zg(vegezf 33) = —g(es, [ey e3]) + g(es, [e3,e2]) — gley, [e3,e3]) =0
Ve, =0
2g(Ve,e1,e1) = —g(ey, [er,e1]) - gley, [ez,e1]) + gley, [ez,e4]) = 0
29(Ve,e1,2) = —g(ez [er, €2]) - gley, [ez, €2]) + glea, [e,1]) = 0
Zg(Vezel, 93) = —g(ey [e1,e3]) - gley, ez, e3]) + gles, [ez,e1]) =0
Ve,e1 =0
Zg(ve332:e1) = —g(es, [ez,e1]) —g(ez [es,e1]) + gley, [es,e,]) =0

Zg(Ve3ez, ez) = —g(es, [ez,e;]) —g(ey [e3,e2]) + gles, [es,e;]) =0
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Zg(Ves €2, 33) = —g(es, ez, e3]) — g(ey, [e3,e3]) + g(es, [e3, e;])
=-g(es, —e;) + gles,e3) =0
bulunur. R(X,Y)Z = VyVyZ — VyVxZ — V[x y1Z esitligi kullanilarak da
R(ey, ez)e; = Ve, Ve, = Ve, Ve €3 = Vig, e 12
= Ve, e3—V,,0=—e;, —¢e;
R(e3, ex)e; = Ve, Ve,€2 = Ve, Ve €0 = Vie, e 162
=Ve,e3—V,,0-V, e,
=0—e3=—e;
S(ez e;) = g(R(ey, ex)e;z,€1) + g(R(es, ez)ey, e3)
=g(—e; — ey, e;) + g(—es e3)
==1-1=-2
R(e1,e3)es = Vo Ve.e3 — Vo Ve €3 — Vi co1€3
=V, 0-V,, (—e;—e) — V_e €3
= Ve, + Vo610 +V, €3
=0+0+(—e; —ey)
=—e—€
R(e; e3)e; = Ve,Ve,e3 = Vo, Ve, €3 = Vg, e 163
=V,,0-V, (e, —e) —V_g,e;3
= —Ve,e1+ Ve e, +V, e3
=e — 6
S(es e3) = g(R(ey, e3)es e1) + g(R(ez, e3)es3, €3)
= g(=es,e1) —glezer) + gley,e;) — gley ez)
=-2
R(ez e1)e; = Ve,Ve €1 = Ve Ve, 01 = Vg, o161

= Veze3 - Ve10 =€ —€e
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g(R(ez e1)es,e;) = gley —ey,e;) = —gley, €2) = —1
R(es,e;)e; = Ve,Ve1 = Ve Vo1 — Vi, o161
=Ve,e3—V, 0 =V, e, =—e3
g(R(es, er)es, e3) = g(—es,e3) = —1
S(ei, e1) = g(R(ez, e1)ey,e3) + g(R(es, er)ey, 1)
=—-1-1=-2

oldugu goriiliir (De, Y1ldiz ve Yaliniz, 2009).
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UCUNCU BOLUM
FINSLER MANiIFOLDLARI
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(2m + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir C** manifold M olsun. M manifoldunun

tanjant manifoldu TM olmak {izere sifirdan farkli tanjant vektor demeti

m:TM — M ile verilir. TM nin (x, y) noktasindaki X € T(y,,y(TM) vektorii eger
n*x = 0 ise dikey vektdr olarak adlandirihir. T(,,,y(TM) 'nin biitiin dikey vektorlerinin
ciimlesi T¢y ,,)(TM) ile gosterilen dikey alt uzayidir ki bu alt uzay x € M noktasi i¢in

m~1(x) fibresinin tanjant uzayidir. M {izerindeki bir N non-lineer konneksiyonu
(x,¥) € TM = N(yy) € Tyy)(TM)
seklinde tanimli bir distribiisyon olup
T,y)(TM) = Nixyy @ Ty ) (TM)

esitligini saglar yani T(,,,(TM) dikey, N,y de yatay distribiisyonlar1 gosterir.
(B,B, Sinha, R, K, yadav, 1991).

TM 'nin t(M)=M ve 6(M)NM = ¢ olacak sekildeki bos olmayan bir

acik alt manifoldu M" ile gosterilsin, burada 6 ile TM nin sifir kesiti gosterilmistir.

M, = T,M n M’ pozitif konik set, yani V k > 0 icin ve V y € M, i¢in ky €
M, ‘dir (A.Bejancu, H. R. Farran, 2013).

F: M’ - (0.0) diizgiin fonksiyonu verilsin. M" iizerindeki her {(U,®):x!, y'}

koordinat sistemi i¢in asagidaki kosullar saglanir:

(F,) F fonksiyonunun (y1,...,y?™*1) ‘e gore pozitif homojenlik derecesi 1

'dir, yani
F (x!, . x?™ eyl L ty?™ )= t, F(x?, ..., x?™M1 yl L 2t

V(x,y) € ®(U) vet > Oigin (3.1)
1 9%2F . .

(F,) gij = 23yay JL,je{1,....2m + 1}, V(x,y) € ®(U) (3.2)

gi; 'ler R?™*1 de pozitif tanimli kuadratik formun bilesenleridir.

F?™+1 = (M, M",F) igliisii eger (F;) ve (F,) sartlarim saglarsa Finsler
manifold olarak adlandirilir, burada F fonksiyonun F2™+1 Finsler manifoldunun temel

fonksiyonudur.

m:M" — M submersiyonunun m,:TM"~ — TM tanjant doniisiimiinii diisiinelim

ve (TM")V = ker m, alalim U € M’ koordinat komsulugu iizerinde lokal koordinatlar
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m'(x,y) = x' oldugundan

i(0 ) _ si i(9) =
i (52) = of ver! (ayf) =0
olur. I'(TM")¥ demetinin ban{%} dir ve M’ iizerinde ranki 2n+1 olan

integrallenebilir distribiisyon olan (TM")V demeti F2"*1  Finsler manifoldunun dikey
vektdr demeti olarak adlandirilir. TM® iizerinde (TM°)V dikey vektdr demetinin
tamamlayic1 distribiisyonu olan (TM")H, M iizerinde yatay distribiisyon (non-lineer

konneksiyon) olarak adlandirilir. Boylece
TM® = (TMHR @ (TM")Y

) 1)
yazilir. O zaman {

TRy W} lokal vektor alanlar:

) 0 .0

. r___ L

5xt  ox J 6_yf
seklinde olup I'(TM" ) da bir bazdir (dx?, §y’) dual bazlar da
8y) = dyJ + N/ (x, y)dx!

$ekh||dedir \Y X € ] 1\4c> lgln
X = Xi(x ) +Xi(x )
’y éxi ’y é}U

O zaman

1)
Sxt ’

X = Xi(x,y) XV =)?i(x,y)%, X'=X"+N X/ dir.

Acikcast (M) c M’ alt demeti icin Xi(x,y) =0 ve (M)¥c M’ alt

demetiigin  X'(x,y) = 0 'dir

3.1. HEMEN HEMEN DEGME FiNSLER MANIFOLDLARI

M’ iizerinde ¢ tensor alami, & vektor alan1 ve 1 1 —formu igin asagidaki

esitlikler vardir:
— HH Vo _ i g i o i 0 j
="+ = pj(x )5 ® dx) +F(5,)) 35 ® 8y (33)

n=n"+n" =n,(x,y)dx" + 7;,(x,y) 6y (3.4)
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§=¢1 48 =8 g+ ) o (35)
(3.3), (3.4) ve (3.5) deki gibi tanimlanmus olan ¢, &, 7 i¢in

(@M= —1" 40" @1, (¢ =-1"+1" ©¢" (3:6)

g =Y @) =1 (3.7)

Sartlar1 saglaniyorsa (¢, &7, n™ ) tigliisit (M*)" iizerinde (¢, Y, 1" ) ucliisii de (M*)Y

tizerinde hemen hemen degme Finsler yapilardir denir. Finsler vektor demeti
M =MD (MDY dir.
Teorem 3.1.1.  (¢7, &%, 9M) ve (¢V,&",n"), swrasiyla, (M)P ve (M"Y

tizerinde hemen hemen degme Finsler yapilar olsunlar. Asagidaki esitlikler vardir:
"M =9V (§V) =0
nfegfl=n"o¢"=0 (3.8)
rank ¢ =2m ,rank ¢V =2m
(MM ve (M) ,(2m + 1) boyutlu olmak iizere
(MM, ", &M, m") ve (M), ¢",¢",1")

hemen hemen degme Finsler manifoldlaridir. F?2™*1 = (M, M’,F) Finsler manifoldu

i¢cin asagidaki metrigi tanimlayalim:
gh:r(tM)Y xr(TM°)Y - g(M")
grWrw”) (xy) = gy T VE o W, (1< i j < 2n+ 1 (3.9)
burada VY ve W}" ile ,sirasiyla, VV ve w¥ vektérlerinin bilesenleri gosterilmistir g;; ©
fonksiyonlar1 da (3.2) deki gibi tanimlidir. (3.9) dan
aif @) = 9" (55 507) (%:7) (3.10)
olur. Benzer sekilde
gF:r(TM)HE x I(TM*)H > g(M")
gf (o, why (x,y) = g;f e IV (e, WS (x, y) (3.11)

9 9
9ipey) =g" (g ,@) (x,y) (3.12)
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F?"*1 Finsler manifoldunun Finsler metrigidir. Bdylece, g Finsler metrigi

Finsler vektdr demeti iizerinde bir Riemann metrigi olarak diisiiniilebilir. M" {izerinde
G:T'(TM)xT'(TM") - g(M") (3.13)
G(x,y) =G (x,y)+G"(x,y) V x,y€(TM")

seklinde tanimli G metrigi (0.2) tipinde simetrik tensordiir ve Sasaki finsler metrigi

olarak adlandirilir.
G =g dx'@dx) + g, 6y' @ 6y/ =" +G¥ (3.14)
(M)P ve (M")V iizerinde hemen hemen degme finsler yapilar, sirasiyla,
(@, &8, nH) ve (¢Y,&Y,1n" ) olsunlar. Eger G ve GV metrik tensorleri
G (X", pY™) = G (X", YH) — ' (XTn(YH)
GV(pXY, YY) =G (X", YY) =" (X" )n" (Y") (3.15)
GG, M) =" (™), 6" (", &) =n" (")
GH(pXM, YH) = —G" (X", YH)
GV(pXV, oYV = —GV(2XV,YV) (3.16)

esitliklerini saglarsa (¢, &%, nM, GH) ve (¢V,&Y,nY,GY), sirastyla, (M)* ve (M*)V
vektor demetleri iizerinde hemen hemen degme metrik Finsler yapilar olarak

adlandirilirlar.

(M*)P ve (M")V vektor demetleri tizerinde ikinci temel formlari

QXH YH) = GH(XH, pyH)

XV, Y =G6"(XY, YY) (3.17)
seklinde tanimlayalim. ikinci temel formlar icin asagidaki esitlikler vardir:

Q(pXH, pYH) = oXH, YH) | 0(¢pXV,pY") =0V, YY)

QXH YH) = — (YH, X", 0(X",YV) = -0V, X") (3.18)

3.2. B —KENMOTSU FINSLER MANIFOLDLARI
M?2m+1 = R X ¢ N?™ olmak iizere F?™*! = (M,M’,F) finsler manifoldunu

t
alalim. f(t) = c-efz ve (N)?™ = TN2M/ 9 Kaehler manifoldu olsun. (M")M ve
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(M*)V  demetleri iizerindeki (¢, &7, 0", G") ve (¢V,&Y,nY,GY) hemen hemen

Kenmotsu Finsler yapilari igin asagidaki esitlikler saglanr.
dpfl =dn’ =0 , df =pni A0, daV =pn" A0V (3.19)

burada S sifirdan farkli reel bir sabittir. (M)®? ve(M")Vdemetleri iizerindeki
(pf, &5 0, G1) ve (¢V,&V,nY,GY) hemen hemen degme finsler yapilarinin

B —kenmotsu finsler yapilar olabilmesi igin gerek ve yeter sart

(V4 p)YH = L{GH (@XM, YH)EH - (Y™)px™)

(V5 )Y = £(6" (X", Y)E" ' (¥)¢X") (3.20)
esitliklerinin ve

Ve =L ixt — gt (X))

i’ =L — Y (x)¢"} (3:21)

esitliklerinin saglanmasidir. (3.20) ve (3.21) deki esitliklerden asagidaki sonuglar elde
edilebilir.

(VE ™Y =20 (pXH,YH) = EGH (9X", YH)
W50 =20 (@x",¥) =67 (9x", ¢Y") (322)
(M), M, &4, 0", GM) ve (M), ¢¥, €, 0", G")
B —Kenmotsu Finsler manifoldlari igin asagidaki esitlikler vardir.
RI(XH, YIER = £ it (x iy — (v x1)
RV, YE =L oV Yy — ¥ (r")x") (3.23)
DR (XM, Y2 = £ (G (%M, 21yt () 6H (v, ZM) (xh)

1Y (RY (X, ¥1)2Y) = B {6V (X, 27mY (YY) = 6V (Y, 20 (X))

(3.24)

,82

1
(V4 R, YHYEH = = (G (e, 2y — GH (v, ZXH) S R, vyz!
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(V5 ROV, Y)Y =2 (67 (xV, 20y — 6V (v",2)X")

—% RV(XV,Y")Z¥ (3.25)
RIQxH, Yz = — L (GH (yH, 21X M — GH (XM, Z1)YH)

RY(XV,¥")z2¥ = -E(6V (v, 2)xV — ¢V (x¥,2")Y") (3.26)
RAGEN, X)YH = B GH O Yy 4 g vy i)

RVGY XYY =B =6V (X" Y 407 (1) X7 (327)
sH(gH, ¢ = -2 B2, §¥(§",§") = - B> (3.28)
SH(@XH, pYH) = SHOXH, YH) + B2 2 0 (XH) nH (YH)

SY(px",¢Y") = SV (X", YV) + B2 50" (X)) 0¥ (V) (3.29)

3.3. @ —SASAKIAN FiNSLER MANiFOLDLARI

(MM ve(M*)V iizerindeki (¢, EH,nH, GH) ve (¢V, &V, 1Y, GY) hemen hemen
degme metrik finsler yapilarimin a —Sasakian Finsler yapilar olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul
(VEM Y =~ (6" (X", y™eH —nf (v xH}
(V" YV =~ {GV(X",Y")§" —n" (Y)X"} (3.30)
ViEH = —Z¢x" VY = —=¢X” (3.31)
esitliklerinin saglanmasidir (3.30) ve (3.31) esitliklerinden asagidaki sonuglar elde edilir
(Wi YH =2 (X", vy = 2.6 (XM, gy
ViV )YV = % QXY YY) = %GV(XV, dpYY) (3.32)

(MR, o, e, GH)  ve (M)Y,¢",€,1Y,GY) a—Saskian Finsler

manifoldlari i¢in asagidaki esitlikler vardir.

RH(XH,YH)EH = S (vH) XH - (x) YH)
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RV(XV,YE =SV (V) XV — " (X) YY) (3.33)

D" (R (XM, YH)ZHY = S{GH (YH, 2t (XM — G (XM, 2y (Y1)

7’ (RY(XY,Y")Z2") = S (6" (", 2" )" (X¥) — GV (X¥,Z")n" (YV)}(3.:34)
2 R, g G P L

(74 RO, Y = (Y, 20 — 6V (Y, 29 Y)

—~RV(X",Y")Z" (3.35)

RHQXM, Y ZH = S (GH (YH, 21X M — GH (XM, 21y H)

RY(XV,¥")2¥ = £{6" (", Z)X¥ — 6" (x¥,2")Y"} (3.36)

RAGE, £y = iy — G (X, e

RVCKY, €YY =5V ()XY = 6V (xV,Y)g") (337)

RH(fH,XH)YH r %Z{GH(XH, YH)fH _ T]H(YH)XH}

RV, XYY = S {6V (XY, YV)E" =0V ()X} (338)
sHEH, s =at T, SV, ) =a’ 7 (3.39)
SHxM,eM =a? Tt . SYXY,E =a? T (X)) (340)
Qg =a?Zs" , QVEY =a? ¢’ (3.41)

SH(pX", pY™) = SH(XH, Y™) — a® Z " (X") n (Y")

SY(¢XV, YY) =YXV, YV) —a® T 0" (X" n" (Y") (3.42)

3.4. TRANS-SASAKIAN FINSLER MANIiFOLDLARI

(MO, pH, 8, GH) ve (M")Y,¢",¢Y,1V,GY) hemen hemen degme
Finsler manifoldlar1 asagidaki sartlar1 sagladiginda (a, f) tipinde trans- Sasakian Finsler

manifoldudur:
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(VHGHY(YH) = SLGH (X, ¥y = (™)X} + £ {GH (px, ¥ —
nf (Y1) pxH)
(V56" (YY) = S{6V (X", ¥") =0V (/X + 2 {6V (X, ¥") -
n’ (Y")pXxV} (3.43)

burada @ ve B (M")! ve (M")V iizerinde taniml1 diizgiin fonksiyonlardir. Eger
a ve [ sabit ise manifoldlar ya a —Sasakian ya f§ —Kenmotsu ya da Kosimplektiktir. «

ve B sabit iken (3.43) esitliklerinden asagidaki esitlikler elde edilir.
VHH:_E XH ExH_HxH H
Yl = 2 X 42 (X — (XN )
VEE = =S ox + L (x -0’ (4N} (3.44)
(Vi) = =S GH(@XH, YH) +£GH (gxH, pv™)
(Vi )Y = = 26Y(px",¥") + L6V (X7, p¥") (3.45)
(MO, pH, 1, GH) ve (M)V,¢Y,€Y,n",G") trans- Sasakian Finsler
manifoldlar1 i¢in asagidaki esitlikler de bulunabilir:
HeyH yHYzH — @=B®) ¢ HoyHYyH _ H(yHYyH aB ¢ HeyH H _
R (X", Y")E L " (YOXT =0 (XY +—={n" (Y")pX
" (XMprH }
VeV yvyeV — @B v euvyyV _ vy Vv aBe veyv vV _
RV(X",Y")¢ L (YOXT =" (XY 3+ =" (V)X
n"(X")eY" } (3.46)

aZ_ﬁZ
4

n(RH(XH,YM)ZH) = ( ){G”(YH.ZH)TIH(X”) — G (X", ZMn" (Y}

— 2R {GH (px", ZMmH (YH) = GH (¢ H, 2P (X))

a? — B2
0’ (RY (XY, ")z = ( -

){GV(YV, 2" (X") = 6V (XY, 2")n" (v*)}
— 2R {6V (90X, 2" )" (YV) = GV (pY", 2" )" (X*)} (3.47)

RH(EH, XMEH = (“F) it (et — x )
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RV(€",xV)E" = () ¥ (0" — x7) (3.48)

2 _ p2

RH(XH yH)ZH = L‘r/;){GH(Y”,ZH)X” — GH(XH zH)YH }

@ ﬁ H H 7H\yH H H 7H H

—— (GH (X", M)y — G (g™, zM)XH)
2 _ n2

RV(XV,Y")z" = w{a"(y",z")x" —GV(XV,ZVY"}
— ZEL6V (X", 2V)YY — GV (¢Y",2")X"} (3.49)

SH(xH, ¢ == (a* = B2) " (X'

SY(XV,§) =% (@ = B " (x") (3.50)
sH(EH, €M) == (a® - p%), SV(E",€) =7 (@®—B?) (3.51)
QE" =2 (@ - pAEH Q¢ =7 (a® - B*E¥ (3.52)

v XHYyH zH e (MM vev XV,YV,ZV € (M"Y

Diger taraftan 3 boyutlu manifold icin R¥ ve RV egrilik tensorleri icin

asagidaki esitlikler vardir.
R(xH,yH zH wH) = GH (X", wH) SH(YH,ZzH) — GH(XH,Zz") SH(YH, wH)
+GH(YH, ZH) SH(XH, WH) — GH(YH, wH) SH(x",z%) -~
[GHXH, wH) gH(YH, zH) — ¢H(xH,ZzH) GH(YH, WH)]
RV, YV,zV.wV) =G¢"(XV,Ww") sV(YV,z") - GV (XV,z") SV (Y",W")
+GV YV, ZV) SV(XV, WY =GV (Y, W") SV(XV,Z") —g
[GV (XY, WY)G"(Y",ZV) - GV(X",Z"V) GV (YV,W")] (3.53)
burada,
R(XH,YH zH wH) = GH(RH(XH yH)zH wH)
RXV,YV,ZV, WYY =GV (RV(XV,Y"ZV,W")
ve r skalar egriliktir. (3.49) esitligini kullanirsak

ﬁ(fH, YH,ZH,fH) — GH(RH(fH, YH)ZH, EH)
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_(@®=p?)
a 4

{GH(YH,z%) =0 (Y"n"(Z™) }
+ LLgn (gyi, 7ty = CBLGH(pyH, p7H) +
<8 GH gy, 27)
buluruz, benzer sekilde
(B5HRE,YY,2%,8) = L6V ¢y, ¢27) + 2L 6V (pYY,2%)

olur (3.50), (3.53) esitliklerinden

RCEM, ¥, 27, €)= G (g7, €M) M (Y™, Z) — GM (€7, 2M) M YV, 1)

+GH(YH,ZH) SH(EH, fH) _ GH(YH,EH) SH(EH,ZH)

— 5 167", €M) GH (Y™, 2M) — (", 21 6 (M, )
= SH(YH, ZH) — pH (ZH) (aZ;ﬁZ) nH (YH) + (“2;[32) GH(YH, ZH)

D) e (gt (2 — D [GH(YH, 2H) — (Y ) (2]

bulunur. (3.54) esitligi kullanilirsa da

S”(YH.ZH)=<§——(“ -t )>G”(¢>YH,¢ZH) + P ity

+2LGH (pr", 2"
bulunur. a, B sabit oldugundan

SH(YH zH) = G _ (“2:32)) GH(pYH, pZH) + (azlﬁZ)nH(YH)nH(ZH)

(3.55)
dir. Benzer sekilde

SV YV, 7v) = (g (@ ; ,82)) GV (oYY, 62" + (a? ; ) o’ (¥ 0¥ (2Y)

olur

(3.55) esitligi (3.53) esitliginde kullanilirsa
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RH(XH YH)zH = (% _ (a? ;ﬁz)) (GH(YH, ZH)XH — GH(XH, ZH)YH)

+6H 00,21 (5= (a? = 7)) (g

- [3-3@ = BB (vt 2k

—6H(rH, 2 [(2 =3 @@ — ) ) (gt +

[ 3@ = )] n (x 2y

ve

RY(XV,Y")ZV = (g _ (“2232)) [GY (Y, ZV)X" — G¥ (X", ZV)Y"]

+6"(x",2) (5= 5@ = 9 )" (98] - [5 ~ 2 (a2 -
B0 (Y @Y = 6V (Y, 20 [ -2 @ - 7)) 0" (XY
+5- 2@ = 3|0’ V¥ @y (3.56)
esitliklerini elde ederiz.

Onerme 3.4.1. 3-boyutlu normal Finsler manifoldu «, 8 sabit iken ya

a-Sasakiandir yada 8 —kosimplektiktir.

3.5. 3-BOYUTLU LOKAL ¢ —SIMETRIK NORMAL HEMEN HEMEN
DEGME FiNSLER MANIFOLDLARI

Tammm 3.5.1. Normal hemen hemen degme metrik Finsler manifoldlari
(MO, pH, &1, GH) ve (MY, ¢Y,€,n",G")  Lokal ¢ —Simetriktir denir

eger £ vektoriine ortogonal olan her X#,YH, ZH WH, ZH vektor alanlari i¢in
o? (Vi R (X", YMZH ) =0

ve &V vektoriine ortogonal olan her XV, YV, ZV, WV, ZV vektér alanlar1 i¢in
¢*((VWRXY,YNZV ) =0

esitlikleri var ise
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((MHN, pH, €1, M, GH) 3-boyutlu normal hemen hemen degme metrik Finsler
manifoldunu alalim. Once , (3.56) daki esitligin W* vektoriine gore kovaryant tiirevini

alalim. a, B sabitleri i¢in

dr(w) [

(VwR)(X,Y)Z = GH(YH, ZMx" — gH (X", zM)YH ] +

610X, 2 [E (v + (5= (a? = 7)) (Vi (r g — ' (Y vl )

—GH (M, 2 eyt + (2= (o = )
(VN = (X"

[y zxe + (=2 @ = 7)) (@l ot X +

" (Y (Van™)(ZMXH)]

HEL e @Y+ (2=2 @ = D) (@K @Y +
" (XN (V) (ZMY)] (357)

bulunur. Simdi de Lokal ¢ —Simetrik i¢in &% vektdriine ortogonal olan
X" yH, 7H WH vektorlerini alalim. O zaman (3.57) den

¢2((VVI§RH)(XH, yH)zH ) dr(W) [GH(YH, ZH)XH — GH(XH, ZH)YH]
(3.58)

olur ¢?(VyR)(X,Y)Z = 0 olabilmesi igin gerek ve yeter kosul r skalar egriliginin
sabit olmasidir. Benzer sekilde, ((M)V,¢",&V,nY,G") 3-boyutlu normal hemen
hemen degme Finsler manifoldunu alalim. (3.56) daki ikinci esitligin WV vektdriine

gore KOVERYANT tiirevini a, 8 sabit i¢in alalim. Asagidaki esitligi elde ederiz.

dr(w

(VI, RV (XV,YV)ZV = [GV(YV,ZXV - GV (XV,Z")Y"]

6V, 2D g + (2- 2@ - 7))

((Vun)X)EY = n" (Y)VyE )]
dr(w

6V, 2 g + (S-S @ - 7))

(") X)E =V (X)€Y )]
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D o (2xY + (E- 2@ - 7))
(V")) EZHXY + " Y (Vn)(EZ)XY) ]

dr(w¥

A @YY + (B @ - 7))

2 4
(V" )X Z)YY + 0V (X)) (Vyn")(Z")Y")] (3.59)
Simdi de Lokal ¢p —Simetrik igin &V vektoriine ortogonal olan XV, YV, ZV, WV
vektorlerini alalim. (3.59) esitliginden

¢2(V5,RV)(XV, YV)ZV — dr(;/vV) [GV(YV,ZV)XV _ GV(XV,ZV)YV]

buluruz. Bu esitlikte ¢?(Vy,R")(X",Y")ZV = 0 olabilmesi icin gerek ve yeter kosul r

skaler egriliginin sabit olmasidir.

Teorem 3.5.2. 3-boyutlu normal hemen hemen degme metrik finsler
manifoldlar1 (M7)P.¢".EH.nH.G") ve ((M*)V¢pY.EV.n".G") Lokal ¢ —Simetriktir
ancak ve ancak r skalar eglilikleri @ ve § nin sabit olmasina gore sabittirler.

Sonug¢ 3.5.1. 3-boyutlu a —Sasakian Finsler manifoldlar
(MO, pH, &5, GH) ve (M")Y,¢Y,E",1Y,G") Lokal ¢ —simetriktirler ancak ve

ancak skalar egrilikleri sabittir.

Ozel olarak @ =1 i¢in @ —Sasakian Finsler manifoldu Sasakian Finsler

manifoldu olur.

Sonu¢ 3.5.2. 3-boyutlu ((M")P, ¢, &1 0, G") ve (M"Y, ¢",€Y,7",G")
Sasakian Finsler manifoldlar1 Lokal ¢ —Simetriktirler ancak ve ancak skaler egrilikleri

sabittir.

Benzer sonugler f —Kenmotsu Finsler manifoldlar1 ya da Kosimplektik Finsler
manifoldlar1 i¢in de gegerlidir. Ozel olarak f = 1 igin Kenmotsu Finsler manifoldu

bulunur.

Sonu¢ 3.5.3. 3-boyutlu((M)M, ¢, % 0", 6") ve (M)V,¢",E%,n",GY)
Kenmotsu Finsler manifoldlari Lokal ¢ —Simetriktirler ancak ve ancak skaler egrilikleri

sabittir.
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3.6.  —PARALEL RiCCI TENSORU

Tamm 3.6.1. (MM, ¢, &% 91, GH) ve (M)V,¢",&V,7",G") hemen
hemen degme metrik Finsler manifoldlarmin S* ve SV Ricci tensorleri asagidaki sartlar

saglarlarsa n —paraleldirler denir.
(VESTY (@Y, 0Zz") =0, (VxSV)(@YV,9Z") =0 ,
v XH YH ZH e (TMHH  ve v XV,YV,ZV e (TM")V

3-boyutlu  normal hemen  hemen degme  Finsler  manifoldlu
((M°)b, pH, &1 nH,GH) icin (3.55) esitliginde YH yerine @Y™ ve ZH yerine ¢z

alalim:
SH(pY™, §zt) = ( - (#)) [GH (Y™, 2) =" (¥ (z")]  (3.60)

buluruz (3.60) esitliginin X* yoniinde kovaryant tiirevini alirsak

dr(x?
(st prt, g7ty = X G cyn, 71y — iy 2
—(2— (“ ! )) V)0 (2 + 0 (v (v Z )]

olur Ricci tensorii n —Paralel olsun. O zaman

) [ (v, 24y — P (Y (2]

_ (z _ (“Z-ﬁz)) (V) (r ot (ZH) + P (Y (V") @) = 0 (3.61)

4

olur. Bu esitlikte Y# = Z# = EF alirsak

0= dr(x") -2 ( - (“2“”2)) (Wi E =0 (362)

4

elde ederiz, burada{E} ortonormal bazi (TM")" yatay demetinin bazi olarak

alinmustir.
nf(EM) =1 ve VHEH = —SoxH + L{xH —nH (x")eH)
oldugundan (V¥n") (&%) = 0 olur. Boylece (3.62) denkleminden dr(X) =0 yanir

sabittir .



80

Benzer sekilde, 3-boyutlu normal hemen hemen degme Finsler manifoldu
(MHV, ¢V, EY,1Y,GY) igin (3.55) esitliginde YV yerine ¢pY" ve ZV yerine ¢pZ"alalim.

(v, ¢2") = (L= ) [V, 2y - v 2] (369)

bulunur. Bu esitligin XV yoniinde kovaryant tiirevini alirsak

14
(Vin") (@YY, ¢Z2") = % [GV(Y",Z2") =" (¥ )n¥ (Z")]

— (£ - ) (@) (rn¥ () + 0 (P (@) (V)]

dir. Ricci tensorii SY n —Paralel olsun. O zaman yukardaki esitlikte sol taraf sifir olup
dr(X¥) v v v ViyVynV 7V
— 67", Z7) =" (Y )n" (Z")] =

(z _ w) (V)Y ¥ (ZY) + 0V (V) (Vin¥)(Z)] (3.64)

2 4
dir (3.64) esitliginde YV =ZV = E” alalim, burada {E;"}, (M")V dikey demetinin
ortonormal bazidir, boylece

ar(x") = 2 (% - 22 (v @) (3.65)
olur (§) =1 ve V5§ = —Sox" +L{xV —nv(x")§")
oldugundan (V%n")(§") = 0 'dir. Béylece (3.65) denkleminden dr(XY) = 0 bulunur,
yani r skaler egriligi sabittir.

Teorem  3.6.1. n—Paralel Ricci tensorlii (M)D, ¢, &H,nf, GH)
ve (M), ¢",£%,1Y,GV) 3-boyutlu hemen hemen degme metrik Finsler manifoldlari

a ve [ sabit olmak tizere skaler egriliklidirler.

Sonu¢ 3.6.1. ave [ sabit olmak iizere n —Paralel Ricci tensorlii
(MO, pH, &1, GH) ve (M")Y,¢Y,E",1Y,GY) 3-boyutlu hemen hemen degme

metrik Finsler manifoldlar1 Lokal ¢p —Simetriktirler.
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SONUC

Ricci tensorii n —paralel olan lokal @ — simetrik ii¢ boyutlu normal hemen
hemen degme metrik manifoldlar1 konulu ¢alismay1 Finsler manifoldlarina tasiyarak
bir genelleme yapmis olduk. 3-boyutlu normal hemen hemen degme metrik Finsler
manifoldunun da lokal @ — simetrik olmasi igin gerek ve yeter sartin Riemann
manifoldlart i¢in bulunan sonuglarla uyumlu oldugunu gordiik. n —Paralel Ricci
tensorlii (MDY, ¢, €7, ", GH) ve (M), ¢Y,&EY,n",GY) 3-boyutlu hemen hemen
degme metrik Finsler manifoldlart a ve § sabit olmak tizere skaler egriliklidirler. Sonug
olarak a,f = sabit iken Ricci tensérii n —paralel ise bu manifoldlar da lokal

@ —simetriktirler.
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