T.C.
EGE UNIVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitiisi

KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
VARLIGI UZERINE

Serap YALCIN

1.Damsman: Do¢. Dr. Erbil CETIN
2.Danigman: Prof. Dr. Fatma Serap TOPAL

Matematik Anabilim Dali
Matematik Yiiksek Lisans Programi

Bornova-Izmir

2024






Serap YALCIN tarafindan Yiksek Lisans tezi olarak sunulan “Kesirli
Diferansiyel Denklemlerin Coziimlerinin Varhg Uzerine” baghkl bu calisma
EU Lisansiistil Egitim ve Ogretim Yonetmeligi ile EU Fen Bilimleri Ens-
titiisii Egitim ve Ogretim Yonergesi'nin ilgili hiikiimleri uyarinca tarafimzdan
degerlendirilerek savunmaya deger bulunmug ve 01.02.2024 tarihinde yapilan

tez savunma sinavinda aday oybirligi ile bagarili bulunmustur.

Jiri uiyeleri Imza
Jiiri Bagkan1 : Prof. Dr. Fadime DAL
Raportor ﬂ'ye: Dog. Dr. Erbil CETIN

Uye : Dog. Dr. Derya DOGAN DURGUN






EGE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
ETIK KURALLARA UYGUNLUK BEYANI

EU Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yo6netmeliginin ilgili hiitkiimleri uyarmca
Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kesirli Diferansiyel Denklemlerin
Coziimlerinin Varhg Uzerine” baghkl bu tezin kendi ¢alismam oldugunu,
sundugum tim sonug, dokiiman, bilgi ve belgeleri bizzat ve bu tez caligmasi
kapsaminda elde ettigimi, bu tez caligmasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve
yorumlara atif yaptigimi ve bunlar1 kaynaklar listesinde usuliine uygun olarak
verdigimi, tez galigmasi ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici
bir davranigimin olmadigini, bu tezin herhangi bir boliimiinii bu tiniversite
veya diger bir tniversitede bagka bir tez caligmasi i¢inde sunmadigimi, bu
tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin safhalarda bilimsel etik kural-
larina uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her

turli yasal sonucu kabul edecegimi beyan ederim.

01/02/2024

Imzas:

Serap YALCIN






Vil

OZET

KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
VARLIGI UZERINE

YALCIN, Serap

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmani: Doc. Dr. Erbil CETIN
01.02.2024, |37 sayfa

Bu tez caligmasinda temel olarak ii¢ boliim yer almaktadir.

Ik boliimde genel olarak tezde ele alinan konu ve bu konu ile ilgili
literatiirde yapilan ¢aligmalara yer verilmigtir.

Ikinci boliimde kesirli tiirev ve integral tammlarma bunlarla ilgili bazi
onermelere, orneklere, teoremlere ve elde edilen sonuclarin ispatinda kullanilan
sabit nokta teoremlerine yer verilmistir.

Uclincii boliimde lineer olmayan S’'inct mertebeden genellegtirilmis Ca-
puto kesirli tiirev iceren {i¢ noktal smir deger problemi incelenmistir. Oncelikle
inceledigimiz problem integral denklem olarak ifade edilip Green fonksiyonu
elde edilmigtir ve Green fonksiyonunun oOzellikleri incelenmistir. Daha sonra
ele aliman smir deger problemin ¢oziimlerinin varhigi ve tekligini garanti-
leyen kogullar elde edilmigtir. Bu kosullar ile Banach, Schaefer ve Scha-
uder sabit nokta teoremleri kullanilarak problemin c¢oziimiiniin varligi ve
tekligi kanitlanmigtir. Ayrica problemin alt ve st ¢oziimleri tanimlanarak
bu ¢oztimler yardimiyla problemin ¢oziimiiniin varligini gosteren bir teorem
verilmistir.

Son olarakta sonuclari destekleyen uygun bir 6rnek verilmistir.

Anahtar sozciikler: Genellestirilmis Caputo kesirli tiirev ve kesirli integral,
Varlik ve teklik teoremleri, Sabit nokta teoremi, Alt ve tlist ¢oziimler, Green

fonksiyonu
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ABSTRACT

ON EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR FRACTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

YALCIN, Serap

MSc. Thesis in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Erbil CETIN
February 1st, 2024, [37] pages

In this thesis, there are basically three sections.

In the first section, in general, the subject discussed in the thesis and the
studies carried out on this subject are included.

In the second section, definitions of fractional derivatives and integrals,
some related propositions, examples, theorems and fixed point theorems used
to prove the obtained results are given.

In the third section, the three point boundary value problem involving
nonlinear [S-order generalized Caputo fractional derivative is examined. First
of all, the problem we examined was expressed as an integral equation and the
Green function was obtained and the properties of the Green function were
examined. Then, the conditions that guarantee the existence and uniqueness
of the solutions of the boundary value problem discussed are obtained. Using
these conditions and Banach, Schaefer and Schauder fixed point theorems,
the existence and uniqueness of the problem has been proven.In addition, the
lower and upper solutions of the problem are defined and a theorem showing
the existence of a solution to the problem is given by these solutions.

Finally, a suitable example is given to support the results.

Keywords: Generalized Caputo fractional derivative and fractional integral, Exis-
tence and uniqueness theorems, Fixed point theorem, Upper and lower solutions,

Green function.






x1

ONSOZ

Bu tez caligmasinda
“DICu(t) = f(t,w(t), € [a,b),

£’mc1 mertebeden genellestirilmis Caputo tiireve sahip lineer olmayan kesirli

diferansiyel denklemi

wg}(a) =w!, j=01,..,m—2; w[@m_m(b) = 5w[@m_2](77)
ii¢ noktali sinir kosgullari ile birlikte ele alinmigtir. Bu problemin tek pozitif
¢oziimuniin ve en az bir pozitif ¢oziimiintin varhgr icin gerekli kriterler
incelenmigtir. Oncelikle kesirli sinir deger problemi bir integral denklem olarak
ifade edilmistir. Bu problemin Green fonksiyonu olusturulmustur ve Green
fonksiyonunun ozellikleri incelenmistir. Ardindan problemin varlik teorem-
leri incelenmis olup Banach, Schaefer ve Schauder sabit nokta teoremleri
yardimiyla bu teoremlerin kanit1 yapilmigtir. Daha sonra problemin alt ve
ist c¢oziimleri tanimlanmig olup bu ¢oziimler yardimiyla kesirli sinir deger
probleminin ¢oziiminiin varligini gosteren bir teorem verilmistir. Elde edilen

varlik teoremlerini destekleyen bir ornek olugturulmustur.

IZMIR
01/02/2024
Serap YALCIN
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n! n faktoriyel n = (1,2,3,...,n)
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1 GIRiS
Geleneksel analizde yiliksek mertebeden tirev D"f = ddz—nn f ve n kath

integrallerde I"f = [ ... [ fdxy...dz, seklinde ifade edilir. Ancak tiim bunlar

sadece n € N icin gecerlidir. Tam bu noktada L’Hopital’in Leibniz’e 1695

yilinda yazdigi bir mektupta n > 0 olmak iizere n = % icin D"f = d‘z; (x)

tiirevinin sonucunun ne olacagi sorusu ile kesirli analiz(S.G. Samko et al.,|1993)
ortaya cikmigtir. L’Hopital’in bu sorusu ile kesirli mertebeden tiirevler 300 yih
agkin bir zamandir Euler, Laplace, Fourier, Riemann, Lagrange, Caputo gibi

bir¢cok matematikci tarafindan tizerinde ¢aligilan bir konu haline gelmistir.

Fizik, kimya, biyoloji vb. doga bilimleri, miihendislik, tip, ekonomi, jeoloji,
psikoloji ve matematik anabilim dalinda var olan bir problemin ozelliklerini
aciklamak icin matematiksel modelleme yapmak oldukca onem tagimaktadir.
Bu modellemeler sonucunda ortaya ¢ikan problemlerin ¢oziilmesi i¢in proble-
min yapisina uygun olarak verilen gartlar altinda cesitli ¢coziim metodlar ile

kargilagilmaktadir(I. Karatay et al., 2011)(L. Su et al.; [2009)).

Dogada meydana gelen fiziksel olaylarin ¢ogunlugu, bir veya birden fazla
biiyiikliigiin diger bazi biiyiikliiklere gore degisim hizlarini igermektedir. Bu
fiziksel degisim hiz1 olarak adlandirilan ifadeler matematiksel tiirev iglemi
olarak tanimlanmaktadir. Her bir siirecin matematiksel ifadesinde farklh
degisim hizlari, farklh tiirevler olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Boylece bir fiziksel
stireci ifade eden her bir yasa, tiirevleri de igeren matematiksel bagintilar haline
gelmektedir. Siireci niteleyen fonksiyonlarin yani sira bu fonksiyonlarin sonlu

mertebeden tiirevlerini de igeren bu bagintilara diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denklemlerin mertebeleri, ifade ettigi fiziksel durumun veya
problemin degisim hizini belirlemektedir. Ancak tamsayili mertebeden dife-
ransiyel denklemler bazi problemlerin veya fiziksel olaylarin agiklanmasinda
yeterli degildir. Bu nedenle kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ve

bunlara uygulanan kesirli mertebeden tiirev bu problem veya fiziksel olay-



larin agiklanmasinda, matematiksel olarak modellenmesinde, ifade edilmesinde
biiyiik rol oynamaktadir. Yapilan caligmalar ve kamtlanmig uygulamalar
sayesinde de kesirli mertebeden tiirev son yillarda olduk¢a 6énem kazanmig ve

popiiler bir hale gelmistir(C. Celik et al. 2012)(I.I. Gorial, |2011))(H. Jafari et|

A1, 2006).

Literatiirii inceledigimizde kesirli tiirev i¢in bir¢ok tanimla kargilagilmaktadir.
Ornegin Caputo, Erdelyi-Kober, Hilfiger, Hadamard, Griinwald-Letkinov,
Riesz, Welly, Riemann-Liouville ve genellestirilmis Caputo kesirli tiirevleri
bunlardan bazilaridir. Bu tanimlara bakildiginda kesirli analizde birden fazla
tirev taniminin bulunmasi, tzerinde c¢aligilan problemin yapisina gore en
uygun tanimin kullanilmasiyla birlikte problemin en iyi ¢oziimiine ulagilmasini
saglar(S.K. Panchal et al) [2019)(S. Hussien et al) 2019)(O. P. Agrawal,
2012)(N. Nyamoradi, 2012)(E. Shivanian, 2023)(Y. Su et al., 2021)(Y. Sun|
et al., 2017)(E. C. Oliveira;, 2018)(S. Vong, 2013)(G. Wang et al., 2016)).

Yapilan caligmalari inceledigimizde Caputo kesirli tiirev taniminin daha
cok tercih edildigi gozlemlenmektedir(M.S. Abdo et al), 2019)(R. Almeidal
et all [2018)(A. G. Ibrahim et al) [2019)(R. Almeida), 2017)(H.A. Wahash|
et al), 2020)(S.K. Panchal et all [2020). Caputo kesirli tiirev tammi, ma-

tematik¢i ve aynmi zamanda jeofizik¢i olan Michele Caputo tarafindan 1967

yihinda yaymlamig oldugu bir makalesinde (M. Caputo, 1967 kendi soyismini

kullanarak Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminin Laplace doniigim uygu-
lamalarinda olusan baglangic degerlerinin hesaplanmasi ve biiyiik bir sorun
olan sabit tiirevinin sifir olmamasi sorununu gidermek icin yapilmigtir. Caputo
tiirevin en 6nemli yarari, diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan baglangig
kogullar1 ile Caputo kesirli tiirev igeren diferansiyel denklemlerin baglangig
kosullarinin ayni olmasidir. Bu sebeple literatiirdeki ¢caligmalar: inceledigimizde
kesirli diferansiyel denklemler icin yapilan analitik ve niimerik ¢oziimlerde

Caputo kesirli tiirevin daha c¢ok tercih edildigi gozlemlenmektedir.



Literatiirde yapilan baz ¢calismalar: inceledigimizde Abdo, Panchal ve Saeed

(M.S. Abdo et al., 2019) makalelerinde

“DiCw(t) = f(tw(t), € ab],

wg}(a) :wa ] :()717"-am_2; wgnil]a)) = We,

yeni bir © fonksiyonuna gore Caputo kesirli tiirev operatoriinii iceren lineer
olmayan kesirli sinir deger problemi igin Banach ve Schaefer sabit nokta

teoremlerini kullanarak pozitif ¢oztimlerinin varligini kanitlamiglardir.

Bagka bir ¢aligmada Sun, Zeng ve Song (Y. Sun et al., [2017) makalelerinde

‘Diw(t) = f(t,w(t),  t€lab,

w9 (@) =w;, j=0,1,.5m—2 w™D(b) =w,

lineer olmayan Caputo kesirli sinir deger problemi i¢in Schauder ve Banach

sabit nokta teoremlerini kullanarak varlik ve teklik sonuglarini elde etmislerdir.

Bu tez calismasinda yukaridaki calismalardan yola c¢ikarak asagidaki ge-
nellegtirilmig Caputo kesirli tiirev igeren, lineer olmayan (’1inc1 mertebeden {ig
noktal simir deger problemi f : [a,b] x R — R siirekli fonksiyon ve Vt € [a, b]

icin ©'(t) # 0 ve © artan bir fonksiyon olmak iizere

“DFCw(t) = f(t.w(t), t € [ab],

wda) =wl, j=01..m-2 wi ) =swl )

incelenmistir(S. Yalgn et al., [2024)).

Burada w? € R, (j =0,1,2,...m —2), n € (a,b), § € (0,1), w € C"™ ]a, ],
g — (we (D))
wg'(t) = %’T seklindedir. Bu problemde m—1 < <m (m = |8] +1)

ve m > 2 olmak tizere CDf jre, B’ 1inc1 mertebeden ©-Caputo kesirli tiirevi ifade

eder. [3], f'min tam degerini ifade etmektedir.



Bu tezin amaci yukarida verilen kesirli sinir deger probleminin Banach,
Schaefer ve Schauder sabit nokta teoremleri, alt ve tist ¢oziimler yardimi
ile pozitif ¢coziimlerinin varligini garantileyen kriterleri ortaya koymaktir. Bu
tez caligmasi ii¢ ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde girig kismi
bulunmaktadir. Tkinci boliimde kesirli tiirev ve integral tanimlarina bunlarla
ilgili ozellik ve orneklere ve elde edilen sonuglarin ispatinda kullanilan sabit
nokta teoremleri yer almaktadir. Uciincii boliimde genellestirilmis Caputo
kesirli tiirev iceren lineer olmayan ti¢ noktali 5’inc1i mertebeden kesirli sinir
deger probleminin ¢oziimi igin varlik teoremleri incelenmis olup sonuglarin

gecerliligi uygun bir 6rnekle desteklenmisgtir.



2 TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez ¢caligmasinda kullanilan bazi tanmimlar, yardimei 6zellik-

ler ve sabit nokta teoremleri ifade edilmistir.

2.1 Tanimlar ve Onermeler

Bu kisimda, bazi kesirli tiirev ve integral tanimlari, bu tanimlara iligkin

ornekler ile baz1 temel tanim ve onermeler verilmigtir.

Tanim 2.1.1. Gamma Fonksiyonu(A.A Kilbas et al., |1999)

n € Rt olmak iizere

“+oo
'(z) = / ¥ e "dr
0

seklinde ifade edilen fonksiyona Gamma fonksiyonu adi verilir. Gamma

fonksiyonuna ait baz ozellikler agagidaki sekilde ifade edilmektedir.
(i) T(z+1) = 2I'(2)
(i) T(3) = V7
(i) I'(z) = 2!

Tanim 2.1.2. Beta Fonksiyonu(A.A Kilbas et al., [2006])
Genellestirilmig integral yardimi ile agagidaki sekilde tanimlanan iki degiskenli

fonksiyon Beta fonksiyonu olarak adlandirilir.
1
B(m,n) = / 71— 4dt, Re(m), Re(n) > 0
0

Beta fonksiyonu birinci ¢esit Euler integrali olarakta adlandirilir.

Beta Fonksiyonunun Bazi Ozellikleri

—

I'(m)I'(n
L. B(m,n):%

2. f(m,n) = p(n,m)

3. f(m,n) =p(m+1,n)+ B(m,n+1)



Tanim 2.1.3. (A.A Kilbas et al., 1999) [a,b] C R bir kapal aralik olsun.
£ € C olmak tizere f'inc1 mertebeden Riemann-Liouville sagdan ve soldan

kesirli tiirevleri sirasiyla agagidaki sekilde tanimlanmigtir.
1 d\" [* w(t)dt
D? - - (= _ wwar
S () (dx) / FEE
1 —d\" [*  w(t)dt
D? =— | — — b
. r(n—m(dx) / =zt (Y

Ornek 2.1.1. f(z) = z fonksiyonunun § = $’inci mertebeden Riemann-
Liouville kesirli tiirevini hesaplayalim.
Tanim2.1.3| goziiyle bakildiginda g = % ve n = 1 oldugundan
1 1 d [* tdt
D2y = / T
L1 =3)da™ Jo (z—t)-1*z

1
2
! i/“f tt

clde edilir. T'(3) = /7 oldugundan

LY Y L

N

olur.

Tootdt
/ — integralini hesaplayalim.
0

(r—1)2
u = x —t doniigimi uygulanirsa dt = —du olur. Boylelikle yukarida ele alinan
integral
r—u u—2x

(—du) = | —=d

\/ﬂ U
:/\/ﬂdu—x/%du
 2u?

= — 22v/u

v

ifadesine donitigiir. Dontisiimdeki esitligin tekrar yerine yazilmasi durumunda

Z]

%(—du) — [ Y g = [@ — 2T — 1



elde edilir. Boylece

[NIES

1 d (4 s 2
D = ——— —7r2 _
RVCEE (3x) vl
elde edilmisg olur.
Tanim 2.1.4. (A.A Kilbas et al., 1999) [a,b] C R bir kapal aralik olsun.

a € C olmak iizere a’inci mertebeden Riemann-Liouville sagdan ve soldan

kesirli integralleri sirasiyla agagidaki sekilde tanimlanmaigtir.

(1% w) () = 11(106) /I ( w(t)dt (x> a)

r —t)l-e

o)) = s [ s @ <h

a t—ax)t-e
Ornek 2.1.2. z" polinom fonksiyonun a’inct mertebeden Riemann-Liouville

integralini hesaplayalim.

o(a") = ﬁ / “( = Bty

1 * A
A o | n
() / g ( ) &
q;afl T ¢ a—1 h
‘r<a>/a (“E) <

= u, dt = xdu dontigimiinde ¢t = @ alahm. O halde dontisiim yukaridaki

ISHESS

esitlige uygulandiginda

xa-ﬁ-n 1 )
— 1 — a—1_n
(o) /L (1 —w)* u"du
:L.aJrn 1 )
= — 1—w)*u"du (a=0
o [ a-w (a=0)
a+n
= — 1
g+ L)
F(n + 1) n—+o
CI'(n+a+1)
elde edilir. Buradan da
I'(n+1)
]oc ny _ n+aoa
2 (@) F(n+1+a)x

sonucuna ulasilir. Boylelikle polinom fonksiyonlarin o’inc1 mertebeden Riemann-

Liouville integrali yukaridaki esitlik ile ifade edilir.



Tanim 2.1.5. (R. Almeida et al) 2018) 5 > 0 6ylekim —1 < f < m ve
w : [a,b] — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Her ¢ € [a, b] igin ©'(t) # 0
olmak iizere © € C™[a, b] fonksiyonu [a, b] araliginda artan, diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. O halde w fonksiyonunun A’inc1 mertebeden soldan O-

Riemann-Liouville kesirli integrali

FOw :L t '(s — 0(s))* lw(s)ds
1220t = 5055 [ OO0~ 0 u(e)d

seklinde tamimlanir. Burada I'(.) Gamma fonksiyonudur. Eger ©(t) = t ve
O(t) = Int alimirsa o zaman yukarida verilen ©-Riemann-Liouville kesirli in-

tegrali sirasiyla Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerine dontisiir.

Ornek 2.1.3. w : [1,3] = R ile tamml w(t) = ¢* fonksiyonunun %’mm mer-

tebeden O(t) = t? fonksiyonuna gore ©-Riemann-Liouville kesirli integralini

alalim. Burada Tani ten =2, a=1,b0=3 wt) =t} O@) = 2,

29
©'(t) = 2t olur ve ©(t)'nin [1, 3] araliginda artan ve ©'(t) # 0 oldugu agiktir.

Tanm2.1.5] 'ten

1t2

() =

t
/23(t2—32)%154d5
(3) 1

1 965
= =3 / i -ds
(3) 1 (12— s?)2

elde edilir. t? — s = u degisken degisimi yapilirsa

1 (t2—u)2_u
‘r@)/ Ja )
-1 t+u? — 2t2ud
e "

—1
1 <t4/—du+/ugdu—2t2/u;du)
5

4, s
(t4\/_+ u2—§t )

N = =

—

—

M

T
ulagilir. 4 bu sonugta yerine yazildiginda

1.2 —

1 1 2
157 (Y = (2t4\/t2 — s (P~ 8°)

7
(2t4\/1f2—+ (t? —1)3—§t2(t2—1)3)

ot
ol
~
o
—~
~
o
Va)
M)
N~—
wlw
N—

-



sonucu bulunur. Ayrica Orne < 2|’den w(t) = t* fonksiyonun = $’ncii mer-

tebeden Riemann-Liouville kesirli integrali hesaplandiginda

1 I'(B) o

IF(tY) = —t2

1 L(5)

sonucu elde edilir. Sonug olarak goriildiigii tizere ©-Riemann-Liouville kesirli

integrali ile Riemann-Liouville integrali farkli integrallerdir.

Tanim 2.1.6. (R. Almeida et all 2018) m — 1 < f < m ve w : [a,b] — R
fonksiyonu integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Her ¢ € [a,b] i¢in ©'(t) # 0
olmak iizere © € C™[a, b] fonksiyonu [a, b] araliginda artan, diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. O halde w fonksiyonunun S’inc1 mertebeden soldan ©-

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 d)" .
D?Puw(t) = [ 70 ﬂ 1775 C(t)

- 1 1im t/S > SmfﬁfleS
T(m — B) (@’(t) dt) / O'(s)(8(t) — ©(s)) (5)d

seklinde tanimlanmaktadir. Burada 8 ¢ N i¢in m = [5| + 1 ve 8 € N igin
m = (" dir. |B], f'min tam degerini ifade etmektedir.

Ornek 2.1.4. w : [0,3] = R ile tamml w(t) = 3 fonksiyonunun $'nci mer-
tebeden O(t) = t3 + 1 fonksiyonu icin ©-Riemann-Liouville kesirli tiirevini
bulalim. Burada Tam ‘dan f=3,a=0,b=3,w(t)=1t*06() =t3+1,
©'(t) = 3t? olur. Tam ‘dan

D%7t3+1(t3) _ 1 1d ! /t 32(8 + 1 — &% — 1)1 Lsds
0+ (1 - %) 3t2 dt 0

1 1 d\' [t .
— - t3— S—d
r(3) (Stht) /038< &) ds

olur. Burada 3v/t3 — s3 = u degisken degisimi yapilirsa

1 1d 3=,
- F(%)@%/—(_u )du

u
1
— 8)d
F3 t?dt/ “
(3u* — 3ut®)d
F3 t?dt/ o

1

u_u
F§3t2dt 5 2
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sonucuna ulagilir. Burada u tekrar yerine yazildiginda
1 1d (3,5 ;4

- —(t° —
T'(2) 3¢ dt (5( *)

_ 1 Li —§t5+§t5
S r@)3t2dt \ 5 2

wlen

3
_ §(t3 _ 53)§t3

)

elde edilir.

Tanmim 2.1.7. (R. Almeida et al.l 2018) m —1 < 8 < m olsun. w € C™!|a, b]
ve t € [a,b] iken ©'(t) # 0 olmak lizere © € C™[a,b] artan, tiirevlenebilir
bir fonksiyon olsun. w € C™ ![a,b] olmak iizere bir w fonksiyonunun S'mci

mertebeden soldan ©-Caputo tiirevi asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

mo1 0, |
“D2Cu(t) = DY [w@) Y5 D00 - oy

Burada wg} (t) = [Q,l(t) %]] w(t) dir. Eger 5 € Nise m = § dir. O halde
“DICw(t) = w' (1)

seklinde tanimlanmaktadir.
Eger f ¢ Nise m = |8 + 1 dir. O halde

t

“DICu(t) = g [ @O0 = 00" u )

a

seklinde tanimlanmaktadir.

Burada |3], f'nin tam degerini ifade etmektedir. Bu tammda, O(t) = ¢
oldugunda Caputo kesirli tiirev operatorii olugurken ©(¢) = Int oldugunda

da Caputo-Hadamard kesirli tiirevi olugmaktadir.
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Ornek 2.1.5. w: [1,2] — R ile tamml w(t) = % fonksiyonunun

O(t) = t? fonksiyonu icin 3 = %’nci mertebeden genellestirilmig Caputo
tiirevini hesaplayalim.

Burada Tam ‘den =1, a=1,b=2w(t) = %, O(t) =t*, 0'(t) =2t
vem = [1]+1=1olur. ©(t)'nin [1, 2] arahgnda artan oldugu agiktir. Ayrica

whl(t) = vl — golur. Tanim?2.1.7 "den

o'(t)
1,2 t2 1 t
pz" (Z) = —1/ 25(t2 — s2)1-71 2 s
2 F(l — 5) 1 2s

1 t S
= ds
I'(3) /1 V2 — 2

= u? degisken degisimi yapilirsa

g 1 /—udu
F(%) U
1

olur. Burada t? — s?

2)  Vr
(V=)
G

sonucuna ulagilir.
Onerme 2.1.1. (R. Almeida et al), |2018) 5 > 0 ve © € C[a,b] olsun. O
zaman w : [a,b] = R fonksiyonu i¢in asagidaki egitlikler dogrudur.

1. Eger w € Cla,b| ise CDf;elf;ew(t) = w(t) dir.

wbl(a)

2. ¢j = ——— olmak izere eger w € C™ a,b] ise 0 zaman
J!
m—1
172 <DP0u(t) = wit) - 3 e;l0(t) - Oa)
=0

dir.
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Onerme 2.1.2. (M.S. Abdo et all, |2019) Kabul edelim ki B > 0 ve w,© €
Cla,b] olsun. O halde asagidaki egitlikler dogrudur.

1. Cla,b] kiimesinden C|a, b] kiimesine taniml I f ") operatiri sinarl ve lineer

bir operatordiir.

2. Ifjr@w(a) = lim I7Cw(t) =0 dur.

t—a™t

Onerme 2.1.3. (M.S. Abdo et all, |2019) v,5 > 0 ve w : [a,b] = R olsun. O
halde asaqidak: esitlikler saglanar.

1 1P - 0P = s [0() — O(a)] !

2. <DIPO(t) — O(a)P! = 2L [O(t) — O(a))P!

3. <D?PO@1) —O0() =0, ¥j€0,1,...,m—1, meN

4. DETHw(t) = 117 w(t)
Tamim 2.1.8. M ve N iki normlu uzay ve T': D(T') C M — N operatorii igin
eger,
vo € D(T) igin € > 0 oldugunda,
Vo € D(T), ||lv—wo|| <6 iken ||Tv — Tvy|| < €
olacak sekilde Oyle bir 6 > 0 sayis1 varsa T’ operatériine v = vy noktasinda
siirekli operator denir.
Eger T operatorii Vo € D(T') olacak sekilde siirekli ise bu operator siirekli bir

operatordiir.

Tanim 2.1.9. (E. Kreyszing, |1978) K, U normlu vektor uzayinin bir alt kiimesi
olmak ftizere, eger K’daki tiim yakinsak dizilerin yakinsadigi limitler de K

icinde kaliyorsa o halde K’ya U uzayinin kapali alt kiimesi denir.

Tanim 2.1.10. (J.B. Conway, (1990) K, U normlu vektor uzaymin bir alt
kiimesi olmak iizere, eger Yu € K i¢gin ||u|| < S olacak sekilde dyle bir S > 0

sayis1 var ise o zaman K'ya sinirh alt kiime denir.

Tanim 2.1.11. (E. Kreyszing, 1978) K, U normlu vektér uzaymin bir alt
kiimesi olmak iizere, eger K kiimesinin elemanlarindan olugsan her diziden
yakinsak bir alt dizi secgilebiliyorsa ve yakinsadigi deger yine K kiimesi

igerisinde ise K'ya kompakt alt kiime denir.
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Tanim 2.1.12. (J.B. Conway, |1990) A ve B normlu uzaylar olsun. Eger her
K C A smirh kiimesinin M : A — B operatorii altindaki goriintiisiintin

kapamg1 M (K) kompakt ise M operatoriine kompakt operator denir.

Tamim 2.1.13. (J.B. Conway, |1990) (U, ||.||) bir Banach uzay ve S : U — U
bir déntisiim olsun. Vp,r € U igin ||Sp — Sr|| < ¢||p — r|| olacak sekilde &yle

bir ¢ € (0,1) var ise S doniigiimiine daralma déniigiimii denir.

Tanim 2.1.14. (J.B. Conway|, |1990) Eger bir doniigiim kompakt ve siirekli ise

o zaman bu doniigiim tamamen stirekli bir doniigiim denir.

Tanim 2.1.15. Eger bir doniisiim her sinirh kiimeyi bir prekompakt kiimeye

dontigtiiriiyorsa bu dontigiime kompakt bir dontigiimdiir denir.

Tanim 2.1.16. Eger bir kiimenin elemanlariin her dizisinden yakinsak bir
alt dizi secilebiliyorsa bu kiimeye prekompakt kiime denir. Eger yakinsadigi
deger yine ayni kiime igerisinde bulunuyorsa o zaman bu kiimeye kompakt

kiime denir.

Tanim 2.1.17. N, C|a, b] iginde bir kiime olsun.

i.Vy € N,V € [a,b] icin |y(z)| < [ olacak sekilde bir [ sayis1 varsa N kiimesine

ait fonksiyonlara ayni dereceden sinirh fonksiyonlar denir.

ii. € > 0 verilsin. Va1, 25 € [a,b] ve Vy € N i¢in |21 — 25| < § esitsizligi var iken
ly(z1) — y(z2)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayist bulunabiliyorsa N kiimesine

ait olan fonksiyonlara ayni dereceden siirekli fonksiyonlar denir.

2.2 Teoremler

Bu kisimda tezde sunulan ana sonuclar agirlikli olarak asagida verilen
Arzela-Ascoli teoremi ve temel ve 6nemli sabit nokta teoremlerine dayanmak-

tadar.

Teorem 2.2.1. (Arzela-Ascoli Teoremsi)(J.B. Conway, |1990)

Bir N C Cla,b] kiimesinin strekli fonksiyonlar ailesinin bir prekompakt alt
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kiimesi olmast icin gerek ve yeter kosul N kimesine ait olan fonksiyonlarin

aym dereceden strekli ve ayni dereceden sinirly olmasidar.

Teorem 2.2.2. (Banach Sabit Nokta Teoremz)(S. Banach, |1922)
U bir Banach uzay ve K, U Banach uzayinin kapale alt kimesi olsun. Eger
A K — K bir daralma déniisima ise o zaman K dzerinde A(u) = u olacak

sekilde bir tek sabit noktasy vardur.

Teorem 2.2.3. (Schaefer Sabit Nokta Teoremsi)(H. Schaefer, |1955)
U bir Banach uzayr ve A : U — U sirekli ve kompakt bir operatér olsun.
Ayrica {u € U : u= NAu, 3\ € (0,1)} kimesinin sinwrl oldugunu varsayalim.

O halde A operatorinin U Banach uzayr tzerinde bir sabit noktasy vardar.

Teorem 2.2.4. (Schauder-Tychonov Sabit Nokta Teoremi)(D. R.
Smart, |1980)

U bir Banach uzayr ve K, U uzayrmn kapaly, sinirl, konveks bir alt kimesi
olsun. Eger A . K — K tamamen strekli bir operator ise o zaman A

operatorinun K icinde en az bir sabit noktasy vardar.
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3 UC NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMININ
COZUMLERININ VARLIK SONUCLARI

Bu boliimde, genellestirilmig Caputo tiirev iceren, ii¢ noktali lineer

olmayan sinir deger probleminin

“DICw(t) = f(t,w(t), telab], (3.1)

wl@)=wl, j=01,2..m-2 w20 =c0lmn 32

¢oziimlerinin varhigi ele alinacaktir.

Burada w) € R, ( =0,1,2,...,m —2), n € (a,b), § € (0,1), w € C™ a,b],
ol _ (wd ()Y
wd'(t) = %/T seklindedir. Her ¢ € [a,b] i¢in ©'(¢) # 0 olmak tizere ©
artan ve tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f : [a,b] x R — R siirekli fonksiyondur.
Bu problemde CDf;e, m—1<p8<m(m=|8]+1)vem > 2 olmak iizere

f’mcr mertebeden O-Caputo kesirli tiirevi ifade eder. |, f'min tam degerini

ifade etmektedir.

3.1 ﬂg Noktali Sinir Deger Probleminin Green Fonksi-

yonu

Onerme 3.1.1. Kabul edelim kim —1 < < m ve g : [a,b] = R fonksiyonu

surekli bir fonksiyon olsun.

Cfo)w(t) =g(t), te€]a,b] (3.3)

ti¢ noktaly kesirli diferansiyel denklems swnar kosullary ile ele alinsin.

Green fonksiyonlar:

Gi(t,s), s<
G(t,s) = 1(8:9) "

GQ(t7 8)7 S Z n
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Gi(t,s) = I'(B)

(©() — 6@y
[ (m — IAT(B —m +2) [(©(n) —

([ (©(t) — B(a))™! _O(s))F-mH _ 1 —O(s))F!
(m — )IAT(8 — m +2) (©(b) — O(s)) T8 (©(t) — (s))
Gg(t, S) = —
(O(t) — O(a))™ ! —mtl
=D (G—mt2) O~ 6(s))"

A= 0(b) - B(a) = (6(n) - B(a))

olmak tzere
w € C™ a,b] fonksiyonu — ile verilen t¢ nokta kesirli sinar deger

probleminin bir ¢cozumaudir ancak ve ancak

m—3

w(t) =, %(@(t) — O(a))’
e R e e AR CUR Ol

—l—/ O'(s)G(t,s)g(s)ds

w(t) fonksiyonu kesirli integral denkleminin bir ¢éziumidir.

Kanat. 1k olarak kabul edelim ki w € C™ '[a,b], (3.3)-(3.2) probleminin bir
¢Oziimii olsun. O halde Onerme (2.1.1)’den hareketle

w(t) =co + c1(O(t) — O(a)) + c2(O(t) — O(a))* + ... + cp_1(O(t) — O(a))™ !
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elde edilir.
Simdi (3.2]) deki simir kogulu w(a) = w, y1 kullanarak ¢y = w, elde edilir. j = 1

icin

whl(t) = wi“) =c1 4 265(0(t) — O(a)) + ... + (m — 1)cp1(O(t) — O(a))™ 2

o)
=g ICCICU RO
m—1 . -1 1 t . ~
— ;jca‘(@(t) - @(a)) + F(B — 1) /a S (3)(@(t) _ @(3))5 g(s)ds

smir kogulu wg](a) = w! oldugundan ¢; = w}! elde edilir. j = 2 igin

w[l] /
wg}(t) = ( 5/((:))) =2cy + 6c3(0(t) — O(a)) + ... + (m — 2)(m — 1)(6O(t) — O(a))™?
—1 ‘o s —0(s))"3g(s)ds
5= | @O0 - 0:) )

3 = De;(Ot) — O(a))’ ™

<.
||
N

—1 t "(s —0(s5))’3g(s)ds
e G C ORI

2

Pl(a) = w? oldugundan ¢, = % elde edilir.

ve dolayisiyla sinir kogulundan w

Bu sekilde iglemlere devam edildiginde

w[m—?)} / m—1 .
wg () = % = D 0= 100 =20 = (m = 2)e;(O(t) = 6(a)"+?
1 t , —m+1
e ACLCR
=(m — 2)lepm_s + (m — 1)le,, 1(O(t) — O(a))
PR / t O'(s)(O(t) — O(s)) "™y (s)ds
rg—-—m+2)J, !
ulagilir ve wg}(a) = w? smr kogulundan
cj:‘;;%, j=0,1,....,m—2

elde edilir.
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wgﬂ _2](b) = (ngﬂ 2 (n) son smir kogulundan

1 m—2 1 ’ / —m—+1
et =y 0~ D — e | [ 09100 - 006 (s

. / "e/(s) e @<s>>5‘”‘“9<5>d4 }

cm1 katsayisi elde edilir. Oyleyse c; ler 1) denkleminde yerine konuldugunda,

m—3

w(t) =Y (000 - 0@y + |ty + UL e - o)
() 6@ [ [ .
SR eee - e gt
- [[eeem - e asis |+ s [ eee - el o(s)ds

integral denklemi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda G (¢, s),
Gs(t, s) ve G(t, s) Green fonksiyonlar1 bulunur ve béylece (3.3)-(3.2)) problemi

m—3

w(t) =Y 2 0(0) - 0l + |-ty + EOBOE=D m o) - ()
+ / O'(s)G(t,s)g(s)ds
integral denklemi olarak ifade edilir. O]

Onerme 3.1.2. Green fonksiyonu G(t,s), her t,s € [a,b]’'de siirekli bir
fonksiyondur ve Onerme ‘de wverilen G;(t,s) (i = 1,2) fonksiyonlar:

asaqirda verilen esitsizlikler: saglar.

(i) Hert, s € |a,b] igin

(O(b) — O(a))™ "

Gt < T T Am =)

(O() — O™

L om) — o)
+ 5 (00) - ©(a)
(ii) Hert,s € [a,b] i¢in
(O(b) — O6(a))” 1
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Kanat. Green fonksiyonu G(t, s) nin [a, b] X [a, b] lizerinde siirekli oldugu agiktir.
Simdi ilk olarak (i) kogulunun dogrulugu gosterilecektir.
Eger s <n<t,0<pf—-—m+1<10<6d<1veTl(.) pozitif fonksiyon
oldugundan
(©(b) — O(a))™"

B—m+2Am -1
+ 77700 — 0@
seklindedir. f(t) = (©(b) — t)~™L — (©(n) — t)’~™* fonksiyonu artan

oldugundan s < 7 i¢in O(s) < O(n) dir ve dolayisiyla f(O(s)) < f(O(n))

Gi(t,s)l < [(©(b) = O(s))" ™ — (8(n) — ©(s))" "]

olur. Boylece istenilen sonug elde edilir. s > t iken esitsizligin saglandigi da
kolaylikla gosterilebilir.

Simdi de (ii) kogulunun dogrulugu gosterilecektir.
B—1<m—1vem>2iken eger s < t ise 0 zaman

©®) - @) 1
(B—m+1)A(m —1)!

Galt,8)] < ¢

seklindedir. Boylece esitsizligin dogrulugunu gostermis olduk. Benzer sekilde

s >t icin esitsizligin dogrulugu kolaylikla gosterilebilir. O

Sonug 3.1.1. Green fonksiyonu G(t,s) (5.1)-(5.9) problemi i¢in asagidaki
esitsizligi saglar.

i, O(b) — O(a) L
|G(t,s)| < (©(b) — O(a))” (B —m+2)A(m — 1)! * IN{)

Kanit. Onerme 3.1.2] den
(©(b) — O(a))™ !

G1(t:5)] € 3 Ay P (B(8) — ()
- 137(60) — B@)"
©n-6@) . 1

“T(B—m+2)A(m—-1)!  T'(5)
dir. Benzer sekilde

©0) - @) 1
(B—m+2)A(m—1)!  T(p)

|G2(t75)’ < T
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dir. O halde Green fonksiyonu

G(t, )| < (O(b) — O(a))*~ [F O(b) — O(a) 1 }

+
(B—m+2)A(m—1)!  T(p)
dir. Ayrica G(t,s) Green fonksiyonunun sagladig1 esitsizligin sag tarafindaki

sayly1 M ile gosterelim yani

G(t, )] < (O(b) — O(a))” [r(ﬁ —%bl;)i((ar; T r(lﬁ)} :

3.2 Varlik Teoremleri

Teorem 3.2.1. Kabul edelim ki

(U1) f:a,b] x R — R sirekli bir fonksiyon ve dyle bir ky € (0,1) sayist vardur
ki f fonksiyonu

|f(t,wy) — f(t,wa)| < kolwy —wsl, t € [a,b], w,ws € R
kosulunu saglasin. Eger
Mky(©(b) —BO(a)) < 1

1se 0 zaman u¢ noktaly sinwr deger problems — tek bir cozime sahiptir.
Burada M, G(t,s) Green fonksiyonunun Sonug de verilen st sinridar.

Kanit. Onerme e gore eger w € C™ a, b] fonksiyonu agagidaki esitligi
sagliyorsa o halde (3.1)-(3.2)) probleminin bir ¢éziimiidiir.

w

m—

w(t) = Z lz,] (O(t) — ©(a))’
* [(m i 2)! + (6@)&(2@12? —b w7 (O(t) — O(a))™?

b
+/ O'(s)G(t,s)f(s,w(s))ds

Burada C|a, b] agagidaki supremum normu ile normlanmig siirekli fonksiyonlar

uzay1 olmak tizere

||ul[ = sup [u(t)]
t€la,b]



21
C'a, b] uzayr bu normla birlikte bir Banach uzayidir.
P={welC™ Y a,b]: °D}°w € Cla,b] } (3.5)

kiimesini ele alalim ve T": P — P operatorini

(Tu)(t) = Y 2 (©(0) - Oy
+ { m i Ol - (%)&2(%? —b w,"2(O(t) — O(a))™ 2
+/ O'(s)G(t,s)f(s,w(s))ds (3.6)

seklinde tammlayalim. Oncelikle 1} de verilen T" operatoriiniin iyi tanimlanmig
bir operator oldugu yani T'(P) C P oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle
w € C™ Ya, b] fonksiyonu i¢in Tw € C™ [a, b] oldugu kolaylhkla gosterilebilir.

Ayrica

DP(Tw(t)) =*D*® [mi: E(@(t) —6(a))’

“DIE (1) - Oa)""
L(B—m—1)A(m—1)!

— | ©'(s)(B(b) = O(s))""™ f(s, w(S))dS}
=t w(t))

elde edilir. f(t,w(t)), [a,b] araliginda siirekli oldugundan CDf O (Tw(t)) €
Cla, b] dir.
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wy,we € P olsun. Her t € [a, b] i¢in

b b
|Tw; (t) — Twsy(t)| = / O'(s)G(t, s)f(s,wl(s))ds—/ O'(s)G(t, s)f(s,wa(s))ds

/ O/ (3)G(t, 5)(f(5.wn(s)) — (5, ws(s))ds

< [ NG o016 ~ o) s
<ot [ &/ syis il i
oldugundan
Ty — Tusl] < Mho(6(0) — (@) ur — s

elde edilir. Boylece
Mky(©(b) — ©(a)) < 1 kosulundan 7" operatorii P den P ye bir daralma
dontisimidiir. Banach sabit nokta teoremine gore bir tek w € P vardir oyle

ki Tw(t) = w(t) dir. O halde w, (3.1))-(3.2) probleminin tek ¢éziimidiir. [
Bir sonraki sonug Schaefer sabit nokta teoremine dayandirilacaktir.

Teorem 3.2.2. Varsayalim ki

(U2) f:]a,b] xR — R fonksiyonu siirekli ve her (t,w) € [a,b] x R i¢in dyle bir

k1 sawyst vardwr ki f fonksiyonu

[f (&, w()] < kalw]

esitsizliging saglasin. Eger
Mk (©(b) —O(a)) <1 (3.7)

1se 0 zaman — ile verilen ¢ nokta sinwr deger probleminin en az bir
¢oziimi vardwr. Burada M, G(t,s) Green fonksiyonunun Sonug de verilen

ust sinaridar.
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Kamit. Kanit Schaefer sabit nokta teoremi kullanilarak yapilacaktir.
Oncelikle sirasiyla 1}1) ile tamimlanan P kiimesini ve T" : P — P

operatoriinii ele alalhm. Kanit dort adimda yapilacaktir.

Adim 1. T operatoriiniin siirekli bir operator oldugu gosterelim.
{wp }nen, P de bir dizi olsun 6yle ki n — oo iken P de w,, — w € P dir. O
halde (3.6) denkleminden her t € [a, b] i¢in

[ Twn(t) — Tw(t)| = / O'(s)G(t, 5) (f (s, wn(s)) = f(s,w(s))) ds

b
S/ O'(s)|G(t, 5)|I.f (s, wn(s)) = f(s,w(s))lds
< M|[f(s,wn(s)) = f(s,w(s))[[(O(b) — O(a))

elde edilir. Boylece
1 Twn — Twl|| < M(O(b) = O(a))||f(s, wn(s)) = (s, w(s))ll

esitsizligine ulagilir.
f fonksiyonu siirekli oldugundan dolay1 n — oo iken ||T'w, — Tw|| — 0 olur.

O halde T" operatorii de siirekli bir operatordiir.

Adim 2. T operatoriiniin sinirlh kiimeleri P de diizgiin sinirli kiimelere
dontistirdiigiinii gosterelim. Soyle ki her 1 > 0 ic¢in 6yle bir 79 > 0

vardir ki her w € B, := {w € P : ||w|| <7} i¢in ||[Tw|| < ry saglanr.
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Gergekten, w € B,, olsun. Her ¢ € [a, ] i¢in

|Tw(t)| = - u;:] (O(t) — O(a))?

" [(m i o T (@(t)g(i(?i()? = 1)] w,"7*(O(t) — O(a))"
—l—/ O'(s)G(t, s)f(s,w(s))ds

<3 o) - o)y
N Lm ! o (@(t)A_(:(a))(' a)} 0|00 — Oa))™
+ [ IG5 wls) s

<3 o) - o)y
+ lelM/b ©'(s)ds

-3 Ielio - ey
A e — o)™

elde edilir. Dolayisiyla

= wd| i [Am 1)+ (0) — 6(a))(1 - )
) ._; i (©(b) — 6(a)) +[ NG

x (O(b) — ©(a))™? |w," | + kiri M (O(b) — ©(a))

sayist vardir ki ||[Tw|| < ry dir. Boylece Tw diizgiin siirh bir kiimedir.

Adim 3. Bu adimda T operatoriiniin sinirh kiimeleri P deki ayni dereceden
siirekli kiimelere doniistiirdiigiinii gosterelim. B,, Adim 2. deki gibi P nin

sinirl bir kiimesi olsun ve w € B, olsun.
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O halde t; <t olacak sekilde t1,t2 € [a,b] i¢in

Tu(ts) - Tu(t)] = | Y “2(0(t) - 6@

gy + e A0 = D 6() - o)
+ / O (5)G(t2, ) (5. w(s))ds — “;?;] (6(t1) — O(a)y’
1 O(t) =O(@)(0 =D o m-2
- {(m —o T Am—1) ] wa"(6(tr) = Ola)
b
—/ O'(s)G(t1,s) f(s,w(s))ds
<>l o) - 0t - (0(1) - 00
|wa™ | m—2 m—2
T N e CUA R i
S [(6() - €@y - (6(n) - Ol
b

r- O'(3)|G(t2, s) — G(ty, 9)||f (s, w(s)|ds

=2 |U;]| (B(t2) — ©(a))! — (O(t1) — O(a))’|
+ (’::La—j_; ‘(6(t2> —0(a))™? - (0(t) — @(a))m—z‘
+ (1;(2[%7;! | ‘<®<t2) — ()™ — (O(t) — @(a))mq‘

b
ko / O(5)|G(ta, s) — G(t1, 5)|ds

esitsizligi elde edilir.

t; — ty iken G(t,s) Green fonksiyonunun siirekliligi kullanilarak yukaridaki
esitsizligin sag tarafi sifira yaklagir. Dolayisiyla Arzela-Ascoli teoremine gore
T : P — P operatorii kompakt bir operatordiir. Sonug olarak T : P — P

operatorii kompakt ve siirekli oldugundan tamamen siireklidir.

Adim 4.
S={weP:w=NNTw, IN€(0,1)}
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kiimesinin sinirl oldugunu gosterelim.

w e Sve e (0,1) olsun dyle ki w = AT'w dir. Adim 2. den her t € [a, ] i¢in

A(m —1)+ (O(b) — O(a))(1 - )

rule) < Y- o) - o)y + | SR LB =SIC I ey

+ ka[[w][ M (©(b) — ©(a))
esitsizligi vardir.
A€ (0,1) iken w < Tw oldugundan ve dolayisiyla (3.6|) esitsizliginden

] g opar s [0 =1+ (O0) = B@)1=5)] |
o - ety + | s e

+ Rk Mwl|[(©() - ©(a))

m—3
lwll < || Tw] <)
7=0

esitsizligi elde edilir ve boylece

W] g g s [Am=1) +(O0) ~O@)1 =],
2 0 -e )“[ Alm — 1)1(0(0) —6(a))> ™ }‘ S

: 1=k M(O() — ()

olur.
Dolayisiyla S nin sinirliligi dogrulanmig olur. O halde Schaefer sabit nokta

teoreminden hareketle P kiimesi i¢cinde 7' operatoriiniin en az bir w sabit
noktasi vardir ve bu 6zel w sabit noktasi (3.1)-(3.2)) probleminin ¢oziimiidiir.

Boylece kanit tamamlanmig olur. [
Teorem 3.2.3. Kabul edelim ki her t € [a,b], w € R i¢in
[t w@))] < e(t) + h(t)w(t)

egitsizligini saglayacak sekilde negatif olmayan e, h € Cla,b] fonksiyonlar: var

olsun. O halde | > 0 sayist i¢in

- 1= M|[r[[(©(b) - O(a))
Mle[[(©(b) — O(a))
1= M|[r[|(©(b) — O(a))

esitsizliginin saglanmasy halinde - tu¢ nokta kesirle sstmir deger prob-

leminin en az bir ¢ozumi vardur.
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Kamit. Kanit Schauder sabit nokta teoremine dayanmaktadir.

B, ={w € P : ||w| <1} seklinde P nin kapali, sinirh, konveks bir alt kiimesini
tanimlayalim. B; C P ve T': P — P tamamen siirekli oldugundan 7" : B; — B,
operatorii kompakttir. Jimdi, w € B; igin Tw € B; oldugunu gosterelim.

Her w € By i¢in |Jw|| <[ dir. Dolayisiyla

m—3

1 (O(t) = O(a))(d — 1)]

Tw(t)] = Z “]’,j (O(t) — ©(a)) + [(m 5 A=)

(6(b) —B(a)y + [(m —o T A(m—1)

X |wa"2|(O(0) = ©(a))" 7 + M([le]| + [[Rll[lw])(©(b) — O(a))

Am— 1) +(6() ~O@)1-9)
A(m = DO®) - O(a))>™  °

m—2|

+ M([le]l + [[pID(©(b) - ©(a))

Boylelikle Schauder sabit nokta teoremine gore T' operatoriiniin w € B; sabit
noktasi vardir. Bu nedenle bu sabit nokta (3.1)-(3.2) probleminin ||w| < [

olacak gekilde en az bir ¢oztimidiir. O]

Simdi ¢ noktali kesirli sinir deger problemimizin farkli bir varlik

sonucunu vermek icin alt ve iist kontrol fonksiyonlar: tanimlayalim.

Tamim 3.2.1. ¢ > p olacak sekilde p, ¢ € R* olsun. O halde w € [p,q] C R"
icin iist kontrol fonksiyonu f(t,w) = sup f(t,¢) ve alt kontrol fonksiyonu
p<C<w

flt,w) = 1<I%f< f(t,¢) seklinde tanmmlanir. f(¢,w) ve f(¢,w) fonksiyonlarmim
I wit<q I

[p, q] lizerinde azalmayan ve agagidaki esitsizligi

St w) < f(t,w) < f(t,w)
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sagladig1 agiktir.
Simdi (3.1)-(3.2)) problemi i¢in alt ve tist ¢oziimleri tanimlayalim.

Tanim 3.2.2. p < u < v < ¢ olacak sekilde u,v € P olsun. Eger v fonksiyonu

‘DIPu(t) = f(t,v(1)), t € [a,1]
vg](a) >l §=0,1,....,m—2; vgn_2](b) > (51)[6"1_2](7])
esitsizliklerini ya da

L (0=16) - 6(a)
(m —2)! (m— 1A

o(t) > f@@—@wV+{

xﬁ?@@—@@ﬁ2+/@mmw@ﬂwwwm

a

esitsizligini sagliyorsa v € P fonksiyonuna ({3.1))-(3.2) probleminin iist ¢dziimii de-

nir. Eger u fonksiyonu

°D7Pu(t) < f(t,u(t)), t € [a,b]

Wia) <ul, 7=0,1,...m—2; u"7 ) <sul" I (n)

esitsizliklerini ya da

L (0-1)6()-6la)

ult) (m—2)! (m—1)IA

x u"2(O(t) — O(a))™? —|—/ O'(s)G(t, s)f(s,u(s))ds, t € [a,b]

a

esitsizligini sagliyorsa u € P fonksiyonuna (3.1)-(3.2]) probleminin alt ¢dziimii de-

nir.

Teorem 3.2.4. Varsayalim ki f : [a,b] x R — R fonksiyonu strekli bir
fonksiyon ve u,v sirasiyla — probleminin alt ve st ¢cozum ¢ifti olsun.

O halde — probleminin
u(t) <w(t) <wo(t), tela,b

seklinde en az bir ¢ozumi vardrr.
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Kamt. Oyle bir K kiimesini
K={zeP:u(t) <w(t) <ov(t), tela,bl}

seklinde tanimlayalim. Agiktir ki K kiimesi |u]| = trél[aa%(] |u(t)] maksimum
normu ile normlanmis P Banach uzaymin konveks, siirli, kapali bir alt
kiimesidir. K C P ve T': P — P tamamen siirekli bir operator oldugundan
T : K — K kompakttir. Simdi w € K igin Tw € K oldugunu gosterelim. Her

w € K igin v < w < v esitsizligi vardir. Dolayisiyla

(T =Y 2 00) — ey + [ Ly + N0 S
x w2(O(t) — O(a))™ 2 +/ O'(s)G(t,s)f(s,w(s))ds
= v j 1 (0 - D) - 6(a))
SFO T(@(t)—@(a)) + {(m_Q)! + (m— 1A }
x vy *(O(t) —@(a))m2+/ O'(5)G(t,s) (s, v(s))ds
<v(t)
(Tw)(t) _ ' U;ij (@(t) . @(a))j + |:(m i 2)' + (5 - tz}s@ftl))'—A@(a))]
x w2(O(t) — O(a))™ 2 +/ O'(s)G(t, s)f(s,w(s))ds
= j 1 (0 —1)(6(t) — ©(a))
=2 ST 60 —O@) + [(m—2)! R ]
x u™2(O(t) — O(a))™ 2 +/ O'(s)G(t,s)f (s, u(s))ds
>u(t)

esitsizlikleri bulunur.

Buradan Tw € K ve her t € [a,b] i¢in

u(t) < Tw(t) < o(t)

esitsizligi elde edilir. O halde T': K — K kompakt bir operatordiir. Schauder’in

sabit nokta teoremine gore 7' nin K kiimesinde sabit bir noktasi vardir.
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Dolayisiyla bu sabit nokta (3.1)-(3.2)) probleminin Cfa, b] i¢inde en az bir w(t)

¢Oozuiminiin var oldugunu gosterir. O]
Elde ettigimiz sonuglar1 destekleyen agagidaki 6rnegi verellim.

Ornek 3.2.1. O(t) = In(1+1)? olacak sekilde agagida verilen kesirli smr

deger problemini ele alalim.

te0,2] (3.8)

1 1
u0) = b, w0 = b, w0 =t wf =l (3) 69

Burada = I ve f(t,w(t)) = 102(1% olacak sekilde [0,2] x R araliginda

siirekli bir fonksiyon, 6 = 3 ve n = 5 dir. 8 = I oldugundan, m = 4 elde

1
4 2
2]

edilir. Ayrica her t € [0,
o'(t) = 2(1+t # 0 oldugu agiktir. Kolaylikla gosterilebilir ki

igin ©(t) = In(1+¢)? fonksiyonunun artan ve

1/ 9 1.9 1.,
A—ln9—ln1—1(ln1—ln1)—IHQ—ZIHZ—ZIH(QZI)

dir.
T In9 1
Gt ) < (In9—In1)>"" {3!§1n(934)r(§ —2) F(%J
s 2,19 1

= (2,19)z ((175)(7, 97)(0, 88) * 0,88)
~4,24,(0,2+1,1)=5,6 = M

B w(t) 1

|f(t,w)| = '102<1 +w2(t))‘ < 1—02\w(t)|

dolaysiyla ky = & dir. M5 1n9 < 1 oldugundan Teorem e gore (3.8)-

(3.9) probleminin en az bir ¢dziimi vardir.
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4 SONUC

Bu tez calismasinda (3.1) ©-Caputo kesirli tiirevini igeren diferansiyel
denklem ilk olarak

Z(g](a) :ng j:0717"'7m_2’ Z[@m_l](b> =%

sinir kogullari ile ele alinmistir. Fakat Green fonksiyonu ¢t = 7 oldugunda siirek-
siz oldugunda Green fonksiyonu i¢in herhangi bir esitsizlik elde edilememistir.
Bu nedenle sabit nokta teoremleri bu probleme uygulanamamigtir. Daha sonra
bu sinir kogulu ’deki gibi tekrar diizenlenerek ele alinmistir. Green fonksi-
yonu elde edilmis ve Green fonksiyonunun siirekli oldugu goriilmiistiir. Boylece
onerme ifade edilmistir. Daha sonra problemin tek bir ¢oziimiiniin
varligin1 garantileyen kriterler elde edilerek Banach sabit nokta teoremi ile
kanitlanmigtir. Ardindan da en az bir ¢oziimii i¢in hipotezler ifade edilerek
Schaefer ve Schauder sabit nokta teoremleri ile kanitlar yapilmigtir. Daha sonra
problemin alt ve iist ¢oztimleri tanimlanarak bir varlik teoremi kanitlanmigtir.

Son olarak sonuglar1 destekleyen uygun bir 6rnek verilmistir.

Bu tezde calisilan — sinir deger problemi, giris kisminda verilen
Abdo, Panchal ve Saeed’in (M.S. Abdo et al., 2019) ve Sun, Zeng ve Song’ un
(Y. Sun et al., 2017)) makalelerinde yaptiklar galigmalarla karsilagtirildiginda
ii¢ noktali sinir kosuluna sahip bir problemdir. Caligilan bu problem hentiz
arastirilmamis yeni bir problemdir. Ileriye déniik olarak, ©-Caputo tiirevin
uygulamalarina, daha karmagik problemlere genisletilebilir. Bunlara ek olarak
tiiretilmis denklemlerin ¢oztimi igin sayisal yontem ve kararlilik analizinin
aragtirilmasinda hem teorik hem de pratik uygulamalar icin onemli bilgiler

saglayabilir.
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