s L v : L.C. N
2(N § ,Q g ISTANBUL UNIVERSITESI
%,@ FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZI

TUMEL MANIFOLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER
MANIFOLD OLAN YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Cagrihan CIMEN

Matematik Anabilim Dali

Matematik Programi

DANISMAN
Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

Mayis, 2024

ISTANBUL




Bu calisma 08.05.2024 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim

Dali Matematik Programinda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Tez Jiurisi

Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN (Danigsman)
Istanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi

Dog. Dr. Sinem GULER Dr. Ogr. Uyesi Beran PIRINCCI
Istanbul Sabahattin Zaim Universitesi Istanbul Universitesi
Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi Fen Fakiiltesi



- Intihal Programm Beyam

20.04.2016 tarihli resmi gazetede yayimlanan Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yo6netmeliginin
9/2 ve 22/2 maddeleri geregince; Bu Lisansiistii teze, Istanbul Universitesi’nin abonesi
oldugu intihal yazilim programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii’niin belirlemis oldugu

Ol¢iitlere uygun rapor alinmustir.




ONSOZ

Danigsman hocam Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN’a lisans ve yiiksek lisans egitimim
boyunca bana olan inancini hi¢bir zaman kaybetmemesi ve verdigi emeklerden 6tiirii sonsuz
tesekkiirlerimi sunuyorum.

Yiiksek lisans siireci boyunca her konuda bana destek veren Dr. Ogr. Uyesi Beran
PIRINCCI ye tesekkiir ederim.

Her daim motivasyon destegiyle hayatimin her aninda yanimda olan Aras. Gor. Seren
UCAR’a tesekkiir ederim.

Egitimim boyunca bana destek olan babam Memet CIMEN, annem Ayse CIMEN,
kardeslerim Cem CIMEN ve Zeliha CIMEN KELES ile yegenim Ziimra KELES e tesekkiir
ederim.

Bu calisma, 2210-A Genel Yurt Igi Yiiksek Lisans Burs Programi geregince TUBITAK
tarafindan desteklenmistir.

Mayzis, 2024 Cagrihan CIMEN

iv



ICINDEKILER

Sayfa No
ONSOZ ..cueeeeeeeeeeeceeeesreeeseeeseeeseessssesssseesssesssssessssessssessseessssessssessssesssssessnes iv
ICINDEKILER ......uuvviiitiieiitreeniieeesnreeessneeessssesssssesessssessssssssssssesessssessssssens vi
SIMGE VE KISALTMA LISTEST ....ccociuiiiiitiiiiiieccieecceteccneeecsneescneesesnaesennas vii
OZET caeeeietititiiettetetetecteececstssescscscecscsssssscscsssssssssssssssssscsssssssssssasssssssssensssnses viii
SUMMIARY cccitttettiereeececececececscesessssscscscscscsssssssssssssssscscscsssssssssssssssssssssssssssnses ix
1 GIRIS cooeeeeeeeeeteeeeiieeeestteeeeteeeessteeeesseeesssssesssssssssssssssssssesssssessssssessssasessans 1
2 GENEL KISIMLAR ....cccccciittttieireeeeesrseeeessseeesssssasesssssssssssassssssssssssssassens 2
2.1 RIEMANN MANIFOLDLAR ........cooviiiiiiiiieiie e 2
2.1.1 Manifoldlar Arast DONUSUMIET ..........couviniiiiniiiiiiie e 4
2.1.2 Riemann Metrik Ve Riemann Manifoldlar ....................coooeviiiiiiiiinnn... 6
2.1.3 Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlart ...............cccooviiiiiiiiiiiiiiiiinn, 10
2.2 KAEHLER MANIFOLDLAR ......c..cooiiiiiiiiiiiie e 12
2.2.1 Kaehler Manifoldlarin Bazi Altmanifoldlart ..................ccooovviiiiiinininn... 16
2.3 YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLAR ..........c...cccoeeviiiiiiann.. 18
2.4 YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLARIN YARI-EGIiK
ALTMANIFOLDLARI .......ooiiiiiiiiiie oo 20
2.5 RIEMANN ALTDALDIRMALAR .......cccooiiiiiiiiiiiieiie oo 22
2.5.1 Yari-Egik Altdaldirmalar ...........ccoooiiiiiiiiiiiiiii e 27
3 MALZEME VE YONTEM ....ccccoiuttieerueeeeeraeeecessaeseesssseseessssessssssssssssssnssens 32
4 BULGULAR ....oceiietteeeeeteeeeceeeeeeesseeeessseeesssssesessssassssssssssssssssssssssasssssssesas 33
4.1 TUMEL MANIOFOLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLD
OLAN YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR ........cccoooiiiiiiiiiiiieieeeee e, 33
42 PASHMEQRIN TUMEL JEODEZIKLIGI VE INTEGRALLENEBILIRLIK
4.3 PARALEL STANDART YAPILI YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR .............. 44
4.4 CLAIRAUT YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR .........cccooviiiiiiiiiiiiiiainenns, 45
45 TUMEL MANIFOLDU HOPF UZAY FORMU OLAN YARI-EGIK
ALTDALDIRMALAR ICIN BAZI ESITSIZLIKLER ......c...cccoviiiiiiiiiieieennn. 47

v



5 TARTISMA VE SONUC

KAYNAKLAR .................
OZGECMIS ...cceeeuvveennenn.

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

vi



SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

Ny
TN;

Kisaltmalar

g.k.K.
h.h.H.
h.h.k.
y.k.K.

Aciklama

: Diferansiyellenebilir manifold

: N1 manifoldunun teget demeti

: p noktasindaki teget uzay

: Manifold iizerindeki koneksiyon

: Weyl koneksiyonu

: Sonsuz diferansiyellenebilirlik sinifi

: Hemen hemen kompleks yap1

: Iki manifold arasindaki doniisiim

: Bir doniiglimiin tiirev doniistimii

: © Riemann altdaldirmasinin dikey dagilimi
: © Riemann altdaldirmasimin yatay dagilim
: Degismez dagilim

: 0 egik acili egik dagilim

: Vektor alanlari kiimesi

: Riemann egrilik tensorii

: Lifler tizerindeki Riemann egrilik tensorii

: Ricci egriligi

: Skaler egrilik

Aciklama

: Global konformal Kaehler
: Hemen hemen Hermitiyen
: Hemen hemen kompleks

: Yerel konformal Kaehler

vii



OZET

YUKSEK LISANS TEZI

TUMEL MANIFOLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLD
OLAN YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Cagrihan CIMEN
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Prof. Dr. Hakan Mete TASTAN

Diferansiyel geometride iizerinde ¢alisilan en aktif ¢alisma alanlarindan birisi altmanifoldlar
teorisidir. Altmanifold kavrami manifoldlar aras1 doniisiimler araciligi ile kargimiza iki tiirlii
cikar. Bunlardan bir tanesi daldirilmig altmanifold digeri de bir altdaldirmanin lifleridir.
Riemanniyen altdaldirma kavramu ise altdaldirilmis manifoldun bir Riemanniyen manifold
yapisina sahip olmasi i¢in altdaldirma kavraminin genisletilmesiyle ortaya ¢cikmistir. Daha
sonra hemen hemen Hermitiyen altdaldirma , ters-degismez Riemanniyen altdaldirma, egik
altdaldirma, yari-egik altdaldirma, yari-degismez altdaldirma ve kismi-egik altdaldirma gibi
yeni altdaldirma tipleri ortaya ¢ikmistir. Bir altdaldirmanin tanim kiimesine tiimel manifold,
goriintii kilmesine ise baz manifold adi verilir. Bu tezde, tiimel manifoldu yerel konformal
Kaehler manifold olan yari-egik altdaldirmalar calisilacaktir.

Maysis 2024, 67 sayfa.

Anahtar kelimeler: yerel konformal Kaehler manifold, yari-e§ik altdaldirma, yatay
dagilim, dikey dagilim.
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

SEMI-SLANT SUBMERSIONS WHOSE TOTAL MANIFOLDS ARE
LOCALLY CONFORMAL KAEHLER MANIFOLDS

Cagrihan CIMEN
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One of the most active areas of study in differential geometry is the theory of submanifolds.
The concept of submanifold appears in two ways through transformations between
manifolds. One of them is the immersed submanifold and the other is the fibers of a
submersion. The concept of Riemannian submersion arose by extending the concept of
submerged so that a submerged manifold has a Riemann manifold structure. Later, new types
of submersions appeared, such as almost Hermitian submersion, anti-invariant Riemannian
submersion and hemi-slant submersion. The domain of a submersion called total manifold,
the range set is called base manifold. In this thesis, we will study semi-slant submersions
whose total manifolds are locally conformal Kaehler manifolds.

May 2024, 67 pages.

Keywords: locally conformal Kaehler manifold, semi-slant submersion, horizontal
distribution, vertical distribution.
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1 GIRIS

Altmanifoldlar teorisi diferansiyel geometri alanindaki en zengin alanlardan birisidir.
Riemann manifoldlar arasindaki doniisiimler kullanilarak altmanifoldlar elde etmek
miimkiindiir. Riemann altdaldirmalar altmanifoldlar elde etmek icin kullanilan en onemli
doniisiim ¢esitlerinden birisidir. Altmanifold elde etmek disinda Riemann altdaldirmalar iki

manifoldun geometrilerini kiyaslamak i¢in de kullanilan 6nemli bir aractir.

Riemann altdaldirmalar ilk olarak O’Neill [14] ve Gray [8] tarafindan, birbirlerinden
bagimsiz olarak tanimlanmig ve c¢alisilmisti. Daha sonra Watson [28], hemen
hemen Hermityen manifoldlar arasinda Riemann altdaldirmalar1 ele almistir ve bu
tir altdaldirmalara hemen hemen Hermityen altdaldirmalar adini vermistir. Bu tip
altdaldirmalarin en O6nemli 6zelligi, yatay ve dikey vektor alanlarini, tiimel manifoldun
hemen hemen kompleks yapisi altinda de§ismez birakmasidir. Daha sonrasinda, bu tip
altdaldirmalar kuaterniyon Kaehler manifoldlara [10], yerel konformal Kaehler manifoldlara

[13] ve hemen hemen kontakt manifoldlara [5] genisletilmistir.

Bu calismalarin 1s181inda Sahin [20], dikey vektor alanlarini, tiimel manifoldun hemen
hemen kompleks yapisi altinda yatay vektor alanlarina gotiiren ters degismez altdaldirmalari
incelemistir. Daha sonra, hemen hemen kompleks yap1 altinda yatay vektor alanlarini dikey
vektor alanlarina ve dikey vektor alanlarimi yatay vektor alanlarina gotiiren Lagrangiyen
altdaldirmalar Tastan [24] tarafindan ele alinmistir. Bu ¢alismalardan sonra egik altdaldirma
[21], yari-degismez altdaldirma [23], yari-egik altdaldirma [17] ve kismi-egik altdaldirma

[26] gibi Riemann altdaldirma tiirleri ¢alisilmustir.

Bu tez calismasinda tiimel manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan yari-egik

altdaldirmalarin geometrisini ¢aligiimigtir.



2 GENEL KISIMLAR

2.1 RIEMANN MANIFOLDLAR

Bu boliimde tez ¢aligmasi boyunca kullanilmis olan diferansiyel geometrinin temel tanimlari

ve teoremleri verilmisgtir.

Tanmmm 2.1.1 [6] Nj, boyutu n; olan bir diferansiyellenebilir manifold olsun. X(N;), N

manifoldu iistindeki tiim vektor alanlarinin kiimesi olmak tizere,
V: :f(Nl) X %(Nl) — :f(Nl)

tanimli bilineer dontisimii keyfi E,F,G € X(N;) vektor alanlar, hy,hy € C*(N)

fonksiyonlar1 ve o, o € R sabitleri i¢in eer

) VaetarG=a1VEG+ 0 VEG,

ii) Vi g4n,rG=mnVEG+hVEG,

iii) Veg(mF+h,G)=mhVgF +E[h|F +hhVEG+E[h)G

kosullarini sagliyorsa V doniisiimiine bir afin koneksiyon ya da lineer koneksiyon adi verilir,
burada E[h], h; fonksiyonun E vektor alan1 yoniindeki yonlii tiirevidir ve Vg F ifadesi de F

vektor alaninin E vektor alanina gore kovaryant tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.2 [6] Ny, boyutu n; olan bir diferansiyellenebilir manifold olsun. N; iizerindeki
herhangi bir (r,s)-tipinden A tensorii i¢in 1y,...7n, 1-formlar ve Fi,...,F;, N; manifolduna

teget vektor alanlar1 olmak iizere, bu tensoriin bir X vektor alan1 boyunca kovaryant tiirevi

(VxA)(Th,...T]r?F],...Fg) :X(A(Th,...nr,F],...Fg)
- Y X(A(m,....,VxNi... 0 Ry, F) 2.1)
i=1
— ZX(AO?l;---nr;Fla---;VXFj---Fs)
Jj=1



formiili ile tamimlanir ve A tensOriiniin X vektor alani1 yoniine gore tensor tiirevi olarak

adlandirilir.

Tanmm 2.1.3 [6] N; bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Keyfi F,G € X(N;) vektor
alanlar1 ve 1 € C*(N; ) fonksiyonu i¢in

[F,G](f) = FG[A]] - GIF [] (2.2)
ile taniml1

[,]:X(N1) x X(Ny) — X(Ny)
operatoriine N; iizerindeki Lie parantezi ad1 verilir.

Asagida Lie parantezini baz1 6zellikleri verilmistir.

Yardimeir Teorem 2.1.4 [6] N; bir diferansiyellenebilir manifold olsun. E, F,G € X(N;) ve

ap, 0 € R olmak iizere,

i) [F,G]=—[G,F]

ii) [E+ opF,G| = o[E,G]+ o|F,G]

iii) [E,[F,G]]+|[G,|E,F]]+|[F,[G,E]]=0

esitlikleri saglanir. Burada 2.1.4) 6zdesligi Jakobi Ozdesligi olarak adlandirilir.

Ispat. i) (2.2) denklemi geregi kolayca elde edilir.

ii) 7€ C*(N;) keyfi fonksiyon olmak iizere,

[0 E + o F, G| (h) = (04 E + o F)[Glh]] — G[(ow E + 0 F ) [h]]
= o E[G[h]] + o F[G[h]] — Glou E[h] + apF []
= a1 E[G[h]] + o F [G[h]] — oy G[E[h]] — 0o G[F [h]]
= oy [E,G|(h) + o [F,G](h)

elde edilir. & € C*(N;) fonksiyonu keyfi oldugundan, istenen gosterilmis olur.



iii) & € C~(N;) keyfi fonksiyon olmak iizere

£, [F, Gl](M)+[G, [E, Fl](h) + [F, G, E]|(h)

=E[[F,G](h)] - [F,G[E(h)] + G[[E, F](h)]

—[E, FI[G[A]] + F[G, E](h)] - [G, E][F (h)]
=E[F[G(h)]] - E[G[F (h)]] = FIGIE(h)]] + GIFE(h)]]
+GE[F (h)]] - GIF[E(R)]) - E[F[G(M)]] + FIE[G(R)]]
+F[GIE(h)]] - FIE[G(h)]] = GIE[F (h)] + E[G[F (h)]] = 0

olarak bulunur. 7 € C*(N) fonksiyonu keyfi oldugundan, sonuca ulagilir.

2.1.1 Manifoldlar Arasi Doniisiimler

Bu alt boliimde tezin ana konularindan biri olan altdaldirmalar ile ilgili temel kavramlar

verilmisgtir.

Tamm 2.1.5 [22] N; ve N, sirasiyla boyutlar1 ny ve ny olan iki manifold ve @ : Ny — N,
bir fonksiyon olsun. p € N; noktasinin bir haritas1 (Uj,¢;) ve 7(p) noktasinin haritasi ise

(U, ¢2) olmak tizere,
q)zoﬂo(l)fl : (])1(U1) cR"— ¢2(U2) cR”

fonksiyonu Oklidiyen anlamda C>-diferansiyellenebilir ise 7 fonksiyonuna p € N

noktasinda C”-diferansiyellenebilirdir denir.

Bu noktadan sonra, iki manifold arasindaki bir fonksiyon C*-diferansiyellenebilir ise bu

fonksiyona bu iki manifold arasindaki doniisiim ad1 verilecektir.

Tamim 2.1.6 [6] N| ve N, sirasiyla iki manifold ve & : Ny — N, bir birebir ve orten fonksiyon
olsun. Eger hem 7 bir doniisiim, hem de 7~! ters fonksiyonu doniisiim ise o halde 7

fonksiyonuna bir diffeomorifzm denir.

Tamm 2.1.7 [15] Ny ve N, iki diferansiyellenebilir manifold ve z : N — N, bu iki manifold
arasindaki doniisiim olsun. Herhangi p € N noktasi, v € TN, teget vektorii ve h € C*(Ny)



fonksiyonu i¢in, 7, (v)[h] = v[h o x] ile tamml

Tp : Tle — Tﬂ(p)NQ
lineer doniigiimiine, 7 doniisiimiiniin tiirev déniisiimii denir ve bu doniisiim dm, ile de
gosterilebilir.

Tamm 2.1.8 [6] N ve N, sirasiyla boyutlart ny ve ny olan iki manifold ve 7 : N — N, bir
doniisiim olsun. Herhangi bir p € Ny noktasinda 7, ,(7,N;) goriintii kiimesinin boyutu r ise

bu r sayisina 7 doniisiimiiniin rank: denir ve rankm olarak gosterilir.

Eger rankm = n = boyN; oluyorsa 7 doniisiimiine maksimal ranka sahiptir denir.

Yardimci Teorem 2.1.9 [15] N; ile N,, sirasiyla boyutlar1 n; ile ny olan iki manifold ve
7 : N — N, bir diizgiin doniisiim olsun. Keyfi p € N| noktasi i¢in, asagidakiler birbirlerine

denktir:
i) 7, tirev doniisiimii birebirdir.
il) 7 doniisiimiiniin rank1 n; dir.

iii) Bgery!,...,y" fonksiyonlari 7(p) € N, noktasindaki koordinat sistemi ise iy < -+ < iy,
tam sayilar1 vardur, dyle ki y'' o 7T, ...,y o 7t fonksiyonlar1 p € N; noktasmmn bir komsulugu

tizerindeki koordinat sistemidir.

Tamm 2.1.10 [15] N, ile N, iki manifold ve 7 : N — N, bir diizgiin doniisiim olsun. Eger

keyfi p € Ny noktalari i¢in, 7., tiirev dOniisiimii birebir ise 77 doniisiimiine daldirma denir.

Tanim 2.1.11 [15] N; ile NV, iki manifold ve 7 : Ny — N, bir doniisiim olsun. Eger 7, tiirev
doniisiimii her p € 71 (g) noktasi icin 6rten ise ¢ € (N7 ) noktasina 7 doniisiimiiniin regiiler

degeri denir.

Yardimci Teorem 2.1.12 [15] N; ile N, sirasiyla boyutlar1 7y ile n, olan iki manifold ve

7 : N| — N, bir doniisiim olsun. Keyfi p € Ny noktasi i¢in, asagidakiler birbirine denktir:
i) m,, tirev doniistimii 6rtendir.

il) 7 doniigiimiiniin rank1 n,’dir.



iii) Eger y',...,y" fonksiyonlar1 m(p) € N, noktasinda bir koordinat sistemi ise (y! o

m,...,y2om x| ,X"1) biciminde p € Nj noktasi i¢in bir koordinat sistemi vardur.

Sonuc¢ 2.1.13 [15] N; ile N, sirasiyla boyutlar1 n; ile np olan iki manifold ve @ : Ny —
N, bir diizgiin doniisiim olsun. Eger ¢ € (N;) noktasi 7 doniisiimiiniin bir regiiler degeri
ise 77!(¢) kiimesi N; manifoldunun bir altmanifoldudur ve n; = ny 4 dim(n~'(q)) esitligi

saglanir.

Tanm 2.1.14 [15] N, ile N, iki manifold ve 7 : N; — N, bir doniigiim olsun. Eger 7, tiirev

doniistimii her p € Ny icin orten oluyorsa 7 doniisiimiine bir altdaldirma denir.

2.1.2 Riemann Metrik Ve Riemann Manifoldlar

Bu alt bolimde Riemann manifoldlar tanimi1 yapildiktan sonra bu manifoldlar iizerindeki

bazi egrilikler tanimlanmustir.

Tanim 2.1.15 [22] Ny, n;-boyutlu bir diizgiin manifold olsun. N; iizerindeki (0,2)-tipinden
bir g tensor alani, keyfi F,G € X(N;) vektor alanlari igin

i) ¢(F,G)=¢g(G,F),
ii) g(F,F)>0ve g(F,F) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F =0

kosullar1 saglaniyorsa g tensor alanina, N; manfioldu lizerinde bir Riemann metrik tensorii
ya da kisaca Riemann metrik ad1 verilir. N; manifolduna, g metrigi ile birlikte bir Riemann

manifold ad1 verilir ve (N1, g) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.16 [22] (Ny,g) bir ni-boyutlu Riemann manifold ve V, N iizerinde bir afin
koneksiyon olsun. Eger keyfi E,F,G € X(N;) vektor alanlar1 igin

(VEg)(F,G) =0 (2.3)

esitligi saglanirsa, V koneksiyonuna metrik ile uyumlu koneksiyon denir. g bir (0, 2)-tipinden

tensor alan1 oldugundan (2.3) esitligi, (2.1) formulii kullanilarak acilirsa

(VEg)(F,G) = Eg(F,G) —g(VEF,G) — g(F,VEG) =0



elde edilir. Dolayisiyla metrik ile uyumlu koneksiyon tanimi
Eg(F,G) = g(VeF,G) +8(F,ViG) (2.4)

ile de verilebilir.

Tanmm 2.1.17 [22] (Ny,g) bir nj-boyutlu Riemann manifold ve V, N; iizerinde bir afin

koneksiyon olsun. Eger

i) V koneksiyonu burulmasiz ise, yani keyfi F,G € X(N;) vektor alanlar i¢in [F,G] =
\Y FG — VGF , V€

ii) V koneksiyonu metrik ile uyumlu ise, yani (2.4) esitligi

saglanmiyorsa V koneksiyonuna bir Levi-Civita koneksiyonu ya da Riemann koneksiyonu adi

verilir.

Yardimcr Teorem 2.1.18 [15] (N;,g) bir Riemann manifold ve V, N iizerinde bir
Levi-Civita koneksiyonu olsun. Keyfi E, F, G € X(N;) vektor alanlari i¢in

2¢(VEgF,G)=Eg(F,G)+Fg(G,E)— Gg(E,F)
+8([E,F],G) —g([F,G|,E) +g([G,E]. F) (2.5)

esitligi saglanir. (2.5)’te verilen formule Koszul formulii ad1 verilir ve V koneksiyonuna da
metrigin iirettigi koneksiyon olarak adlandirilir.

Ispat. (N,g) bir Riemann manifold ve V, N iizerinde tanimli bir Levi-Civita koneksiyonu

olsun. (2.4) esitligi kullanilirsa, keyfi E, F,G € X(N;) vektor alanlart i¢in

Fg(E7G) :g(VFG,E)+g(G,VFE),
—~Gg(E,F) = —g(VGE,F) —g(E,VGF),

elde edilir. Bu ii¢ denklem taraf tarafa toplanip daha sonra V koneksiyonunun burulmasiz

olmasi kullanilirsa



Eg(F,G)+Fg(G,E)—G(E,F)=g(VgF,G)+g([E,G|,F)
+8([F.G],E) +¢(G,VFE)
=8(VeF,G) +¢([E,G|F)
+8([F,G|,E) +¢(G,VeF — [E,F])
=2¢(VeF,G) +([E,F],G)
+8([F,GLE) —¢([G,E],F)

olur. Dolayisiyla

2¢(VgF,G) =Eg(F,G)+Fg(G,E)— Gg(E,F)
—I—g([E,F],G)—g([F,G],E)—f—g([G,E],F) (2.6)

formulii elde edilir.

Yukarida elde ettigimiz Koszul formulii kullanilarak Riemann geometrisinin temel teoremi

olarak adlandirilan asagidaki teorem ispatlanir.

Teorem 2.1.19 [15] Her Riemann manifoldunun yalniz bir tek metrik ile uyumlu burulmasiz

V koneksiyonu vardir.

Tanim 2.1.20 [15] (N1, g), ni-boyutlu bir Riemann manifold ve V, N; manifoldu iizerindeki
Riemann koneksiyonu olsun. Keyfi E,F,G € X(N;) vektor alanlart igin

R(E,F)G = VEVFG—VFVEG—V[EﬂG 2.7)
ile tanimlanan
R: X(Nl) X .Af(Nl) X %(Nl) — }:(Nl)

(1,3)-tipindeki tensor alanina, Ny manifoldunun Riemann egrilik tensorii ad1 verilir.

Asagida Riemann egrilik tensoriiniin temel 6zellikleri verilmistir.



Yardimer Teorem 2.1.21 [15] (N, g) bir Riemann manifold ve V, N| manifoldu iizerinde
taniml1 Riemann koneksiyonu olsun. R, N; manifoldu iizerindeki Riemann egrilik tensori

olmak iizere, herhangi E, F,G,L € X(N;) vektor alanlari igin,

i) R(E,F)G+R(F.E)G=0

ii) R(E,F,G,L)=—R(E,F,L,G)

iii) R(E,F)G+R(F,G)E+R(G,E)F =0

iv) R(E,F,G,L)=R(G,L,E,F)

ozellikleri saglanir, burada R(E,F,G,L) = g <R(E JF )G,L> olarak tanimlanr.

Tanim 2.1.22 [29] (Ny, g), ni-boyutlu bir Riemann manifold ve R, N; iizerindeki Riemann
egrilik tensorii olsun. {Ey,Ey,...E,} , Ny iizerinde yerel ortonormal cati alan1 olmak iizere,

keyfi F,G € X(N;) vektor alanlar i¢in,

on

S(F,G) =Y R(E;,F,G,E)) (2.8)

1

~

ile tanimli (0,2)-tipinden tensor alanina, N| manifoldunun Ricci egrilik tensorii adi verilir.

Ricci tensoriinden yararlanarak N1 manifoldunun skaler egriligi
m
t=) S(E;E))
j=1

ile tanimlanir.

Tanmm 2.1.23 [29] (N, g) bir Riemann manifold, R, Ny’ nin Riemann egrilik tensorii ve
F,G € X(N;), N; manifoldu iizerinde lineer bagimsiz iki vektor alani olsun. F ile G vektor

alanlar tarafindan gerilen diizlem kesiti i¢in

R(F,G,F,G)
8(F,F)g(G,G) - g*(F,G)

K(F,G) =

ile tanimli (0,2)-tipinden tensor alanina Ny manifoldunun kesitsel egriligi adi verilir. Eger
kesitsel egrilik tiim diizlem kesitleri i¢in ¢ sabit say1sina esitse N1 manifolduna sabit egrilikli

uzay ya da reel uzay form adi verilir.
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2.1.3 Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Bu alt boliimde Riemann manifoldlar tarafindan kapsanan altmanifoldlar ve bazi 6nemli

formiiller ile birlikte manifoldlar tizerinde dagilim tanimi verilmistir.

Tanim 2.1.24 [22] (N1, g), n1-boyutlu bir Riemann manifold ve N, np-boyutlu bir manifold
olsun. Eger 7 : N, — Nj bi¢iminde tanimli bir daldirma varsa, bu durumda N, manifolduna
N1 Riemann manifoldunun altmanifoldu denir. Dahasi, N, altmanifoldu iizerine indirgenmis

¢’ Riemann metrigi keyfi p € N, noktasi ve F,,G,, € T,N, teget vektorleri i¢in

g/(va Gp) = g(dmy(Fp),dm,(Gp))

bi¢ciminde tamimlandigindan, (N,,g’), (Ni,g) Riemann manifoldunun bir Riemann

altmanifoldu olur. Buradaki g’ metrigi g ile gosterilebilir.

Tanmm 2.1.25 [22] (Nj,g) bir Riemann manifold ve N,, N; Riemann manifoldunun
altmanifoldu olsun. O halde herhangi bir p € N, noktas1 i¢in N; manifoldunun teget uzay1

T,Ni =T,N, & TpLNg biciminde ayristirilabilir, burada
T,"N, = {F, € T,N; : g,(F»,G) =0,G, € T,N,}

ile tammh 7,N, uzaymn T,N; teget uzaymdaki ortogonal tiimleyenidir ve N,
altmanifoldunun normal uzay: denir. Normal vektor uzaylarmin kiimesini X+ (N,) olarak

gosterilir.

Tanmm 2.1.26 [22] (Ny,g) bir Riemann manifold ve N, N; manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. VM ve VM sirasiyla Ni ve N, manifoldlarmin Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak

iizere, keyfi F,G € X(N;) ve Z € X (N,) vektor alanlari icin

N N
VG =V¥2G +h(F,G),
VNZ=—AzF +V§Z

denklemleri N, manifoldunun sirasiyla Gauss ve Weingarten formiilleridir, burada
AZF, VI2G € X(Ny) ve V£Z, h(F,G) € X1 (Ny)'dir. Az : X(N2) — X(Ny) lineer doniisiimii

(1,1)-tipinden bir tensor alanidir ve N, altmanifoldunun sekil operatorii olarak adlandirilir.
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Dahasi, A sekil operatorii g(AzF,G) = g(F,AzG) esitligini saglar. h : X(N;) x X(N2) —
X*(N,) fonksiyonu ise (0,2)-tipinden bir simetrik tensér alamidir ve N, manifoldunun ikinci

temel formu olarak adlandirilir.

Burada verilen / ikinci temel formu ile A sekil operatorii
g(AzF, G) - g(h(F7G)’Z)

formiiliiyle birbirleri ile iligkilendirilir.

Tanmm 2.1.27 [29] (Nj,g) bir nj-boyutlu Riemann manifold ve N,, N; manifoldunun
ny-boyutlu bir altmanifoldu olsun. {Fy,...,F,}, N, altmanifolduna teget ortonormal ¢ati

alan1 ve A, N, altmanifoldunun ikinci temel formu olmak iizere H ortalama vektor alan,

H =Y h(F;,F) 9

S| =
-

ile tanimlanir.

Tanim 2.1.28 [29] (Ny,g) bir Riemann manifold ve N,, Ny manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. Eger N, altmanifoldunun ikinci temel formu sifir ise N, altmanifolduna tiimel jeodezik
altmanifold denir. Eger ortalama vektor alani sifir ise, N, altmanifolduna minimal altmanifold
denir. Ek olarak, eger keyfi F,G € X(N,) i¢in h(F,G) = g(F,G)H ise, N, altmanifolduna

tiimel umbilik altmanifold ad1 verilir.

Tanim 2.1.29 [22] (Nj,g) bir nj-boyutlu Riemann manifold olsun.

2 :Ni— | TN,
PEN]

Vp € Ny, @p C Tle, dim(@p) =r

biciminde tanimlanan doniisiime bir r— boyutlu dagilim denir. Herhangi bir F € X(N})
icin F, € 9, oluyorsa, F’ye & dagiliminin bir vektor alam denir. Eger, Vp € N; igin,
2, dagiiminin r-tane lineer bagimsiz, diferansiyellenebilir vektorleri varsa, 2 dagilimi
diferansiyellenebilirdir denir. Herhangi iki F,G € 2 vektor alanlan igin, eger [F,G| € 2

saglaniyorsa, & dagilimina involutif denir.

Tanim 2.1.30 [22] (Nj,g) bir nj-boyutlu Riemann manifold ve %, N; manifodunun

r-boyutlu bir dagilimi olsun. N, N; Riemann manifodunun bir altmanifoldu olmak {iizere,
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eger herhangi bir p € N; i¢in N, altmanifoldunun teget uzay: ile D), dagilimi esit ise, N
altmanifolduna & dagilimin integral manifoldu denir. Dahasi, N, altmanifoldu & dagiliminin
tek integral manifoldu ise o halde N, altmanifolduna ¥ dagilimimnin maksimal integral

manifoldu denir.

Tanim 2.1.31 [22] (Ny,g) bir n;-boyutlu Riemann manifold ve N, N; maninfoldunun bir
altmanifoldu olsun. Eger herhangi bir p € N, icin & dagiliminin p noktasini kapsayan bir

maksimal integral manifoldu varsa & dagilimina integrallenebilirdir denir.

Asagida verilmis olan teorem bir dagilimin involutif olmasi ile integrallenebilir olmasini

birbiriyle iliskilendirmektedir.

Teorem 2.1.32 (Frobenius Teorem) [4] Bir N; manifoldunun iizerindeki ¢ dagiliminin
integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul & dagiliminin involutif olmasidir. Dahasi
integrallenebilir ¥ dagiliminin herhangi p € N| noktasindan gecen tek bir maksimal integral
manifoldu vardir ve p noktasini iceren diger tiim integral manifoldlar bu maksimal integral

manifoldunun bir acik altmanifoldudur.

2.2 KAEHLER MANIFOLDLAR

Bu boliimde, arastirmacilar tarafindan yaygin olarak calisilan Kaehler manifoldu
tanimlanmigtir ve Kaehler manifoldu tanimlanirken kullanilmis olan temel tamim ve

teoremler verilmistir.

Tanim 2.2.1 [29] Ny, n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Keyfi F € X(N})

vektor alant i¢in

J(F)=—F (2.10)
kosulunu gergekleyen (1, 1)—tipinden

J:X(Ny) = X(Ny)

tensoriine Ny manifoldu {izerinde bir hemen hemen kompleks yapi denir. Bu J tensoriiyle
birlikte N; manifolduna da hemen hemen kompleks manifold adi verilir ve (Np,J) ile

gosterilir.
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Bu tanim geregince, N h.h.k. manifoldunun boyutunun ¢ift oldugu agik¢a goriilebilir. [9]

Ornek 2.2.2 R?", 2m-boyutlu Oklid uzaymda, x',...,x™ y!,...,y" dogal koordinat

fonksiyonlar1 olmak iizere,

) d J J .
J(ﬁ)_a_})l7 a—yi):—ﬁ,Vlél,...,m

ile taniml1 J tensorii ile bir h.h.k. manifold olur.

Tanmm 2.2.3 [29] (Ny,J) bir h.h.k. manifold olsun. N; manifoldu iizerinde bir g Riemann
metrigi keyfi F,G € X(N;) vektor alanlari i¢in

g(JF,JG) = g(F,G) @.11)

esitligini gercekliyorsa, g metrigine bir Hermityen metrik ad1 verilir. O halde, g Riemann

metrigiyle J hemen hemen kompleks yapis1 bagdasirlar denir.

Tamim 2.2.4 [29] (N;,J) bir h.h.k. manifold olsun. Eger N, iizerinde bir ¢ Hermityen metrigi

varsa N| manifolduna bir hemen hemen Hermityen manifold denir ve (N1, g,J) ile gosterilir.

Teorem 2.2.5 [29] (Ny,g,J) bir h.h.H. manifold olsun. O halde J hemen hemen kompleks
yapisi, keyfi E, F,G € X(N}) vektor alanlar1 igin

i) (VeJ)F =VgJF —JVgF,
i)y (VeJ)JF = —J(VEJ)F,
i) g((VeJ)F.G) = —g(F,(VeJ)G)

ozellikleri saglanir.

ispat. i) (2.1) formiilii kullanilarak kolayca elde edilir.

ii) E ve F keyfi vektor alanlar1 olmak iizere,

(VeJ)JF = —VgF —JVgJF
= J*VF — JVgJF
= J(JVEF — VEJF)
= —J(VEJ)F
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elde edilir.

ili) E,F ve G keyfi vektor alanlar1 olmak iizere,

g((VEJ)F,G) = g(VEJF,G) — g(JVEF,G)
=Eg(JF,G)—g(JF,VEG)+Eg(F,JG) — g(F,VgJG)
=g(F,JVEG) —g(F,VEJG)
= —&(F,(VeJ)G)
olur.
Tamm 2.2.6 [29] (N, g,J) bir h.h.H. manifold olsun. Keyfi birim F € X(N;) vektor alant
i¢cin
H(F) = R(F,JF,JF,F) (2.12)
ile tamimlanan tensore holomorfik kesitsel egrilik denir. Eger N; manifoldunun sabit

holomorfik kesitsel egriligi varsa manifolda kompleks uzay formu denir. Sabit holomorfik

kesitsel egriligi ¢ olan bir manifold N (c) ile gosterilir.

Tanim 2.2.7 [29] (N}, g,J) bir h.h.H. manifold olsun. Keyfi F, G € X(N) vektor alanlart i¢in
Q(F,G) = g(F,JG)

ile tanimlanan € yapisina Ny nin Kaehler Formu ad1 verilir.

Onerme 2.2.8 [29] (N, g,J) bir h.h.H. manifold ve Q, N manifoldu iizerinde tanimlanmis
Kaehler formu olsun. O halde, keyfi E,F,G € X(N)) i¢in

(VEQ)(F,G) = g(F,(VEJ)G) (2.13)

esitligi saglanir.

Ispat. Q bir (0,2)-tensér oldugundan dolayi, keyfi E,F,G € X(N;) icin (2.1) ve (2.4)
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esitlikleri kullanilirsa

(VEQ)(F,G) = EQ(F,G) — Q(V&F,G) — Q(F,V£G)
= Eg(F,JG) —g(VEF,JG) —g(F,JVEG)
= g(VgF,JG) + g(E,V£JG) — g(VEF,JG) — g(F,JVG)

8
g(E, VEJG — ]VEG)
8(F,(VeJ)G)

olur.

Tanmm 2.2.9 [29] (N}, g,J) bir h.h.H. manifold olsun. Keyfi F, G € X(N;) vektor alanlart i¢in
N(F,G) = |JF,JG| — J|F,JG) — J|JF,G| — [F, G| (2.14)

ifadesine N; manifoldunun Nijenhuis tensorii ad1 verilir.

Onerme 2.2.10 [29] (N;,g,J) bir h.h.H. manifold ve N ise N; manifoldu iizerinde taniml
Nijenhuis tensorii olsun. O halde, keyfi F,G € X(N;) vektor alanlar1 i¢in

N(F, G) = (VJFJ)G— (V]G])F—f—J(VGJ)F —J(VFJ)G (2.15)

esitligi saglanir.

ispat. (2.1) formulii, Teorem (2.2.5) ii) ozelligi ve V koneksiyonunun burulmasiz olmasi

kullanilarak, keyfi F,G € X(N;) igin

N(F,G) = [JF,JG) — |F,G)| — JIJF,G] — JIF,JG]
= V,5JG —V,GJF —VpG + VGF
—JIVirG+IVGIF —JIVEJG+JV jgF
— (V)rd)G — (V1) — (VGI)JF + (VEJ)JG
= (VurJ)G = (Vyc))F +J(VgI)F —J(ViJ)G

elde edilir.

Yardimcr Teorem 2.2.11 [29] (Ny,g,J) bir h.h.H. manifold olsun. V, N; manifoldunun
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Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere, keyfi E,F,G € X(N) vektor alanlar1 i¢in
2g((VEJ)F,G) —g(JE,N(F,G)) =3dQ(E,JF,JG) — 3dQ(E,F,G) (2.16)

kosulu saglanir.

Teorem 2.2.12 [29] (Ny, g,J) bir h.h.H. manifold olsun. V, N| manifoldunun g metriginden
tiremis olan Levi-Civita koneksiyonu ve €, N; manifoldunun Kaehler formu olmak iizere,

asagidakiler birbirlerine denktir:

i) Vi=0

i) VQ=0

iii) N=0vedQ =0

Ispat. E,F,G € X(N;) olsun.

Kabul edelim ki VJ = 0 olsun. (2.13) esitligi kullanilirsa VQ = 0 elde edilir.

Kabul edelim ki VQ = 0 olsun. dQ(E,F,G) = (VEQ)(F,G)+ (VrQ)(G,E) + (VcQ)(E, F)
oldugundan dQ = 0 saglanir. Aym1 zamanda VQ = 0 ve (2.13) esitliginden VJ = 0 olur.
dQ =0 ve VJ = 0 esitliklerini (2.16) denkleminin i¢inde kullanirsak N = O olur.

Kabul edelim ki dQ2 = 0 ve N = 0 olsun. (2.16) denklemini kullanarak kolayca VJ = 0 oldugu

gorilir.

Tanim 2.2.13 [29] (Ny, g,J) bir h.h.H. manifold olsun. Eger VF,G € X(N;) i¢in

(V)G =0

saglaniyorsa, N1 manifolduna bir Kaehler Manifold denir.

2.2.1 Kaehler Manifoldlarin Bazi Altmanifoldlar:

Bu alt boliimde Kaehler manifoldlarin bazi altmanifoldlarinin tanimlar1 verilmistir.

Tanmm 2.2.14 [29] N,, (Ni,g,J) h.h.H. manifoldunun bir Riemanniyen altmanifoldu

olsun. N, altmanifoldunun herhangi bir p noktasindaki 7,,N, teget uzay1 J tensorii altinda
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degismezse, yani J(T,N,) C T,N, saglantyorsa N, manifolduna Ny manifoldunun degismez

altmanifoldu adi verilir.

Tanmm 2.2.15 [29] N,, (Ny,g,J) h.h.H. manifoldunun bir Riemanniyen altmanifoldu
olsun. N, altmanifoldunun herhangi bir p noktasindaki 7,,N, teget uzay1 J tensorii altinda
ters-degismezse, yani J(T,N,) C TPLNQ saglaniyorsa N, manifolduna N; manifoldunun
ters-degismez almanifoldu denir. Ozel olarak, J(T,N,) = TpiNz esitligi saglanirsa N,

manifolduna Ny manifoldunun Lagrangiyen altmanifoldu ad verilir.

Tamim 2.2.16 [2] N>, (N1, g,J) h.h.H. manifoldunun bir Riemanniyen altmanifoldu olsun.
Herhangi bir p € N, noktasindan gecen ve N, altmanifolduna teget olan herhangi bir F' vektor
alani i¢in JF ile T,N, uzay: arasindaki a¢1 6(F) ile gosterilir ve bu agiya Wirtinger agist

denir. Keyfi iki F,G € X(N,) vektor alanlari i¢in, Wirtinger acisi

g(JF,G)

O(F)= =>>—~ "~
<os8(F) = 1 7F T TIG

ile tanimlanir. Sifir olmayan bir F vektor alan1 i¢in 6 (F) Wirtinger agis1 sabit ise (segilen
p € N> noktasindan ve segilen F € T,N, vektor alanindan bagimsiz ise) N, altmanifolduna

N1 manifoldunun bir egik altmanifoldu ad1 verilir.

Burada verilen tanimda, eger 6 = 0 ve 6 = £ Wirtinger agilar olarak segilirse altmanifold
sirastyla de8ismez ve ters-degismez altmanifoldlar olur. Eger bir egik altmanifold ne

degismez ne de ters-defismez altmanifoldsa o manifolda has egik altmanifold ad1 verilir.

Tanim 2.2.17 [2] (Ny,g,J) bir h.h.H. manifold ve N,, N; manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. , N> manifoldu iizerinde bir dagilim olmak iizere, eger keyfi F € &, i¢in JF vektor
alam ile 7, dagilim arasindaki a¢1 g € N> noktasit ve F' € 9, vektor alam segiminden

bagimsiz ise & dagilimina bir egik dagilim ad1 verilir.

Tanim 2.2.18 [16] N,, (N1, g,J) h.h.H. manifoldunun bir Riemanniyen altmanifoldu olsun.
Eger TN, teget demeti, 2 ' degismez dagihm, yani J(2') = 2" ve 29 egik dagilim
(burada 0 egik ac¢1) olmak tizere TN, = 2" e 9° ayrisimina sahipse N, altmanifolduna,

N1 manifoldunun bir yari-egik altmanifoldu denir.

Tanim 2.2.19 [19] N, (N1, g,J) h.h.H. manifoldunun bir Riemanniyen altmanifoldu olsun.
Eger TN, teget demeti, 2 ters degismez dagilim, yani, J(21) C TN, ve 29 egik dagilim
olmak iizere TN, = 2+ @ 2° ayrisimina sahipse N, altmanifolduna, N; manifoldunun bir

kismi-egik altmanifoldu denir.
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2.3 YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLAR

Bu alt boliimde tez ¢alismamizda ele almis oldugumuz manifold tipi olan yerel konformal
Kaehler manifold tanim1 yapilmistir ve bu manifold tipi ile ilgili bazi esitlikler ve teoremler

verilmistir.

Tanmm 2.3.1 [7] (N1, g,J), 2n;-boyutlu bir Hermityen manifold olsun. Eger Ny manifoldunun
bir {O; }ic; agik ortiiliisii ve o; : O; — R ile tammli {0; }<; diferansiyllenebilir fonksiyonlar

ailesi varsa Oyle ki

.
gi=e "8oi

ile tanimlanan her bir yerel metrik Kaehler metrik ise (N, g,J) manifolduna yerel konformal
Kaehler manifold adi verilir. Eger ¢®g metrigini Kaehler metrik yapacak sekilde bir o :
N; — R diferansiyellenebilir fonksiyonu bulunursa (N1, g,J) manifolduna global konformal

Kaehler manifold denir.

Bu tanima denk bir ifadeyi bir teorem ile verelim.
Teorem 2.3.2 [7] (Ny,g,J) bir Hermityen manifold ve Q Kaehler formu olsun. (Ny,g,J)
manifoldunun bir yerel konformal Kaehler manifold olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

dQ=woNQ (2.17)

esitligini saglayan bir @ kapali 1-formunun var olmasidir.

(2.17) esitligini saglayan @ 1-formuna Lee formu adi verilir [12]. Eger @ Lee formu tam
ise (Np,g,J) manifoldu global konformal Kaehler manifold olur. Eger @ Lee formu N,

manifoldu iizerinde eg deger olarak sifir olursa (Ny, g,J) manifoldu Kaehler manifold olur.

Uyar 2.3.3 Bu noktadan sonra, Lee formu @ olan bir yerel konformal Kaehler manifoldu

(N1,g,J, @) ile gosterecegiz.

Tanim 2.3.4 [7] (N1, g,J, ®), bir y.k.K. manifold olsun. Herhangi bir F € X(N;) vektor alani

icin

o(F) = g(B,F) (2.18)
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ile tamimlanan B vektor alanina Lee vektor alani denir.
Teorem 2.3.5 [7] (N},g,J,®) manifoldu bir y.k.K. manifold olsun. {g;};c; yerel Kaehler
metriklerinin V? Riemann koneksiyonlari, keyfi F,G € X(Ny) igin

?FG:VFG—%{w(F)G+ w(G)F—g(F,G)B} (2.19)

esitligiyle verilen global olarak tanimli V torsiyonsuz koneksiyonuna genellestirilir, burada

V, N iizerindeki g metriginden tiireyen Riemann koneksiyonudur. Dahasi,
Ve=0®g (2.20)
esitligi saglanir.

Bu teoremde verilen V koneksiyonuna g metriginin Weyl koneksiyonu denir.

Teorem 2.3.6 [7] (Ny,g,J) Hermityen manifoldunun bir y.k.K. manifold olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul N iizerinde (2.19) esitliginde verilen V Weyl koneksiyonuna gore J kompleks

yapisinin paralel olmasini saglayacak bir @ kapali 1-formunun olmasidir. Yani

VJIi=0 (2.21)
olmasidir.
(2.19) ve (2.21) esitlikleri kullanilarak, keyfi F, G € X(N) i¢in

(V)G = %{a)(JG)F — (G)JF — g(F,JG)B +g(F, G)JB} 2.22)

olur.

Tanim 2.3.7 [7] (Ny,g,J,®) bir y.k.K. manifold olsun. Eger @ Lee formu paralel ise, yani
Vw = 0 ise, Ny manifolduna Hopf Manifoldu ad1 verilir.

Tanim 2.3.8 [7] (N, g,J, @) bir y.k.K. manifold olsun. Eger N; manifoldu sabit holomorfik

kesitsel egrilige sahipse, Ny manifolduna yerel konformal Kaehler uzay form adi verilir.

Teorem 2.3.9 [11] (Ny, g,J, ®) holomorfik kesitsel egriligi bir ¢ sabiti olan y.k.K. uzay formu
olsun. O halde N; manifoldunun Riemann egrilik tensori, keyfi E,F,G,Z € X(N;) vektor
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alanlar1 i¢in

4R(E,F,G,2) =c{g(E,Z — ¢(E,G)g(F,Z) + g(JE,Z)g(JF,G)
—¢(JE,G)g(JF,Z) — 2g(JE,F)g(JG,Z)}
+3{L(E,Z — L(E.G)g(F.2) + ¢(E,Z)L(F,G)
—¢(E G)L(F,Z)} (2.23)

_L(E,Z)g(JF,G) + L(E,G)g(JF,Z) — g(JE,Z)L(F,G)
+g(JE,G)L(F,Z)
+2{£(E,F)g(JG,Z) +g(JE,F)£(G,Z)}

olur, burada

L(F.G) = ~(V+0)G— 0(F)0(G) + 5 |IBIP2(F.G) (2.24)
ve

L(F,G) = L(JF,G) (2.25)

ile tanimlidir.

(2.24) ile verilen tensor alan1t Hopf manifoldlar i¢in V@ = 0 oldugundan
1
L(F,G) = —(F)o(G) + 5 ||B|*4(F,G) (2.26)

biciminde olur.

24 YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLARIN YARI-EGIiK
ALTMANIFOLDLARI

Yardimer Teorem 2.4.1 [25] N, manifoldu, (Nj,g,J,®) yerel konformal Kaehler
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manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda, U,V € TN, vektor alanlart i¢in
1 1 T
VyPV —ApVU — -0 (JV)U + =g(U,PV)B

2 2

1 1
= PVyV +1h(U,V) = S0(V)PU + Sg(U, V)(PBT +1B")

veE

1
VGFV +h(U,PV)+ 5g(U,Pv)BN

1 1
= FVyV + fh(U.V) = 5FU + 3g(U.V)(FB" + fBY)

esitlikleri saglanir, burada P ile F doniisiimleri bir teget vektor alanimin J altindaki
gorlintiisiiniin sirasiyla teget ve normal pargalari, ¢ ile f doniisiimleri bir normal vektor
alanimin J altindaki goriintiilerinin sirastyla teget ve normal parcalari ve B ile BY ise Lee

vektor alaninin sirasiyla teget ve normal parcgalaridir.

Onerme 2.4.2 [25] N, manifoldu, (N, g,J, ®) yerel konformal Kaehler manifoldunun bir
yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda 2" degismez dagiliminin integrallenebilir olmasi

icin gerek ve yeter kosul keyfi U,V € 2T vektor alanlar icin
h(U,JV) —h(JU,V) = g(JV,U)BY
esitliginin saglanmasidir.

Onerme 2.4.2 kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 2.4.3 [25] N, manifoldu, (Ny,g,J,®) yerel konformal Kaehler manifoldunun bir
yari-egik altmanifoldu olsun. N, altmanifoldunun 27 integrallenebilir degismez dagiliminin
boyutu 4’ten biiyiik olmak iizere, eger 2 dagilimi, N, altmanifoldunda tiimel jeodezik ise

B € TN, dir.

Sonu¢ 2.4.4 [25] N>, 2" degismez dagilimi integrallenebilir olan, (Ny,g,J,®) yerel
konformal Kaehler manifoldunun bir yari-egik altmanifoldu olsun. Eger 27 dagilimi, N,
altmanifoldu i¢inde tiimel umbilik ise H = —%BN esitligi saglanir, burada H vektor alani,

2" dagiliminin ortalama egrilik vektor alanidir.

Onerme 2.4.5 [25] N> manifoldu, (N1,g,J,®) yerel konformal Kaehler manifoldunun bir

yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, 29 egik dagilimiin integrallenebilir olmas1 icin
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gerek ve yeter kosul keyfi X,¥ € 29 vektor alanlari icin
VxPY —VyPX +ApxY —AryX +g(X,PY)BT € 2°

olmasidir.

Teorem 2.4.6 [25] N, manifoldu, (N;,g,J,®) yerel konformal Kaehler manifoldunun
bir yari-egik altmanifoldu olsun. 2" degismez dagilimmmin N, altmanifoldu icinde tiimel

jeodezik olmasi igin gerek ve yeter kosul keyfi U,V € 27 ve X € 2? vektor alanlart igin
1 1
g(AfFXV + 50)(fFX)V, U) = —g(AF)(PV + E(D(FX)PV, U)

esitliginin saglanmasidir.

Sonug 2.4.7 [25] N, manifoldu, (Nj,g,J,®) yerel konformal Kaehler manifoldunun bir
yari-egik altmanifoldu olsun. Eger 2" degismez dagilimi N, iginde integrallenebilir ve

tiimel jeodezik ise, bu durumda
gh(2",2"),fF2°) = —g(h(P2",2"),F2°)

esitliginin saglanmasidir.

2.5 RIEMANN ALTDALDIRMALAR

Bir manifoldun altmanifoldunu olusturmakta kullanilan yollardan birisi altdaldirmalardir. Bu

boliimde 6zel bir altdaldirma ¢esidi olan Riemann altdaldirmalari ele alacagiz.

Tammm 2.5.1 [14] (Ny,g) ve (Na,g') sirasiyla boyutlart n; ve np olan iki Riemann
manifold ve 7 : (N1,g) — (N2,g’) ise Tanim 2.1.14’te tanimlanan altdaldirma olsun. Sonug
2.1.13 sebebiyle, keyfi x € N, i¢in 7~ '(x), Ny manifoldunun (n; — n3)-boyutlu bir kapal
altmanifoldudur. Bu bicimindeki altmanifoldlara, altdaldirmanin lifleri denir. Liflere teget
olan vektor alanlarina dikey vektor alanlart, liflere dik olan vektor alanlarina ise yatay vektor

alanlar: denir.
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Tamim 2.5.2 [14] (Ny,g) ve (N, g’), sirasiyla boyutlari ny ve ny olan iki Riemann manifold

olsun. 7 : (N1, g) — (N2,¢’) bir altdaldirma olmak iizere, keyfi p € Nj noktasi igin,
717*[, . (Cekn*p)L — T;-;(p)NZ
doniisiimii bir izometri ise, yani V&, 1 € (Cekm,,) ™,

gp(éan) = g;z(p)(”*péaﬁ*pn)

saglaniyorsa 7 doOniisiimiine N; manifoldu iizerinde bir Riemann altdaldirma denir. 7,
tiirev doniisiimii, yatay dagilim iizerinde bir izometri oldugundan, dikey dagilim 7’nin
tiirev doniistimiiniin ¢ekirdegine esittir. Dolasiyla dikey dagilim Cekm, ile gosterirsek, yatay

dagilim da (Cekm, )™ ile gosterilir.

Boylece N1 Riemann manifoldunun teget demeti

TN, = Cekm, ® (Cekr, )" (2.27)
biciminde ortogonal ayrigsima sahiptir. Bu durumda

v:TN; — Cekm,
ve

fi: TNy — (Cekm, )t

biciminde tanimli fonksiyonlar olmak iizere (2.27) ayristmindan dolayi, keyfi F € TN,
vektor alam F = FV + F" seklinde yazilabilir, burada v ve 7 fonksiyonlarinin tanimlari geregi

FY € Cekn, ve F" € (Cekm,) " parcalaridir.

Tammm 2.5.3 [14] 7 : (N1,g) — (Na,¢) bir Riemann altdaldirma olsun. Bir E € (Cekm, )"
vektor alam1 N, manifoldundaki bir E’ vektor alami ile 7-bagimli ise E vektor alanina temel

vektor alam denir.

Yardimar Teorem 2.5.4 [14] 7 : (Ny,g) — (N2, g') bir Riemann altdaldirma ve V ile V/
sirastyla g ve g’ metriklerinden tiireyen Levi-Civita koneksiyonlar1 olsun. F,G € X(N;)

vektor alanlari sirastyla F/, G’ € X(N,) ile m-bagimli olan iki temel vektor alani olmak iizere
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i) g(F,G)=¢g'(F',G)om,
ii) [F,G]", [F’,G] ile m-bagimli olan bir temel vektor alanidir,
iii) (VrG)", VG’ ile m-bagimli olan bir temel vektor alanidir,

Onermeleri saglanir.

Burada, Riemann altdaldirmalar teoresinde Onemli yer kapsayan iki tensor alami

tanimlanmustir.

Tamm 2.5.5 [14] @ : (Ny1,g) — (N, g’) bir Riemann altdaldirma olsun. V, g’den tiireyen
Ny’deki Levi-Civita koneksiyonu ve F,G € X(N;) keyfi vektor alanlar olmak tizere

TIrG = (VpvGMY + (Vv GY)! (2.28)
pG = (Ve GMY 4 (Vi GY )" (2.29)

ile tanimlanan (1,2)-tipindeki tensor alanlarina O’Neill tensérleri adi verilir.

o/ ve 7 tensorlerinin ikiside dikey vektor alanlarini yatay vektor alanlari, yatay vektor

alanlarim1 da dikey vektor alanlar1 yapan ters-simetrik tensor alanlaridir.

Yardima Teorem 2.5.6 [14] (Ny,g) ve (N2,¢') Riemann manifoldlar ve 7 : (Ny,g) —
(N2, g') bir Riemann altdaldirma olsun. O halde, YU,V € Cekr,. ve ¥n,& € (Cekr, )" igin

TV = RU (2.30)

1
& = —gn = 5[n,8]" 2.31)

Ozdeslikleri saglanir.

Ispat. U,V € Cekr, olsun. O halde
. |U,V]|=[nU,nV]=0

oldugundan [U,V] € Cekm, saglanir. V, g’den tiireyen Levi-Civita koneksiyonu oldugundan
burulmasizdir. Dolayisiyla [U,V] = VyV — VyU saglanir. Bu esitligin her iki tarafin1 keyfi
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n € (Cekm,) "t ile carpip (2.28) esitligini kullanirsak,

0= g(VvavVUarn :g((VUV)haTI) —8((VVU)ha77)
:g(ngan)_g(%Uan) :g(yUV_%Uan)

elde edilir. Burada n € (Cek, )" keyfi oldugundan, (2.30) esitligi gosterilmis olur.

Diger taraftan, 1,& € (Cekm, )" keyfi olmak iizere, yeniden V’nin burulmasiz olmasini

kullanarak

M,8]=VnS —Ven
denklemini elde ederiz. Buradan ise (2.29) esitligi kullanilarak,

(n,8]" =& —en (2.32)
oldugu elde edilir. Burada 1 = & alirsak, (2.2) esitliginden

anmn =0

cikar. 1 keyfi yatay vektor alani olduundan o7, ¢ (n+&) =0 olur. & nin tensér oldugunu
kullanirsak o7& = —aeMN oldufu kolayca goriiliir. Burada elde ettigimiz esitligi (2.32)

denkleminin igerisinde kullanirsak (2.31) esitligi elde edilir.

7 tensor alanina liflerin ikinci temel formu gozii ile bakilabilir. Dolayisiyla lifler iizerindeki
ortalama egrilik vektor alani, Cekm, dagilimmin bir ortonormal bazi {Ej,...E,} olmak

uzere,
1 n
HY ==Y JpE (2.33)
i3

ile tanimlanir.

Yardima Teorem 2.5.7 [14] (Ny,g) ve (N2,¢') Riemann manifoldlar ve 7 : (Ny,g) —
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(N2, ¢') bir Riemann altdaldirma olsun. U,V € Cek, ve 11, € (Cekm, ) olmak iizere

VuV =V +(VyV)Y (2.34)
Vun =(Von)"+ Jun (2.35)
VeV =aeV +(VeV)Y (2.36)
Ven =(Ven)"+ . (2.37)

esitlikleri saglanir. Dahasi eger 7 temel vektor alani ise (Vyn)" = @/mU saglanr.

Ispat. Keyfi U,V € Cekm, ve 1, € (Cekm,) olsun. (2.29) ve (2.28) esitliklerini

kullanarak,
VoV = (VuV)i + (V)Y = FyV + (Vy V)Y
ve
Vn€ = (Vn&)"+(Vn&)" = (Vn&)" + &

kolayca bulunur. Digerleri de benzer bigcimde ispatlanir.

Diger taraftan 1 temel vektor alani olsun. 7 temel vektor alani oldugundan [n,U] €

Cekm,’dir ve de V koneksiyonu burulmasiz oldugundan
(Von)' = (VU — m,U))" = (VnU)h = U

elde edilir.

Siradaki verilen teorem, altmanifoldlar teorisinde onemli bir yer tutan Gauss ve Codazzi

formiillerinin Riemann altdaldirmalara uyarlamasi niteligindedir.

Teorem 2.5.8 [14] 7 : (N1,g) — (N2,¢’) tanimli bir Riemann altdaldirma olsun. U,V, W, F €
Cekr, ve X,Y,Z,H € (Cekm, )" olmak iizere

R(V,U,F,W)=R(V,U,F,W)+g(HW, TyF)—g(FyW, FF) (2.38)
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R(Y,X,H,Z)=R*(Y,X,H,Z) —2g(# X, yZ) (2.39)

+g(oxH, HZ)—g(eyH, dxZ)

RX,V.Y,W)=g((VxZ)(V,W),Y)+g((Vyva)(X,Y),W) (2.40)
—8(HNX, TyY)+g(HW,xV)

esitlikleri saglanir, burada R,§ ve R* sirasiyla Ni manifoldu, Cekm, dikey dagiliminin ve

(Cekm, )+ dagilimin iizerindeki Riemann egrilik tensorleridir.

p(p), R uzaymin altindaki bir donel yiizeydeki p noktasi ile bu yiizeyin donme ekseni
arasindaki uzaklik olsun ve « ise bu yiizeydeki bir jeodezik olsun. Clairaut’un teoremi, ¢(s)
hiz vektorii ile o (s) boyunca olan meridiyen arasindaki ag1 0(s) olmak iizere, (p sin0)(s)
fonksiyonunun sabit oldugunu sdyler. Bundan hareketle Clairaut altdaldirma ifadesi su

sekilde tanimlanir:

Tammm 2.5.9 [1] 7 : (Ny,g) — (N2,g’) bir Riemann altdaldirma olsun. Eger herhangi bir
« jeodezigi icin psin @ fonksiyonunu sabit yapan N; iizerinde tamimh pozitif degerli bir
p fonksiyonu varsa 7 altdaldirmasina Clairaut altdaldirma adi verilir, burada 0, & ile N;

manifoldunun her noktasindaki yatay dagilimi arasindaki agidir.

R.L. Bishop [1] makalesinde Clairaut altdaldirmalar i¢in bir karakterizasyon su teorem ile

verilmistir:

Teorem 2.5.10 7 : (N1,g) — (N,,g’) tanimli lifleri baglantili olan bir Riemann altdaldirma
olsun. p = ¢/ olmak iizere, 7 altdaldirmasinin Clairaut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her lifin tiimel umbilik olmas1 ve H = —grad f esitliginin saglanmasidir, burada H ortalama

egrilik vektor alamidir.

2.5.1 Yari-Egik Altdaldirmalar

Tammm 2.5.11 [17] (Ny,g,J) bir hemen hemen Hermityen manifold, (N,,g¢’) Riemann
manifold ve 7 : (N1, g,J) — (N2,¢’) Riemann altdaldirma olsun. Eger Cekr, dikey dagilimu,
27 degismez dagilim ve 29 egik dagilim olmak iizere Cekm, = 27 & 2?9 ortogonal

ayristmina sahipse, bu durumda 7 altdaldirmasina yari-egik altdaldirma denir.
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Bu tez boyunca yari-e8ik altdaldirmalarda kullanilan gosterimler asagidaki gibidir.
Herhangi bir V € Cekm, i¢in

V=2V+2V (2.41)
biciminde yazabiliriz, burada 22V € 2T ve 2V € 29°du.
Herhangi bir V € Cekm, i¢in

JV =V +yV (2.42)
olarak ayristirilabilir, burada ¢V € Cekr, ve WV € (Cekr, ) dir.
Herhangi bir n) € (Cekr, )" icin

Jn=%n+%n (2.43)
olarak yazilabilir, burada %1 € Cekr, ve €N € (Cekm, )" dir [17].

Ote yandan, keyfi X,Y € 29 vektor alanlari icin

g(yX,yY) = sin*6g(X,Y) (2.44)
g(0X,0Y) = cos*0g(X,Y) (2.45)

esitlikleri saglanir [21].

Boylece, (Cekrm, )" yatay dagilimin
(Cekm )t =v2% @ (2.46)

biciminde ortogonal olarak ayrigimi yapilabilir, burada p dagilimi w2® dagiliminin

ortogonal tiimleyenidir.

Yardima Teorem 2.5.12 [17] & : (Ny,g,J) — (N2,g’) bir yari-egik altdaldirma olsun. O
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halde asagidakiler esitlikleri gecerlidir:

i 02" =927, ii) y2" =0, (2.47)
iii) 02° c 29, iv) B((Cekn,)t) = 2°

Yardima Teorem 2.5.13 [17] 7 : (Ny,g,J) — (N2,¢’) bir yari-egik altdaldirma olsun. O
halde asagidakiler esitlikleri gecerlidir:

i 0°+By=—I, ii) €*+yB=—I, (2.48)

i) Yo+ Gy =0, iv) BE+0Z=0

Bu bilgilere dayanarak, n € u ve X € 29 olmak iizere, (2.47) - ii) ve (2.48) - iii) esitlikleri

kullanilirsa

gUn,wV) =—gn,JyV)=—g(n,CyV)=g(n,yoV) =0

saglanir. Buradan, 1 dagiliminin J yapisi altinda degismez kaldig1 goriilebilir.

Yardimci Teorem 2.5.14 [17] 7 : (Ny,g,J) — (N2, g’) tiimel manifoldu Kaehler manifold
olan bir yari-egik altdaldirma olsun. O halde, keyfi U,V € Cekn, ve £,7n € (Cekm, )" igin

(VuoV)' + TV = ¢(VyV)' + BTV, (2.49)
TudV + (VuyV)' = y(VyV)Y + € .9y V, (2.50)
(Ven)¥ + 60 = g+ B(Ven)", (2.51)
e BN+ (V) = waten +€/(Ven)", (2.52)
(VuBE) + Ty6E = 9 Tu& + B(Vub), (2.53)
Ty BE+(Vu6E) = yTy& + 4 (Vy&)" (2.54)

esitlikleri saglanir.

Yardima Teorem 2.5.15 [17] & : (Ny,g,J) — (N2, g’) timel manifoldu Kaehler olan bir

yari-egik altdaldirma olsun. O halde 2" degismez dagilimimin integrallenebilir olmasi igin
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gerek ve yeter kosul
2((VyoV)Y —(VyoU)") =0 ve JyoV = FoU

olmasidir, burada U,V € 2 dur.

Yardimc1 Teorem 2.5.16 [17] ©: (Ny,g,J) — (N2,g’) timel manifoldu Kaehler olan bir
yari-egik altdaldirma olsun. O halde 29 egik dagiliminin integrallenebilir olmast igin gerek

ve yeter kosul
P((Vx9Y)" = (Vy9X)" + Txw¥ — FyyX) =0

olmasidir, burada X, Y € 29 dur.

Onerme 2.5.17 [17] 7 : (N1,gJ) — (Na,g') tiimel manifoldu Kaehler olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. O halde 2" degismez dagilimimnin tiimel jeodezik olmast igin gerek ve

yeter kosul
2(9(VudV)’ +BIyoV) =0 ve Y(VyoV)' +€ FygV =0

Onerme 2.5.18 [17] 7 : (N1,gJ) — (N2,g’) tiimel manifoldu Kaehler olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. O halde 29 egik dagilimimin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve yeter

kosul
2(9((Vx0Y)" + Fy¥) + B(Tx Y + (Vxo¥)")) =0
ve
w(VxyY)¥ + FxyY)+ € (Tx Y + (Vxa¥)") =0

olmasidir, burada X,Y € 2°9°dur.

Onerme 2.5.19 [17] 7 : (N,g,J) — (N2,g’) tiimel manifoldu Kaehler olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. O halde Cekr, dikey dagiliminin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve

yeter kosul

w(VuoV)¥ + TyyV) +6(Tu9V + (VuyV)") =0
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olmasidir, burada U,V € Cekr,’dur.

Onerme 2.5.20 [17] 7 : (N,g,J) — (N2,¢’) tiimel manifoldu Kaehler olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. O halde (Cekr, )" yatay dagiliminin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve

yeter kosul
O((VBE) + A CE) + Bty BE+ (VyEE)") =0

olmasidir, burada 1, & € (Cekm, )" dur.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda diferansiyel geometrideki bazi tanim ve teoremler verildikten sonra
tezin altyapisi olan yari-e8ik altdaldirmalar ve yerel konformal Kaehler manifoldlar tizerinde
durulmustur. Bu tanim ve teoremler ile ilgili olarak tarihi bilgiler verilip konunun ilerleme

stirecinden de bahsedilmistir.

Bu calisma sirasinda diferansiyel geometri alanindaki makaleler, kitaplar, kiitiiphane ve
internet tarayacilar1 aracilifiyla taranmigtir. Tezin dokiiman haline getirilmesi icin Latex

programi kullanilmagtir.
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4 BULGULAR

41 TUMEL MANiUOFOLDU YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLD
OLAN YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Bu boliimde tiimel manifoldu global konformal Kaehler olan yari-egik altdaldirma ornegi
verilmistir. Daha sonrasinda ise tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirmalar icin

temel denklemler ispatlanmustir.

Ornek 4.1.1 (z1,...,z6), R® uzaymi dogal koordinatlari olmak iizere

RO={(z1,...,76) ER: 21,20 # 0}

kiimesi tanimlansin. go, R® uzaymin Oklid metrigi olmak iizere, RO, (go,J) alisilmis Kaehler
yapisi ile birlikte bir Kaehler manifold olusturur. ¢® = (lez)z fonksiyonu i¢in g = €%g

metrigi tanimlansin. Dolayisiyla (R, g,J) uzayi bir global konformal Kaehler manifold olur.

Benzer bi¢imde, (z1,22), R? diizleminin dogal koordinatlar1 olmak iizere

R2 = {(z1,22) ER*: 21,20 # 0}

kiimesi iizerinde gf, , R? uzaymin Oklid metrigi olsun. Ayni sekilde, e® = (z1z2)* fonksiyonu

icin g’ = g, metrigi tanimlanirsa, (R?,g’) bir Riemann manifold olur.

X3 — X6

V2

Simdi, 7 : (F,g,]) — (@,g’), T(xp,...,X6) = ( ,x5) ile tanimli doniisiimii ele

alalim. Bu doniigtimiin tiirev doniisiimiiniin matrisi,

1 1
00 7 00 -7
00 0 01 O

bicimindedir. Sonugta rankm, = 2 oldugundan 7 bir altdaldirmadir.
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Bu altdaldirmanin yatay ve dikey dagilimlari

d 9 d )
Cekﬂ*:span{a—m,a—zz,a—m,a—&‘Fa_%}

ile

d d d

J_ f— S —
(Cekﬂ*) - Span{ aZS I az3 826

olur.

Simdi, 7, tiirev doniisiimiiniin yatay dagilimi iizerinde bir izometri oldugunu gosterelim:

9 9. , 9 9

d

d

! _ _—) = —_— ) = G: _—
g(n*aZS,ﬂ:*aZS g ay27ay2) e g(&ZS,aZ5),

d

o 9 PR P)
/ R = — ol (= 7y —
g(”*<az3 az6>’”*<aZ3 8z6)) g(8y1’8y1) =8 T o 9 9w

/(ﬂ(i_i> 29 _ g9 9
B b dz3 97/ 9zs -8 dy1’ dy;

d d 0

~ 89z 0z 0z

olarak hesaplanir ki bu da yatay vektor alanlarinin 7, altinda boylarinin korundugu anlamina

gelir. Bu da 7’nin bir Riemann altdaldirma oldugu anlamina gelir.

Simdi 27 = span{aim,%} ve 29 = span{aiZ4

Cekm, = 27 ¢ 2%°dir.

i + _}
"dzz  dzg

olsun. Acikc¢a goriilityor ki

Kolayca goriiliir ki J2T = 27 olur ki bu da 27 dagilimmin degismez oldugunu soyler.

Ayn1 zamanda
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d d Jd
cos9—g<J<a_Z3+(9_Z6>7a_Z4> _ 1
A6
dzs' 'dzz  dz6

T
oldugundan, 29, egik acis1 6 = 1 olan egik dagilimdir.
Sonugta & Riemann altdaldirmasi, tiimel manifoldu g.k.K. olan bir yari-e8ik altdaldirmadir.

Yardimcr Teorem 4.1.2 7 : (Ny,g,J,0) — (N2,g’), timel manifoldu y.k.K. olan bir
yari-egik altdaldirma olsun. O halde her U,V € Cekr, ve her n7,& € (Cekm, )" icin

(VyoU)Y + FowlU = BFU + ¢(VyU)
+%{a)(JU)V—a)(U)¢V @.1)
—o(V,0U)B" +g(U,V) [¢BV + %’Bﬁ] }

(Vv wU)"+ T oU =€ FHU + w(VyU)"
1
+3{ o)y —g(v.ou)8" (42)
+5(U,V) [wBV +%Bﬁ] }

(VnBE) + € = i +@(Vn§)h
2] - o@)Bn - sn.08)8" @3

+9(&.m)[0BY +2B" |},

(Vncgé)mrﬂn%’é = yané +(5(Vn5)ﬁ

2 {ouen - o@)en 44)

—g(n, €E)B" +g(&,m)[yB" + 68"},
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(VBN + Fen = ¢ Fn+B(Vyn)"

3 {oUmy - om)ev —g(v,2mp*}.

(Vven)" + FBn =y T +€(Vyn)"

+%{ - w(n)WV—g(V,@n)Bh}v

+ %{ —o(V)%n —g(n, WV)BV},

(Vo wV)' + a9V = €tV +y(VyV)Y

3oy —av)en —emy)s'}

Ispat. Keyfi U,V € Cekmn, alalim. (2.22) denklemini bu iki vektor alani igin yazarsak

(VyJ)U = %{a)(JU)V — o(U)JIV —g(V,JU)B +g(U,V)JB}

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

olur. Buradan, denklemin sol tarafi i¢in (2.34), (2.35), (2.42) ve (2.43) esitlikleri kullanilirsa

FydU + (VyoU)Y + (VyyU)'"' + FyyU
— BIRU —CFU —(VyU)" —y(VyU)"
%{a)(JU)V —o(U) [qw + wv} —¢(V,0U) [BV —l—Bh}

+g(U,V) [q)BV +yBY + BB+ %Bﬁ] }

elde edilir. Daha sonra bu denklemin yatay ve dikey parcalar1 ayr1 denklemlerde yazilirsa,

(4.1) ve (4.2) denklemlerini elde ederiz.

Benzer bicimde (V,J)&, (VyJ)V ve (VyJ)n hesaplanarak diger denklemler de elde edilir.
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4.2 DAGILIMLARIN TUMEL JEODEZIKLIGI VE INTEGRALLENEBILIRLIK
KOSULLARI

Bu bolimde, yari-egik altdaldirma tanimindaki de8ismez ve egik dagilimlarinin
integrallenebilirlikleri ile alakali kosullar verilmistir. Buna ek olarak de8ismez, egik, dikey

ve yatay dagilimlarinin tiimel jeodezik olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosullar incelenmistir.

Teorem 4.2.1 7 : (Ny,g,J,®) — (N, g’) tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirma

olsun. 27 degismez dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul
Ty JU — FyJV = g(U,JV)B" (4.9)

esitliginin saglanmasidir, burada U,V € 2" keyfi vektor alanlardir.

ispat. U,V € 27 olsun. (2.47)-ii) nedeniyle yU = 0 = yV olur. Bunu dikkate alarak (4.2)

denklemi kullanilirsa

FydU =€ FyU +y(VyU)" + %{ —g(V,JU)B" + g(U,V) [wB" + %Bﬁ] }
elde edilir. U ile V’yi yer degistirirsek

TyJV =€ TyV +y(VyV)' + %{ — g(U,]V)Bh +2(U,V) [l//BV + %Bﬁ} }
olur. Bu iki denklemi taraf tarafa ¢ikartirsak

Ty JU — FyJV = y[V,U]+g(U,JV)B"

elde edilir.

Eger 27 integrallenebilir ise w[V,U] = 0 olur ve yukaridaki denklemden ifade edlilen

denklem elde edilir.

Tersine (4.9) denklemi saglansin. Dolayisiyla Ww[V,U] = 0 olur. Buradan ise 27

integrallenebilir oldugu elde edilir.

Sonug¢ 4.2.2 7 : (Ny,g,J,0) — (N,,g') tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirma
olsun. Eger 27 integrallenebilir degismez dagiliminin boyutu 4’ten biiyiik ve tiimel jeodezik

ise, o halde B Lee vektor alan1 dikeydir.
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ispat. (4.9) denklemi ve tiimel jeodeziklik tantmindan direkt olarak elde edilir.

Sonug 4.2.3 7 : (Ny,g,J,0) — (N2,g’) tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirma
olsun. Eger 27 integrallenebilir degismez dagilini tiimel umbilik ise HT = —%Bﬁ olur,

burada H”, 27 nin ortalama vektor alanidir.
Ispat. (4.9) denklemi ve tiimel umbilik tanim1 kullanilarak gosterilir.

Teorem 4.2.4 7 : (Ny,g,J,0) — (Na,g'), tiimel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. 29 egik dagilimimin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul keyfi

X,Y € 29 igin
(Vx9Y)" = (VyoX)" + TxyY — FyyX +¢(X,9Y)B" € 2°

olmasidir.

Ispat. 29 egik dagiliminin integrallenebilir olmas igin gerek ve yeter kosul keyfi X, Y € 29
icin [X,Y] € 29 olmasidir. Ote yandan (2.47)-iii) 6zelliginden, [X,Y] € 29 olmast icin gerek
ve yeter kosul ¢[X,Y] € 2° olmasidir. Dolayisiyla (4.1) denkleminden

1
(VxY)" + FyY = 0(VxY)" + BIRY +0(JY)X

— SO()9X — (X 0Y)B + Le(X.Y)[9B" + 28]

elde edilir. X ile Y yer degistirilirse

(VyoX)' + FyyX = o(VyX)' + BFX + %w(JX)Y
1

—SO(X)9Y — g(V,0X)B" + Sg(¥, X)[9B" +7B']

1
2
olur. Daha sonra bu iki denklem birbiri ile taraf tarafa ¢ikartilirsa

(Vx9Y)" = (VyoX)" + TxyY — FyyX

—S[X, Y]+ %a)(JY)X - %a)(JX)Y _ %a)(Y)q)X + %a)(X)¢Y 4 (Y, 0X)B"

elde edilir. Dolayisiyla bu denklemden, 29 egik dagilimmnin integrallenebilir olmasi igin
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gerek ve yeter kosul
(Vx9Y)' — (VyoX)" + TxyY — FyyX +g(X,9Y)B" € 2°

olmasidir.

Teorem 4.2.5 7 : (Ny,g,J,0) — (Na,g'), timel manifoldu yk.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. Cekr, uzaymin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve yeter kosul keyfi

U,V € Cekm, icin

v((Vuov)Y + Ty )+ ( oV + (Vuy)")

= {OUV)YU —g(U.V)B" ~g(U,V)[EB" + yB"]}

olmasidir.

Ispat. Cekrm, dagiliminin tiimel jeodezik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul keyfi U,V €
Cekm, icin ViV € Cekm, olmasidir. ViV = —J%(VyV) = —J(JVyV) olmasindan hareketle,
(2.22), (2.34), (2.35), (2.42) ve (2.43) denklemlerini kullanarak

vV = —J(VUJV ~ %{a)(JV)U —w(V)JU —g(U,JV)B+g(U,V)JB}>
- _J<yU¢v +(VyoV)Y + (VouV)' + 7 IVV>
+ %{a)(JV)JUJr o(V)U — g(UJV)JB—g(U,V)B}
— (@%w +C TV +0(VuoV)' +y(VyoV)"
+ BVywV) € (VyyV) + o Ty + W%WV>

1
+ E{w(JV)JU +o(V)U-¢(U,JV)JB—g(U,V)B}
esitligi elde edilir. Dolayisiyla burada ViV nin yatay pargalari sifirlanirsa

—w((VooV)' + TuwV ) =€ ( 0oV + (Vuyv)")

+%{w(JV)q/U —g(U,V)B"— g(U,JV)[¢B" +wB"]} =0

olur ki istenen sonug elde edilmis olur.

Teorem 4.2.6 7 : (Ny,g,J,0) — (N2,g'), timel manifoldu yk.K. olan bir yari-egik

altdaldirma olsun. (Cekr, )" uzaymin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve yeter kosul keyfi
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n,& € (Cekm, )" igin

0 (VB +HEE) + B (o BE +(Vy©E)")

1

- E{w(fé)%n —g(n,8)B" —g(n,Jé)[%B“F‘PBv]}

olmasidir.

Ispat. (Cekm,)’ dagilimmin tiimel jeodezik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul keyfi
n,& € (Cekm, )t icin Vi & € (Cekm, ) olmasidir. Dolayisiyla, (2.22), (2.36), (2.37), (2.42)
ve (2.43) ozelliklerini kullanarak

V& = (V& — S {0UEN — 0(E)In — 8(n,JE)B + ¢(1,E)/B})
= —J(HBE +(VqBE) +HTE+ (VL))

2 {ougm + o) —s(n.7)18—¢(n.£)8)
_ (%’%%é + Gty BE + §(Vn BE)Y +y(Vn BE)
T QICE + YA CE+ BV CE) +€(VE)")

2 0Uug)m + o) —s(n.1)18—¢(n.£)8)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla V& € (Cek,)® olmast igin gerek ve yeter kosul yukaridaki

esitligin sag tarafindaki dikey parcalarin sifir olmasidir. Yani

0 (G + (VnBE)") ~ By B+ (Vy65)")

1
+5{@WE) BN —8(n.&)B" — (n.J€) 98" + #B"] | =0
olur ki istenen elde edilir.

Vilms [27], bir Riemann altdaldirmanin tiimel jeodezik olabilmesi icin gerek ve yeter
kosulun .7 ve o7 O’Neill tensorlerinin sifir olmasi gerektigini ispatlamistir. Buna ek olarak,
bir lifin tiimel jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul .7 O’Neill tensoriiniin sifir olmasidir.

Buradan hareketle asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.2.7 7 : (Ny,g,J,0) — (N,,g’), timel manifoldu yk.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. 7 doniisiimiiniin tiimel jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Teorem

(4.2.5) ve Teorem (4.2.6)’lin saglanmasidir.
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Teorem 4.2.8 7 : (N;,g,J,0) — (N,,g') , timel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. 27 degismez dagiliminin tiimel jeodezik olmast igin gerek ve yeter kosul

keyfi U,V € 27 i¢in

G TyIV +y(Vydv)¥ + %{g(U, V)B" +g(U,JV)[yB' +€B"} =0  (4.10)

2 (%’%W +O(VyIV)Y + %{g(U,V)B" +3(U,JV)[#B" + ¢>BV]}> =0 @11

olmasidir.

Ispat. 2" dagiliminin tiimel jeodezik olmast igin gerek ve yeter kosul keyfi U,V € 2 i¢gin
VyV € 27 olmasidir. Dolayisiyla, (2.22), (2.34) (2.42) ve (2.43) kullanilarak

VoV = —J(Vusv - %{a)(JV)U ~0(V)JU ~g(U.JV)B+5(U.V)IB})
—I(Tpav +(VuIv)")
+ %{a)(JV)JU +o(V)U —g(U,JV)JB —8(U»V)B}

=— (%%JV +C TyJV +¢(VydV)' +y(VyV >V)

+ %{a)(JV)JU +(V)U —g(U,JV)IB—g(U,V)B}

olur. Dolayisiyla ViV € 27 olmasi igin gerek ve yeter kosul yukaridaki esitligin sag
tarafindaki yatay ve egik dagilimlarin terimlerinin sifir olmasidir ki bu sekilde (4.10) ve

(4.11) denklemleri elde edilir.

Teorem 4.2.9 7 : (N1,g,J,0) — (Na,g'), tiimel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. 29 egik dagiliminin tiimel jeodezik olmast icin gerek ve yeter kosul keyfi

X,Y € 29 igin

W((VxY)¥ + FxwY) +C(Fx oY + (VxyY)") (4.12)

S OUY)YX —g(X,¥)B" — g(x,J¥)[yB" + €]} =0

P (BT + (Vxw¥)") + 6((Vx9Y)" + Fxy¥ (4.13)

S AOUY)0X — (X, ¥)B" —g(X.J¥)[0B" + BB} ) =0

olmasidir.
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Ispat. 29 dagilimmin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve yeter kosul keyfi X,Y € 29
icin VxY € 29 olmasidir. Dolayisiyla, (2.22), (2.34), (2.35), (2.42) ve (2.43) esitlikleri

kullanilarak

VyY = J(VX { (JY)X — w(Y)JX—g(X,JY)B+g(X,Y)JB})
J(fxq)wr (Vx oY) +%(WY+(VXWY)ﬁ)
+%{w(JY)JXJrw(Y)X—g(X,JY)JB—g(X,Y)B}
~(BTx0Y + F9Y +9(Vx9Y)" +y(VxoY)®
+¢=7xl//Y—i—W%(VIY+,%(Vxl//Y)ﬁ+<€(waY)h>

+%{w(JY)JX+w(Y)X—8(X’”>]B_8(X’Y)B}

olur. Dolayistyla VyY € 29 olmasi icin gerek ve yeter kosul yukaridaki esitligin sag
tarafindaki yatay ve degismez dagilimlarin terimlerinin sifir olmasidir ki bu sekilde (4.12)

ve (4.13) denklemleri elde edilir.

Birbirine ortogonal olan herhangi iki 2' ve 27 dagilimlarinin integral manifoldlari sirastyla
M ve M? olsun. Ponge ve Reckziegel [18], N 11 X N12 manifoldunun bir direkt ¢arpim olmasi
icin gerek ve yeter kosulun 2' ve 2° dagilimlarinin tiimel jeodezik olmasi gerektigini

ispatlamistir. Dolayisiyla, asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.2.10 7w : (Ny,g,J,0) — (N2,g’), timel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma ve N| ile Nl6 sirastyla 27 ile 29 dagilimlarinin integral manifoldlart olsun.
NlT X Nle manifoldunun bir direkt carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.10) ~ (4.13)

esitliklerinin saglanmasidir.

Teorem 4.2.11 7 : (Ny,g,J,0) — (N,,g'), timel manifoldu y.k.K olan ve lifleri tiimel

umbilik olan bir yari-e8ik altdaldirma olsun. O halde
1
H+ EBh cy2°

olur.



43
ispat. U,V € DT olsun. Dolayisiyla (2.47) b), (2.22) (2.34) (2.42) ve (2.43) esitlikleri geregi

TV + (VydV) = Vydv
—JVyV + %{a)(JV)U —o(V)JU
—g(U,Jv)B+g(U,v)JB}
= BTGV +C TyV +o(VyV)' +w(VyV)¥

n %{a)(JV)U —w(V)JU —g(U,JV)B+g(U,V)JB}

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafin1 keyfi n € u ile carpilirsa
1 1
§(TuIv.n) =g(¢TyV.n) = 55U, V)o(n) - 58U, V)e(n)
bulunur. 7 altdaldirmasinin lifleri tiimel umbilik oldugundan,
1 1
(U, JV)g(H,n) = —g(U,V)g(H,Jn) - 58(U,JV)a(n) - 58(U,V)o(J/n)

elde edilir. Bu denklemde U ve V vektorlerinin rolleri degistirilip, taraf tarafa ¢cikarma iglemi

yapildiktan sonra (2.18) esitligi kullanilirsa,

1
g(U,JV)g(H + =B"n)

5 0

esitligi elde edilir. Burada U ile V keyfi vektor alanlart oldugu i¢in
Lo

olur ki bu da H + %Bh € w29 olmasini gerektirir.
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4.3 PARALEL STANDART YAPILI YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Kabul edelim ki, 7w : (Ny,g,J, @) — (N, g") doniisiimii, tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik

altdaldirma olsun. Dolayisiyla

(Vuo)V =(VyoV)' —¢(VuV)", (4.14)
(Vow)V = (VoyV) —y(DyV), (4.15)
(VuB)E = (VuBE) — B(VyE), (4.16)
(Vu6)§ = (Vu6E) =€ (Vué)". (4.17)

esitliklerini tanimlayabiliriz. Eger V¢ = 0 ise ¢ kanonik yapisina paraleldir denir. Benzer

bicimde diger kanonik yapilar i¢cin de ayni tanim verilebilir.

Teorem 4.3.1 7 : (Ny,g,J,0) — (N,,g') timel manifoldu yk.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. Eger Lee vektor alan1 B yatay ve % kanonik yapisi paralel ise o zaman

DT degismez dagilinmu integrallenebilirdir.

Ispat. V € 27 ve n € (Cekn,)"* olsun. V% = 0 oldugu igin (4.5) denkleminden
TN =0T+ 5 {oUm)V — o(n)ev — (v, %08}
olur. Ayn1 zamanda B = B" oldugundan
=0T + 3 {oUmy — o(n)ev )
elde edilir. Bu denklemi U € 27 ile carparsak
Q(FEN.U) = g0 T, U) + 500U, V)~ 30(Mg(U.V)
olur. Burada .7 ’nin ters-simetriklik 6zelligini kullanirsak
~g(FU.6) = (U, M)+ 3 0Un)g(U.V) ~ S0(M)g(U,V)
olur. Burada U ile V’nin yerlerini degistirip daha sonra taraf tarafa ¢cikarma iglemi yaparsak,

0=g(HJIU — FyJV —g(U,JV)B",n)
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elde edilir. ) keyfi oldugu icin .FJU — FyJV = g(U,JV)B" olur ki bu da Teorem 4.2.1
sebebiyle 27 nin integrallenebilir olmasina denktir.

Teorem 4.3.2 7 : (Ny,g,J,0) — (N, g’) tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirma

olsun. Eger v kanonik yapisi paralel ise o halde 27 degismez dagilimi integrallenebilirdir.

Ispat. Keyfi U,V € 27 alalim. (4.2) denkleminde y yapisinin paralelligi kullanirsa
Ty JU —€ FyU = —%g(V, JU)B" + %g(U, V)[wB' +¢B"

olur. V ile U’nun rolleri degistirilirse
TV —€ TV = —%g(U,JV)Bh + %g(U, V)[wBY +€B"]

elde edilir. Taraf tarafa ¢cikartma iglemi yapilirsa
Ty JU — U = g(U,JV)B"

elde edilir ki bu da Teorem 4.2.1 sebebiyle 27 degismez dagiliminin integrallenebilir

olmasina denktir.

4.4 CLAIRAUT YARI-EGIK ALTDALDIRMALAR

Simdi, tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirmanin Clairaut kosulunu saglamasi
icin gerek ve yeter kosulu verelim. Bundan 6nce teoremin ispatinda kullanilacak olan 6nemli

bir yardimc1 teoremi ispatlayalim.

Yardimc1 Teorem 4.4.1 7 : (N}, g,J, ®) — (N,,g’) tiimel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. «a, N; iizerinde bir diferansiyellenebilir egri olmak iizere, o egrisinin

jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Va9V)" + (Vo))" + T (WV +6n) + oy (WV +61) (4.18)
—%{w(m)wr o()(¢V +Bn) + B (02" +%‘Bﬁ)} —0
(VayV)'+ (Va&n)" + T (9V + B0) + oy (V + 27) (4.19)

_%{“’W)’? + (&) (yV +€n)+ B(WB' +€B") } =0
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denklemlerinin saglanmasidir, burada ¢ =V +n ,V € Cekn, ve n € ((;ekﬂ*)L terimleridir

ve B, & vektor alaninin boyudur.

Ispat. (VJ)d ifadesi (2.1) yardimiyla agilirsa
(VaJ)aa=VgJa —JIVya

elde edilir. & egrisi jeodezik oldugu i¢in V4@ = 0 saglanir. Dolayisiyla
(VaJ)ao=VaJa

olur. Burada esitligin sol tarafi icin (2.22) denklemi yardimiyla ve esitligin sag tarafi i¢in ise

(2.34)~(2.37), (2.42) ve (2.43) esitlikleri yardimiyla acilirsa

o016 oUa)aglasaB + g(¢,0)8)

= oV +(VvoV) + (VvyV)' + Fyv
+ B0+ (Vv#n)' +(Vwen)’ + Hen
+ OV + (VoV)Y + (VauV)' + oy yv
+ ey B+ (Y B0)" + (Y &n)" + 6

elde edilir. Bu denklem yatay ve dikey vektor alanlari i¢in ayr1 ayr yazilirsa (4.18) ve (4.19)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.4.2 7 : (Ny,g,J,0) — (Ny,g') timel manifoldu y.k.K. olan bir yari-egik
altdaldirma olsun. f : N; — R olmak iizere 7 altdaldirmasinin p = e/ esitligine gore Clairaut

altdaldirma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(@ grad )g(V.V) + S0 (a)g(n, yV)

+30(6)[5(0V +0,0V) + 5wV + 70, yV)]

1
+3 [g(¢BV + BB" oV) +g(yB¥ +¢B", wV)} (4.20)
—8(VaBY + TV + dnyV + FEN + oy 6N, ¢V)
—8(VaCN+ KOV + gV + Ty BN + oy Bn,yV) =0

olmasidir, burada o egrisi, V koneksiyonuna gore jeodeziktir ve V ile 7, sirasiyla ¢ teget
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vektor alaninin dikey ve yatay terimleridir.

Ispat. Genelligi bozmadan ||¢t|| = 1 kabul edelim. Dolayistyla
g(n,n) =cos’0, g(V,V)=sin’6

olarak yazilabilir. (2.19) ve (2.20) esitliklerini kullanip, gerekli hesaplamalar yapilirsa,
Vag(V,V) =28(VaV,JV)

esitligi elde edilir. Dahasi,

d do
Vag(V,V) = asinze = 2sin 6 cos Ga

olur.

Dolayisiyla, 7 altdaldirmasinin Clairaut olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul % (e/sin@) =0

olmasidir. Buradan hareketle, fonksiyonun tiirevini alirsak,
g(a,gradf)g(V,V)+g(VaJV,JV) =0

esitligi saglanir. Burada g(VJV,JV) terimi (2.42), (4.18) ve (4.19) esitlikleri kullanilarak
acilirsa (4.20) denklemi elde edilir.

45 TUMEL MANIFOLDU HOPF UZAY FORMU OLAN YARI-EGIiK
ALTDALDIRMALAR ICIN BAZI ESITSIZLIKLER

Bir altmanifoldun Ricci egrili8i ile ikinci temel formunun karesi arasindaki iligkiyi veren
ve literatiirde Chen-Ricci esitsizligi olarak bilenen esitsizlik ilk olarak Chen [3] tarafindan
verilmigtir. Bu boliimde, tiimel manifoldu Hopf uzay formu olan yari-egik altdaldirmalarin

lifleri icin bu esitsizligin benzeri esitsizlikleri elde edecegiz.

Kabul edelim ki

2" = ger{Uy,Uy,... Uy, } , JUsi1 = Uy Vi€ {1,...,2k}
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ve

0
2 = ger{Uk,+1,Usk,+2 =5ecO0Usi, 41, - - -, Uniy 12k, — 1, Un +2k, = 5€€ OO Unp, 125, —1 }

olsun. Bundan sonraki teoremlerde bu baz kullanilarak ispatlar yapilacaktir.

Teorem 4.5.1 7 : (N(c),g,J, ®) — (N, g') tiimel manifoldu Hopf uzay formu olan yari-egik
altdaldirma olsun. O halde, keyfi X € 29 birim vektor alam icin

Rie(X) > (2k1 +2ky +3cos2 0 — 1) i ((2 — 2k — 2ks) (@ (X))> 4.21)
+0(JX)0(0X) — 0(JOX )0 (X) + (2ki +2k; —cos? 6 — 1)||B]?
~1B]12) — (2k1 + 2h)g( X, HY)

esitsizligi saglanir, burada
2k1+2k2
Ric(X) = 4 R(X,U;,U;,X) (4.22)
i=1
olarak tanimlanir.

ispat. Xep keyfi birim vektor alani olsun. (2.23) denkleminde E =Z =X ve F =G =U;,

(1 <i<2kj+ 2k;) alinip i iizerinden toplama iglemi yapilirsa

2ky+2ky 2k1+2ko

Y, 4R(X,UpU,X)= Y, {c{g(X7X)g(Ui7Ui)_g(X,Ui)g(UiaX)
i=1 i=1

+g(JX, X)g(JU;, Uy) + 38*(X, JU)}
+ {L g(Ui, U;) — L(X,U;)g(U;, X)
+g(X,X)L(U, U;) — (X,U,-)L(U,-,X)} (4.23)

—L(X,X)g(JU;,Ui) + L(X,U;)g(JU;, X)
—g(UX, X)L(U;,U;) +g(JX, Uy L(U;, X)

20 L(x,U)g(IU;, X) + g (X, U)i(Ui,X)}}
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olur. Burada

2k +2ky 2k1+2ky
Z 2 (X, JU;) = Z g2 (X,JU;) = cos*0
i1 i=2k; +1

ve (2.26) esitligi kullanilirsa

2k +2ky
Y. 4R(X,U;,U;,X) :c<2k1 + 2k +3c0s? 6 — 1)
i=1

+3((2—2k1 —2k)(0(X))* + 0 (JX )0 (9X) (4.24)
— 0(JoX)w(X) + (2k; + 2ky —cos> 6 — 1)||B||?

—118|?)

bulunur. $imdi (2.38) esitliginde U = F = X ve V =W = U; alinip i izerinden toplama iglemi
aliirsa
2k +2ky 2k +2ky 4
Y RX,U,U.X)= Y |RX,U,U.X)+g(%X, ZU;) - ||TuUil|* | (4.25)

i=1 i=1

elde edilir. Bu denklemde (2.33), (4.22) ve (4.24) esitliklerini yerlerine yazarsak

Rie(X) = 2(2](1 42k +3c0s2 6 — 1) + % ((2 ~ 2k — 2ka) (@ (X))?
+ 0(JX)0(0X) — 0(JOX )0 (X) + (2ki +2ky —cos? 6 — 1)||B]?
—11BYI12) = (2k1 + 2k)g (T3 X, HY) + [Ty Ui

elde edilir ki bu denklemden istenilen esitsizlik elde edilebilir.

Teorem 4.5.2 7 : (Ni(c),g,J,®) — (N2, g’) tiimel manifoldu Hopf Uzay formu olan bir
yari-egik altdaldirma olsun. O halde, keyfi U € 2" igin

Ric(U) > § 2k +2k0 +2) 4 2 (32t —2k) (@(V))?
+ (2ky +2ks — 2)[|B|]2 + (@(JU))? — HBV|]2> (4.26)

— (2ki +2ky)g(IxU,H")

olur.

Ispat. U € 27 keyfi birim vektor alani olsun. (2.23) denkleminde E=Z=U ve F =G =U;
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alinip i iizerinden toplam iglemi yapilirsa

2kik24R(U,Ui,Ui,U):2k1+2k2{ {8V, V)g(U,U) ~ g(U,UNg(U;,U)
+g(JU,U)g(JU;,Uy) + 3¢ (U, JU) }
+ {L ¢(U,U) — L(U,Uy)g(Us, U)
+8(UU)LWULU) — g(U, U)LU,,U) } (4.27)
(U,U)g(JUi, Uy) + L(U, Uy)g(JU;, U)

—¢(JU,U)L(U;,U;) + g(JU,U; ) L(U;,U)

+2< L(U,U;)g(JU;,U) +g(JU,U,~)Z(Ui,U)}}

elde edilir. Burada U € 2" oldugu i¢in

2k +2ky 2k,
Y SWIu)=Y ¢UJu)=1
i=1 i=1

ve (2.26) esitlikleri kullanilirsa
2ky +2ky

3
Y R(U,U,ULU) = zi <2k1 +2ky + 2) +3 ((3 2k — 2k (@(U))?
i=1

+(OJU))* + (2K + 2k~ 2)] 1|~ [B¥] ) (4.28)

olur. Simdi (4.25) esitliginde X vektor alan1 yerine U alimip, daha sonra (2.33), (4.22) ve
(4.28) esitliklerini bu denklemde yerlerine yazarak

_— 3
Rie(U) = 2 <2k1 4 2ky o+ 2) +3 ((3 _ 2k — 2k) (@(U))?
(@U))? + (2% + 2%~ 2)][BIP ~ ||B"]?)
— (2ky +2k2)g( Ty U, H) + || Ty Uil
olur ki buradan da esitsizlik kolayca elde edilir.

Teorem 4.5.3 (N;(c),g,J, @) — (N2,¢’) timel manifoldu Hopf uzay formu olan bir yari-egik
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altdaldirma olsun. O halde,

7> 2{(2/61 +2k2)? — 2(k1 + ko) — 6(ky + ky cos? 6)}

2k1+2ky

+§{—2(k1—|—k200529)||B||2 ) [w(JUi>w(¢Ui>—w(J¢Ui>w(Uz)]} (4.29)
i=1

— (2k1 +2k2)?||H"|?

esitsizligi gecerlidir, burada 7 lifler iizerindeki skaler egriliktir.

Ispat. (2.23) esitliginde E =Z =U jve F'= G = U, almp i ve j lizerinden toplam alinirsa

2k 42k 2k 42k
Y 4r(U,ULULU) = Y C{g(Ujan>g(Uian) —g(U;,U;)g(U;,U;))

+g(JU;,U))g(JU;, Uy) +3g2(Uj,JUl~)}
+34L(U;,U;j)g(U;,U;) — L(U;,U;)g (Ui, Uj)
+8(U;,Uj)L(U;, Uj) —g(Uj,Ui)L(Ui,Uj)} (4.30)

—L(U;,U;)g(JU;,U;) + L(U;,U;)g (JU;, Uj)

+
—g(JU;,U;)L(U;, Up) + g(JU;,U; ) L(U;, Uj)

+2{£(U,~, Ui)g(JU;,U;) +g(JU;, Ui L(Us, Uj)}}

elde edilir. Burada

1 :i=j

& (U,U)) = o
0 :i#]

ve
2k 42k
Z 2007 17 2
g (JU;,U;) = 2ki + 2 cos” Ok,
ij=1

oldugunu dikkate alarak hesap yapilirsa

T— 2{(2@ +2ky)% —2(ky +ka) — 6(ky + ky cos® 9)}

2k1+2ky

22k +hacos0)] B ) U (9U) - 0(JoU)a W]} @31)
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elde edilir. Simdi (2.38) esitliginde U = F = U; ve V. = W = U; aldiktan sonra (2.33), (4.22)

ve (4.31) esitliklerini yerlerine yazarsak esitsizligi elde ederiz.
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5 TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Riemann manifoldlar, Kaehler manifoldlar, yerel konformal Kaehler
manifoldlar, yerel konformal Kaehler manifoldlarin yari-egik altmanifoldlari, Riemann
altdaldirmalar ve yari-egik altdaldirmalar tanitildi. Daha sonra bulgular kisminda tiimel
manifoldu yerel konformal Kaehler manifold olan yari-egik altdaldirmalar ile alakali
sonuglar elde edilmistir. Bulgular kisminin ilk alt boliimiinde, tiimel manifoldu y.k.K.
manifold olan yari-egik altdaldirmalarin 6zel hali olan tiimel manifoldu g.k.K. manifold
olan yari-egik altdaldirmalar i¢in 6rnek verilmigtir. Yardimer Teorem 4.1.2 de bulunan sekiz
tane denklem, tiimel manifoldu y.k.K. olan yari-egik altdaldirmalar i¢in temel denklemlerdir.
Ikinci alt boliimde, degismez dagilimin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul
Teorem 4.2.1 de verilmistir. Burada elde edilen kosulun Tastan ve Triphati [25] de verilen
denklem ile paralel oldugu goriilmektedir. Devaminda bu teoremden direkt olarak elde edilen
iki sonu¢ bulunmaktadir. Teorem 4.2.4’te egik dagilimin integrallenebilir olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul verilmistir. Teorem 4.2.5 ile Teorem 4.2.11 arasinda dikey, yatay, degismez
ve egik dagilimlarin tiimel jeodezikligi irdelenmistir. Burada elde edilen sonuclar Park ve
Prasad [17] makalesinde elde edilmis olan sonuglarin bir genellestirilmesidir. Ugiincii alt
boliimde, paralel kanonik yapilar kullanilarak, degismez dagilimin integrallenebilirligi ile
alakali teoremler verilmistir. Dordiincii alt boliimde, tiimel manifold iizerindeki bir egrinin
jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar Yardimci Teorem 4.4.1 te verilmistir. Bu
denklemler kullanilarak, ele alinan altdaldirmanin Clairaut altdaldirma olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul Teorem 4.4.2 elde edilmistir. Son alt boliimde, Teorem 4.5.1, Teorem 4.5.2 ve
Teorem 4.5.3 de tiimel manifoldu Hopf uzay form olan yari-egik altdaldirmalarin lifleri icin

Ricci egrilikleri ile alakali bazi esitsizlikler ispatlanmugtir.

Bu tezde bulunan sonuglar aslinda tiimel manifoldu Kaehler manifold olan yari-egik
altdaldirmalarin bir genellestirilmesi olarak goriilebilir. Bu tezde elde edilen sonuclar tiimel
manifoldu yerel konformal Kaehler olan yari-egik altdaldirmalar1 kapsayan altdaldirma
tipleri i¢in bir bagvuru kaynagi olabilir. Ayrica bu tez tiimel manifoldu konformal manifold

tipinde (taninmig bir manifold tipine konformal) olan altdaldirmalarin ¢alisilmasina 1s1ik



tutmaktadir.
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