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ÖZET 

Sonlu mertebeden devirli bir 𝐺 grubunun yönlendirilmemiş (yönsüz) power grafını 𝑃(𝐺) 
ile göstereceğiz. Sonlu mertebeden herhangi bir devirli grup (𝑍𝑛, +) devirli grubuna 

izomorf olduğundan yani, 𝐺 ≅ 𝑍𝑛 olacağından 𝐺 = (𝑍𝑛, +) alınmıştır. Bu tez çalışması 

süresince 𝑝, 𝑞 farklı asallar, 𝑘 ve 𝑟 pozitif tamsayı olmak üzere öncelikle, 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙
𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 durumlarına göre 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Euler ɸ fonksiyon yardımıyla 

bazı indeks hesaplamaları üzerine yeni teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈
𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının, hangi durumlarda eşitlik ya da eşitsizlik olduğunu ortaya 

koyan, bazı indeks hesaplamaları üzerine yeni teoremler ortaya konulmuştur. 
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ABSTRACT 

We will denote the undirected power graph of a finite-order cyclic group 𝐺 by 𝑃(𝐺). Since 

any cyclic group of finite order (𝑍𝑛, +) is isomorphic to the cyclic group, that is, Since 𝐺 ≅
𝑍𝑛 will be, so 𝐺 = (𝑍𝑛, +) is taken. Throughout this thesis, 𝑝, 𝑞 are distinct primes, 𝑘, and 

𝑟 be a positive integer, firstly, new theorems have been obtained on some index calculations 

of the 𝑃(𝑍𝑛) power graph with the help of Euler ɸ function according to the cases 𝑛 = 𝑝𝑘, 

𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 and 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟. Later, new theorems have been put forward on some index 
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1. GİRİŞ 

Graf teorisi kavramı 1736 yılında Euler tarafından yazılmış olan bir makale ile ortaya çıkmış 

1847 yılında G. R. Kirchhoff (1824 – 1887) ve Cayley (1821 – 1895)’in ağaç kavramını 

keşfetmesi ile gelişme göstermiştir. Bu alandaki çalışmalar son yıllarda artış göstermiştir. 

Bu artışın en büyük sebeblerinden birisi sosyal hayatta karşılaştığımız birçok probleme graf 

teori ile çözüm bulunmaya çalışılmasıdır. Sosyal hayatta karşılaştığımız durumlar genelde, 

bir noktalar kümesi ve bu noktaları birleştiren eğrilerin oluşturduğu şekillerle tanımlanabilir.  

Graf Teori, matematik, fizik, coğrafya, bilgisayar ağları, gökbilimi ve sosyal olaylar gibi 

çeşitli alanlarda kullanılmaktadır. Dolayısıyla matematik alanı dışında farklı bilim dallarında 

da çalışılan bir teori olmaya başlamıştır. Graf, bir anlamda matematik diliyle ifade edilen bir 

modelleme ve sosyal yaşantımızda karşımıza çıkan olayların sayısal  değerlerle ifade edilip 

birtakım şekiller yoluyla bu olaylar hakkında bilgi edinme sanatıdır. Kısaca matematiksel 

modellemeler kullanılarak olaylar hakkında fikir yürütmektir. Graf teorisinin günlük 

hayatımızdaki işlerimizi kolaylaştırdığı görülmektedir. Bunun en önemli örneklerinden 

birisi de kimyasal graf teorisidir. Laboratuvar ortamında, moleküllerin sahip olduğu 

özellikleri deneysel yöntemlerle ortaya çıkarmak hem zordur  hem de zaman alır. Kimyasal 

graf teorisi, moleküle karşılık gelen moleküler grafın matematiksel özelliklerinin 

çalışılmasının yeterli olduğu düşüncesine dayalı olarak zamanla gelişmiştir. Bu alanda en 

çok kullanılan yöntemlerden biriside, topolojik indekslerdir. Graf teorisinde kullanılan 

topolojik indeksler, moleküllerin yapısının matematiksel bir dille  ifade edilmesinde kolaylık 

sağlar. Bu graflarda, atomlar köşelere (noktalara) karşılık gelir. Kenarlar ise bunlar 

arasındaki kimyasal bağları temsil eden bir modellemedir. Graflar yardımıyla, bu 

moleküllerin sınıflandırılmasında kullanılan sayısal ifadeler, indeksler yardımıyla kolay bir 

şekilde hesaplanmaktadır. Dolayısıyla, moleküler tanımlayıcıların arasındaki karmaşıklık 

seviyelerini kolaylaştırmada kullanılan graflar için çeşitli topolojik indekslerin ortaya 

çıkması  önem arz etmektedir. 

Cebirsel graf teori, grup teorisi anlamında incelendiğinde, temelinde bir grup, yarı grup veya 

monoid üzerindeki elemanları nokta (köşe) kabul ederek graf yapısı oluşturur. Power grafta 

bu yapılardan birisidir. Diğer taraftan 2000 yılında power graf kavramını, ‘‘mertebesi sonlu 

yarı grupların yönlendirilmiş power grafı’’ şeklinde literatüre kazandırma konusunda Quinn 

ve Kelarev öncülük etmişlerdir [1]. Devamında ise grup veya yarı grup üzerinde 
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yönlendirilmiş (yönlü) power graflar ile ilgili daha detaylı araştırmalar ortaya çıkarılmıştır 

[32-34]. Yönlendirilmemiş (yönsüz) power grafı ise 2009 yılında Chakrabarty ve ekibi 

tarafından matematik literatürüne kazandırılmıştır [2]. Bu kavramı ilerleyen süreçte 

Cameron ve ekibi daha sade hale getirerek power graf şeklinde  isimlendirmişlerdir [35-36]. 

Bu tez 4 bölümden meydana gelmektedir. Birinci bölümü Giriş kısmı oluşturmaktadır. İlk 

olarak graf teori ve burada işimizi kolaylaştıracak olan soyut cebir ile bağlantılı bir takım 

temel kavram ve özelliklere ikinci bölümde yer verilmiştir. Daha sonra ise yine tez boyunca 

kullanacağımız grafların indeksleri ile ilgili bilgilerden bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde, ilk 

önce grup teori ile bağlantılı olan ve ileriki kısımlarda işimizi kolaylaştıracak olan bir takım 

tanımlardan bahsedilmiştir. Devamında ise köşelerinin kümesi grup olan yönlendirilmiş ya 

da yönlendirilmemiş power graflardan bahsedilmiştir. Dördüncü bölümde öncelikle sonlu 

devirli grupların power graflarının, 𝑝 ile 𝑞 farklı asallar 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar 

ve 𝑛 power grafın köşe (nokta) sayısı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 

Wiener, kenar-Wiener, hiper-Wiener, Harary, 𝑆𝐾, 𝑆𝐾1, 𝑆𝐾2, birinci Zagreb, genelleştirilmiş 

birinci Zagreb, ikinci Zagreb, Randic, genelleştirilmiş Randic, Furtula ve hiper-Zagreb 

indeksleri ile ilgili teoremler ve sonuçlar elde edilmiştir. Daha sonra ise genel bir 𝑛 pozitif 

tamsayısı için daha önceden bahsedilen power grafların indeksleri ile ilgili hangi durumda 

eşitlik veya eşitsizlik olduğu ile ilgili teoremler elde edilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖZELLİKLERİ 

Tezin bu bölümünde graf teori ve soyut cebir de kullanılan bir takım temel kavramlar ve 

özelliklerden bahsedilecektir. 

2.1. Genel Bilgiler 

2.1.1. Tanım 

𝑥 ve 𝑦 birer tamsayı olmak üzere 𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑧 olacak şekilde bir 𝑧 tamsayısı bulunabiliyorsa 𝑦, 

𝑥’i böler denir ve 𝑦 ∣ 𝑥 biçiminde gösterilir. 

2.1.2. Tanım 

𝑛 ≥ 1 bir tamsayı ve ɸ: 𝑍+ → 𝑍+ ye tanımlı bir fonksiyon olsun. 𝑘 ile 𝑛 aralarında asal ve 

1 ≤ 𝑘 < 𝑛 olma koşulunu sağlayan 𝑘 tamsayıların sayısını veren foksiyona Euler’in 

fonksiyonu denir ve ɸ(𝑛) ile gösterilir. ɸ(1) = 1 olarak tanımlanır. Euler fonksiyonu 

aşağıdaki özelliklere sahiptir:  

1) 𝑝 asal sayı ise  

ɸ(𝑝) = 𝑝 − 1 = 𝑝 ∙ (1 −
1

𝑝
) 

dir. 

2) 𝑝 asal ve 𝑘 doğal sayı ise 

ɸ(𝑝𝑘) = 𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1 = 𝑝𝑘 ∙ (1 −
1

𝑝
) 

dir. 

3) 𝑘 ve 𝑙 iki pozitif tamsayı olsun. 𝑘 ile 𝑙 aralarında asal ise 

 ɸ(𝑘 ∙ 𝑙) = ɸ(𝑘) ∙ ɸ(𝑙)  
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dir. 

4) 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  ve 𝑝𝑖 ler asal sayı 𝑘𝑖 ler doğal sayı olmak üzere  𝑛 ≥ 1 tamsayısı 𝑛 = 𝑝1
𝑘1 ∙

𝑝2
𝑘2⋯𝑝𝑟

𝑘𝑟 ise 

ɸ(𝑛) = ɸ(𝑝1
𝑘1) ∙ ɸ(𝑝2

𝑘2)⋯ɸ(𝑝𝑟
𝑘𝑟) 

           = 𝑝1
𝑘1 ∙ 𝑝2

𝑘2⋯𝑝𝑟
𝑘𝑟 ∙ (1 −

1

𝑝1
) ∙ (1 −

1

𝑝2
)⋯(1 −

1

𝑝𝑟
) 

           = 𝑛 ∙ (1 −
1

𝑝1
) ∙ (1 −

1

𝑝2
)⋯(1 −

1

𝑝𝑟
) 

dir [28].  

2.1.1. Teorem (Cauchy-Schwarz eşitsizliği)  

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ve 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 reel sayılar olmak üzere  

(∑𝑥𝑘 ∙ 𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

≤ (∑𝑥𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) ∙ (∑𝑦𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) 

yani 

(𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2) ∙ (𝑦1

2 + 𝑦2
2 +⋯+ 𝑦𝑛

2) ≥ (𝑥1 ∙ 𝑦1 + 𝑥2 ∙ 𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛)
2 

olup, burada ki denklemin birbirine eşit olması için gerek ve yeter koşul (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 

(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) sıralı 𝑛 lilerin  

𝑥1
𝑦1
=
𝑥2
𝑦2
= ⋯ =

𝑥𝑛
𝑦𝑛

 

koşullarını sağlaması gerekmektedir [15]. 
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2.1.2.  Teorem (Diaz-Metcalf eşitsizliği) 

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ve (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑟 ∙ 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑅 ∙ 𝑎𝑖 koşulunu sağlayan 

pozitif reel sayılardan oluşan 𝑛 boyutlu sayılar olsun. O halde 

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟 ∙ 𝑅 ∙∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≤ (𝑟 + 𝑅) ∙∑𝑎𝑖 ∙ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

dir. Burada eşitlik olması için gerek ve yeter koşul 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑏𝑖 = 𝑅 ∙ 𝑎𝑖 veya 𝑏𝑖 = 𝑟 ∙

𝑎𝑖 olmasıdır [16]. 

2.1.3. Teorem (Polya-Szego eşitsizliği) 

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ve (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için pozitif tamsayılardan oluşan 𝑛 boyutlu 

sayılar olsun. Eğer her bir 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

0 < 𝛾 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝐴 < ∞  

ve  

0 < 𝛽 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝐵 < ∞  

ise o halde 

∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

∙∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≤
(𝛾 ∙ 𝛽 + 𝐴 ∙ 𝐵)2

4 ∙ 𝛾 ∙ 𝛽 ∙ 𝐴 ∙ 𝐵
∙ (∑𝑎𝑖 ∙ 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

 

dir. Burada eşitlik olması için gerek ve yeter koşul eğer 𝑝 = 𝑛 ∙
𝐴

𝛾
(
𝐴

𝛾
+

𝐵

𝛽
)⁄  ve 𝑞 = 𝑛 ∙

𝐵

𝛽
(
𝐴

𝛾
+

𝐵

𝛽
)⁄  tamsayılar ise; 𝑝 = 𝛾, 𝑞 = 𝐴  ve benzer şekilde 𝑞 = 𝐵, 𝑞= 𝛽 olmasıdır [17]. 

2.1.4. Teorem   

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 pozitif reeel sayılar olsun.  
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𝑄𝑀 = √
𝑥12 + 𝑥22 +⋯+ 𝑥𝑛2

𝑛
 

𝐴𝑀 =
𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑛
 

𝐺𝑀 = √𝑥1 ∙ 𝑥2⋯𝑥𝑛
𝑛

 

𝐻𝑀 =
𝑛

1
𝑥1
+
1
𝑥2
+⋯+

1
𝑥𝑛

 

şeklinde kuadratik, aritmetik, geometrik ve harmonik anlamda eşitlikleri olsun. O halde, 

𝑄𝑀 ≥ 𝐴𝑀 ≥ 𝐺𝑀 ≥  𝐻𝑀 

eşitsizlikleri vardır. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 

olmasıdır [15].  

2.2. Graf  Teoride Bazı Temel Tanım ve Kavramlar 

2.2.1. Tanım  

𝑉 sonlu ve boştan farklı bir küme olsun. Elemanları nokta veya köşe olarak isimlendirilen 𝑉 

kümesi ile bu kümede ki sıralanmamış ikilileri kenar kabul eden sonlu boştan farklı olması 

gerekmeyen 𝐸 kenarlar kümesinden oluşan 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), ikili yapısına graf denir. 

Burada  

𝐸(𝐺) =  { {𝑢𝑖, 𝑢𝑗  }  ∶ 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗  ∈ 𝑉(𝐺) }  

şeklinde tanımlı olup 𝐸(𝐺) nin elemanları 𝑒𝑘 ile gösterilir. Bir grafta çizim tek türlü değildir. 

Burada kısaca; 𝐸(𝐺) = 𝐸, 𝑉(𝐺) = 𝑉 ve dolayısıyla 𝐺 = (𝑉, 𝐸) şeklinde gösterilecektir. 

Örnek 
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Şekil 2.1. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

Şekil 2.1 ile verilen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının noktalar ve kenarlar kümesi sırasıyla 

𝑉 = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} dir. 

2.2.2. Tanım  

𝐺 = (𝑉, 𝐸) bir graf olmak üzere, 𝐺 nin herhangi 𝑢𝑖 ve 𝑢𝑗  noktaları birbirine en az bir kenar 

ile bağlanıyor ise bu noktalara komşudur denilmektedir ve 𝑢𝑖~𝑢𝑗  şeklinde ifade edilir. Bir 

𝑢𝑖 noktasına komşu olan tüm noktaların kümesine 𝑢𝑖 nin komşuluklar kümesi denir ve 𝑁𝑢𝑖 

şeklinde ifade edilir. Ayrıca 𝑒𝑖 ve 𝑒𝑗 kenarlarının komşu olması için ortak bir noktasının 

olması gerekir. Burada 

𝑁𝑢𝑖 = {𝑢𝑗 ∶  𝑢𝑖~𝑢𝑗 , 𝑢𝑖 ∈  𝑉} 

dir [18]. 

2.2.3. Tanım  

𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafında ki bir 𝑢𝑖 noktasına bağlı kenar sayısına 𝑢𝑖’nin derecesi denir ve 𝑑𝑢𝑖 ya 

da 𝑑(𝑢𝑖) ile gösterilir [19]. 
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Örnek 

Şekil 2.1’de verilen 𝐺 grafının nokta (köşe) komşulukları sıra gözetmeksizin 

𝑢1~𝑢2, 𝑢1~𝑢4, 𝑢2~𝑢3, 𝑢3~𝑢4  

ve her bir noktanın derecesi 

𝑑𝑢1 = 3, 𝑑𝑢2 = 3, 𝑑𝑢3 = 2, 𝑑𝑢4 = 2 

bulunur. 

2.2.4. Tanım  

𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafının, en küçük ve en büyük dereceleri sırasıyla 

𝛿(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑑𝑢𝑖 ∶  𝑢𝑖 ∈ 𝑉}, 

∆(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑑𝑢𝑖 ∶  𝑢𝑖 ∈ 𝑉} 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca 𝐺 grafının ortalama derecesi 

𝑑(𝐺) =
1

|𝑉|
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

 

şeklinde tanımlanır. Burada |𝑉|, 𝑉 noktalar kümesinin kardinalitesi yani eleman sayısıdır. 

Bu bilgiler doğrultusunda, 

𝛿(𝐺) ≤ 𝑑(𝐺) ≤ ∆(𝐺) 

dir. Ayrıca 𝐸 nin kardinalitesi yani kenarlar kümesinin sayısı |𝐸| olmak üzere, 

|𝐸| =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉
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dir [19]. 

Örnek 

 

Şekil 2.2. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

Şekil 2.2 ile verilen 𝐺 grafında 𝑑𝑢1 = 2, 𝑑𝑢2 = 3,  𝑑𝑢3 = 3, 𝑑𝑢4 = 2 olur. 𝐺 grafının 

sırasıyla minimum,  maksimum  ve ortalama derecesi; 

𝛿(𝐺) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑑𝑢𝑖 ∶  𝑢𝑖 ∈ 𝑉} = 2, 

∆(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑑𝑢𝑖 ∶  𝑢𝑖 ∈ 𝑉} = 3 

𝑑(𝐺) =
1

|𝑉|
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

=
1

4
∙ (2 + 3 + 3 + 2) = 2,5 

şeklindedir. 

2.2.5. Tanım  

Bir grafın herhangi iki noktası arasında birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katlı 

kenarlar denir [19]. 

2.2.6. Tanım  

Bir kenarın başlangıç ile bitiş noktası çakışıyor ise bu kenara ilmek (loop) denir [19]. 
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Örnek  

 

Şekil 2.3. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

Şekil 2.3’teki  𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafında 𝑒1 ve 𝑒2 birer katlı kenar, 𝑒5 ise ilmektir. 

2.2.7. Tanım  

Bir grafta bir noktanın derecesi  sıfır ise bu  noktaya izole nokta, derecesi bir ise bu noktaya 

pendant nokta denir [18]. 

Örnek   

 

Şekil 2.4. 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafı 

Şekil 2.4’teki 𝐺 = (𝑉, 𝐸) grafında 𝑑𝑢1 = 0 olduğundan 𝑢1 bir izole nokta, 𝑑𝑢2 = 𝑑𝑢4 = 1 

olduğundan 𝑢2 ve 𝑢4 noktaları birer pendant noktadır. 
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2.2.8. Tanım  

𝐺 grafında iki köşe arasındaki uzaklık, bu köşeler arasındaki en kısa yolun uzunluğu olarak 

tanımlanır. 𝑢𝑖 ve  𝑢𝑗 ,  𝐺 de iki köşe olmak üzere 𝑢𝑖 ve 𝑢𝑗  noktaları arasındaki uzaklık 

𝑑𝐺(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) = 𝑑(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) şeklinde gösterilir [19].  

2.2.9. Tanım  

Bir 𝐺 grafının herhangi iki noktası arasındaki uzaklıklarının maksimumuna çap (diameter) 

denir. Yani, 

𝐷𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 𝑚𝑎𝑘𝑠{ 𝑑(𝑢, 𝑣) ∣∣ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) } 

dir [19]. 

2.3. Bazı Özel Graflar 

2.3.1. Tanım 

Bir grafta ilmek (loop) ve katlı kenar yoksa bu grafa basit graf denilmektedir [18]. 

Örnek  

 

Şekil 2.5. Basit graf 

Şekil 2.5’teki 𝐺1 ve 𝐺2 graflarında katlı kenar ve ilmek bulunmadığından basit graflardır. 
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2.3.2. Tanım 

Herhangi iki noktası arasında birden fazla kenar bulunan yani katlı kenar veya ilmek  içeren 

grafa çoklu graf denir [18]. 

Örnek  

 

Şekil 2.6. Çoklu graf 

Şekil 2.6’daki 𝐺1 grafı ilmek,  𝐺2 grafı katlı kenar içerdiğinden çoklu graftır. 

2.3.3. Tanım 

Bir grafın sonlu sayıda, birbiriyle bağlantılı noktalarından ve kenarlarından oluşan dizisine 

yürüme denir ve 𝑊 ile gösterilir. Her bir kenarın ve noktanın en fazla bir kez kullanıldığı 

yürümeye yol denir ve 𝑃 ile gösterilir. Özellikle başlangıç ile bitiş noktası çakışan yola 

kapalı yol (devir) denilmektedir [18]. 

Örnek  

 

Şekil 2.7. 𝐺 grafı 
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Şekil 2.7 ile verilen 𝐺 grafı için 𝑢1𝑒1𝑢2𝑒4𝑢4𝑒3𝑢3𝑒2𝑢1𝑒1𝑢2 bir yürüme, 𝑢1𝑒1𝑢2𝑒4𝑢4𝑒3𝑢3 bir 

yol, 𝑢1𝑒1𝑢2𝑒4𝑢4𝑒3𝑢3𝑒2𝑢1 bir devirdir. 

2.3.4. Tanım 

Bir grafın herhangi iki köşesi arasında bir yol bulunuyorsa bu grafa bağlantılı graf denir [19]. 

Şekil 2.7’deki 𝐺 grafı bağlantılıdır. 

2.3.5. Tanım 

Basit bir grafın herhangi iki noktası arasında bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta çifti 

arasında komşuluk varsa bu grafa  tam graf denir ve 𝑛  noktalı bir tam graf  𝐾𝑛 ile gösterilir 

[18]. 

Örnek  

 

Şekil 2.8. 𝐾3 ve 𝐾4 tam grafları 

Şekil 2.8 ile verilen 3 noktalı ve 4 noktalı tam graflar sırasıyla 𝐾3  ve 𝐾4 ’tür.  

2.3.6. Tanım 

Bir grafta ki her bir noktanın derecesi aynı ise bu grafa regüler graf denir. Özellikle grafta ki 

her bir noktanın derecesi 𝑟 ise bu grafa 𝑟 − dereceli regüler graf denir [18]. 
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Örnek  

 

Şekil 2.9. Regüler graf 

Şekil 2.9’daki 𝐺1 grafı 1 − dereceli,  𝐺2  grafı ise 2 − dereceli regüler graftır. 

2.3.7. Tanım 

Bir grafın her bir kenarında yön varsa bu grafa yönlü graf denir. Yönlü grafta yön, kenarın 

başlangıç noktasından bitim noktasına doğrudur ve özel olarak kenarlarına ise yay adı verilir 

[18]. 

Örnek 

 

Şekil 2.10. Yönlü graf 

Şekil 2.10’daki  𝐺1  ve 𝐺2  grafları yönlü graflardır.  
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2.4. Basit Bağlantılı Grafların İndeksleri 

2.4.1. Tanım 

Basit bağlantılı bir 𝐺 grafının 𝑛 tane noktası olsun. Bir 𝐺 grafının Wiener indeksi, 𝐺’deki 

nokta çiftleri arasındaki uzaklıklarının toplamı olarak tanımlanır yani 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 

noktaları arasındaki en kısa uzaklık olmak üzere;  

𝑊(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

 

ile gösterilir [31].   

Örnek  

 

Şekil 2.11. 𝐺 grafı 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının Wiener indeksi, 

𝑊(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

 

            =
1

2
∙ (𝑑(𝑢1, 𝑢2) + 𝑑(𝑢1, 𝑢3) + 𝑑(𝑢2, 𝑢1) + 𝑑(𝑢2, 𝑢3) + 𝑑(𝑢3, 𝑢1) + 𝑑(𝑢3, 𝑢2)) 

            =
1

2
∙ (2 + 1 + 2 + 1 + 1 + 1) = 4 

bulunur. 
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2.4.2. Tanım 

Kenarlarının kümesi 𝐸(𝐺) ve köşelerinin kümesi 𝑉(𝐺) olmak üzere 𝐺’deki kenarları köşe 

kabul eden ve kenarların komşuluğunu esas alan grafa 𝐺 grafının line grafı denir ve 𝐿(𝐺) ile 

gösterilir [4, 5, 6]. Line graf kavramının fiziko-kimya alanında çeşitli uygulamaları vardır 

[7, 8]. Ayrıca 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉(𝐺) ve 𝑢 ile 𝑣 yi birbirine bağlayan kenar 𝑢𝑣 = 𝑒 ∈ 𝑉(𝐿(𝐺)) olmak 

üzere 𝐿(𝐺)’deki bir köşenin derecesi,  𝑑𝑒 = 𝑑𝑢 + 𝑑𝑢 − 2 şeklinde tanımlanır [37,38]. 

Örnek 

 

Şekil 2.12. 𝐺 ve 𝐿(𝐺) grafları 

Şekil 2.12’de verilen 𝐺 grafının kenarlarının komşulukları sıra gözetmeksizin 𝑒1~𝑒2 ve 

𝑒1~𝑒3 dir. 

2.4.3. Tanım 

Basit bağlantılı 𝐺 grafının 𝑛 tane noktası olsun. Bir 𝐺 grafının kenar-Wiener indeksi, 𝐿(𝐺)’ 

deki nokta çiftleri arasındaki uzaklıklarının toplamı olarak tanımlanır yani 𝑒𝑖, 𝑒𝑗 ∈ 𝑉(𝐿(𝐺)) 

için 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝑒𝑖 ve 𝑒𝑗 noktaları arasındaki en kısa uzaklık olmak üzere;  

𝑊(𝐿(𝐺)) = 𝑊𝑒(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)

{𝑒𝑖,𝑒𝑗}⊆𝑉(𝐿(𝐺))

 

ile gösterilir [24].   
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Örnek  

Şekil 2.12’de verilen 𝐿(𝐺)’nin kenar-Wiener indeksi, 

𝑊(𝐿(𝐺)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑒, 𝑓)

{𝑒,𝑓}⊆𝑉(𝐿(𝐺))

 

                   =
1

2
∙ (𝑑(𝑒1, 𝑒2) + 𝑑(𝑒1, 𝑒3) + 𝑑(𝑒2, 𝑒1) + 𝑑(𝑒2, 𝑒3) + 𝑑(𝑒3, 𝑒1) + 𝑑(𝑒3, 𝑒2)) 

                   =
1

2
∙ (1 + 1 + 1 + 2 + 1 + 2) = 4 

bulunur. 

2.4.4. Tanım 

𝐺, 𝑛 noktalı ve basit bağlantılı bir graf olsun. Bir 𝐺 grafının hiper-Wiener indeksi, yakın 

zamanda tanıtılan mesafeye dayalı moleküler yapı tanımlayıcılarından olup 

𝑊𝑊(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

+
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 arasındaki en kısa uzaklıktır [10]. 

Örnek  

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının hiper-Wiener indeksi, 

𝑊𝑊(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

+
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

 

                 = 𝑊(𝐺) +
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)
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𝑊𝑊(𝐺) = 4 +
1

2
∙ (

𝑑2(𝑢1, 𝑢2) + 𝑑2(𝑢1, 𝑢3) + 𝑑2(𝑢2, 𝑢1)

+𝑑2(𝑢2, 𝑢3) + 𝑑2(𝑢3, 𝑢1) + 𝑑2(𝑢3, 𝑢2)
) 

                 = 4 +
1

2
∙ (4 + 1 + 4 + 1 + 1 + 1) = 10 

bulunur. 

2.4.5. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu 𝐺 grafının Harary indeksi,             

𝐻(𝐺) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

  

şeklinde tanımlanır. Burada  𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 arasındaki en kısa uzaklıktır [11-12].  

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının Harary indeksi, 

𝐻(𝐺) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝐺)

 

            =
1

𝑑(𝑢1, 𝑢2)
+

1

𝑑(𝑢1, 𝑢3)
+

1

𝑑(𝑢2, 𝑢1)
+

1

𝑑(𝑢2, 𝑢3)
+

1

𝑑(𝑢3, 𝑢1)
+

1

𝑑(𝑢3, 𝑢2)
 

            =
1

2
+
1

1
+
1

2
+
1

1
+
1

1
+
1

1
= 5 

bulunur. 

2.4.6. Tanım  

𝐺 grafı basit ve bağlantılı olsun. 𝐺 grafının 𝑆𝐾 indeksi, 
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𝑆𝐾(𝐺) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [13]. 

Örnek  

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının 𝑆𝐾 indeksi, 

𝑆𝐾(𝐺) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

              =
1

2
∙ {(𝑑𝑢1 + 𝑑𝑢3) + (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑢2)} 

              =
1

2
∙ {(1 + 2) + (2 + 1)} 

            = 3 

bulunur. 

2.4.7. Tanım  

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının 𝑆𝐾1 indeksi, 

𝑆𝐾1(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [13]. 

Örnek  

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının 𝑆𝐾1 indeksi, 
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𝑆𝐾1(𝐺) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

               =
1

2
∙ {(𝑑𝑢1 ∙ 𝑑𝑢3) + (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑢2)} 

               =
1

2
∙ {1 ∙ 2 + 2 ∙ 1} 

             = 2 

bulunur. 

2.4.8. Tanım  

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. 𝐺 grafının 𝑆𝐾2 indeksi  

𝑆𝐾2(𝐺) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

olarak tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [13]. 

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının 𝑆𝐾2 indeksi, 

𝑆𝐾2(𝐺) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

               =
1

4
∙ ((𝑑𝑢1 + 𝑑𝑢3)

2
+ (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑢2)

2
) 

               =
1

4
∙ ((1 + 2)2 + (2 + 1)2) 

               =
9

2
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bulunur. 

2.4.9. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf ve 𝛼 ∈ ℝ olmak üzere bu grafın genelleştirilmiş birinci Zagreb 

indeksi, 

𝑀1
𝛼(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢

𝛼

𝑢∈𝑉(𝐺)

= ∑ (𝑑𝑢
𝛼−1 + 𝑑𝑣

𝛼−1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin 𝐺’deki derecesidir [20,21,43].  

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi, 

𝑀1
𝛼(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢

𝛼

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

                = (𝑑𝑢1
𝛼 + 𝑑𝑢2

𝛼 + 𝑑𝑢3
𝛼) 

              = 1 + 1 + 2𝛼 

                = 2 + 2𝛼 

bulunur. 

2.4.10. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olmak üzere bu grafın birinci ve ikinci Zagreb indeksleri sırasıyla, 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

ve 
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𝑀2(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

şeklindedir [26-27]. Ayrıca bu grafın birinci Zagreb indeksi, 

𝑀1(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

şeklinde de tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir 

[39].   

Örnek  

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının birinci Zagreb indeksi, 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

             = (𝑑𝑢1
2 + 𝑑𝑢2

2 + 𝑑𝑢3
2) 

             = (12 + 12 + 22) 

             = 6 

olur. Aynı şekilde Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının ikinci Zagreb indeksi, 

𝑀2(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

              = 2 ∙ 𝑆𝐾1(𝐺) 

            = 2 ∙ 2 

            = 4 
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olur. 

2.4.11. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu grafın Randic indeksi, 

𝑅(𝐺) = ∑
1

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢~𝑣

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [22].  

Örnek  

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının Randic indeksi, 

𝑅(𝐺) = ∑
1

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢~𝑣

 

           =
1

√𝑑𝑢1 ∙ 𝑑𝑢3
+

1

√𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑢2
 

           =
1

√1 ∙ 2
+

1

√2 ∙ 1
 

          = √2 

olur. 

2.4.12. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu grafın genelleştirilmiş Randic indeksi, 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼(𝐺) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣
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şeklinde tanımlanır. Burada 𝛼 ∈ ℝ, 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir  

[25]. 

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının genelleştirilmiş Randic indeksi, 

𝑅𝛼(𝐺) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

             = (𝑑𝑢1 ∙ 𝑑𝑢3)
𝛼
+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑢2)

𝛼
 

             = (1 ∙ 2)𝛼 + (2 ∙ 1)𝛼 

           = 2𝛼+1 

olur. 

2.4.13. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu grafın hiper-Zagreb indeksi, 

𝐻𝑀(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [40]. 

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının hiper-Zagreb indeksi, 

𝐻𝑀(𝐺) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

               = (𝑑𝑢1 + 𝑑𝑢3)
2
+ (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑢2)

2
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𝐻𝑀(𝐺) = (1 + 2)2 + (2 + 1)2 

              = 18 

olur. 

2.4.14. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu grafın F-indeksi (Furtula indeksi), 

𝐹(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝐺)

= ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [41]. 

Örnek 

Şekil 2.11 ile verilen 𝐺 grafının F-indeksi, 

𝐹(𝐺) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

           = 𝑑𝑢1
3 + 𝑑𝑢2

3+𝑑𝑢3
3
 

           = 13 + 13+23 

          = 10 

olur. 

2.4.15. Tanım 

𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bu grafın genelleştirilmiş birinci Zagreb’de 𝛼 = 3 

alınmasıyla oluşan indeks ile F-indeksi arasındaki ilişki, 
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𝑀1
3(𝐺) = 𝐹(𝐺) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑑𝑢 ve 𝑑𝑣 sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 köşelerinin 𝐺’deki dereceleridir [42]. 
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3. SONLU DEVİRLİ GRUPLARIN POWER GRAFLARI  

Power graf  literatürde ilk kez Kelarev ve Quinn tarafından sonlu yarı grupların yönlü power 

grafı şeklinde tanıtılmış ve araştırılmıştır [1]. Devamında ki süreçte ise Chakrabarty ve ekibi 

Yönlendirilmemiş (Yönsüz) power graf konusunu literatüre kazandırmıştır [2]. Bu kısımda, 

gruplar ve power graflar ile ilgili tez de işimizi kolaylaştıracak bir takım kavramlardan 

bahsedeceğiz.  

3.1. Gruplar ve Gruplar Üzerindeki Power Graflar 

3.1.1. Tanım 

Boş olmayan bir 𝐺 kümesi verilsin. Bu durumda 

∗ ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 

ifadesi bir fonksiyon belirtirse buna ikili işlem denir. ∗ işleminde (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 × 𝐺’nin 

görüntüsü için en yaygın olarak kullanılan notasyonlar; 

i) 𝑥 ∙ 𝑦 (çarpma notasyonu) 

ii) 𝑥 + 𝑦 (toplama notasyonu) 

şeklindedir [23]. 

3.1.2. Tanım 

Boş olmayan bir 𝐺 kümesi üzerinde tanımlı bir ikili işlem verilsin. Bu durumda 

1. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 için (𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥(𝑦𝑧) özelliği varsa 𝐺’ye bir yarı grup, 

2. 𝐺 bir yarı grup olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑥𝑒 = 𝑒𝑥 = 𝑥 olacak biçimde 𝑒 ∈ 𝐺 varsa 𝐺’ye 

monoid, 
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3. 𝐺 bir monoid olsun. O halde ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑥𝑥−1 = 𝑥−1𝑥 = 𝑒 olacak şekilde 𝑥−1 ∈ 𝐺 

bulunuyor ise 𝐺’ye grup 

denir [23]. 

3.1.3. Tanım 

𝐺 bir grup olsun. 𝐺 grubunun eleman sayısına 𝐺’nin kardinalitesi denir ve ∣ 𝐺 ∣ ya da ᴏ(𝐺) 

şeklinde ifade edilir. Eğer 𝐺’nin eleman sayısı sonlu ise 𝐺’ye sonlu grup denir [23]. 

3.1.4. Tanım 

𝐾 bir grup ve ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝐾 olsun. 𝑀, 𝐾’deki grup işlemine göre bir grup ise 𝑀’ye 𝐾’nin alt 

grubu denir ve 𝑀 ≤ 𝐾 şeklinde ifade edilir [23]. 

3.1.5. Tanım 

Bir 𝐺 grubu ve 𝑦 ∈ 𝐺 verilsin. Bu durumda 

𝐺 = {𝑦𝑛: 𝑛 ∈ 𝑍} = ⟨𝑦⟩ 

oluyor ise 𝐺’ye 𝑦 elemanı tarafından üretilen devirli bir grup ve 𝑦 ∈ 𝐺’ye ise 𝐺’nin bir 

üreteci denir [23]. 

3.1.6. Tanım   

𝐺 bir grup ve 𝑥 ∈ 𝐺 olsun. 𝑥’in ürettiği ⟨𝑥⟩ devirli grubunun mertebesine 𝑥 elemanının 

mertebesi denir ve ᴏ(𝑥) veya ∣ 𝑥 ∣ ile gösterilir. Burada ᴏ(𝑥), 𝑥𝑚 = 𝑒 koşulunu   

sağlayan 𝑚 > 0 tamsayıları arasında en küçük olanıdır [28].  

3.1.1. Önerme   

𝐺 = ⟨𝑥⟩, 𝑛. mertebeden bir devirli grup olsun. 𝑥𝑠’nin 𝐺’nin bir üreteci olması için gerek 

ve yeter koşul (𝑠, 𝑛) = 1 olmasıdır [29].  
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3.1.7. Tanım  

𝐺  bir grup (veya yarı grup) olsun. Noktalarının (köşelerinin) kümesi 𝐺’nin elemanları olan 

yönlü power graf  𝑃⃗ (𝐺) ile gösterilir ve köşelerin komşulukları 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 ve 𝑛 ∈ 𝑍+ olmak 

üzere 

𝑢~𝑣 (𝑢 dan 𝑣 ye bir kenar (yay)) ⟺ 𝑢 ≠  𝑣 ve 𝑢𝑛= 𝑣 (çarpımsal gruplar için) 

𝑢~𝑣 (𝑢 dan 𝑣 ye bir kenar (yay)) ⟺ 𝑢 ≠  𝑣 ve 𝑛𝑢= 𝑣 (toplamsal gruplar için) 

şeklinde veya bu tanıma denk olarak komşulukları 

𝑢~𝑣 (𝑢 dan 𝑣 ye bir kenar (yay)) ⟺ 𝑢 ≠  𝑣 ve ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩  

şeklinde tanımlanır [33]. 

Örnek 

𝑍4 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅ } devirli  grubunun  𝑃⃗ (𝑍4)  yönlü power grafının köşelerinin kümesi 

𝑉 (𝑃⃗ (𝑍4)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅ }    

ve köşeler arası komşulukları; 

⟨0̅⟩ = {0̅} 

⟨1̅⟩ = ⟨3̅⟩ = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅} 

⟨2̅⟩ = {0̅, 2̅} 

olmak üzere 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨3̅⟩  

olduğundan 
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1̅~0̅, 2̅~0̅, 3̅~0̅ 

olur. Aynı mantık ile  

3̅~1̅, 1̅~2̅, 3̅~2̅, 1̅~3̅  

komşulukları vardır. Diğer yöntemi kullanarak köşeler arası komşulukları; 

0̅ = 4 × 1̅, 0̅ = 2 × 2̅, 0̅ = 4 × 3̅ 

olduğundan 

1̅~0̅, 2̅~0̅, 3̅~0̅ 

dir. Benzer düşünce ile  

3̅~1̅, 1̅~2̅, 3̅~2̅, 1̅~3̅  

komşulukları vardır. Dolayısıyla  𝑃⃗ (𝑍4) yönlü power grafı; 

 

Şekil 3.1. 𝑃⃗ (𝑍4) yönlü power grafı 

dir. 
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3.1.8. Tanım  

𝐺 bir grup (veya yarı grup) olsun. Noktalarının (köşelerinin) kümesi 𝐺’nin elemanları olan 

yönsüz power graf ya da kısaca power graf 𝑃(𝐺) şeklinde ifade edilir. Noktalar arasındaki 

komşulukları 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 ve 𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑢~𝑣 ⟺ 𝑢 ≠  𝑣, 𝑢𝑛= 𝑣 veya 𝑣𝑛= 𝑢 (çarpımsal gruplar için) 

𝑢~𝑣 ⟺ 𝑢 ≠  𝑣, 𝑛𝑢= 𝑣 veya 𝑛𝑣= 𝑢 (toplamsal gruplar için) 

şeklinde veya bu tanıma denk olarak komşulukları 

𝑢~𝑣 ⟺ 𝑢 ≠  𝑣, ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ veya ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ 

şeklinde tanımlanır [2]. 

Örnek 

𝑍4 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅ } devirli  grubunun  𝑃(𝑍4) power grafının köşelerinin kümesi 

𝑉(𝑃(𝑍4)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅ } ve köşeler arası komşulukları; 

⟨0̅⟩ = {0̅} 

⟨1̅⟩ = ⟨3̅⟩ = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅} 

⟨2̅⟩ = {0̅, 2̅} 

olmak üzere 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨3̅⟩  

olduğundan 

1̅~0̅, 2̅~0̅, 3̅~0̅ 
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olur. Aynı mantık ile  

3̅~1̅, 1̅~2̅, 3̅~2̅ 

komşulukları vardır. Diğer yöntemi kullanarak köşeler arası komşulukları; 

0̅ = 4 × 1̅, 0̅ = 2 × 2̅, 0̅ = 4 × 3̅ 

olduğundan 

1̅~0̅, 2̅~0̅, 3̅~0̅ 

dir. Benzer düşünce ile  

3̅~1̅, 1̅~2̅, 3̅~2̅  

komşulukları vardır. Dolayısıyla 𝑃(𝑍4) power grafı; 

 

Şekil 3.2. 𝑃(𝑍4) power grafı 

şeklindedir. 
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3.1.9. Tanım 

Grafın her bir noktasının tam olarak bir kez kullanıldığı yola Hamilton yolu denir [30].  

Örnek 

 

Şekil 3.3. 𝐺 grafı  

Şekil 3.3 ile verilen 𝐺 grafı için 𝑢1𝑒1𝑢3𝑒2𝑢2𝑒4𝑢4 bir Hamilton yoludur. 

3.1.10. Tanım 

Bir grafın her bir noktasından geçen döngüye Hamilton döngüsü denir. Hamilton 

döngüsünde başlangıç ve bitiş noktası aynı olup diğer tüm noktalar birbirinden farklıdır [30].  

Örnek 

 

Şekil 3.4. 𝐺 grafı  
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Şekil 3.4 ile verilen 𝐺 grafı için 𝑢1𝑒1𝑢3𝑒3𝑢2𝑒2𝑢1 bir Hamilton döngüsüdür. 

3.1.11. Tanım 

Bir graf Hamilton döngüsü içeriyorsa bu grafa Hamilton grafı denir [30]. 

Örnek  

Şekil 2.8 ile verilen graflar bir Hamilton döngüsü içerdiğinden birer Hamilton grafıdır.  

3.1.1. Teorem 

𝑛 ≥ 3 olan bir tamsayı ise o zaman 𝑃(𝑍𝑛) power grafı Hamiltondur [2]. 

Örnek  

 

Şekil 3.5. 𝑃(𝑍1), 𝑃(𝑍2) ve 𝑃(𝑍3) power grafları 

Şekil 3.5 ile verilen şekillere bakıldığında 𝑛 = 1,2 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafı Hamilton değildir. 

Ama 𝑛 ≥ 3 için Hamilton olduğu görülür. 

3.1.2. Teorem  

𝐺, 𝑛 mertebeli  sonlu bir grup olsun. 𝑃(𝐺) power grafının 𝑚 kenarlarının sayısı 

𝑚 =
1

2
∙∑{2 ∙ ᴏ(𝑔) − ɸ(ᴏ(𝑔)) − 1}

𝑔∈𝐺

 

ile verilir. Burada ᴏ(𝑔), 𝑔’nin mertebesi demektir [2]. 
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3.1.1. Sonuç  

𝐺, 𝑛. mertebeden sonlu devirli bir grup olsun. O halde 𝑃(𝐺)’nin 𝑚 kenarlarının sayısı,  

𝑚 =
1

2
∙∑{2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1}

 𝑑∣𝑛

∙ ɸ(𝑑) 

dir. Burada 𝑑 ∣ 𝑛, 𝑑’nin 𝑛’yi tam bölmesi demektir [2]. 

3.1.3. Teorem  

𝐺, 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir graf olsun. Eğer  𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) ≤ 2 ise  

𝑊(𝐺) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 

dir [3]. 

3.1.4. Teorem 

𝐺, sonlu mertebeden bir grup ve bu grubun power grafı 𝑃(𝐺) olsun. 𝑃(𝐺) grafının tam 

olabilmesi için gerek ve yeter koşul 𝐺’nin mertebesi 1 veya 𝑝𝑘 olan bir devirli grup 

olmasıdır. Burada 𝑝 bir asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+’dır [2]. 
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4. POWER GRAFLARIN İNDEKSLERİ 

Bu kısımda, sonlu devirli grupların power graflarının indeksleri üzerine yeni teoremlere yer 

vereceğiz. Yani, burada 𝑚 kenarlı 𝑃(𝐺) power grafına karşılık gelen 𝑛 mertebeli (sonlu) ve 

devirli bir 𝐺 grubu üzerine yoğunlaşacağız. Sonlu mertebeden herhangi bir devirli grup 

(𝑍𝑛, +) devirli grubuna izomorf olduğundan yani, 𝐺 ≅ 𝑍𝑛 olacağından 𝐺 = (𝑍𝑛, +) 

alınmıştır. Bu bölümde öncelikle 𝑝, 𝑞 farklı asallar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı 

olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 durumlarına göre (𝑍𝑛, +) grubunun 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafı ele alınarak 𝑛,𝑚 ve Euler ɸ fonksiyon yardımıyla söz konusu power grafların 

indeks hesaplamaları üzerine yeni teoremler ispatlayacağız. Daha sonra ise genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ 

için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının, hangi durumlarda eşitlik ya da eşitsizlik olduğunu ortaya koyan, 

bazı indeks hesaplamaları üzerine yeni sonuçlar elde edeceğiz. 

4.1. Power Grafların Wiener ve Kenar-Wiener İndeksleri 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 nun farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar 

olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 ve 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için 𝑃(𝑍𝑛)  power grafının Wiener ve kenar-Wiener 

indeksleri üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power 

grafının Wiener indeksi için teoremler elde edilmiştir. Son olarak genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının Wiener indeksi için teoremler elde edilmiştir.  

Power grafların Wiener ve kenar-Wiener indeksleri ile gösterimi literatürde daha önce 

yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir. Bölüm 2’ 

de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Wiener indeksi, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 noktaları arasındaki en kısa uzaklıktır. Aynı 

şekilde bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının kenar-Wiener indeksi, 

𝑊(𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) = 𝑊𝑒(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)

{𝑒𝑖,𝑒𝑗}⊆𝑉(𝐿(𝑃(𝑍𝑛)))
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şeklinde tanımlı olup burada 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝑒𝑖 ve 𝑒𝑗 noktaları arasındaki en kısa uzaklıktır.  

4.1.1 Teorem  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde  

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ {

 1,    𝑢~𝑣
   2,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

   

dir. Burada ~ ve ≁  sırasıyla herhangi iki köşenin komşu olmasını ve komşu olmamasını 

ifade eder [9].   

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 

Ɽ = {{𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) | 𝑢 ile 𝑣 komşudur ⟺ 𝑢 ≠ 𝑣, ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ veya ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ dir. }  

kümesini tanımlayalım. {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑃(𝑍𝑛)’de iki durum vardır. Eğer 𝑢 ile 𝑣 

komşu değilse yani 𝑢 ≁ 𝑣 ise 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2’dir.  Diğer durumda 𝑢 ile 𝑣 komşudur yani  𝑢~𝑣 

olup 𝑑(𝑢, 𝑣) = 1’dir. Bu durumda aşağıda Ɽ’nin tanımını kullanacak olursak, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                      =
1

2
∙ ( ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣) +

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊈Ɽ

) 

                      =
1

2
∙ ∑ 1+

1

2
∙ ∑ 2
{𝑢,𝑣}⊈Ɽ{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

 

                      =
1

2
∙ ∑ {

 1, {𝑢, 𝑣} ⊆ Ɽ

 2, {𝑢, 𝑣} ⊈ Ɽ
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))
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𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ {

 1,    𝑢~𝑣
   2,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.1. Sonuç  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) 

dir [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛),  𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. Her 𝑢 ∈ 𝑉(𝑍𝑝𝑘) için, 𝑑𝑢 = 𝑝𝑘 − 1 olduğundan 

Ɽ𝑐 = {{𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛))| 𝑢 ≁ 𝑣 } = ∅ 

olur ve dolayısıyla 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ ∑ {

 1,    𝑢~𝑣
   2,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                        =
1

2
∙ ( ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣) +

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊈Ɽ

) 

                        =
1

2
∙ ( ∑ 1+

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆∅

) 
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𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ ∑ 1
{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

 

                         =
1

2
∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1) 

                         = (
𝑝𝑘

2
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.2. Sonuç  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. O halde, 

𝑚 = (
𝑝𝑘

2
) 

dir [9]. 

İspat 

𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere, 𝑛 = 𝑝𝑘 olduğundan Sonuç 4.1.1’den 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) 

olur. Buradan Teorem 3.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1) − 𝑚 

yazabiliriz. Dolayısıyla, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1) − 𝑚 
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eşitliği bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse, 

𝑚 = (
𝑝𝑘

2
) 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

4.1.2. Teorem  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) + ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍𝑛

) 

dir [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Bu power grafta  𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 2 dir. 

Dolayısıyla  Teorem 3.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 

eşitliği kullanabiliriz. Teorem 3.1.2’den 

𝑚 =
1

2
∙ ∑ (2 ∙ ᴏ(𝑔) − ɸ(ᴏ(𝑔)) − 1)

𝑔∈𝑍𝑛

 

olduğundan bu ifadeyi 𝑚’de yerine yazacak olursak, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 

                     = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙ ∑ (2 ∙ ᴏ(𝑔) − ɸ(ᴏ(𝑔)) − 1)

𝑔∈𝑍𝑛
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𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛2 − 𝑛 +
1

2
∙ ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔)) +

1

2
𝑔∈𝑍𝑛

∙ ∑ 1

𝑔∈𝑍𝑛

 

                     = 𝑛2 − 𝑛 +
𝑛

2
+
1

2
∙ ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍𝑛

 

                    = 𝑛2 −
𝑛

2
+
1

2
∙ ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍𝑛

 

                    =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) + ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍𝑛

) 

elde edilir ve dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

4.1.3. Sonuç  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑝 asal sayı olmak üzere, 𝑛 = 𝑝 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝)) = (
𝑝

2
) 

dir [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑝 asal sayı olmak üzere, 𝑛 = 𝑝 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Burada 

Teorem 4.1.2’de 𝑛 = 𝑝 alınacak olursa, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑝

2
) + ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍𝑝

) 

                       =
1

2
∙ (

2 ∙ 𝑝 ∙ (2 ∙ 𝑝 − 1)

2
+ ɸ(ᴏ(0̅))  + ɸ(ᴏ(1̅))

+ɸ(ᴏ(2̅)) + ⋯+ ɸ(ᴏ(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅))
) 
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                       −
1

2
∙ (2 ∙ ᴏ(0̅) + 2 ∙ ᴏ(1̅) + 2 ∙ ᴏ(1̅) + ⋯+ 2 ∙ ᴏ(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                       =
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝2 − 𝑝 − 1 + (ɸ(ᴏ(1̅)) + ⋯+ ɸ(ᴏ(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)))

−2 ∙ (ᴏ(1̅) + ⋯+ ᴏ(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅))
) 

bulunur. Burada Önerme 3.1.1’den ᴏ(1̅) = ⋯ = ᴏ(𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑝 olur. Dolayısıyla bu ifadeler 

üstteki son eşitlikte kullanılacak olursa,  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝)) =
1

2
∙ (2 ∙ 𝑝2 − 𝑝 − 1 + (𝑝 − 1) ∙ ɸ(𝑝) − 2 ∙ (𝑝 − 1) ∙ 𝑝)           

                       =
1

2
∙ (2 ∙ 𝑝2 − 𝑝 − 1 + (𝑝 − 1)2 − 2 ∙ 𝑝2 + 2 ∙ 𝑝) 

                       = (
𝑝

2
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.3. Teorem  

𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) +∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

) 

dir. Burada 𝑑, 𝑛’nin herhangi bir pozitif bölenidir. 𝑑  𝑛 ile 𝑑’nin 𝑛’yi bölmesini 

kastediyoruz [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Bu power grafta  𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 2’dir. 

Dolayısıyla  Teorem 3.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 
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eşitliği kullanabiliriz. Sonuç 3.1.1’den 

𝑚 =
1

2
∙∑(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑛

 

olduğundan bu ifadeyi 𝑚’de yerine yazacak olursak, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 

                     = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙∑(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑛

 

                     = 𝑛2 − 𝑛 +
1

2
∙∑ɸ(𝑑)2 +

1

2
∙∑ɸ(𝑑) −∑𝑑 ∙ ɸ(𝑑)

𝑑 𝑛𝑑 𝑛𝑑 𝑛

 

bulunur. Burada ∑ ɸ(𝒅)𝒅 𝒏 = 𝒏 olduğundan bu ifadeyi son eşitsizlikte yerine yazıp gerekli 

düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛2 −
𝑛

2
+
1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

 

                      =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) +∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

) 

elde edilir ve dolayısıyla ispat tamamlanmış olur. 

4.1.4. Sonuç  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asallar) köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑚 + 2 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

veya 
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𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

eşitlikleri sağlanır [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asallar) köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde 

Teorem 4.1.3’ten 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 yazarsak,  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞

2
) + ∑ ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑝∙𝑞

) 

                          =
1

2
∙ (𝑝 ∙ 𝑞 ∙ (2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 − 1) + ɸ(1) ∙ (ɸ(1) − 2 ∙ 1)) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) +

1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) 

                          =
1

2
∙ (𝑝2 ∙ 𝑞2 + 𝑝 ∙ 𝑞 − 2 ∙ 𝑝 − 2 ∙ 𝑞 + 2) 

                          = (
𝑝2 ∙ 𝑞2 − 𝑝 ∙ 𝑞

2
+ 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1) 

                          = ((
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞)) + 2 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞)                                                             (4.1) 

                          = (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

elde ederiz. Diğer taraftan; 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑝 ∙ 𝑞 ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) − 𝑚 = (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 
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olup buradan 

𝑚 = (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞)                                                                                                                  (4.2) 

elde edilir. Eş. 4.2’yi Eş. 4.1’de yerine yazarsak,  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑚 + 2 ɸ(𝑝 ∙ 𝑞)                                                                                                   (4.3)  

elde ederiz ve ispat tamamlanır.  

4.1.4. Teorem  

𝑃(𝑍𝑛),  𝑝 ile 𝑞 farklı asallar ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli 

bir power graf olsun. O halde,  

𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑊(𝑃(𝑍𝑛))} = (
𝑛 + 1

2
) 

ve 

𝑚𝑖𝑛{𝑊(𝑃(𝑍𝑛))} = (
𝑛

2
) 

dir [9].  

İspat  

Eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise Sonuç 4.1.1’den 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) 

dir ve dolayısıyla 

𝑚𝑖𝑛{𝑊(𝑃(𝑍𝑛))} = (
𝑛

2
) 
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dir. Eğer  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise Sonuç 4.1.4’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

ve dolayısıyla 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ (
𝑛

2
) + ɸ(𝑛) 

dir. Diğer taraftan  ∀𝑛 ∈ 𝑍+ için ɸ(𝑛) ≤ 𝑛 olduğundan 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ (
𝑛

2
) + ɸ(𝑛) 

                     ≤ (
𝑛

2
) + 𝑛 = (

𝑛 + 1

2
) 

bulunur ve dolayısıyla 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için 

𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑊(𝑃(𝑍𝑛))} = (
𝑛 + 1

2
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.5. Teorem  

𝑃(𝑍𝑛),  𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. O halde, 

𝑊𝑒(𝑃(𝑍𝑛)) = 3 ∙ ((
𝑛

3
) + 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) ∙ (

𝑛

4
)) 

dir [9]. 
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İspat 

𝑃(𝑍𝑛),  𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı için Sonuç 4.1.2’den 𝐸 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) = 𝑚 = (𝑝
𝑘 

2
) olduğunu 

biliyoruz. Diğer taraftan  ∀𝑢 ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) için 𝑑𝑢 = (𝑛 − 1)’dir. 

 

Şekil 4.1. 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı 

Şekil 4.1 ile verilen 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafının herhangi bir 𝑒𝑛 ̅ 𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ 𝐸 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 ))  kenarını 

inceleyelim. 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafının line grafı aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 4.2. 𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) grafı 
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Keyfi bir 𝑒𝑛 ̅ 𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ 𝐸 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) köşesini alıp bu köşenin komşuluklarını içeren 𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) 

grafı yukarı da verilmiştir. O halde keyfi bir  𝑒𝑛 ̅ 𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ 𝑉 (𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 ))) noktası ile komşu 

olan noktaların sayısı 2 ∙ (𝑛 − 2) olduğu açıktır. Diğer taraftan 𝑒𝑛 ̅ 𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ köşe noktası ile 

komşu olmayan noktaların sayısı ise (𝑚 − 1 − 2 ∙ (𝑛 − 2)) olur. Bu durum 

𝑉 (𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )))’nin her bir elemanı için yapılırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. Yani, 

𝑊𝑒(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑒, 𝑓)

{𝑒,𝑓}⊆𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘 

))

 

                      =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣 − 2)

𝑢𝑣=𝑒

 

                     +
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) . ((𝑚 − 1) − (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣 − 2)))

𝑢𝑣=𝑒

 

                     =
1

2
∙ ((

𝑛

2
) ∙ (2 ∙ (𝑛 − 2) + 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) ∙ ((

𝑛

2
) − 1 − 2(𝑛 − 2)))) 

                      =
𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 2)

2
 

                       +
𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

4
∙ 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) ∙ (

𝑛2 − 5 ∙ 𝑛 − 6

2
) 

                       = 3 ∙ (
𝑛

3
) +

𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 2) ∙ (𝑛 − 3)

8
 ∙ 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) 

                      = 3 ∙ ((
𝑛

3
) + 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍𝑛))) . (

𝑛

4
)) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 
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Örnek  

𝑃(𝑍8) power grafının kenar-Wiener indeks değerini bulalım. 𝑛 = 23 ve 

𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍8))) = 2 olduğundan,  

𝑊𝑒(𝑃(𝑍8)) = 3 ∙ ((
8

3
) + 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍8))) ∙ (

8

4
)) 

                       = 3 ∙ (
8 ∙ 7 ∙ 6

3 ∙ 2 ∙ 1
+ 2 ∙

8 ∙ 7 ∙ 6 ∙ 5

4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1
) 

                       = 588 

bulunur. 

4.1.5. Sonuç  

𝑃(𝑍𝑛),  𝑝 asal sayı ve 𝑘 pozitif tamsayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. O halde, 

𝑊𝑒 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘 − 1

2
) ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (

𝑝𝑘 − 1

2
) ∙ 𝑚 

dir [9]. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛) power grafı  𝑛 = 𝑝𝑘  (𝑘 ∈ 𝑍+)  mertebeli olduğundan Sonuç 4.1.2’den  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) = 𝑚 = (
𝑝𝑘 

2
) 

dir. Ayrıca, 

Durum 1. 𝑛 = 2,3 olsun. 
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Şekil 4.3. 𝑃(𝑍2) power grafı ve 𝐿(𝑃(𝑍2)) grafı 

 

Şekil 4.4. P(Z3) power grafı ve L(P(Z3)) grafı 

𝑊𝑒(𝑃(𝑍2)) = 0, (2−1
2
) = 0, 𝑊𝑒(𝑃(𝑍3)) = 𝑊(𝑃(𝑍3)), 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿(𝑃(𝑍3))) = 1 ve (3−1

2
) =

1 olduğundan eşitliğin sağlandığı basit bir şekilde görülür.  

Durum 2. 𝑛 ≠ 2,3 için, 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑡 ≤ 𝑛 = 𝑝𝑘  tamsayılar olmak üzere ∀𝑒𝑖 ∈ 𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) için 

bir tek 𝑒𝑗 ∈ 𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) vardır öyleki 𝑒𝑖 ≁ 𝑒𝑗 dir. Ayrıca 𝑒𝑖~𝑒𝑡 ve 𝑒𝑡~𝑒𝑗 dir. Bu ise 𝑒𝑖 ile 𝑒𝑡 

arasında en kısa bir adet yolun ve aynı şekilde 𝑒𝑡 ile 𝑒𝑗 arasında en kısa birer adet yolun 

olduğu anlamına gelir. Yani 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑡) = 𝑑(𝑒𝑡, 𝑒𝑗) = 1 bulunur.  
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Şekil 4.5. 𝐺 grafı 

Şekil 4.5 ile verilen 𝐺 grafından anlaşılacağı üzere 𝑑(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 2 bulunur. Bu bütün kenarlar 

için yapılırsa, 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 ))) = 2 bulunur. O halde, 

𝑊𝑒 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 3 ∙ ((
𝑝𝑘

3
) + 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 ))) ∙ (

𝑝𝑘

4
)) 

                         = 3 ∙ ((
𝑝𝑘

3
) + 2 ∙ (

𝑝𝑘

4
)) 

                        =
1

2
∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1) ∙ ((𝑝𝑘 − 2) + (

(𝑝𝑘 − 2) ∙ (𝑝𝑘 − 3)

2
)) 

                        = (
𝑝𝑘

2
) ∙ (𝑝𝑘 − 2) ∙ (1 +

(𝑝𝑘 − 3)

2
) 

                         = 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) ∙ (
(𝑝𝑘 − 1) ∙ (𝑝𝑘 − 2)

2
) 

                          = (
𝑝𝑘 − 1

2
) ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.6. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 
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𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) +

(1 − 𝑝2∙𝑘)

2
+
(1 − 𝑞2∙𝑟)

2
 

                     +
(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

2
∙ (
1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

dir [44].  

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟’nin Wiener indeksi; burada öncelikle 

𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 değerinin bütün pozititif bölenlerini bulalım. O halde 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟’nin bütün 

pozitif bölenleri, 

{1, 𝑝, 𝑝2, 𝑝3, ⋯ , 𝑝𝑘}, 

{𝑞, 𝑞2, 𝑞3, ⋯ , 𝑞𝑟}, 

{𝑝 ∙ 𝑞, 𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑝 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑝2 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝2 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑝3 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝3 ∙ 𝑞𝑟}, 

⋮                 ⋮            ⋮                    ⋮ 

{𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟} 

bulunur. Bu bilgiler doğrultusunda Teorem 4.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) + ∑ ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

) 

                             =
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) +

1

2
∙ ɸ(1) ∙ (ɸ(1) − 2 ∙ 1) +

1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) 
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                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ (ɸ(𝑝2) − 2 ∙ 𝑝2) +

1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ (ɸ(𝑝3) − 2 ∙ 𝑝3) +⋯+ 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) − 2 ∙ 𝑝𝑘) +

1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑞2) ∙ (ɸ(𝑞2) − 2 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑞3) ∙ (ɸ(𝑞3) − 2 ∙ 𝑞3) + ⋯+

1

2
∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑞𝑟) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞2) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞3) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞3) 

                             +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞𝑟) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞2) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞3) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞3) 

                             +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝2 ∙ 𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞𝑟) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞2) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞3) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞3) 

                             +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝3 ∙ 𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞𝑟) 

                              +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞) 

                              +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞2) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞2) 

                              +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞3) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞3) 

                              +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) 
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𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) −

1

2
+
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) 

                            +
1

2
∙ 𝑝 ∙ ɸ(𝑝) ∙ (𝑝 ∙ ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝2) 

                            +
1

2
∙ 𝑝2 ∙ ɸ(𝑝) ∙ (𝑝2 ∙ ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝3) 

                            +⋯+
1

2
∙ 𝑝𝑘−1 ∙ ɸ(𝑝) ∙ (𝑝𝑘−1 ∙ ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝𝑘) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) +

1

2
∙ 𝑞 ∙ ɸ(𝑞) ∙ (𝑞 ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ 𝑞2 ∙ ɸ(𝑞) ∙ (𝑞2 ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞3) 

                             +⋯+
1

2
∙ 𝑞𝑟−1 ∙ ɸ(𝑞) ∙ (𝑞𝑟−1 ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞𝑟) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞2) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞2) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞3) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞3) + ⋯+ 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞𝑟) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞2) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞2) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞3) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞3) + ⋯+ 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞𝑟) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞2) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞2) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞3) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞3) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞𝑟) +⋯+ 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞) + 
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                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞2) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞2) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞2) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞3) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞3) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞3) + ⋯+ 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞𝑟) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) −

1

2
 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) ∙ (𝑝0 + 𝑝2 + 𝑝4 +⋯+ 𝑝2∙(𝑘−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) ∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝2) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝3) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝3 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +⋯+
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            

=
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) −

1

2
+
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝)

∙ (𝑝0 + 𝑝2 + 𝑝4 +⋯+ 𝑝2∙(𝑘−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) ∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

                            +
1

2
∙ 𝑝2 ∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 
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                           +
1

2
∙ 𝑝4 ∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) 

                             ∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) + ⋯+ 

                            
1

2
∙ 𝑝2∙(𝑘−1) ∙ ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) 

                           ∙ (𝑞0 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2∙(𝑟−1)) 

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
((2∙𝑛

2
) − 1)

2
+
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) ∙ (∑𝑝2∙𝑖

𝑘−1

𝑖=0

) 

                     +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) ∙ (∑𝑞2∙𝑖

𝑟−1

𝑖=0

) 

                     +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (∑𝑝2∙𝑖

𝑘−1

𝑖=0

) ∙ (∑𝑞2∙𝑖
𝑟−1

𝑖=0

) 

                    =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) +

1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) ∙ (∑(𝑝2)𝑖−1

𝑘

𝑖=1

) 

                    +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) ∙ (∑(𝑞2)𝑖−1

𝑟

𝑖=1

) 

                   +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (∑(𝑝2)𝑖−1

𝑘

𝑖=1

) ∙ (∑(𝑞2)𝑖−1
𝑟

𝑖=1

) 

olur. Burada, 

∑𝑘𝑡−1
𝑛

𝑡=1

=
1 − 𝑘𝑛

1 − 𝑘
, 𝑘 ≠ 1 

eşitliğini kullanacak olursak, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
((2∙𝑛

2
) − 1)

2
+
1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝) − 2 ∙ 𝑝) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 − 𝑝2
) 



58 

 

                      +
1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑞) − 2 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 − 𝑞2
) 

                      +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 − 𝑝2
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 − 𝑞2
) 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =  
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) −

1

2
∙ ɸ(𝑝) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 − 𝑝
) −

1

2
∙ ɸ(𝑞) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 − 𝑞
) 

                      +
1

2
∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 − 𝑝2
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 − 𝑞2
) 

                      =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) +

(1 − 𝑝2∙𝑘)

2
+
(1 − 𝑞2∙𝑟)

2
 

                      +
(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

2
∙ (
1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.6. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asallar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞  mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf 

olsun. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

dir. 

İspat 

Teorem 4.1.6’daki  

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) +

(1 − 𝑝2∙𝑘)

2
+
(1 − 𝑞2∙𝑟)

2
 

                     +
(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

2
∙ (
1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 
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denkleminde 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve  𝑘 = 𝑟 = 1 alınıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞

2
) − 1) +

(1 − 𝑝2)

2
+
(1 − 𝑞2)

2
 

                          +
(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞)

2
∙ (
1 − 𝑝2

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2

1 + 𝑞
) 

                          = 𝑝2 ∙ 𝑞2 −
𝑝 ∙ 𝑞

2
−
1

2
+
(1 − 𝑞2)

2
+
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (1 − 𝑝)

∙ (1 − 𝑞) 

                          = (
𝑝2 ∙ 𝑞2 + 𝑝 ∙ 𝑞

2
) − 𝑝 − 𝑞 + 1 

                         = (
𝑝2 ∙ 𝑞2 − 𝑝 ∙ 𝑞

2
) + 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 

                         = (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.1.1. Not 

Sonuç 4.1.6 daha önce bulduğumuz  Sonuç 4.1.4 ile çakıştı. Fakat bu sonuç farklı bir yolla 

elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍21∙32) = 𝑃(𝑍18) power grafının Wiener indeksini Teorem 4.1.2’yi kullanarak 

hesaplayalım. O halde, 

𝑊(𝑃(𝑍18)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 18

2
) + ∑ (ɸ(ᴏ(𝑔)) − 2 ∙ ᴏ(𝑔))

𝑔∈𝑍18

) 

  =
1

2
∙ (18 ∙ 35 + (ɸ(ᴏ(0̅)) − 2 ∙ ᴏ(0̅)) + (ɸ(ᴏ(1̅)) − 2 ∙ ᴏ(1̅))) 
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                        +
1

2
∙ (ɸ(ᴏ(2̅)) − 2 ∙ ᴏ(2̅) + (ɸ(ᴏ(3̅)) − 2 ∙ ᴏ(3̅))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(4̅)) − 2 ∙ ᴏ(4̅)) + (ɸ (ᴏ(5̅)) − 2 ∙ ᴏ(5̅))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(6̅)) − 2 ∙ ᴏ(6̅)) + (ɸ(ᴏ(7̅)) − 2 ∙ ᴏ(7̅))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(8̅)) − 2 ∙ ᴏ(8̅)) + (ɸ(ᴏ(9̅)) − 2 ∙ ᴏ(9̅))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(10̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(10̅̅̅̅ )) + (ɸ(ᴏ(11̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(11̅̅̅̅ ))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(12̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(12̅̅̅̅ )) + (ɸ(ᴏ(13̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(13̅̅̅̅ ))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(14̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(14̅̅̅̅ )) + (ɸ(ᴏ(15̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(15̅̅̅̅ ))) 

                        +
1

2
∙ ((ɸ(ᴏ(16̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(16̅̅̅̅ )) + (ɸ(ᴏ(17̅̅̅̅ )) − 2 ∙ ᴏ(17̅̅̅̅ ))) 

bulunur. Burada 𝑍18’in elemanlarının mertebelerini bulacak olursak; 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅ = 18̅̅̅̅ , 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ }, 

𝑎̅ ∈ 𝑍18 için  

o(𝑎̅) =
𝑛

𝑜𝑏𝑒𝑏(𝑎, 𝑛)
 

olmak üzere, 

o(0̅ = 18̅̅̅̅ ) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(18,18)
= 1, ᴏ(1̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(1,18)
= 18, ᴏ(2̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(2,18)
= 9 

ᴏ(3̅) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(3,18)
= 6, ᴏ(4̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(4,18)
= 9, ᴏ(5̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(5,18)
= 18  

ᴏ(6̅) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(6,18)
= 3, ᴏ(7̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(7,18)
= 18, ᴏ(8̅) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(8,18)
= 9 
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ᴏ(9̅) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(9,18)
= 2, ᴏ(10̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(10,18)
= 9, ᴏ(11̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(11,18)
= 18 

ᴏ(12̅̅̅̅ ) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(12,18)
= 3, ᴏ(13̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(13,18)
= 18, ᴏ(14̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(14,18)
= 9  

ᴏ(15̅̅̅̅ ) =
18

𝑜𝑏𝑒𝑏(15,18)
= 6, ᴏ(16̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(16,18)
= 9, ᴏ(17̅̅̅̅ ) =

18

𝑜𝑏𝑒𝑏(17,18)
= 18 

ᴏ(0̅) = 1, ᴏ(1̅) = ᴏ(5̅) = ᴏ(7̅) = ᴏ(11̅̅̅̅ ) = ᴏ(13̅̅̅̅ ) = ᴏ(17̅̅̅̅ ) = 18, ᴏ(2̅) = ᴏ(4̅) = 9 

ᴏ(8̅) = ᴏ(10̅̅̅̅ ) = ᴏ(14̅̅̅̅ ) = ᴏ(16̅̅̅̅ ) = 9, ᴏ(15̅̅̅̅ ) = ᴏ(3̅) = 6, ᴏ(6̅) = ᴏ(12̅̅̅̅ ) = 3, ᴏ(9̅) = 2  

bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑊(𝑃(𝑍18)) =
1

2
∙

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

18 ∙ 35 + (ɸ(1) − 2 ∙ 1) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(6) − 2 ∙ 6) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18)

+(ɸ(3) − 2 ∙ 3) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(2) − 2 ∙ 2) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18)

+(ɸ(3) − 2 ∙ 3) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(6) − 2 ∙ 6) + (ɸ(9) − 2 ∙ 9) + (ɸ(18) − 2 ∙ 18)

+18 ∙ 35 + (ɸ(1) − 2 ∙ 1) + (ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18)

+(ɸ(32) − 2 ∙ 9) + (ɸ(2 ∙ 3) − 2 ∙ 6) + (ɸ(32) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18) + (ɸ(3) − 2 ∙ 3) + (ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18)

+(ɸ(32) − 2 ∙ 9) + (ɸ(2) − 2 ∙ 2) + (ɸ(32) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18) + (ɸ(3) − 2 ∙ 3) + (ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18)

+(ɸ(32) − 2 ∙ 9) + (ɸ(2 ∙ 3) − 2 ∙ 6) + (ɸ(32) − 2 ∙ 9)

+(ɸ(2 ∙ 32) − 2 ∙ 18) )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                         =
1

2
∙

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

630 + (1 − 2) + (2 ∙ 32 ∙ (1 −
1

2
) ∙ (1 −

1

3
) − 36)

+(32 ∙ (1 −
1

3
) − 18) + (2 ∙ 3 ∙ (1 −

1

2
) ∙ (1 −

1

3
) − 12)

+ (32 ∙ (1 −
1

3
) − 18) + (2 ∙ 32 ∙ (1 −

1

2
) ∙ (1 −

1

3
) − 36)

+(3 ∙ (1 −
1

3
) − 6) + (2 ∙ 32 ∙ (1 −

1

2
) ∙ (1 −

1

3
) − 36)

+(32 ∙ (1 −
1

3
) − 18) + (2 ∙ (1 −

1

2
) − 4)

+ (32 ∙ (1 −
1

3
) − 18) + (2 ∙ 32 ∙ (1 −

1

2
) ∙ (1 −

1

3
) − 36))
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𝑊(𝑃(𝑍18)) =
1

2
∙

(

 
 

630 − 1 + (6 − 36) + (6 − 18) + (2 − 12)

+(6 − 18) + (6 − 36) + (2 − 6) + (6 − 36)
(6 − 18) + (1 − 4) + (6 − 18) + (6 − 36)

+(2 − 6) + (6 − 36) + (6 − 18) + (2 − 12)
(6 − 18) + (6 − 36) )

 
 
=
346

2
= 173 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının Wiener indeksini Teorem 4.1.6’yı 

kullanarak hesaplayalım. Yani; 

𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 ve 𝑛 = 2 ∙ 32 olmak üzere 

𝑊(𝑃(𝑍18)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 18

2
) − 1) +

(1 − 22)

2
+
(1 − 34)

2
 

                       +
1

2
∙ (ɸ(2 ∙ 3) − 2 ∙ 2 ∙ 3) ∙ (

1 − 22

1 + 2
) ∙ (

1 − 34

1 + 3
) 

                       =
1

2
∙ (18 ∙ 35 − 1) −

3

2
− 40 +

1

2
∙ (−10) ∙ 20 

                       =
629

2
−
3

2
− 40 − 100 

                       =
346

2
 

                       = 173 

elde edilir. 

4.1.7. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere  𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde 

𝑛 ∙ (𝛿 −
𝑛 − 1

2
) ≤ 𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 −

𝛿

2
− 1) 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 
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𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere  𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Burada ‘‘Diaz-

Metcalf’’ eşitsizliğini kullanacak olursak; 

𝑎𝑖 = 1,  𝑏𝑖 = 𝑑𝑖̅, 𝑟 = 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)), 𝑅 = (𝑛 − 1) olmak üzere 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ 1 ≤ 𝑑𝑖̅ ≤ (𝑛 − 1) ∙ 1    

olduğundan o halde, 

∑𝑑𝑖̅
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ (𝑛 − 1) ∙∑1

𝑛

𝑖=1

≤ (𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) + (𝑛 − 1)) ∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

∑ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛))
2

𝑛

𝑖=1

≤∑𝑑𝑖̅
2

𝑛

𝑖=1

 

ifadesi son eşitsizlikte kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa; 

∑𝑑𝑖̅
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ≤ (𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) + (𝑛 − 1)) ∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

bulunur. Buradan, 

∑ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛))
2
+ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 =

𝑛

𝑖=1

𝑛 ∙ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛))
2
+ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 

                                                                            = 𝑛 ∙ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ (𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) + 𝑛 − 1) 
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                                               ≤ (𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) + (𝑛 − 1)) ∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

olacağından, 

−
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ≥ −

1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir ve bu eşitsizlik Teorem 3.1.3’te kullanılıp ‘‘𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝛿’’ alınırsa ; 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 −
𝛿

2
− 1) 

elde edilir. Diğer taraftan Tanım 2.2.4’ten  

𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

 

olduğundan bu 𝑚 değeri Teorem 3.1.3’te yerine yazılacak olursa, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. Ayrıca 𝛿 ≤ 𝑑𝑖̅ ≤ (𝑛 − 1) ifadesini aşağıdaki eşitsizlikte kullanacak 

olursak, ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

                     ≥ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −
𝑛

2
∙ (𝑛 − 1) 
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                     = 𝑛 ∙ 𝑑1̅ −
𝑛

2
∙ (𝑛 − 1) 

                     ≥ 𝑛 ∙ 𝛿 −
𝑛

2
∙ (𝑛 − 1) 

                    = 𝑛 ∙ (𝛿 −
𝑛 − 1

2
) 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 ∙ (𝛿 −
𝑛 − 1

2
) = 𝑛 ∙ (𝑛 −

𝛿

2
− 1) 

olup burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

2 ∙ 𝛿 − 𝑛 + 1 = 2 ∙ 𝑛 − 𝛿 − 2 

3 ∙ 𝛿 = 3 ∙ 𝑛 − 3 

𝑛 = 𝛿 + 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.2. Power Grafların Hiper-Wiener İndeksi 

Bu bölümde, amacımız 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞, 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 ve 𝑛 ∈ 𝑍+ için  𝑃(𝑍𝑛) power grafının hiper-Wiener 

indeksi üzerinde teoremler vermektir. Bu bölümdeki çalışmamızda, öncelikle  𝑝 ve 𝑞 farklı 
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asal sayılar olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 ve 𝑛 = 𝑝. 𝑞 değerlerine karşılık gelen yönlendirilmemiş 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının hiper-Wiener indeksini bulup belirli koşullar altında bu power grafının 

Hamilton olduğunu gösteriyoruz. Daha sonra da 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafının hiper-Wiener indeksi bulunmuştur. Son olarakta genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafının hiper-Wiener indeks üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların 

hiper-Wiener indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından 

özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir. 

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının hiper-Wiener indeksi, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 noktaları arasındaki en kısa uzaklıktır. 

4.2.1. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ ve 𝑃(𝑍𝑛) power graf olsun. O halde  

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

   

dir. Burada ~ ve ≁   sırasıyla herhangi iki köşenin komşu olmasını ve komşu olmadığını 

ifade eder [14].  

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ ve 𝑃(𝑍𝑛) power graf olmak üzere, 

Ɽ = {{𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) | 𝑢 ile 𝑣 komşudur ⟺ 𝑢 ≠ 𝑣, ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ veya ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ dir. }  

şeklinde bir küme tanımlayalım. O halde, 
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𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

olmak üzere herhangi bir {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) köşeleri ya komşudur yada komşu değildir. 

Dolayısıyla  

𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) = Ɽ ∪ Ɽ𝑐 

şeklinden yazabiliriz. Bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ∪Ɽ𝑐

∙ (1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) 

                         =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

∙ (1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) +
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ𝑐

∙ (1 + 𝑑(𝑢, 𝑣)) 

                         =
1

2
∙ ( ∑ 2

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

+ ∑ 6
{𝑢,𝑣}⊆Ɽ𝑐

) 

                          = ∑ {
 1, {𝑢, 𝑣} ⊆ Ɽ

 3, {𝑢, 𝑣} ⊈ Ɽ
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) 

 

bulunur. Burada Ɽ’nin tanımı gereğince,  

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) 

 

bulunur ve dolayısıyla ispat tamamlanır. 

4.2.2. Teorem 

𝑝 ve 𝑞 farklı asallar ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. 𝑛. mertebeden 𝑚 kenarlı 𝑃(𝑍𝑛) power grafı için,  

eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 
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𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) 

ve eğer 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) + 4 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

dir [14]. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asallar ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. O halde hiper-Wiener indeks tanımı kullanılacak 

olursa, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

+
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                         = 𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

2
∙ ∑ 𝑑2(𝑢, 𝑣)

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                          =
1

2
∙ ( ∑ 1

𝑑(𝑢,𝑣)=1

+ ∑ 2

𝑑(𝑢,𝑣)=2

) +
1

2
∙ ( ∑ 1

𝑑2(𝑢,𝑣)=1

+ ∑ 4

𝑑2(𝑢,𝑣)=4

) 

                          =
1

2
∙∑(𝑑𝑖̅ + 2 ∙ (𝑛 − 1 − 𝑑𝑖̅))

𝑛

𝑖=1

+ 
1

2
∙∑(𝑑𝑖̅ + 4 ∙ (𝑛 − 1 − 𝑑𝑖̅))

𝑛

𝑖=1

 

                          =
6 ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

2
− 2 ∙∑ 𝑑𝑖 ̅

𝑛

𝑖=1

 

                          = 6 ∙ (
𝑛

2
) − 4 ∙ 𝑚                                                                                                  (4.4) 

bulunur. Sonuç 4.1.2’den 𝑛 = 𝑝𝑘 için  𝑚 = (𝑛
2
) ve Sonuç 4.1.4’ten 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için  
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𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (
𝑛

2
) + ɸ(𝑛) = 2 ∙ ɸ(𝑛) + 𝑚 

olduğunu biliyoruz. Burada 𝑛 = 𝑝𝑘 için kenar sayısı yerine yazılacak olursa, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ (
𝑝𝑘

2
) = 2 ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) 

ve  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için kenar sayısı yerine yazılacak olursa, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 6 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − 4 ∙ 𝑚 

                              = 6 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) − 4 ∙ ((

𝑝 ∙ 𝑞 

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 )) 

                              = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) + 4 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

4.2.3. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛))  = 2 ∙ (1 − 𝑝2∙𝑘) + 2 ∙ (1 − 𝑞2∙𝑟) + 2 ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (
1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
)

∙ (
1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) + (3 ∙ 𝑛 + 2)  ∙ (𝑛 − 1) 

dir [44]. 
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İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ve 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟’nin hiper-Wiener indeksi; Teorem 

4.2.2’deki Eş. 4.4’ü kullanacak olursak, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) − 4 ∙ 𝑚 

bulunur. Diğer taraftan Sonuç 3.1.1’den 

𝑚 =
1

2
∙∑(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑛

 

olduğundan bu ifadeyi 𝑚’de yerine yazacak olursak, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) − 2 ∙ ∑ (2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

 

                                 = 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) − 2 ∙ ∑  

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑)) ∙ ɸ(𝑑) + 2 ∙ ∑ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

 

                                 = 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) + 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 + 2 ∙ ∑  

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)   (4.5) 

bulunur ve Teorem 4.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) + ∑ ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

) 

                              =
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) +

1

2
∙ ∑ ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟
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olacağından bu denklemi düzenleyecek olursak, 

2 ∙ ∑ ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑝𝑘∙𝑞𝑟

= 4 ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) − 2 ∙ (
2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
)                      (4.6) 

elde edilir. Eş. 4.6’yı Eş. 4.5’te yerine yazacak olursak, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) + 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 + 4 ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) − 2 ∙ (

2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) 

                                  = 4 ∙ 𝑊 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) + 6 ∙ (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) − 2 ∙ (

2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) 

                                 +2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟                                                                                                     (4.7) 

bulunur. Teorem 4.1.6’daki denklemi Eş. 4.7’de yerine yazacak olursak, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 2 ∙ ((
2 ∙ 𝑛

2
) − 1) + 2 ∙ (1 − 𝑝2∙𝑘) + 2 ∙ (1 − 𝑞2∙𝑟) + 6 ∙ (

𝑛

2
) 

                                 −2 ∙ (
2 ∙ 𝑛

2
) + 2 ∙ 𝑛 + 2 ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

                                 = 2 ∙ (1 − 𝑝2∙𝑘) + 2 ∙ (1 − 𝑞2∙𝑟) + (3 ∙ 𝑛 + 2)  ∙ (𝑛 − 1) 

                                 +2 ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (
1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.2.1. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asallar, 𝑃(𝑍𝑛) 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + 4 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

dir. 
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İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asallar) mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Teorem 

4.2.3’te 𝑘 = 𝑟 = 1 alınacak olursa; 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 2 ∙ (1 − 𝑝2) + 2 ∙ (1 − 𝑞2) + (3 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 2)  ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) 

                              +2 ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (
1 − 𝑝2

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2

1 + 𝑞
) 

                               = 2 ∙ (1 − 𝑝2) + 2 ∙ (1 − 𝑞2)  + (3 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 2)  ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) 

                              +2 ∙ ((𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (1 − 𝑝) ∙ (1 − 𝑞) 

                               = 2 − 2 ∙ 𝑝2 + 2 − 2 ∙ 𝑞2 − 2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞2 + 4 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 2 ∙ 𝑝2 

                              +2 ∙ 𝑞2 − 4 ∙ 𝑝 − 4 ∙ 𝑞 + 2 + 3 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞2 − 3 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 − 2 

                              = 𝑝2 ∙ 𝑞2 + 3 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 − 4 ∙ 𝑝 − 4 ∙ 𝑞 + 4 

                              =
2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)

2
+ 4 ∙ (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) 

                              = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) + 4 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.2.1. Not 

Sonuç 4.2.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.2.2’deki 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞’ya karşılık gelen eşitlik ile 

çakıştı. Fakat bu sonuç farklı bir yolla elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍18) power grafının hiper-Wiener indeksini Teorem 4.2.1’i kullanarak hesaplayalım. 

Dolayısıyla Teorem 4.2.1’den 
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𝑊𝑊(𝑃(𝑍18)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍18))

 

olduğunu biliyoruz. Şimdi 𝑃(𝑍18) power grafında ki bütün noktaların komşuluklarını 

bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ } , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 
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0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ ,  

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ ,  

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ ,  

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,   

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅ , 

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  
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16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ , 

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  

 

12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,   

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

bulunur. Burada ki bilgiler doğrultusunda 𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18’deki her elemanın sırasıyla, 

komşu olduğu noktarının sayısı ile “1” i ve komşu olmadığı noktalarının sayısı ile “3”ü 

çarparak toplayacak olursak yani, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍18)) = ∑ {
 1,    𝑢~𝑣
   3,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍18))

 

                           = 7 ∙ (17 ∙ 1 + 0 ∙ 3) + 6 ∙ (14 ∙ 1 + 3 ∙ 3) + 2 ∙ (11 ∙ 1 + 6 ∙ 3) 

                           +2 ∙ (16 ∙ 1 + 1 ∙ 3) + (9 ∙ 1 + 8 ∙ 3) 

                           = 119 + 138 + 58 + 38 + 33 

                           = 386 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının hiper-Wiener indeksini Teorem 4.2.3’ü 

kullanarak hesaplayalım. Dolayısıyla Teorem 4.2.3’ten 𝑛 = 2 ∙ 32 olmak üzere 𝑝 = 2, 𝑞 =

3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olacağından bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍18)) = 2 ∙ (1 − 22) + 2 ∙ (1 − 34) + (3 ∙ 18 + 2)  ∙ (18 − 1) 
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                           +2 ∙ (ɸ(2 ∙ 3) − 2 ∙ 2 ∙ 3) ∙ (
1 − 22

1 + 2
) ∙ (

1 − 34

1 + 3
) 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍18)) = −2 ∙ 3 − 2 ∙ 80 + 2 ∙ (2 − 12) ∙ (−1) ∙ (−20) + 56 ∙ 17 

                          = −6 − 160 − 400 + 952 

                          = 386 

elde edilir. 

4.2.4. Teorem  

𝐺 devirli bir grup olsun. 𝑒 ∈ 𝐺 birim eleman olmak üzere herhangi bir 𝑒 ≠ 𝑎 ∈ 𝐺 alalım. 

Eğer  𝑎~𝑏 olacak şekilde 𝑒 ≠ 𝑏 ∈ 𝐺 varsa 𝛿(𝑃(𝐺)) ≥ 2 dir [14]. 

İspat 

𝐺 devirli bir grup ve 𝑒 ∈ 𝐺 birim eleman olsun. 𝑃(𝐺) power grafının tanımı gereği ∀𝑢 ∈ 𝐺 

için  𝑢~𝑒 olduğundan 𝑑(𝑢, 𝑒) = 1 olur. Ayrıca hipotezden dolayı kabul edelim ki herhangi 

bir 𝑢 ∈ 𝐺 için 𝑢~𝑏 olacak şekilde 𝑒 ≠ 𝑏 ∈ 𝐺 olsun. Bu bize 𝑢 ∈ 𝐺’nin hem 𝑒 ∈ 𝐺 ile hem 

de 𝑏 ∈ 𝐺 ile arasında farklı bir yollar olduğunu gösterir. Bu da  

𝑚𝑖𝑛{𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝐺))| 𝑑𝑢} ≥ 2  

olduğunu gösterir. O halde 𝛿(𝑃(𝐺))’nin tanımı gereği 

𝛿(𝑃(𝐺)) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝐺))| 𝑑𝑢} ≥ 2  

olacağından istenen elde edilmiş olur ve ispat tamamlanır. 

4.2.2. Sonuç  

(𝑍𝑛, +) devirli grup olmak üzere, eğer  𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ≥ 2  ise  𝑃(𝑍𝑛) power grafı Hamiltondur 

[14]. 
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İspat 

Kabul edelim ki 𝛿(𝑃(𝑍𝑛)) ≥ 2  olsun.  O halde bu bize 𝑛 ≥ 3 olduğunu gösterir. Diğer 

taraftan Teorem 3.1.1 kullanılacak olursa 𝑃(𝑍𝑛) power grafın Hamilton olduğu görülür ve 

böylece ispat tamamlanır. 

4.2.5. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

4 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 − 6 ∙ (
𝑛

2
) ≤ 𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 6 ∙ (

𝑛

2
) − 2 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power grafı olsun. O halde Teorem 3.1.3’ten 

dolayı 𝑚 kenar sayısı, 

𝑚 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

olacağından bu 𝑚 kenar sayısı Teorem 4.2.2’deki Eş. 4.4’te yerine yazılacak olursa; 

𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 6 ∙ (
𝑛

2
) − 4 ∙ 𝑚 

                          = 6 ∙ (
𝑛

2
) − 4 ∙ (𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛))) 

                          = 6 ∙ (
𝑛

2
) − 8 ∙ (

𝑛

2
) + 4 ∙ 𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

                          = 4 ∙ 𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) − 2 ∙ (
𝑛

2
) 
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bulunur ve buradan, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4
∙ (𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) + 2 ∙ (

𝑛

2
)) 

elde edilir. Son eşitlik Teorem 4.1.7’de yerine yazılırsa, 

𝑛 ∙ (𝛿 −
𝑛 − 1

2
) ≤

1

4
∙ (𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) + 2 ∙ (

𝑛

2
)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 −

𝛿

2
− 1)  

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa,  

4 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 − 6 ∙ (
𝑛

2
) ≤ 𝑊𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 6 ∙ (

𝑛

2
) − 2 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

4 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 − 6 ∙ (
𝑛

2
) = 6 ∙ (

𝑛

2
) − 2 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılacak olursa; 

6 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 = 12 ∙ (
𝑛

2
) 

𝑛 ∙ 𝛿 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+ için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 
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4.3. Power Grafların Harary İndeksi 

Bu bölümde amacımız, 𝑝 ile 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞, 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 ve genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Harary 

indeksi üzerinde ana sonuçlarımızı vermektir. Bu çalışmalarda öncelikle  𝑝 ve 𝑞 farklı asal 

sayılar olmak üzere 𝑝𝑘, 𝑝. 𝑞 ve 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 değerlerine karşılık gelen yönlendirilmemiş 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafının Harary indeksi ile ilgili teoremler elde edilmiştir. Son olarakta genel bir 𝑛 ∈

𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Harary indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power 

grafların Harary indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim 

olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir. 

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Harary indeksi, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 noktaları arasındaki en kısa uzaklıktır. 

4.3.1. Teorem  

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
1 ,    𝑢~𝑣

   
1

2
 ,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

dir. Burada ~ ve ≁ sırasıyla herhangi iki köşenin komşu olmasını ve komşu olmamasını 

ifade eder.   

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 

Ɽ = {{𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) | 𝑢 ile 𝑣 komşudur ⟺ 𝑢 ≠ 𝑣, ⟨𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑣⟩ veya ⟨𝑣⟩ ⊆ ⟨𝑢⟩ dir. }  
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kümesini tanımlayalım. {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑃(𝑍𝑛)’de iki durum vardır. Eğer 𝑢 ile 𝑣 

komşu değilse yani 𝑢 ≁ 𝑣 ise 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2’dir.  Diğer durumda 𝑢 ile 𝑣 komşudur yani  𝑢~𝑣 

olup 𝑑(𝑢, 𝑣) = 1’dir. Bu durumda aşağıda Ɽ’nin tanımını kullanacak olursak, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

    

                     = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
+

{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊈Ɽ

 

                    = ∑ 1 + ∑
1

2
{𝑢,𝑣}⊈Ɽ{𝑢,𝑣}⊆Ɽ

 

                    =
1

2
∙ ∑ {

2 , {𝑢, 𝑣} ⊆ Ɽ

 1 , {𝑢, 𝑣} ⊈ Ɽ
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

bulunur.  Dolayısıyla  

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ {
1 ,    𝑢~𝑣

   
1

2
 ,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.3.2. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 pozitif bir tamsayı olsun. O halde 𝑛 mertebeden ve 𝑚 kenarlı  

𝑃(𝑍𝑛) power grafı için, eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ (
𝑝𝑘

2
) 

ve eğer 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise  

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 
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dir [14].  

İspat  

𝑝, 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 pozitif bir tamsayı olsun. 𝑛 mertebeden ve 𝑚 kenarlı  𝑃(𝑍𝑛) 

power grafı için, Harary indeks tanımı ve gerekli bilgiler kullanılacak olursa; 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

    

                     =

(

 ∑ 1
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=1

+ ∑
1

2
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=
1
2 )

  

                     = ∑(𝑑𝑖̅ +
1

2
∙ (𝑛 − 1 − 𝑑𝑖̅))

𝑛

𝑖=1

 

                    = (
𝑛

2
) +

1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

                    = (
𝑛

2
) + 𝑚 

elde edilir. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise Sonuç 4.1.1’den 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) 

olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan Teorem 3.1.3’ten 

𝑊(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1) − 𝑚 

dir. Dolayısıyla 
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𝑚 = (
𝑝𝑘

2
) 

olur. O halde bu bilgiler doğrultusunda 𝑛 = 𝑝𝑘 için düzenleme yapılacak olursa, 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) + 𝑚 = 2 ∙ (

𝑝𝑘

2
) 

elde edilmiş olur. Sonuç 4.1.4’ten 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için  

𝑊(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) = 2 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 𝑚 

olduğundan 

𝑚 = (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

bulunur. O halde, 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞 

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

4.3.3. Teorem  

𝑝, 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 mertebeden 

ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) =
(𝑛 − 1)2

2
−
(1 − 𝑝2∙𝑘)

2
−
(1 − 𝑞2∙𝑟)

2
 

                     −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

dir [44].  
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İspat 

𝑝, 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 mertebeden 

ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının Harary indeksi; 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍

𝑝𝑘∙𝑞𝑟
))

   

                            =

(

 ∑ 1
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=1

+ ∑
1

2
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=
1
2 )

  

                            = ∑ (𝑑𝑖̅ +
1

2
∙ (𝑛 − 1 − 𝑑𝑖̅))

𝑝𝑘∙𝑞𝑟

𝑖=1

 

                            = (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) +

1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑝𝑘∙𝑞𝑟

𝑖=1

 

                           = (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) +𝑚 

bulunur. Diğer taraftan Sonuç 3.1.1’den 

𝑚 =
1

2
∙∑(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑛

 

olduğundan bu ifadeyi 𝑚’de yerine yazacak olursak, 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) +

1

2
∙∑(2 ∙ 𝑑 − ɸ(𝑑) − 1) ∙ ɸ(𝑑) 

𝑑 𝑛

 

                            = (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) −

1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (−2 ∙ 𝑑 + ɸ(𝑑) + 1)

𝑑 𝑛
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𝐻 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = (
𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟

2
) −

1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

−
1

2
∙∑ɸ(𝑑)

𝑑 𝑛

 

elde edilir. Burada ∑ ɸ(𝑑)𝑑 𝑛 = 𝑛 olduğundan bu ifadeyi son eşitsizlikte yerine yazıp 

gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = (
𝑛

2
) −

1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

−
𝑛

2
 

                     =
𝑛 ∙ (𝑛 − 2)

2
−
1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

                                                   (4.8) 

elde edilir. Diğer taraftan Teorem 4.2.3’teki Eş. 4.6’dan 

−
1

2
∙∑ɸ(𝑑) ∙ (ɸ(𝑑) − 2 ∙ 𝑑)

𝑑 𝑛

= −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

2
∙ (
2 ∙ 𝑛

2
) 

olacağından bu denklem Eş. 4.8’de yerine yazılırsa, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) =
𝑛 ∙ (𝑛 − 2)

2
−𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) +

1

2
∙ (
2 ∙ 𝑛

2
) = 3 ∙ (

𝑛

2
) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

olup bu eşitlikte Teorem 4.1.6’yı kullanacak olursak, 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = 3 ∙ (
𝑛

2
) −

1

2
∙ ((

2 ∙ 𝑛

2
) − 1) −

(1 − 𝑝2∙𝑘)

2
−
(1 − 𝑞2∙𝑟)

2
 

                   −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2∙𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2∙𝑟

1 + 𝑞
) 

                     =
(3 ∙ 𝑛2 − 3 ∙ 𝑛)

2
−
2 ∙ 𝑛 ∙ (2 ∙ 𝑛 − 1)

2 ∙ 2
+
1

2
−
(1 − 𝑝2𝑘)

2
−
(1 − 𝑞2𝑟)

2
 

                    −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2𝑟

1 + 𝑞
) 

                    =
(3 ∙ 𝑛2 − 3 ∙ 𝑛 − 2 ∙ 𝑛2 + 𝑛 + 1)

2
−
(1 − 𝑝2𝑘)

2
−
(1 − 𝑞2𝑟)

2
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                    −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2𝑟

1 + 𝑞
) 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) =
(𝑛 − 1)2

2
−
(1 − 𝑝2𝑘)

2
−
(1 − 𝑞2𝑟)

2
 

                   −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2𝑘

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2𝑟

1 + 𝑞
) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.3.1. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑃(𝑍𝑛) 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O 

halde, 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

dir.  

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Teorem 4.3.3’te 

𝑘 = 𝑟 = 1 alınacak olursa; 

𝐻 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
(𝑝 ∙ 𝑞 − 1)2

2
−
(1 − 𝑝2)

2
−
(1 − 𝑞2)

2
 

                         −
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (

1 − 𝑝2

1 + 𝑝
) ∙ (

1 − 𝑞2

1 + 𝑞
) 

                         =
(𝑝2 ∙ 𝑞2 − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 𝑝2 + 𝑞2 − 1)

2
 

                         −
((𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (1 − 𝑝) ∙ (1 − 𝑞)

2
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𝐻 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ (𝑝2 ∙ 𝑞2 − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 𝑝2 + 𝑞2 − 1) 

                        −
1

2
∙ (2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝2 ∙ 𝑞2 − 2 ∙ 𝑝 − 2 ∙ 𝑞 + 𝑝2 + 𝑞2 + 1) 

                         =
(2 ∙ 𝑝2 ∙ 𝑞2 − 4 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 − 1 + 2 ∙ 𝑝 + 2 ∙ 𝑞 − 1)

2
 

                        = 𝑝2 ∙ 𝑞2 − 2 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 + 𝑝 + 𝑞 − 1 

                        = 2 ∙ (
𝑝 ∙ 𝑞

2
) − ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.3.1. Not  

Sonuç 4.3.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.3.2’deki 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞’ya karşılık gelen eşitlik ile 

çakıştı. Fakat bu sonuç farklı bir yolla elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍18) power grafının Harary indeksini öncelikle Teorem 4.3.1’i kullanarak hesaplayalım. 

Dolayısıyla Teorem 4.3.1’den 

𝐻(𝑃(𝑍18)) = ∑ {
1 ,    𝑢~𝑣

   
1

2
 ,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍18))

 

olduğunu biliyoruz. Şimdi 𝑃(𝑍18) power grafında ki bütün noktaların komşuluklarını 

bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ }, 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 
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⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ ,  

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ ,  

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ , 

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  
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7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅ , 

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ , 

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  
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12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,   

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

bulunur. Burada ki bilgiler doğrultusunda 𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18’deki her elemanın sırasıyla, 

komşu olduğu noktarının sayısı ile “1” i ve komşu olmadığı noktalarının sayısı ile “1 2⁄ ”  yi 

çarparak toplayacak olursak yani, 

𝐻(𝑃(𝑍18)) = ∑ {
1 ,    𝑢~𝑣

   
1

2
 ,   𝑢 ≁ 𝑣

{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍18))

 

                      = 7 ∙ (17 ∙ 1 + 0 ∙
1

2
) + 6 ∙ (14 ∙ 1 + 3 ∙

1

2
) + 2 ∙ (11 ∙ 1 + 6 ∙

1

2
) 

                     +2 ∙ (16 ∙ 1 + 1 ∙
1

2
)   + (9 ∙ 1 + 8 ∙

1

2
) 

                     = 119 + 93 + 28 + 33 + 13 = 286 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının hiper-Wiener indeksini Teorem 4.3.3’ü 

kullanarak hesaplayalım. Dolayısıyla Teorem 4.3.3’ten 𝑛 = 2 ∙ 32 olmak üzere 𝑝 = 2, 𝑞 =

3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olacağından bu bilgiler doğrultusunda, 

𝐻(𝑃(𝑍18)) =
(18 − 1)2

2
−
(1 − 22)

2
−
(1 − 34)

2
 

                     −
1

2
∙ (ɸ(2 ∙ 3) − 2 ∙ 2 ∙ 3) ∙ (

1 − 22

1 + 2
) ∙ (

1 − 34

1 + 3
) 

                     =
289

2
+
3

2
+
80

2
−
1

2
∙ (2 − 12) ∙ (−1) ∙ (−20) 

                      =
372 + 200

2
 

                      =
572

2
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𝐻(𝑃(𝑍18)) = 286 

elde edilir. 

4.3.4. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑛 ∙ 𝛿

2
+ (

𝑛

2
) ≤ 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 4 ∙ (

𝑛

2
) − 𝑛 ∙ 𝛿  

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Harary 

indeksi,  

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

𝑑(𝑢, 𝑣)
{𝑢,𝑣}⊆𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

    

                    =

(

 ∑ 1
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=1

+ ∑
1

2
1

𝑑(𝑢,𝑣)
=
1
2 )

  

                    = ∑(𝑑𝑖̅ +
1

2
∙ (𝑛 − 1 − 𝑑𝑖̅))

𝑛

𝑖=1

 

                    = (
𝑛

2
) +

1

2
∙∑𝑑𝑖̅

𝑛

𝑖=1

 

                    = (
𝑛

2
) + 𝑚 
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elde edilir. Burada, 

𝑚 = 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) − (
𝑛

2
) 

bulunur. Bu 𝑚 değeri Teorem 3.1.3’te yerine yazılacak olursa yani, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − 𝑚 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) − (𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) − (
𝑛

2
)) 

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılacak olursa; 

𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) = (
𝑛

2
) + 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

                    = (
𝑛

2
) + 2 ∙ (

𝑛

2
) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

                    = 3 ∙ (
𝑛

2
) −𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) 

olacağından, 

𝑊(𝑃(𝑍𝑛)) = 3 ∙ (
𝑛

2
) − 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir. Son eşitlikte Teorem 4.1.7’yi kullanacak olursak 

𝑛 ∙ (𝛿 −
𝑛 − 1

2
) ≤ 3 ∙ (

𝑛

2
) − 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 −

𝛿

2
− 1) 

olup, 

𝑛 ∙ 𝛿 − (
𝑛

2
) ≤ 3 ∙ (

𝑛

2
) − 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 2 ∙ (

𝑛

2
) −

𝑛 ∙ 𝛿

2
 

olur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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𝑛 ∙ 𝛿

2
+ (

𝑛

2
) ≤ 𝐻(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 4 ∙ (

𝑛

2
) − 𝑛 ∙ 𝛿 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere yani, 

𝑛 ∙ 𝛿

2
+ (

𝑛

2
) = 4 ∙ (

𝑛

2
) − 𝑛 ∙ 𝛿 

olması gerekir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

3 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿

2
= 3 ∙

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

2
 

bulunur ve buradan, 

𝛿 = 𝑛 − 1 

elde edilir. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.4. Power Grafların 𝑺𝑲, 𝑺𝑲𝟏 𝐯𝐞 𝑺𝑲𝟐 İndeksleri 

Bu bölümde ki amacımız, 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar 

olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının öncelikle 𝑝, 𝑞 veya ɸ(𝑛) ile 

bağlantılı 𝑆𝐾 ve 𝑆𝐾1 indeksleri ile ilgili teoremler elde etmektir. Devamında 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑆𝐾1 

veya ɸ(𝑛) ile bağlantılı 𝑆𝐾2 indeksi elde edilmiştir.  Daha sonra 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için  𝑆𝐾, 

𝑆𝐾1 ve 𝑆𝐾2 indeksleri ile ilgili teoremler elde edilmiştir. Son olarakta genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 

𝑆𝐾, 𝑆𝐾1 ve 𝑆𝐾2 indeksleri ile ilgili teoremler elde edilmiştir. Power grafların 𝑆𝐾, 
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𝑆𝐾1 ve 𝑆𝐾2 indeksleri ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim 

olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının sırayla 𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)), 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)), 

ve 𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛))  indeksleri, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

, 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

, 

ve 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 noktasının derecesini ve 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑢 ve 𝑣 noktaları 

arasındaki en kısa uzaklığını göstermektedir.  

4.4.1. Teorem  

𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. Eğer 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli ise 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2 

dir [14].  

İspat 

𝑛 = 𝑝𝑘 (𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+) için 𝑃(𝑍𝑝𝑘) power grafının 𝑆𝐾 indeksi; 
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𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘
))

 

                         =
1

2
∙ ((𝑑0̅ + 𝑑1̅) + (𝑑0̅ + 𝑑2̅) + (𝑑0̅ + 𝑑3̅) + ⋯+) 

                         +
1

2
∙ ((𝑑0̅ + 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑1̅ + 𝑑2̅) + (𝑑1̅ + 𝑑3̅)) 

                         +
1

2
∙ ( (𝑑1̅ + 𝑑4̅) + ⋯+ (𝑑1̅ + 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑2̅ + 𝑑3̅) + (𝑑2̅ + 𝑑4̅)) 

                         +
1

2
∙ ((𝑑2̅ + 𝑑5̅) + ⋯+ (𝑑2̅ + 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

                         +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑

(𝑝𝑘−2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑑
(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

                         =
1

2
∙ (𝑑0̅ ∙ (𝑝

𝑘 − 1) + 𝑑1̅ ∙ (𝑝
𝑘 − 1) +⋯+ 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ (𝑝𝑘 − 1)) 

                         =
(𝑝𝑘 − 1)

2
∙ (𝑑0̅ + 𝑑1̅ +⋯+ 𝑑

(𝑝𝑘−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

                         =
1

2
∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.2. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ (((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3) 

dir [14].  
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İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. Tamsayılar iyi 

sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu kabul edebiliriz. Ayrıca, 𝑎 ∈ 𝑍+ olmak üzere  (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) =

1 ise 𝑍𝑝∙𝑞 = ⟨ 𝑎̅⟩’dir. Bu ise 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞’nin (𝑍𝑝∙𝑞 , + ) sonlu devirli grubun bir üreteci olduğu 

anlamına gelir. 𝑍𝑝∙𝑞’nin bütün üreteçlerinin kümesi 𝑈𝑍𝑝∙𝑞  ile gösterilir. O halde  

𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = { 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞 ∣∣ (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ve 𝑎 ∈ 𝑍+ }  

dir. Diğer taraftan, 

ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1)  

olmak üzere, bütün bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = {𝑢1 = 1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞), 1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅, 1 ∙ 𝑞̅ 

                        2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅, 𝑝 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅} 

                        = {0̅} ∪ {1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅} ∪

                        {1 ∙ 𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅}  

elde edilir. Burada,  gerçekten 

 |𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) | = 1 + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + (𝑞 − 1) + (𝑝 − 1) 

                            = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                            = 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                         = 𝑝 ∙ 𝑞 

dir. Ayrıca 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍+ olmak üzere 1 ≤ 𝑖 < 𝑝 ve 1 ≤ 𝑗 < 𝑞 için (𝑖 ∙ 𝑞, 𝑛) ≠ 1 ve (𝑗 ∙ 𝑝, 𝑛) ≠

1 bulunur. Dolayısıyla {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} kümelerinden 

bir üreteç çıkamaz. Tüm bu bilgiler doğrultusunda, 



96 

 

𝑉0 = {0̅},   

𝑉1 = 𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = {1̅, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

 𝑉3 = {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

ve 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪  𝑉3 

alabiliriz. 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power grafının 𝑆𝐾 indeksi; 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))

 

                          =
1

2
∙ ((𝑑0̅ + 𝑑1̅) + (𝑑0̅ + 𝑑𝑢2) + (𝑑0̅ + 𝑑𝑢3) + ⋯+ (𝑑0̅ + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))) 

                         +
1

2
∙ ((𝑑0̅ + 𝑑𝑝̅) + (𝑑0̅ + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑0̅ + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑0̅ + 𝑑𝑞̅)) 

                         +
1

2
∙ ((𝑑0̅ + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑0̅ + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑1̅ + 𝑑𝑢2) + (𝑑1̅ + 𝑑𝑢3)) 

                         +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑1̅ + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑1̅ + 𝑑𝑝̅) + (𝑑1̅ + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+) 

                         +
1

2
∙ ((𝑑1̅ + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑1̅ + 𝑑𝑞̅) + (𝑑1̅ + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+) 

                        +
1

2
∙ ((𝑑1̅ + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢2 + 𝑑𝑢3) + ⋯+ (𝑑𝑢2 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑𝑢2 + 𝑑𝑝̅)) 

                        +
1

2
∙ ((𝑑𝑢2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢2 + 𝑑𝑞̅) + (𝑑𝑢2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )) 

                        +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑𝑢2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑝̅)) 

                        +
1

2
∙ ((𝑑𝑢3 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢3 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢3 + 𝑑𝑞̅)) 

                        +
1

2
∙ ((𝑑𝑢3 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑢3 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑𝑝̅)) 
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            +
1

2
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑𝑞̅)) 

     +
1

2
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑝 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)) 

                       +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑𝑝̅ + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+ (𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                 +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑(𝑞−2)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑞̅ + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑞̅ + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                       +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+ (𝑑(𝑝−2)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ ((𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑0̅ + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑1̅ + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢2 +⋯+) 

                          +
1

2
∙ ((𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) + (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑𝑞̅) 

                          +
1

2
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅  + ⋯+) 

                          +
1

2
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑𝑝̅) 

                          +
1

2
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ +⋯+) 

                          +
1

2
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑𝑢2 = ⋯ = 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1), 

𝑑𝑞̅ = 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑝 − 1) ∙ 𝑞 

ve 

𝑑𝑝̅ = 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑞 − 1) ∙ 𝑝 

değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1) + (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (𝑝 − 1)) 
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                       +
1

2
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (𝑞 − 1)) 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ (((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + (ɸ(𝑛) + ɸ(𝑝))

2
∙ ɸ(𝑝)) 

                       +
1

2
∙ ((ɸ(𝑛) + ɸ(𝑞))

2
∙ ɸ(𝑞)) 

                       =
1

2
∙ (((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + (ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) + ɸ(𝑝))

2
∙ ɸ(𝑝)) 

                       +
1

2
∙ ((ɸ(𝑝) ∙ ɸ(𝑞) + ɸ(𝑞))

2
∙ ɸ(𝑞)) 

                       =
1

2
∙ (((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + (ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑞) + 1))

2
∙ ɸ(𝑝)) 

                       +
1

2
∙ ((ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝) + 1))

2
∙ ɸ(𝑞)) 

                      =
1

2
∙ (((𝑛 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.3. Teorem   

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2
)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir [44]. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟’nin bütün pozitif bölenleri, 
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{1, 𝑝, 𝑝2, 𝑝3, ⋯ , 𝑝𝑘}, 

{𝑞, 𝑞2, 𝑞3, ⋯ , 𝑞𝑟}, 

{𝑝 ∙ 𝑞, 𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑝 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑝2 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝2 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑝3 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝3 ∙ 𝑞𝑟}, 

⋮                 ⋮            ⋮                    ⋮ 

{𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟} 

dir. Ayrıca, 

𝑈𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

= {𝑢̅ ∈ 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟  |𝑢 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑢 < 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 , (𝑢, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) = 1} = {1̅, 𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑢
ɸ(𝑝𝑘∙𝑞𝑟)

} 

dir. 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 = ⟨1̅⟩ ve 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 grubunun mertebesi 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 olduğundan burada ki herhangi 

bir devirli alt grubunun mertebesinin 

𝑎̅ = 𝑎 ∙ 1̅ ∈ 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 için  

o(⟨𝑎 ∙ 1̅⟩) =
𝑛

𝑜𝑏𝑒𝑏(𝑛, 𝑎)
=

𝑛

(𝑛, 𝑎)
 

ve ⟨𝑎 ∙ 1̅⟩ devirli grubun üreteçlerinin sayısının 

ɸ(
𝑛

(𝑛, 𝑎)
) 

olduğunu biliyoruz. Burada 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının 𝑆𝐾 indeksinin 
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𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

olduğunu biliyoruz. Burada Tanım 2.4.10’dan 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

= ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

olacağından, 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢

2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

alabiriz. O halde, 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(1, 𝑛)
) ∙ 𝑑1̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

2 +⋯+ ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
2 + ɸ(

𝑛

(𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

2 +⋯+ɸ(
𝑛

(𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+  ɸ (
𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 + ɸ(

𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+) 
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                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

(𝑛, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

2) 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) ∙ 𝑑1̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝
) ∙ 𝑑𝑝̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝2
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝3
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝𝑘
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
2 + ɸ(

𝑛

𝑞
) ∙ 𝑑𝑞̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑞2
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

2 +ɸ(
𝑛

𝑞3
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (+⋯+ ɸ(

𝑛

𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                           +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
2 + ɸ(

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                              +
1

2
∙ (ɸ (

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+ɸ(

𝑛

𝑛
= 1) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

2) 

                             =
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑1̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝̅
2 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

2) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

2 +⋯+ ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑
𝑝𝑘̅̅ ̅̅
2 + ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅

2) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅
2 +⋯+ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

2) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+) 

                             +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                            +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+) 

                            +
1

2
∙ (ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 
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                           +
1

2
∙ (ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+ɸ(1) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

2) 

                          =
1

2
∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑1̅

2 + ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝̅
2 + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

2 +⋯+ 𝑑
𝑝𝑘̅̅ ̅̅
2) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅

2 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅
2 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

2 +⋯+) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

2 +  
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

2 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅

2 +⋯+ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (+⋯+ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2) +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                          +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 +⋯+ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

2) 

                           +⋯+
1

2
∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
2 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                           +⋯+
1

2
∙ 𝑑0̅

2
 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘) ∙ (∑𝑑𝑞𝑖̅̅ ̅

2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (∑𝑑𝑝∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅

2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (∑𝑑𝑝2∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) + 

                             +
1

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (∑𝑑𝑝3∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) +⋯+
1

2
∙ (∑𝑑

𝑝𝑘∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                             =
1

2
∙ ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) 
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                              +
1

2
∙∑ɸ(𝑝𝑘−𝑗)

𝑘

𝑗=0

∙ (∑𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

2
∙∑(ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2
∙ ɸ(𝑝𝑘−𝑖))

𝑘

𝑖=0

 

                             +
1

2
∙∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
∙ ɸ(𝑞𝑟−𝑖))

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

                             =
1

2
∙∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2
)

𝑘

𝑖=0

+
1

2
∙∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.1. Sonuç   

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ ((ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3 + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3) 

dir. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Teorem 4.4.3’te 𝑘 = 𝑟 = 1 

alınacak olursa; 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =∑
(ɸ(𝑝1−𝑖 ∙ 𝑞) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2
)

2

1

𝑖=0

+∑
(ɸ(𝑝1−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2
)

2

1

𝑗=0

 

                          = ∑
(ɸ(𝑞) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2
∙ ɸ(𝑝1−𝑖))

2

1

𝑖=0

+∑
(ɸ(𝑝1−𝑗) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

2
)

2

1

𝑗=0

 



104 

 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ (ɸ(𝑞) ∙ 𝑑1̅

2
∙ ɸ(𝑝) + ɸ(𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅

2
∙ ɸ(1) + ɸ(𝑝) ∙ 𝑑𝑞̅

2
+ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

2) 

olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = (𝑛 − 1), 

𝑑𝑞̅ = (𝑝 − 1) ∙ 𝑞 = (𝑛 − 𝑞) 

ve 

𝑑𝑝̅ = (𝑛 − 𝑝) 

değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑆𝐾 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)2 + ɸ(𝑞) ∙ (𝑛 − 𝑝)2 + ɸ(𝑝) ∙ (𝑛 − 𝑞)2 + (𝑛 − 1)2) 

                           =
1

2
∙ (  ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)2 +ɸ(𝑞) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)2 + ɸ(𝑝) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)2) 

                           + 
1

2
∙ (𝑛 − 1)2 

                          =
1

2
∙ ((ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + 𝑝2 ∙ ɸ(𝑞)3 + 𝑞2 ∙ ɸ(𝑝)3) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.1. Not  

Sonuç 4.4.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.4.2 ile çakıştı. Fakat bu sonuç farklı bir yolla 

elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍18) power grafının 𝑆𝐾 indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍18) power grafında ki 

bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 
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𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ } , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

 ⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ , 

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ ,  

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  
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5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ , 

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 

 17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅  

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ ,  

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 
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6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ , 

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  

 

12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,   

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

olup buradan, 

𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14,  

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑆𝐾(𝑃(𝑍18)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢

2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍18))

 

                        =
1

2
∙ (𝑑0̅

2 + 𝑑1̅
2 + 𝑑2̅

2 + 𝑑3̅
2 + 𝑑4̅

2 + 𝑑5̅
2 + 𝑑6̅

2 + 𝑑7̅
2 + 𝑑8̅

2 + 𝑑9̅
2 + 𝑑10̅

2) 

                        +
1

2
∙ (𝑑11̅

2 + 𝑑12̅
2 + 𝑑13̅

2 + 𝑑14̅
2 + 𝑑15̅

2 + 𝑑16̅
2 + 𝑑17̅

2) 

                       =
1

2
∙ (7 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + 2 ∙ 112 + 2 ∙ 162 + 92) 

                       =
1

2
∙ (2023 + 1176 + 242 + 512 + 81) 

                       = 2017 

bulunur. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının 𝑆𝐾 indeksini Teorem 4.4.3’ü kullanarak 

hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olmak üzere; 
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𝑆𝐾(𝑃(𝑍2∙32)) =∑
(ɸ(32) ∙ 𝑑2𝑖̅

2
∙ ɸ(21−𝑖))

2

1

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
∙ ɸ(32−𝑖))

2

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

                           =
1

2
∙ (ɸ(9) ∙ 𝑑1̅

2
∙ ɸ(2) + ɸ(9) ∙ 𝑑2̅

2
∙ ɸ(1)) 

                           +
1

2
∙ (∑(ɸ(2) ∙ 𝑑3𝑖̅

2
∙ ɸ(32−𝑖))

2

𝑖=1

) 

                           +
1

2
∙ (∑(ɸ(1) ∙ 𝑑2∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅

2
∙ ɸ(32−𝑖))

2

𝑖=1

) 

                           =
1

2
∙ (6 ∙ 𝑑1̅

2 ∙ ɸ(2) + 6 ∙ 𝑑2̅
2 + 𝑑3̅

2 ∙ ɸ(3) + 𝑑9̅
2 + 2 ∙ 𝑑6̅

2 + 𝑑0̅
2) 

                           =
1

2
∙ (7 ∙ 𝑑1̅

2 + 6 ∙ 𝑑2̅
2 + 2 ∙ 𝑑3̅

2 + 𝑑9̅
2 + 2 ∙ 𝑑6̅

2) 

                           =
1

2
∙ (7 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + 2 ∙ 112 + 2 ∙ 162 + 92) 

                           = 2017 

elde edilir. 

4.4.4. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 köşeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑚 ∙ 𝛿 ≤ 𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑚 ∙ (𝑛 − 1) 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 
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İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Buradan, Teorem 2.1.4’ten 

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ≥
2

1
𝑑𝑢

+
1
𝑑𝑣

=
2 ∙ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑑𝑢 + 𝑑𝑣

 

olup buradan, 

𝑑𝑢 + 𝑑𝑣
2

≥
𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
 

∑
𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

= ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
1 2⁄

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

≤ ∑
𝑑𝑢 + 𝑑𝑣

2
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛)

 

bulunur. Dolayısıyla, 

∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
1 2⁄

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

≤ 𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir burada, 

𝑚 ∙ 𝛿 ≤ ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
1 2⁄

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

≤ 𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir. Diğer taraftan ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 ≤ (𝑛 − 1), 𝑑𝑣 ≤ (𝑛 − 1) ve Tanım 

2.2.4’ten 

𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

 

olduğunu biliyoruz. Bu bilgileri kullanacak olursak, 
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𝑆𝐾(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ ∑ (𝑛 − 1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

= 𝑚 ∙ (𝑛 − 1) 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑚 ∙ 𝛿 = 𝑚 ∙ (𝑛 − 1) 

olacağından bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.4.5. Teorem  

𝑝 asal sayı, 𝑘 ∈ 𝑍+ ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

4
 

dir [14].  

İspat 

𝑝 asal sayı, 𝑘 ∈ 𝑍+ ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden bir power graf  olmak üzere ; 
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𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘
))

 

                           =
1

2
∙ ((𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅) + ⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅)) 

                           +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑3̅) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅) + ⋯+ (𝑑2̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

                           +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑

𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑑𝑝𝑘−2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )) 

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
1

2
∙ ((𝑝𝑘 − 1)2 + (𝑝𝑘 − 1)2 +⋯+ (𝑝𝑘 − 1)2 + (𝑝𝑘 − 1)2 + (𝑝𝑘 − 1)2) 

                          +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)2 + (𝑝𝑘 − 1)2 + (𝑝𝑘 − 1)2) + ⋯+ (𝑝𝑘 − 1)2 

                          +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑝𝑘 − 1)2) 

                          =
𝑚

2
∙ (𝑝𝑘 − 1)2 

                          =
1

2
∙ (
𝑝𝑘

2
) ∙ (𝑝𝑘 − 1)2 

                          =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

4
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.6. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) =
1

4
∙ 𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) 

                             +
1

4
∙ 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11)  −

1

4
∙ 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) −

1

4
∙ 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) 
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                             +
3

4
∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) −

11

4
∙ 𝑝 +

1

2
 

dir [14].  

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. Tamsayılar iyi 

sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu kabul edebiliriz. Ayrıca, 𝑎 ∈ 𝑍+ olmak üzere  (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) =

1 ise 𝑍𝑝∙𝑞 = ⟨ 𝑎̅⟩’dir. Bu ise 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞’nin (𝑍𝑝∙𝑞 , + ) sonlu devirli grubun bir üreteci olduğu 

anlamına gelir.  𝑍𝑝∙𝑞’nin bütün üreteçlerinin kümesi 𝑈𝑍𝑝∙𝑞  ile gösterilir. O halde  

𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = { 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞 ∣∣ (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ve 𝑎 ∈ 𝑍+ }  

dir. Diğer taraftan, 

ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1)  

olmak üzere, bütün bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = {𝑢1 = 1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞), 1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅, 1 ∙ 𝑞̅, 

                        2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅, 𝑝 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅} 

                        = {0̅} ∪ {1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅} ∪

                        {1 ∙ 𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅}  

elde edilir. Burada,  gerçekten 

 |𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) | = 1 + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + (𝑞 − 1) + (𝑝 − 1) 

                            = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                         = 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 + 𝑞 + 𝑝 − 1 
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                 = 𝑝 ∙ 𝑞 

dir. Ayrıca 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍+ olmak üzere 1 ≤ 𝑖 < 𝑝 ve 1 ≤ 𝑗 < 𝑞 için (𝑖 ∙ 𝑞, 𝑛) ≠ 1 ve (𝑗 ∙ 𝑝, 𝑛) ≠

1 bulunur. Dolayısıyla {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} kümelerinden 

bir üreteç çıkamaz. Tüm bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉0 = {0̅},   

𝑉1 = 𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = {1̅, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

𝑉3 = {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

ve 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪  𝑉3 

alabiliriz. 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power grafının 𝑆𝐾1 indeksi; 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))

 

                             =
1

2
∙ ( (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢2) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢3) + ⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))) 

                             +
1

2
∙ ( (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑝̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑞̅)) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑0̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑢2) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑢3) + ⋯+ ) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑝̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑞̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑢3) + ⋯+) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑝̅) + (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 
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                             +
1

2
∙ ((𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑞̅) + (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)) + (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑝̅) + (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑞̅) + (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅) + (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑𝑞̅) + (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑𝑝̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅) + ⋯+ (𝑑𝑝̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+ (𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                            +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑(𝑞−2)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (𝑑𝑞̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ) + ⋯+ (𝑑𝑞̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

                            +
1

2
∙ (+⋯+ (𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + ⋯+ (𝑑(𝑝−2)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

4
∙ 𝑑0̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{0̅}

+
1

4
∙ 𝑑1̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

 

                           +
1

4
∙ 𝑑𝑢2 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢2}

+
1

4
∙ 𝑑𝑢3 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢3}

 

                           +⋯+
1

4
∙ 𝑑𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)

∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
}

+
1

4
∙ 𝑑𝑞̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠𝑞̅

 

                           +
1

4
∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠2∙𝑞̅̅ ̅̅

+⋯+
1

4
∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

                           +
1

4
∙ 𝑑𝑝̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠𝑝̅

+
1

4
∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠2∙𝑝̅̅̅̅̅

 

                           +⋯+
1

4
∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ {0̅} veya 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 ise 
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𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−{𝑢}

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−{𝑣}

 

olur. Aynı şekilde 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉2 ise 

𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−𝑉3
𝑢′≠𝑢

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−𝑉3
𝑣≠𝑣′

 

ve 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉3 ise 

𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−𝑉2
𝑢′≠𝑢

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−𝑉2
𝑣≠𝑣′

 

olacağından yukarıda ki son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

4
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ 𝑑1̅ ∙ ∑ 𝑑𝑢

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

+
1

4
∙ 𝑑𝑞̅ ∙ ɸ(𝑝) ∙ ∑ 𝑑𝑢

𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠𝑞̅

 

                             +
1

4
∙ 𝑑𝑝̅ ∙ ɸ(𝑞) ∙ ∑ 𝑑𝑢

𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠𝑝̅

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

∑ 𝑑𝑢

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

= ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) + (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞) ∙ (𝑝 − 1) + (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝) ∙ (𝑞 − 1) 

∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠𝑞̅

= (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) + (𝑝 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞) 

∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠𝑝̅

= (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) + (𝑞 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝) 
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𝑑1̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1), 

𝑑𝑞̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞),  

𝑑𝑝̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)  

ifadeleri son eşitlikte yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) =
1

4
∙ 𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) 

                             +
1

4
∙ 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) −

1

4
∙ 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) 

                             −
1

4
∙ 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) +

3

4
∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) −

11

4
∙ 𝑝 +

1

2
 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

4.4.7. Teorem   

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

   

ve 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

) ≤ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) 

dir. 
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İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑘 ve 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 mertebeli ve 𝑚 

kenarlı bir power graf olsun. 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) power grafının 𝑆𝐾1 indeksinin 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan Tanım 2.4.14’ten 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

= ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

olacağından bu bilgiler doğrultusunda, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                            = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                            = ∑ ((𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2 − 2 ∙ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                           = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

− 2 ∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                           = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

− 4 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) 
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bulunur. Burada düzenleme yapılırsa; 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

−
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

elde edilir. Burada Teorem 4.1.2’deki ‘’𝑄𝑀 ≥ 𝐴𝑀’’ eşitsizliğini kullanacak olursak, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤
1

2
∙ ∑ (𝑑𝑢

2 + 𝑑𝑣
2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

−
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                                =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

−
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

                               =
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

olacağından, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

                                                                               (4.9) 

elde edilir. 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 = ⟨1̅⟩ ve 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 grubunun mertebesi 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 olduğundan burada ki 

herhangi bir devirli alt grubunun mertebesinin 

𝑎̅ = 𝑎 ∙ 1̅ ∈ 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 için  

o(⟨𝑎 ∙ 1̅⟩) =
𝑛

𝑜𝑏𝑒𝑏(𝑛, 𝑎)
=

𝑛

(𝑛, 𝑎)
 

ve ⟨𝑎 ∙ 1̅⟩ devirli grubun üreteçlerinin sayısının 
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ɸ(
𝑛

(𝑛, 𝑎)
) 

olduğunu biliyoruz. Burada, 

∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

= ɸ(
𝑛

(1, 𝑛)
) ∙ 𝑑1̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅ ̅̅

3
 

                                  +ɸ(
𝑛

(𝑝3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

3 +⋯+ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
3 + ɸ(

𝑛

(𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞̅

2
 

                                  +ɸ(
𝑛

(𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

3 +⋯+ɸ(
𝑛

(𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

3
 

     + ɸ (
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                                  +ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3
 

                                  +ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                                 +ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + 

                                 +ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                                 +ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+  ɸ (
𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
3
 

                                 +ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(

𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3  + ⋯+ 

                                 + (ɸ (
𝑛

(𝑛, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

3) 

                                 = ɸ(𝑛) ∙ 𝑑1̅
3 + ɸ(

𝑛

𝑝
) ∙ 𝑑𝑝̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝2
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝3
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

,3 +⋯+ 

                                 +ɸ(
𝑛

𝑝𝑘
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
3 + ɸ(

𝑛

𝑞
) ∙ 𝑑𝑞̅

3 +ɸ(
𝑛

𝑞2
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑞3
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

3
 

                                 +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

3 +  ɸ (
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

3
 

                                 +ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3
 

                                 +ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 
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                                 +ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3
 

                                 +ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                               +ɸ (
𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + (+ɸ(

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3) + ɸ(

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3
 

                                  +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑛
) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

3
 

∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

= ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑1̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝̅

3 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅
3
 

                                  +ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅
3 +⋯+ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
3 +ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅

3
 

                                  +ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

3 +⋯+ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅
3
 

       +ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                                  +ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3  

                                  +ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 

                                  +ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + 

                                  +ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3
 

                                  +⋯+ ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 +⋯+ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3
 

                                  +ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ɸ(1) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅
3
 

                                 = ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑1̅
3 + ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝̅

3 + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2̅̅ ̅̅
3 +⋯+) 

                                 +ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑
𝑝𝑘̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑝𝑘) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅

3 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅
3) 

                                 +ɸ(𝑝𝑘) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅
3 +⋯+ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

3) + ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅
3) 

                                 +ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅
3 +ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅
3) 

                                 +ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
3 +ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3) 

                                 +ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (+⋯+ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3) + ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3) 

                                 +ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 +⋯+ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
3) 

                                 +⋯+ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3) 

                                 +⋯+ 𝑑0̅
3
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∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

=  ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) + ɸ(𝑝𝑘) ∙ (∑𝑑𝑞𝑖̅̅ ̅
3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (∑𝑑𝑝∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅
3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (∑𝑑𝑝2∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (∑𝑑𝑝3∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) +⋯+ (∑𝑑
𝑝𝑘∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                               = ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) 

                               +∑ɸ(𝑝𝑘−𝑗)

𝑘

𝑗=0

∙ (∑𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                               = ∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

     (4.10) 

bulunacağından Eş. 4.10’u Eş. 4.9’da yerine yazacak olursak, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve eşitsizliğin bir tarafının ispatı tamamlanır. Diğer taraftan “𝛿 = 𝛿 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ))” 

özelliğini kullanacak olursak, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥
1

2
∙ ∑ 𝛿2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

=
𝛿2 ∙ 𝑚

2
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bulunur. Diğer taraftan Tanım 2.2.4’ten  

𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢
𝑢∈𝑍

𝑝𝑘∙𝑞𝑟

 

olduğundan bu 𝑚 değeri eşitsizlikte yerine yazılırsa, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥
𝛿2

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

𝑢∈V(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

                                                                            (4.11) 

bulunur. Burada, 

∑ 𝑑𝑢

𝑢∈V(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

ifadesinin eşitliğini bulmak için 

∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 

ifadesinin eşitliğinin ispatına benzer şekilde yapılırsa yani, 

∑ 𝑑𝑢

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

 = ∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

         (4.12) 

bulunur ve Eş. 4.12’yi Eş.4.11’de yerine yazıp daha sonra “𝛿” özelliğini bir kez daha 

kullanacak olursak dolayısıyla, 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥ 𝛿3 ∙ (∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

) 
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek 

𝑃(𝑍2∙3) power grafının 𝑆𝐾1 indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍6) power grafında ki 

bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍6)) = 𝑍6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = 𝑍6, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = {0̅, 2̅, 4̅}, 

⟨3̅⟩ = {0̅, 3̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅ 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 
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olup buradan, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 5, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 4, 𝑑3̅ = 3 

bulunur. Bu bilgiler doğrultusunda, 𝑃(𝑍6) power grafının grafiği; 

 

Şekil 4.6. 𝑃(𝑍6) power grafı 

olur. 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6)) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

                        =
1

2
∙ ((𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑3̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅)) 

                        +
1

2
∙ ((𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑3̅ ∙ 𝑑5̅)) 

                        +
1

2
∙ (𝑑4̅ ∙ 𝑑5̅) 
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𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6)) =
1

2
∙ ((5 ∙ 5) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 3) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 5) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 3)) 

                        +
1

2
∙ ((5 ∙ 4) + (5 ∙ 5) + (4 ∙ 4) + (4 ∙ 5) + (3 ∙ 5) + (4 ∙ 5)) 

                        =
256

2
 = 128 

bulunur. Ayrıca 

𝛿(𝑃(𝑍6)) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑0̅, 𝑑1̅, 𝑑2̅, 𝑑3̅, 𝑑4̅, 𝑑5̅} = 𝑚𝑖𝑛{5,5,4,3,4,5} = 3 

bulunur. Diğer taraftan 𝑃(𝑍6) power grafının 𝑆𝐾1 indeksini Teorem 4.4.7’yi kullanarak 

hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 1 olmak üzere; 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

4

1

𝑗=0

) ≤ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6 )) 

ve 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6 )) ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅

3

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

4

1

𝑗=0

 

dir. Gerçekten, 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

4

1

𝑗=0

) = 33 ∙ (
ɸ(6)

4
+
ɸ(3)

4
+
ɸ(2)

4
+
ɸ(1)

4
) 

                                                                         = 27 ∙ (
2

4
+
2

4
+
1

4
+
1

4
) 

                                                                         = 40,5 

ve 
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∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅

3

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

4

1

𝑗=0

=
ɸ(6) ∙ 𝑑1̅

3

4
+
ɸ(3) ∙ 𝑑2̅

3

4
 

                                                                                    +
ɸ(2) ∙ 𝑑3̅

3

4
+
ɸ(1) ∙ 𝑑6̅

3

4
 

                                                                                    =
2 ∙ 53

4
+
2 ∙ 43

4
+
1 ∙ 33

4
+
1 ∙ 53

4
 

                                                                                    =
250

4
+
128

4
+
27

4
+
125

4
 

                                                                                    =
530

4
 

                                                                                    = 132,5 

olmak üzere, 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

4

1

𝑗=0

) ≤ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6 )) 

ve 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6 )) ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅

3

4

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

4

1

𝑗=0

 

eşitsizliğinin 

40,5 ≤ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍6 )) = 128 ≤
265

2
= 132,5 

olduğu görülür. 
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4.4.8. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O 

halde 

𝑚 ∙ δ2

2
≤ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) ≤

𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))
2
∙ (𝑛 − 1)

8 ∙ δ
  

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 

Buradan “Polya-Szego eşitsizliği” gereğince; ∀𝑒 ∈ 𝐸(𝑃(𝑍𝑛)) için, 

0 < 𝛾 = δ ≤𝑎𝑒 = (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
1 2⁄ ≤ 𝐴 = (𝑛 − 1) < ∞, 

0 < 𝛽 = 1 ≤ 𝑏𝑒 = 1 ≤ 𝐵 = 1 < ∞ 

ve  

( ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

) ∙ ( ∑ 1

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

) ≤
(δ + (𝑛 − 1))

2

4 ∙ δ ∙ (𝑛 − 1)
∙ (∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

1 2⁄

𝑢𝑣=𝑒

)

2

 

bulunur ve buradan  

2 ∙ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) ∙ 𝑚 ≤
(δ + (𝑛 − 1))

2

4 ∙ δ ∙ (𝑛 − 1)
∙ (∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

1 2⁄

𝑢𝑣=𝑒

)

2

 

                                     ≤
(δ + (𝑛 − 1))

2

4 ∙ δ ∙ (𝑛 − 1)
∙ (∑ (𝑛 − 1)

𝑢𝑣=𝑒

)

2
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                                     ≤
(δ + (𝑛 − 1))

2
∙ 𝑚2 ∙ (𝑛 − 1)2

4 ∙ δ ∙ (𝑛 − 1)
 

olacağından, 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) ≤
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

8 ∙ δ
 

elde edilir. Diğer taraftan, 

𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛 )) =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

≥
1

2
∙ ∑ δ2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

                                                                      =
𝑚 ∙ δ2

2
 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑚 ∙ δ2

2
=
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

8 ∙ δ
 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

4 ∙ δ3 = (δ + (𝑛 − 1))
2
∙ (𝑛 − 1) 

olup burada t= 𝑛 − 1 alınıp denklem düzenlenecek olursa, 

4 ∙ δ3 − 𝑡 ∙ δ2 − 2 ∙ 𝑡2 ∙ 𝛿 − t3 = 0 

denklemi elde edilir. Şimdi bu denklemin reel köklerini bulalım. Bu denklemin reel 

kökünden birisi  

𝛿 = 𝑡  

dir. Buradan, 
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4 ∙ δ3 − 𝑡 ∙ δ2 − 2 ∙ 𝑡2 ∙ 𝛿 − t3 = (δ − t) ∙ (4 ∙ δ2 + 3 ∙ t ∙ δ + 𝑡2) = 0 

olmak üzere, 

𝛿1 = 𝑡 

𝛿2,3 =
−3 ∙ t ± √9 ∙ 𝑡2 − 16 ∙ 𝑡2

8
=
−3 ∙ t ± √−7 ∙ 𝑡2

8
 

olduğundan tek reel kök 

𝛿 = 𝑡 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.4.9. Teorem  

𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. Eğer 𝑃(𝑍𝑛) power grafı  𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli ise 

𝑆𝐾2 ( 𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1 ( 𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) =
 𝑝𝑘 ∙ ( 𝑝𝑘 − 1)3

2
 

dir [14]. 

İspat 

𝑛 = 𝑝𝑘 (𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+) ve  𝑃(𝑍𝑛) power grafı  𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli olsun.  
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𝑆𝐾2 ( 𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
 𝑝𝑘

))

 

                             =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢

2 + 𝑑𝑣
2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
 𝑝𝑘

))

+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
1

4
∙ (( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑0̅

2 + ( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑1̅
2 +⋯+ ( 𝑝𝑘 − 1) ∙ 𝑑

 𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2) 

                             +𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
( 𝑝𝑘 − 1) ∙ (𝑑0̅

2 + 𝑑1̅
2 +⋯+ 𝑑

 𝑝𝑘−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
2)

4
+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
 𝑝𝑘 ∙ ( 𝑝𝑘 − 1)3

4
+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             = 2 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍 𝑝𝑘)) 

                             =
 𝑝𝑘 ∙ ( 𝑝𝑘 − 1)3

2
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.10. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3. (ɸ(𝑛) + 1) + (𝑛 − 𝑞)3 ∙ ɸ(𝑝)) 

                        +
1

4
∙ (𝑛 − 𝑝)3 ∙ ɸ(𝑞) 

dir [14]. 
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İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. Tamsayılar iyi 

sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu kabul edebiliriz. Ayrıca, 𝑎 ∈ 𝑍+ olmak üzere  (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) =

1 ise 𝑍𝑝∙𝑞 = ⟨ 𝑎̅⟩’dir. Bu ise 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞’nin (𝑍𝑝∙𝑞, + ) sonlu devirli grubun bir üreteci olduğu 

anlamına gelir. 𝑍𝑝∙𝑞’nin bütün üreteçlerinin kümesi 𝑈𝑍𝑝∙𝑞  ile gösterilir. O halde  

𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = { 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞 ∣∣ (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ve 𝑎 ∈ 𝑍+ }  

dir. Diğer taraftan, 

ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1)  

olmak üzere, bütün bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = {𝑢1 = 1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞), 1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅, 1 ∙ 𝑞̅ 

                        2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅, 𝑝 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅} 

                        = {0̅} ∪ {1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅} ∪

                        {1 ∙ 𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅}  

elde edilir. Burada,  gerçekten 

 |𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) | = 1 + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + (𝑞 − 1) + (𝑝 − 1) 

                             = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                             = 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 + 𝑞 + 𝑝 − 1 = 𝑝 ∙ 𝑞 

dir. Ayrıca 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍+ olmak üzere 1 ≤ 𝑖 < 𝑝 ve 1 ≤ 𝑗 < 𝑞 için (𝑖 ∙ 𝑞, 𝑛) ≠ 1 ve (𝑗 ∙ 𝑝, 𝑛) ≠

1 bulunur. Dolayısıyla {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} kümelerinden 

bir üreteç çıkamaz. Tüm bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉0 = {0̅}, 
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𝑉1 = 𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = {1̅, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

 𝑉3 = {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

ve 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪  𝑉3 

 alabiliriz. 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power grafının 𝑆𝐾2 indeksi; 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))

 

                            =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢

2 + 𝑑𝑣
2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))

+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) 

                            =
1

4
∙ ((𝑑0̅

2 + 𝑑1̅
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑𝑢2
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑𝑢3
2) + ⋯+) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑0̅

2 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑𝑝̅
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2) + ⋯+) 

           +
1

4
∙ ((𝑑0̅

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑𝑞̅
2) + (𝑑0̅

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2) + ⋯+) 

          +
1

4
∙ ((𝑑0̅

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑𝑢2
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑𝑢3
2) + ⋯+) 

         +
1

4
∙ ((𝑑1̅

2 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑𝑝̅
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2) + ⋯+) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑1̅

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑𝑞̅
2) + (𝑑1̅

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2) + ⋯+) 

                 +
1

4
∙ ((𝑑1̅

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑𝑢2

2 + 𝑑𝑢3
2) + ⋯+ (𝑑𝑢2

2 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
2)) 

           +
1

4
∙ ((𝑑𝑢2

2 + 𝑑𝑝̅
2) + (𝑑𝑢2

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑢2

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑𝑢2

2 + 𝑑𝑞̅
2) + (𝑑𝑢2

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑢2

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 
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                            +
1

4
∙ ((𝑑𝑢3

2 + 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
2) + (𝑑𝑢3

2 + 𝑑𝑝̅
2) + (𝑑𝑢3

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2)) 

                            +
1

4
∙ (+⋯+ (𝑑𝑢3

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑𝑢3

2 + 𝑑𝑞̅
2) + (𝑑𝑢3

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2)) 

                             +
1

4
∙ (+⋯+ (𝑑𝑢3

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑𝑝̅
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑𝑞̅
2) + (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2) + ⋯+) 

                           +
1

4
∙ ((𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + (𝑑𝑝̅

2 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑝̅

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 

             +
1

4
∙ (+⋯+ (𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + ⋯+ (𝑑(𝑞−2)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2 + 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑𝑞̅

2 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅
2) + ⋯+ (𝑑𝑞̅

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + ⋯+) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2) + ⋯+ (𝑑(𝑝−2)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2 + 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2)) 

                             +𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

4
∙ ((𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑0̅

2 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑1̅
2 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢2

2) 

                            +
1

4
∙ (+⋯+ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1) ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)

2 + (ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑𝑞̅
2) 

                            +
1

4
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑝 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅

2 +⋯+) 

                +
1

4
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + (𝑝 − 1)) ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2 + (ɸ(𝑝. 𝑞) + (𝑞 − 1)) ∙ 𝑑𝑝̅
2) 

                             +
1

4
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅

2 +⋯+  ) 

                             +
1

4
∙ ((ɸ(𝑝. 𝑞) + 1 + (𝑞 − 2)) ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2) + 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) 

olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑𝑢2 = ⋯ = 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1), 

𝑑𝑞̅ = 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑝 − 1) ∙ 𝑞 
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ve 

𝑑𝑝̅ = 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑞 − 1) ∙ 𝑝 

değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4
∙ ((𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2) 

                       +
1

4
∙ (+⋯+ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)) 

                       +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)) 

                       +
1

4
∙ (((ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1))) 

                       +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)) 

                       +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)) 

                       +
1

4
∙ (+⋯+ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)) 

                       +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)) 

                       +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)) 

                       +
1

4
∙ (+⋯+ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)) + 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) 

                        = 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) 

                        +
1

4
∙ ((ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1) ∙ (𝑝 − 1)) 

                        +
1

4
∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)2 ∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1) ∙ (𝑞 − 1) 

                         = 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3 ∙ (ɸ(𝑛) + 1) + (ɸ(𝑛) + 𝑝 − 1)3 ∙ (𝑝 − 1)) 

                         +
1

4
∙ (ɸ(𝑛) + 𝑞 − 1)3 ∙ (𝑞 − 1) 

olup burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) +
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3 ∙ (ɸ(𝑛) + 1)) 

                        +
1

4
∙ ((𝑛 − 𝑞)3. ɸ(𝑝) + (𝑛 − 𝑝)3. ɸ(𝑞)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.11. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟))  = ∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

                                 +𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının 𝑆𝐾2 indeksi; 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

                                =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢

2 + 𝑑𝑣
2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

bulunur. Diğer taraftan Tanım 2.4.14’ten 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

= ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))
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olacağından bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =
1

4
∙ ∑ 𝑑𝑢

3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

))

+ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

olup Teorem 4.4.7’deki Eş. 4.10’u burada yerine yazacak olursak, 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟))  = ∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

                                 +𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır.  

4.4.2. Sonuç  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛 )) =
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3. (ɸ(𝑛) + 1) + (𝑛 − 𝑞)3 ∙ ɸ(𝑝) + (𝑛 − 𝑝)3 ∙ ɸ(𝑞)) 

                         +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 

Teorem 4.4.11’de 𝑘 = 𝑟 = 1 alınacak olursa; 

𝑆𝐾2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) +∑
(ɸ(𝑝1−𝑖 ∙ 𝑞) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

1

𝑖=0

+∑
(ɸ(𝑝1−𝑗) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

3
)

4

1

𝑗=0

 

                             = 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) +
1

4
∙ (ɸ(𝑛) ∙ 𝑑1̅

3
+ ɸ(𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅

3
+ ɸ(𝑝) ∙ 𝑑𝑞̅

3
+ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

3) 
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olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = (𝑛 − 1), 

𝑑𝑞̅ = (𝑛 − 𝑞), 

𝑑𝑝̅ = (𝑛 − 𝑝) 

değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛 )) =
1

4
∙ ((𝑛 − 1)3. (ɸ(𝑛) + 1) + (𝑛 − 𝑞)3 ∙ ɸ(𝑝) + (𝑛 − 𝑝)3 ∙ ɸ(𝑞)) 

                         +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.4.2. Not 

Sonuç 4.4.2 daha önce bulduğumuz Teorem 4.4.10 ile çakıştı. Fakat bu sonuç farklı bir yolla 

elde edilmiştir. 

Örnek   

𝑃(𝑍18) power grafının 𝑆𝐾2 indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍18) power grafında ki 

bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ } , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 
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⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ , 

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ , 

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ ,  

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 
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13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅  

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ ,  

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  

 

12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,  

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

olup buradan, 
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𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14,  

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍21∙32)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍21∙32))

 

                              =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢

2 + 𝑑𝑣
2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍21∙32))

+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍21∙32)) 

                             =
1

4
∙ ((𝑑0

2 + 𝑑1
2) + (𝑑0

2 + 𝑑2
2) + (𝑑0

2 + 𝑑3
2) + (𝑑0

2 + 𝑑4
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑0

2 + 𝑑5
2) + (𝑑0

2 + 𝑑6
2) + (𝑑0

2 + 𝑑7
2) + (𝑑0

2 + 𝑑8
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑0

2 + 𝑑9
2) + (𝑑0

2 + 𝑑10
2) + (𝑑0

2 + 𝑑11
2) + (𝑑0

2 + 𝑑12
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑0

2 + 𝑑13
2) + (𝑑0

2 + 𝑑14
2) + (𝑑0

2 + 𝑑15
2) + (𝑑0

2 + 𝑑16
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑0

2 + 𝑑17
2) + (𝑑1

2 + 𝑑2
2) + (𝑑1

2 + 𝑑3
2) + (𝑑1

2 + 𝑑4
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑1

2 + 𝑑5
2) + (𝑑1

2 + 𝑑6
2) + (𝑑1

2 + 𝑑7
2) + (𝑑1

2 + 𝑑8
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑1

2 + 𝑑9
2) + (𝑑1

2 + 𝑑10
2) + (𝑑1

2 + 𝑑11
2) + (𝑑1

2 + 𝑑12
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑1

2 + 𝑑13
2) + (𝑑1

2 + 𝑑14
2) + (𝑑1

2 + 𝑑15
2) + (𝑑1

2 + 𝑑16
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑1

2 + 𝑑17
2) + (𝑑2

2 + 𝑑4
2) + (𝑑2

2 + 𝑑5
2) + (𝑑2

2 + 𝑑6
2)) 

                 +
1

4
∙ ((𝑑2

2 + 𝑑7
2) + (𝑑2

2 + 𝑑8
2) + (𝑑2

2 + 𝑑10
2) + (𝑑2

2 + 𝑑11
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑2

2 + 𝑑12
2) + (𝑑2

2 + 𝑑13
2) + (𝑑2

2 + 𝑑14
2) + (𝑑2

2 + 𝑑16
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑2

2 + 𝑑17
2) + (𝑑3

2 + 𝑑5
2) + (𝑑3

2 + 𝑑6
2) + (𝑑3

2 + 𝑑7
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑3

2 + 𝑑9
2) + (𝑑3

2 + 𝑑11
2) + (𝑑3

2 + 𝑑12
2) + (𝑑3

2 + 𝑑13
2)) 
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                             +
1

4
∙ ((𝑑3

2 + 𝑑15
2) + (𝑑3

2 + 𝑑17
2) + (𝑑4

2 + 𝑑5
2) + (𝑑4

2 + 𝑑6
2)) 

                    +
1

4
∙ (+(𝑑4

2 + 𝑑7
2) + (𝑑4

2 + 𝑑8
2) + (𝑑4

2 + 𝑑10
2) + (𝑑4

2 + 𝑑11
2)) 

                     +
1

4
∙ ((𝑑4

2 + 𝑑12
2) + (𝑑4

2 + 𝑑13
2) + (𝑑4

2 + 𝑑14
2) + (𝑑4

2 + 𝑑16
2)) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑4

2 + 𝑑17
2) + (𝑑5

2 + 𝑑6
2) + (𝑑5

2 + 𝑑7
2) + (𝑑5

2 + 𝑑8
2)) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑5

2 + 𝑑9
2) + (𝑑5

2 + 𝑑10
2) + (𝑑5

2 + 𝑑11
2) + (𝑑5

2 + 𝑑12
2)) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑5

2 + 𝑑13
2) + (𝑑5

2 + 𝑑14
2) + (𝑑5

2 + 𝑑15
2) + (𝑑5

2 + 𝑑16
2)) 

                    +
1

4
∙ (+(𝑑5

2 + 𝑑17
2) + (𝑑6

2 + 𝑑7
2) + (𝑑6

2 + 𝑑8
2) + (𝑑6

2 + 𝑑10
2)) 

                     +
1

4
∙ ((𝑑6

2 + 𝑑11
2) + (𝑑6

2 + 𝑑12
2) + (𝑑6

2 + 𝑑13
2) + (𝑑6

2 + 𝑑14
2)) 

              +
1

4
∙ ((𝑑6

2 + 𝑑15
2)(𝑑6

2 + 𝑑16
2) + (𝑑6

2 + 𝑑17
2) + (𝑑7

2 + 𝑑8
2)) 

                    +
1

4
∙ ((𝑑7

2 + 𝑑9
2) + (𝑑7

2 + 𝑑10
2) + (𝑑7

2 + 𝑑11
2) + (𝑑7

2 + 𝑑12
2)) 

                      +
1

4
∙ ((𝑑7

2 + 𝑑13
2) + (𝑑7

2 + 𝑑14
2) + (𝑑7

2 + 𝑑15
2) + (𝑑7

2 + 𝑑16
2)) 

                       +
1

4
∙ ((𝑑7

2 + 𝑑17
2) + (𝑑7

2 + 𝑑16
2) + (𝑑7

2 + 𝑑17
2) + (𝑑8

2 + 𝑑10
2)) 

                       +
1

4
∙ ((𝑑8

2 + 𝑑11
2) + (𝑑8

2 + 𝑑12
2) + (𝑑8

2 + 𝑑13
2) + (𝑑8

2 + 𝑑14
2)) 

                      +
1

4
∙ ((𝑑8

2 + 𝑑16
2) + (𝑑8

2 + 𝑑17
2) + (𝑑9

2 + 𝑑11
2) + (𝑑9

2 + 𝑑13
2)) 

                          +
1

4
∙ ((𝑑9

2 + 𝑑15
2) + (𝑑9

2 + 𝑑17
2) + (𝑑10

2 + 𝑑11
2) + (𝑑10

2 + 𝑑12
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑10

2 + 𝑑13
2) + (𝑑10

2 + 𝑑14
2) + (𝑑10

2 + 𝑑16
2) + (𝑑10

2 + 𝑑17
2)) 

                           +
1

4
∙ ((𝑑11

2 + 𝑑12
2) + (𝑑11

2 + 𝑑13
2) + (𝑑11

2 + 𝑑14
2) + (𝑑11

2 + 𝑑15
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑11

2 + 𝑑16
2) + (𝑑11

2 + 𝑑17
2) + (𝑑12

2 + 𝑑13
2) + (𝑑12

2 + 𝑑14
2)) 

                             +
1

4
∙ ((𝑑12

2 + 𝑑15
2) + (𝑑12

2 + 𝑑16
2) + (𝑑12

2 + 𝑑17
2) + (𝑑13

2 + 𝑑14
2)) 

                            +
1

4
∙ ((𝑑13

2 + 𝑑15
2) + (𝑑13

2 + 𝑑16
2) + (𝑑13

2 + 𝑑17
2) + (𝑑14

2 + 𝑑16
2)) 
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                             +
1

4
∙ ((𝑑14

2 + 𝑑17
2) + (𝑑15

2 + 𝑑17
2) + (𝑑16

2 + 𝑑17
2)) 

                             +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍18)) =
1

4
∙ (17 ∙ 𝑑0

2 + 17 ∙ 𝑑1
2 + 14 ∙ 𝑑2

2 + 11 ∙ 𝑑3
2 + 14 ∙ 𝑑4

2 + 17 ∙ 𝑑5
2) 

                 +
1

4
∙ (16 ∙ 𝑑6

2 + 17 ∙ 𝑑7
2 + 14 ∙ 𝑑8

2 + 9 ∙ 𝑑9
2 + 14 ∙ 𝑑10

2 + 17 ∙ 𝑑11
2) 

                     +
1

4
∙ (16 ∙ 𝑑12

2 + 17 ∙ 𝑑13
2 + 14 ∙ 𝑑14

211 ∙ 𝑑15
2 + 14 ∙ 𝑑16

2 + 17 ∙ 𝑑17
2) 

                          +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
1

4
∙ (17 ∙ 172 + 17 ∙ 172 + 14 ∙ 142 + 11 ∙ 112 + 14 ∙ 142 + 17 ∙ 172) 

                          +
1

4
∙ (16 ∙ 162 + 17 ∙ 172 + 14 ∙ 142 + 9 ∙ 92 + 14 ∙ 142 + 17 ∙ 172) 

                          +
1

4
∙ (16 ∙ 162 + 17 ∙ 172 + 14 ∙ 142 + 11 ∙ 112 + 14 ∙ 142 + 17 ∙ 172) 

                          +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                           =
1

4
∙ (7 ∙ 173 + 6 ∙ 143 + 2 ∙ 113 + 2 ∙ 163 + 93) + 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
1

4
∙ (34391 + 16464 + 2662 + 8192 + 729) + 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
62438

4
+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          = 15609,5 + 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının 𝑆𝐾2 indeksini Teorem 4.4.11’i kullanarak 

hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olmak üzere; 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍21∙32)) =∑
(ɸ(21−𝑖 ∙ 32) ∙ 𝑑2𝑖̅

3
)

4

1

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

                              +𝑆𝐾1(𝑃(𝑍21∙32)) 
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𝑆𝐾2(𝑃(𝑍18)) =
ɸ(18) ∙ 𝑑1̅

3

4
+
ɸ(9) ∙ 𝑑2̅

3

4
+
ɸ(6) ∙ 𝑑3̅

3

4
+
ɸ(2) ∙ 𝑑9̅

3

4
+
ɸ(3) ∙ 𝑑6̅

3

4
 

                         +
ɸ(1) ∙ 𝑑18̅̅̅̅

3

4
+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
6 ∙ 173

4
+
6 ∙ 143

4
+
2 ∙ 113

4
+
93

4
+
2 ∙ 163

4
+
173

4
+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
29478

4
+
16464

4
+
2662

4
+
729

4
+
8192

4
+
4913

4
+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

                          =
62438

4
+ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) = 15609,5 + 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍18)) 

elde edilir. 

4.4.12.  Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿3 ≤ 𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) ≤

(𝑛 − 1)3 ∙ 𝑛

2
 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑛 =

𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

≤
1

4
∙ ∑ 4 ∙ (𝑛 − 1)2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

= 𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2 

olacağından  burada; Tanım 2.2.4’ten herhangi bir grafın kenarlarının sayısı, 
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𝑚 = |𝐸| =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

 

olmak üzere bu denklemde ki 𝑚 değeri yerine yazıldıktan sonra ∀𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑉 için 

𝑑𝑢 ≤ 𝑛 − 1 ifadesini kullanacak olursak, 

𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2 = (𝑛 − 1)2 ∙
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

≤ (𝑛 − 1)2 ∙
1

2
∙ ∑(𝑛 − 1)

𝑢𝑖∈𝑉

=
1

2
∙ (𝑛 − 1)3 ∙ 𝑛 

elde edilir ve eşitsizliğinin bir tarafı ispatlanmış olur. Diğer taraftan, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

4
∙ ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

olmak üzere burada Tanım 2.2.4’teki ‘‘𝛿 = 𝛿(𝑃(𝑍𝑛))’’ tanımını kullanacak olursak, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) ≥
1

4
∙ ∑ 4 ∙ 𝛿2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

= 𝑚 ∙ 𝛿2 

bulunur. Burada 𝑚 yerine Tanım 2.2.4’teki  |𝐸| değeri yazılacak olursa, 

𝑚 ∙ 𝛿2 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

∙ 𝛿2 

bulunur. Burada Tanım 2.2.4’te bulunan ‘‘𝛿 = 𝛿(𝑃(𝑍𝑛))’’ tanımını kullanacak olursak, 

1

2
∙ ∑ 𝑑𝑢𝑖
𝑢𝑖∈𝑉

∙ 𝛿2 ≥
1

2
∙ 𝛿2 ∙ 𝑛 ∙ 𝛿 =

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿3 

olur ve dolayısıyla, 

𝑆𝐾2(𝑃(𝑍𝑛)) ≥
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿3 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  
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1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿3 =

(𝑛 − 1)3 ∙ 𝑛

2
 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝛿3 = (𝑛 − 1)3 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.5. Power Grafların Genelleştirilmiş Birinci Zagreb İndeksi  

Bu bölümde öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar 

olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının genelleştirilmiş 

birinci Zagreb indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi üzerinde teoremler elde 

edilmiştir. Power grafların genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi ile gösterimi literatürde 

daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi, 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑢

𝛼

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

= ∑ (𝑑𝑢
𝛼−1 + 𝑑𝑣

𝛼−1)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  
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4.5.1. Teorem    

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 pozitif tamsayı 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeden bir 

power graf olsun. O halde 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)𝛼                                                                                              (4.13) 

ve 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 +ɸ(𝑝)𝛼+1 ∙ 𝑞𝛼 + ɸ(𝑞)𝛼+1 ∙ 𝑝𝛼     (4.14) 

dir.  

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 (𝑘 pozitif tamsayı, 𝑝 asal sayı) mertebeden bir power graf olsun. O halde, 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = ∑ 𝑑𝑢

𝛼

𝑢∈𝑉(𝐺)

=∑𝑑𝑖̅
𝛼

𝑝𝑘

𝑖=1

 

                            = (𝑝𝑘 − 1)𝛼 + (𝑝𝑘 − 1)𝛼 +⋯+ (𝑝𝑘 − 1)𝛼 = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)𝛼 

elde edilir. 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. 

Tamsayılar iyi sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 olduğunu kabul edebiliriz. Ayrıca, 𝑎 ∈ 𝑍+ olmak 

üzere  (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ise 𝑍𝑝∙𝑞 = ⟨ 𝑎̅⟩’dir. Bu ise 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞’nin (𝑍𝑝∙𝑞 , + ) sonlu devirli grubun 

bir üreteci olduğu anlamına gelir. 𝑍𝑝∙𝑞’nin bütün üreteçlerinin kümesi 𝑈𝑍𝑝∙𝑞  ile gösterilir. O 

halde  

𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = { 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞 ∣∣ (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ve 𝑎 ∈ 𝑍+ }  

dir. Diğer taraftan, 

ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1)  



147 

 

 

 

olmak üzere, bütün bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = {𝑢1 = 1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞), 1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅, 1 ∙ 𝑞̅ 

                        2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅, 𝑝 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅} 

                        = {0̅} ∪ {1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅} ∪

                        {1 ∙ 𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅}  

elde edilir. Burada,  gerçekten 

 |𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) | = 1 + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + (𝑞 − 1) + (𝑝 − 1) 

                            = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                         = 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                         = 𝑝 ∙ 𝑞 

dir. Ayrıca 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍+ olmak üzere 1 ≤ 𝑖 < 𝑝 ve 1 ≤ 𝑗 < 𝑞 için (𝑖 ∙ 𝑞, 𝑛) ≠ 1 ve (𝑗 ∙ 𝑝, 𝑛) ≠

1  bulunur. Dolayısıyla {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} kümelerinden 

bir üreteç çıkamaz. Tüm bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉0 = {0̅},   

𝑉1 = 𝑈𝑍𝑝𝑞 = {1̅, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

 𝑉2 = {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

𝑉3 = {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

ve 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪  𝑉3 
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alabiliriz. 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi; 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =∑𝑑𝑖̅

𝛼

𝑝∙𝑞

𝑖=1

 

                             = 𝑑0̅
𝛼 + (𝑑1

𝛼 + 𝑑𝑢2
𝛼 + 𝑑𝑢3

𝛼 +⋯+ 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)
𝛼) 

                             +(𝑑𝑞̅
𝛼 + 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅

𝛼 + 𝑑3∙𝑞̅̅ ̅̅
𝛼 +⋯+ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛼) 

                             +(𝑑𝑝̅
𝛼 + 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅

𝛼 + 𝑑3∙𝑝̅̅̅̅̅
𝛼 +⋯+ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛼) 

olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑𝑢2 = ⋯ = 𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1), 

𝑑𝑞̅ = 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑝 − 1) ∙ 𝑞 

ve 

𝑑𝑝̅ = 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ = ⋯ = 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑞 − 1) ∙ 𝑝 

değerleri yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 

                             +⋯+ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑝 − 1)𝛼+(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑝 − 1)𝛼 

                             +⋯+ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑝 − 1)𝛼 + (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑞 − 1)𝛼 

                             +(ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑞 − 1)𝛼 +⋯+ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 𝑝 − 1)𝛼 

                            = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + 𝑞𝛼 ∙ (𝑝 − 1)𝛼+1 + 𝑝𝛼 ∙ (𝑞 − 1)𝛼+1 

                            = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 + 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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4.5.2. Teoem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

𝛼
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir.  

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli bir power graf olsun. 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟’nin bütün pozitif bölenleri, 

{1, 𝑝, 𝑝2, 𝑝3, ⋯ , 𝑝𝑘}, 

{𝑞, 𝑞2, 𝑞3, ⋯ , 𝑞𝑟}, 

{𝑝 ∙ 𝑞, 𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑝 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑝2 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝2 ∙ 𝑞𝑟}, 

{𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑝3 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝3 ∙ 𝑞𝑟}, 

⋮                 ⋮            ⋮                    ⋮ 

{𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, ⋯ , 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟} 

dir. Ayrıca, 

𝑈𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

= {𝑢̅ ∈ 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟  |𝑢 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑢 < 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 , (𝑢, 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) = 1} = {1̅, 𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑢
ɸ(𝑝𝑘∙𝑞𝑟)

} 
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dir. 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 = ⟨1̅⟩ ve 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 grubunun mertebesi 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 olduğundan burada ki herhangi 

bir devirli alt grubunun mertebesinin 

𝑎̅ = 𝑎 ∙ 1̅ ∈ 𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 için  

o(⟨𝑎 ∙ 1̅⟩) =
𝑛

𝑜𝑏𝑒𝑏(𝑛, 𝑎)
=

𝑛

(𝑛, 𝑎)
 

ve ⟨𝑎 ∙ 1̅⟩ devirli grubun üreteçlerinin sayısının 

ɸ(
𝑛

(𝑛, 𝑎)
) 

olduğunu biliyoruz. Burada 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb 

indeksi; 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ∑ 𝑑𝑖̅

𝛼

𝑝𝑘∙𝑞𝑟

𝑖=1

 

                                = ɸ (
𝑛

(1, 𝑛)
) ∙ 𝑑1̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

𝛼 +⋯+ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(

𝑛

(𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞̅

𝛼
 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

𝛼 +⋯++ɸ(
𝑛

(𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +  ɸ (
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

   +⋯+ ɸ(
𝑛

(𝑝2 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 

                                +ɸ(
𝑛

(𝑝3 ∙ 𝑞𝑟 , 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼
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                                +ɸ(
𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞2, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(

𝑛

(𝑝𝑘 ∙ 𝑞3, 𝑛)
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼

 

                                +⋯+ ɸ(
𝑛

(𝑛, 𝑛)
) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅

𝛼
 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ɸ(𝑛) ∙ 𝑑1̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝
) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝2
) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝3
) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅

𝛼 +⋯+ 

                                +ɸ(
𝑛

𝑝𝑘
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(

𝑛

𝑞
) ∙ 𝑑𝑞̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑞2
) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑞3
) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

𝛼+. . + 

                                +ɸ(
𝑛

𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                        +ɸ (
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ɸ(
𝑛

𝑝 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 

                                +ɸ(
𝑛

𝑝2 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 ++ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                 +ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑝3 ∙ 𝑞𝑟
) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 

                       ɸ (
𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞2
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(

𝑛

𝑝𝑘 ∙ 𝑞3
) ∙ 𝑑

𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼

 

                                 +⋯+ ɸ(
𝑛

𝑛
) ∙ 𝑑𝑛̅

𝛼
 

                                = ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑1̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅
𝛼

 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝3̅̅̅̅
𝛼 +⋯+ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅

𝛼
 

                                +ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅

𝛼 +⋯+ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅
𝛼

 

    +ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−1 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 

                                +ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼

 

                                +ɸ(𝑝𝑘−2 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 +⋯+ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 +  ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3 ∙ 𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 +⋯+ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
 

                                 +⋯+ ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼   

                                 +⋯+ ɸ(1) ∙ 𝑑𝑛̅=0̅
𝛼

 

                               = ɸ(𝑞𝑟) ∙ (ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑1̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ 𝑑𝑝2̅̅̅̅
𝛼 +⋯+ 𝑑

𝑝𝑘̅̅ ̅̅
𝛼) 



152 

 

                         +ɸ(𝑝𝑘) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑞̅
𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑞2̅̅̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑞3̅̅̅̅
𝛼 +⋯+) 

                                +ɸ(𝑝𝑘) ∙ 𝑑𝑞𝑟̅̅̅̅
𝛼 + ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 +⋯+ 𝑑𝑝∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼) + 

                               + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝2∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (+⋯+ 𝑑𝑝2∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼) + ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑𝑝3∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 +⋯+ 𝑑𝑝3∙𝑞𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼) 

                                +⋯+ (ɸ(𝑞𝑟−1) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−2) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 + ɸ(𝑞𝑟−3) ∙ 𝑑
𝑝𝑘∙𝑞3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼) 

                                +⋯+ 𝑑0̅
𝛼

 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

𝛼 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) + ɸ(𝑝𝑘) ∙ (∑𝑑𝑞𝑖̅̅ ̅
𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) + 

                                 ɸ(𝑝𝑘−1) ∙ (∑𝑑𝑝∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅
𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) + ɸ(𝑝𝑘−2) ∙ (∑𝑑𝑝2∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                                +ɸ(𝑝𝑘−3) ∙ (∑𝑑𝑝3∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) +⋯+ (∑𝑑
𝑝𝑘∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                                = ɸ(𝑞𝑟) ∙ (∑𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
𝛼 ∙

𝑘

𝑖=0

ɸ(𝑝𝑘−𝑖)) 

                                +∑ɸ(𝑝𝑘−𝑗)

𝑘

𝑗=0

∙ (∑𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼 ∙

𝑟

𝑖=1

ɸ(𝑞𝑟−𝑖)) 

                               = ∑(ɸ(𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
𝛼
∙ ɸ(𝑝𝑘−𝑖))

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼
∙ ɸ(𝑞𝑟−𝑖))

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir. Dolayısıyla 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

𝛼
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.5.1. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 +ɸ(𝑝)𝛼+1 ∙ 𝑞𝛼 + ɸ(𝑞)𝛼+1 ∙ 𝑝𝛼 

dir. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar) mertebeli bir power graf olsun. Teorem 4.5.2’de 

𝑘 = 𝑟 = 1 alınacak olursa; 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝1∙𝑞1)) =∑(ɸ(𝑝1−𝑖 ∙ 𝑞1) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

𝛼
)

1

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝1−𝑗 ∙ 𝑞1−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼
)

1

𝑖=1

1

𝑗=0

 

                                 = ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ 𝑑1̅
𝛼
+ ɸ(𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼
+∑(ɸ(𝑝1−𝑗) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
)

1

𝑗=0

 

                                 = ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ 𝑑1̅
𝛼
+ ɸ(𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅

𝛼
+ɸ(𝑝) ∙ 𝑑𝑞̅

𝛼
+ ɸ(1) ∙ 𝑑𝑝∙𝑞̅̅ ̅̅̅=0̅

𝛼
 

olup burada, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1), 𝑑𝑞̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞) ve 𝑑𝑝̅ = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝) değerleri yerlerine yazılıp 

gerekli düzenlemeler yapılacak olursa, 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼 + ɸ(𝑞) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 

                             +ɸ(𝑝) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 

𝑀1
𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + ɸ(𝑝)𝛼+1 ∙ 𝑞𝛼 + ɸ(𝑞)𝛼+1 ∙ 𝑝𝛼 



154 

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.5.1. Not 

Sonuç 4.5.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.5.1’deki Eş. 4.14 ile çakıştı. Fakat bu sonuç 

farklı bir yolla elde edilmiştir. 

Örnek   

𝑃(𝑍18) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksini hesaplamak için öncelikle 

𝑃(𝑍18) power grafında ki bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ }, 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 
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⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ , 

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ , 

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ , 

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅  

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 



156 

 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,  

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

  

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ ,  

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  

12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,   

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

olup buradan, 

𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14, 

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

bu bilgiler doğrultusunda 𝑃(𝑍18) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksi; 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍18)) =∑𝑑𝑖̅

𝛼

18

𝑖=1

 

                           = 𝑑1̅
𝛼 + 𝑑2̅

𝛼 + 𝑑3̅
𝛼 + 𝑑4̅

𝛼 + 𝑑5̅
𝛼 + 𝑑6̅

𝛼 + 𝑑7̅
𝛼 + 𝑑8̅

𝛼 + 𝑑9̅
𝛼 + 𝑑10̅̅̅̅

𝛼

+ 𝑑11̅̅̅̅
𝛼+𝑑12̅̅̅̅

𝛼 + 𝑑13̅̅̅̅
𝛼 + 𝑑14̅̅̅̅

𝛼 + 𝑑15̅̅̅̅
𝛼 + 𝑑16̅̅̅̅

𝛼+𝑑17̅̅̅̅
𝛼 + 𝑑18̅̅̅̅ =0̅

𝛼
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𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍18))  = 17𝛼 + 14𝛼 + 11𝛼 + 14𝛼 + 17𝛼 + 16𝛼 + 17𝛼 + 14𝛼 + 9𝛼 + 14𝛼

+ 17𝛼+16𝛼 + 17𝛼 + 14𝛼  + 11𝛼 + 14𝛼+17𝛼 + 17𝛼  

                           = 7 ∙ 17𝛼 + 6 ∙ 14𝛼 + 2 ∙ 11𝛼 + 2 ∙ 16𝛼 + 9𝛼 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksini 

Teorem 4.5.2’yi kullanarak hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olmak üzere; 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍21∙32)) =∑(ɸ(21−𝑖 ∙ 32) ∙ 𝑑2𝑖̅

𝛼
)

1

𝑖=0

+∑∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝛼
)

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

                            

= ɸ(18) ∙ 𝑑1̅
𝛼
+ ɸ(9) ∙ 𝑑2̅

𝛼
+∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 3) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
+ ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙9̅̅ ̅̅ ̅̅

𝛼
)

1

𝑗=0

 

                           = 6 ∙ 17𝛼 + 6 ∙ 14𝛼 + ɸ(6) ∙ 𝑑3̅
𝛼
+ ɸ(2) ∙ 𝑑9̅

𝛼
+ ɸ(3) ∙ 𝑑6̅

𝛼
 

                                +ɸ(1) ∙ 𝑑18̅̅̅̅ =
𝛼

 

                           = 6 ∙ 17𝛼 + 6 ∙ 14𝛼 + (2 ∙ 11𝛼 + 9𝛼 + 2 ∙ 16𝛼 + 17𝛼) 

                           = 7 ∙ 17𝛼 + 6 ∙ 14𝛼 + 2 ∙ 11𝛼 + 2 ∙ 16𝛼 + 9𝛼 

elde edilir. 

4.5.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝛼 ∈ ℝ olmak 

üzere, 

 (i) Eğer α ≥ 0 ise  

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)𝛼                                                                                                     (4.15) 

(ii) Eğer α < 0 ise  
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𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ 𝛿𝛼                                                                                                                 (4.16) 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

(i) 𝛼 ∈ ℝ olmak üzere, 𝛼 ≥ 0 olsun. 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) =∑𝑑𝑖̅

𝛼

𝑛

𝑖=1

 

olduğunu biliyoruz. ‘‘Cauchy – Schwarz ’’eşitsizliğinden aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz. 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ (∑12

𝑛

𝑖=1

)

1
2

∙ (∑𝑑𝑖̅
2𝛼

𝑛

𝑖=1

)

1
2

= (∑𝑛 ∙ 𝑑𝑖̅
2𝛼

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

elde edilir. Ayrıca 𝛼 ≥ 0 ve 𝑃(𝑍𝑛) basit bağlantılı bir graf olduğundan ∀𝑖̅ ∈ {1̅, 2̅, … , 𝑛̅} için 

(𝑛 − 1)2𝛼 ≥ 𝑑𝑖̅
2𝛼

 bulunur. Diğer taraftan 𝑛 > 0 olduğundan 𝑛 ∙ 𝑑𝑖̅
2𝛼 ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)2𝛼 elde 

edilir. Bu bilgiler kullanılacak olursa, 

(∑𝑛 ∙ 𝑑𝑖̅
2𝛼

𝑛

𝑖=1

)

1
2

≤ (∑𝑛 ∙ (𝑛 − 1)2𝛼
𝑛

𝑖=1

)

1
2

 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)𝛼 

elde edilir. 

(ii) 𝛼 ∈ ℝ olmak üzere, 𝛼 < 0 olsun. Aşağıda ki eşitsizlikte ‘‘Cauchy–Schwarz 

’’eşitsizliğini kullanacak olursak, 

𝑀1
𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ √

∑ 𝑑𝑖̅
2𝛼𝑛

𝑖=1

𝑛
= √𝑛 ∙ (∑𝑑𝑖̅

2𝛼

𝑛

𝑖=1

)

1
2
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eşitsizliği bulunur.  ∀𝑖̅ ∈ {1̅, 2̅, … , 𝑛̅} için 𝛿 ≤ 𝑑𝑖̅ ve 𝛼 < 0 olduğundan, 𝑑𝑖̅
2𝛼 ≤ 𝛿2𝛼 bulunur. 

Bu bilgiler son eşitsizlikte uygulanacak olursa, 

𝑛
1
2 ∙ (∑𝑑𝑖̅

2𝛼

𝑛

𝑖=1

)

1
2

≤ √𝑛 ∙ (∑𝛿2𝛼
𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

                              = √𝑛 ∙ (𝑛 ∙ 𝛿2𝛼)
1
2 

                              = 𝑛 ∙ 𝛿𝛼 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)𝛼 = 𝑛 ∙ 𝛿𝛼 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

(𝑛 − 1)𝛼 = 𝛿𝛼 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.6. Power Grafların Birinci Zagreb İndeksi 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının birinci Zagreb indeksi 

üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının 
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birinci Zagreb indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların birinci Zagreb 

indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir 

yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının birinci Zagreb indeksi, 

𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

= ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

ve 

genelleştirilmiş birinci Zagreb indeksinde 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1
2(𝑃(𝑍𝑛)) =∑𝑑𝑖̅

2

𝑛

𝑖=1

 

                         = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                        = 𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  

4.6.1. Teorem 

𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O 

halde 

a) 𝑝 asal sayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2  

dir. 
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b) 𝑝 ve 𝑞 farklı asallar olmak üzere 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + ɸ(𝑝)3 ∙ 𝑞2 + ɸ(𝑞)3 ∙ 𝑝2 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asallar 𝑘 ∈ 𝑍+, 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf 

olmak üzere; 

a) 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli bir power graf olsun. O halde genelleştirilmiş birinci 

Zagreb indeksinde 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1
2(𝑃(𝑍𝑛)) =∑𝑑𝑖̅

2

𝑛

𝑖=1

 

                        = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                       = 𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) 

olacağından Teorem 4.5.1’deki Eş. 4.13’te 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1
2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

b) 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞  mertebeli bir power graf olsun. O halde Teorem 4.5.1’deki 

Eş. 4.14’te 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1
2(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + ɸ(𝑝)3 ∙ 𝑞2 + ɸ(𝑞)3 ∙ 𝑝2  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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4.6.2. Teorem 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
2
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. Teorem 4.5.2’de 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 𝑀1
2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟))  

          = ∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
2
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

bulunur ve böylece ispat tamamlanır. 

4.6.1. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + ɸ(𝑝)3 ∙ 𝑞2 + ɸ(𝑞)3 ∙ 𝑝2 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. Sonuç 4.5.1’de 𝛼 =

2 alınacak olursa,  
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𝑀1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑀1
2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)2 + ɸ(𝑝)3 ∙ 𝑞2 + ɸ(𝑞)3 ∙ 𝑝2 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

4.6.1. Not 

Sonuç 4.6.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.6.1’in b) maddesinde ki ifadeyle çakıştı. Fakat 

bu sonuç farklı bir yolla elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍18) power grafının birinci Zagreb indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍18) power 

grafında ki bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ } , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 
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⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ , 

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ ,  

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ , 

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ , 

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 
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8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅  

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ ,  

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  

 

12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

olup buradan, 

𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14, 

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

bu bilgiler doğrultusunda 𝑃(𝑍18) power grafının birinci Zagreb indeksi; 

𝑀1(𝑃(𝑍18)) =∑𝑑𝑖̅
2

18

𝑖=1
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𝑀1(𝑃(𝑍18)) = 𝑑1̅
2 + 𝑑2̅

2 + 𝑑3̅
2 + 𝑑4̅

2 + 𝑑5̅
2 + 𝑑6̅

2 + 𝑑7̅
2 + 𝑑8̅

2 + 𝑑9̅
2 + 𝑑10̅̅̅̅

2
 

                       +𝑑11̅̅̅̅
2+𝑑12̅̅̅̅

2 + 𝑑13̅̅̅̅
2 + 𝑑14̅̅̅̅

2 + 𝑑15̅̅̅̅
2 + 𝑑16̅̅̅̅

2+𝑑17̅̅̅̅
2 + 𝑑18̅̅̅̅ =0̅

2  

                        = 172 + 142 + 112 + 142 + 172 + 162 + 172 + 142 + 92 + 142 

                        +172+162 + 172 + 142 + 112 + 142+172 + 172 

                     = 7 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + 2 ∙ 112 + 2 ∙ 162 + 92 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑃(𝑍18) power grafının birinci Zagreb indeksini Teorem 4.6.2’yi 

kullanarak hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 olmak üzere; 

𝑀1(𝑃(𝑍21∙32)) =∑(ɸ(21−𝑖 ∙ 32) ∙ 𝑑2𝑖̅
2
)

1

𝑖=0

+∑∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2
)

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

                           = ɸ(18) ∙ 𝑑1̅
2
+ ɸ(9) ∙ 𝑑2̅

2
+∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 3) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

2
+ ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙9̅̅ ̅̅ ̅̅

2
)

1

𝑗=0

 

                          = 6 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + ɸ(6) ∙ 𝑑3̅
2
+ ɸ(2) ∙ 𝑑9̅

2
+ɸ(3) ∙ 𝑑6̅

2
 

                         +ɸ(1) ∙ 𝑑18̅̅̅̅ =0̅
2
 

                          = 6 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + (2 ∙ 112 + 92 + 2 ∙ 162 + 172) 

                          = 7 ∙ 172 + 6 ∙ 142 + 2 ∙ 112 + 2 ∙ 162 + 92 

elde edilir. 

4.6.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

2 ∙ 𝛿3 ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

𝛿2 + (𝑛 − 1)2
≤ 𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)2 
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dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑛 =

𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Teorem 4.5.3’teki 

Eş. 4.15’te 𝛼 = 2 alınırsa, 

𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)2 

elde edilir ve eşitsizliğin bir tarafının ispatı tamamlanır. Diğer taraftan, 

𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑢
2

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

olmak üzere ‘‘Polya-Szego’’ eşitsizliğini kullanacak olursak, 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 0 < 𝛾 = 𝛿2 ≤ 𝑎𝑖 = 𝑑𝑖̅
2 ≤ 𝐴 = (𝑛 − 1)2 < ∞  

ve  

0 < 𝛽 = 1 ≤ 𝑏𝑖 = 1 ≤ 𝐵 = 1 < ∞  

ise o halde 

∑𝑑𝑖̅
4

𝑛

𝑖=1

∙∑1

𝑛

𝑖=1

≤
(𝛿2 ∙ 1 + (𝑛 − 1)2 ∙ 1)2

4 ∙ 𝛿2 ∙ 1 ∙ (𝑛 − 1)2 ∙ 1
∙ (∑𝑑𝑖̅

2 ∙ 1

𝑛

𝑖=1

)

2

 

                           =
(𝛿2 + (𝑛 − 1)2)2

4 ∙ 𝛿2 ∙ (𝑛 − 1)2
∙ (∑𝑑𝑖̅

2

𝑛

𝑖=1

)

2

 

bulunur ve burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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(∑𝑑𝑖̅
2

𝑛

𝑖=1

)

2

≥
4 ∙ 𝛿2 ∙ (𝑛 − 1)2 ∙ 𝑛

(𝛿2 + (𝑛 − 1)2)2
∙∑𝑑𝑖̅

4

𝑛

𝑖=1

≥
4 ∙ 𝛿6 ∙ (𝑛 − 1)2 ∙ 𝑛2

(𝛿2 + (𝑛 − 1)2)2
 

olur ve dolayısıyla, 

𝑀1(𝑃(𝑍𝑛)) =∑𝑑𝑖̅
2

𝑛

𝑖=1

≥
2 ∙ 𝛿3 ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

𝛿2 + (𝑛 − 1)2
 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)2 =
2 ∙ 𝛿3 ∙ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

𝛿2 + (𝑛 − 1)2
 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

2 ∙ 𝛿3 − (𝑛 − 1) ∙ 𝛿2 − (𝑛 − 1)3 = 0 

bulunur. Burada 𝑡 = 𝑛 − 1 dersek, 

2 ∙ 𝛿3 − 𝑡 ∙ 𝛿2 − 𝑡3 = 0 

olacağından 𝛿 = 𝑡’nin bu denklemin bir kökü olduğu yani bu denklemi sağladığı görülür. 

Diğer taraftan başka reel köklerin olup olmadığına bakalım. 

2 ∙ 𝛿3 − 𝑡 ∙ 𝛿2 − 𝑡3 = (𝛿 − 𝑡) ∙ (2 ∙ 𝛿2 + 𝛿 ∙ 𝑡 + 𝑡2) = 0 

olacağından bu denklemin tek reeel kökünün  

𝛿1 = 𝑡 = 𝑛 − 1 

olduğu görülür. Gerçekten, 

𝛿2,3 =
−𝑡 ± √𝑡2 − 4 ∙ 2 ∙ 𝑡2

2 ∙ 2
=
−𝑡 ± √−7 ∙ 𝑡2

4
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olduğundan burada reeel kök yoktur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 𝑃(𝑍𝑛) 

power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) 

power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat tamamlanır. 

4.7. Power Grafların İkinci Zagreb İndeksi 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının ikinci Zagreb indeksi 

üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının 

ikinci Zagreb indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların ikinci Zagreb 

indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir 

yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının ikinci Zagreb indeksi, 

𝑀2(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

𝑢~𝑣

= ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  

4.7.1. Teorem  

𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve m kenarlı bir power graf olsun. O 

halde 

a) 𝑝 asal sayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

2
 

dir. 
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b) 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar olmak üzere 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise  

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) =
1

2
∙ 𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) 

                           +
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) −

1

2
∙ 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) 

                           −
1

2
∙ 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) +

3

2
∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) −

11

2
∙ 𝑝 + 1 

dir. 

İspat 

𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve m kenarlı bir power graf olsun. 

Burada, 

𝑀2(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛))  

dir. 

a) 𝑝 asal sayı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘 ise Teorem 4.4.5’ten 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

2
 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

b) 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar olmak üzere 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise Teorem 4.4.6’dan 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) 

                           =
1

2
∙ 𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) 

                           +
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) −

1

2
∙ 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) 

                          −
1

2
∙ 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) +

3

2
∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) −

11

2
∙ 𝑝 + 1  
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.7.2. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

     (4.17) 

ve 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

) ≤ 𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟))                           (4.18) 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

olduğundan, bu denklem Teorem 4.4.7’de yerine yazılırsa, 

𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

   

ve 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

) ≤ 𝑀2 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟))          
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek  

𝑃(𝑍2∙3) power grafının ikinci Zagreb  indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍6) power 

grafında ki bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍6)) = 𝑍6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = 𝑍6, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = {0̅, 2̅, 4̅}, 

⟨3̅⟩ = {0̅, 3̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅ 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 
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olup buradan, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 5, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 4, 𝑑3̅ = 3 

bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑀2(𝑃(𝑍6)) = ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣
𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍6))

 

                       = (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑3̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑0̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅) 

                       +(𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑1̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅) + (𝑑2̅ ∙ 𝑑5̅) + (𝑑3̅ ∙ 𝑑5̅) 

                       +(𝑑4̅ ∙ 𝑑5̅) 

                      = (5 ∙ 5) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 3) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 5) + (5 ∙ 4) + (5 ∙ 3) 

                      +(5 ∙ 4) + (5 ∙ 5) + (4 ∙ 4) + (4 ∙ 5) + (3 ∙ 5) + (4 ∙ 5) 

                      = 25 + 20 + 15 + 20 + 25 + 20 + 15 + 20 + 25 + 16 + 20 + 15 + 20 

                      = 256 

bulunur. Ayrıca 

𝛿(𝑃(𝑍6)) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑0̅, 𝑑1̅, 𝑑2̅, 𝑑3̅, 𝑑4̅, 𝑑5̅} = 𝑚𝑖𝑛{5,5,4,3,4,5} = 3 

bulunur. Bu bilgiler doğrultusunda Teorem 4.7.2’yi kullanacak olursak. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 =

3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 1 olmak üzere; 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2

1

𝑗=0

) ≤ 𝑀2(𝑃(𝑍6)) 

ve 

𝑀2(𝑃(𝑍6)) ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2
∙ 𝑑2𝑖̅

3

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2
∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

1

𝑗=0
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bulunur. Gerçekten, 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2

1

𝑗=0

) = 33 ∙
(ɸ(6) + ɸ(3) + ɸ(2) + ɸ(1))

2
 

                                                                         = 27 ∙
(2 + 2 + 1 + 1)

2
 

                                                                         = 81 

ve 

∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2
∙ 𝑑2𝑖̅

3

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2
∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

1

𝑗=0

=
ɸ(6)

2
∙ 𝑑1̅

3 +
ɸ(3)

2
∙ 𝑑2̅

3
 

                                                                                    +
ɸ(2)

2
∙ 𝑑3̅

3 +
ɸ(1)

2
∙ 𝑑6̅=0̅

3
 

                                                                                     = 53 + 43 +
1

2
∙ 33 +

1

2
∙ 53 

                                                                                    = 125 + 64 +
(27 + 125)

2
= 265 

olmak üzere, 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2

1

𝑗=0

) ≤ 𝑀2(𝑃(𝑍6)) 

ve 

𝑀2(𝑃(𝑍6)) ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2
∙ 𝑑2𝑖̅

3

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2
∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

3

1

𝑗=0

 

eşitsizliğinin 
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81 ≤ 𝑀2(𝑃(𝑍6)) = 256 ≤ 265 

olduğu görülür. 

4.7.3. Teorem   

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O 

halde 

𝑚 ∙ δ2 ≤ 𝑀2(𝑃(𝑍𝑛)) ≤
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

4 ∙ δ
 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑀2(𝑃(𝑍𝑛)) = 2 ∙ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla Teorem 4.4.8’den 

𝑚 ∙ δ2 ≤ 𝑀2(𝑃(𝑍𝑛)) ≤
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

4 ∙ δ
 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑚 ∙ δ2 =
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

4 ∙ δ
 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

4 ∙ δ3 = (δ + (𝑛 − 1))
2
∙ (𝑛 − 1) 

olup burada 𝑡 = (𝑛 − 1) dersek, 

4 ∙ δ3 − 𝑡 ∙ δ2 − 2 ∙ 𝑡2 ∙ δ − 𝑡3 = (𝑛 − 1) ∙ (4 ∙ δ2 + 3 ∙ 𝑡 ∙ δ + 𝑡2) = 0 
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olup burada ki reel kökler, 

𝛿1 = 𝑛 − 1 

𝛿2,3 =
−3 ∙ 𝑡 ± √9 ∙ 𝑡2 − 16 ∙ 𝑡2

8
 

         =
−3 ∙ 𝑡 ± √−7 ∙ 𝑡2

8
 

olmak üzere tek reel kökün  

𝛿1 = 𝑛 − 1 

olduğu görülür. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.8. Power Grafların Genelleştirilmiş Randic İndeksi 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının genelleştirilmiş Randic 

indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power 

grafının geneleştirilmiş Randic indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların 

genelleştirilmiş Randic indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim 

olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının genelleştirilmiş Randic indeksi, 
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𝑅𝛼 = 𝑅𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  

4.8.1.Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere, 𝑃(𝑍𝑛) 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power 

graf olsun. Eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise  

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2∙𝛼+1

2
                                                                              (4.19) 

eğer 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞  ise 

𝑅𝛼 =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ (ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + 2 ∙ 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 + 2 ∙ 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1) 

      +
1

2
∙ (𝑞2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑝)2∙𝛼+1 ∙ (𝑝 − 2) + 𝑝2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑞)2∙𝛼+1 ∙ (𝑞 − 2))                                  (4.20) 

dir. 

İspat 

𝑘 ∈ 𝑍+, 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir 

power graf olsun. O halde, 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

                                     = (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅)
𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅)

𝛼 +⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝛼 + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅)
𝛼 

                                    +(𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅)
𝛼  + ⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝛼 + (𝑑2̅ ∙ 𝑑3̅)

𝛼 + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅)
𝛼 

                                    +⋯+ (𝑑2̅ ∙ 𝑑𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝛼 +⋯+⋯+ (𝑑𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑑𝑛̅)
𝛼   

                                    = 𝑚 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2∙𝛼 
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bulunur ve Sonuç 4.1.2’den 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = (
𝑝𝑘

2
) ∙ (𝑝𝑘 − 1)2∙𝛼 =

𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)2∙𝛼+1

2
 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑛 = 𝑝𝑘 için ispat tamamlanır. Diğer taraftan 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 

ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. Tamsayılar iyi sıralı olduğundan 𝑝 < 𝑞 

olduğunu kabul edebiliriz. Ayrıca, 𝑎 ∈ 𝑍+ olmak üzere  (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ise 𝑍𝑝∙𝑞 = ⟨ 𝑎̅⟩’dir. Bu 

ise 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞’nin (𝑍𝑝∙𝑞 , + ) sonlu devirli grubun bir üreteci olduğu anlamına gelir.  𝑍𝑝∙𝑞’nin 

bütün üreteçlerinin kümesi 𝑈𝑍𝑝∙𝑞  ile gösterilir. O halde  

𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = { 𝑎̅ ∈ 𝑍𝑝∙𝑞 ∣∣ (𝑎, 𝑝 ∙ 𝑞) = 1 ve 𝑎 ∈ 𝑍+ }  

dir. Diğer taraftan, 

ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1)  

olmak üzere, bütün bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = {𝑢1 = 1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞), 1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅, 1 ∙ 𝑞̅ 

                        2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅, 𝑝 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0̅} 

                        = {0̅} ∪ {1̅, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢ɸ(𝑝∙𝑞)} ∪ {1 ∙ 𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅,⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅} ∪

                        {1 ∙ 𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅,⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅}  

elde edilir. Burada,  gerçekten 

 |𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) | = 1 + ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + (𝑞 − 1) + (𝑝 − 1) 

                             = (𝑝 − 1) ∙ (𝑞 − 1) + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                         = 𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝 − 𝑞 + 1 + 𝑞 + 𝑝 − 1 

                 = 𝑝 ∙ 𝑞 
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dir. Ayrıca 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑍+ olmak üzere 1 ≤ 𝑖 < 𝑝 ve 1 ≤ 𝑗 < 𝑞 için (𝑖 ∙ 𝑞, 𝑛) ≠ 1 ve (𝑗 ∙ 𝑝, 𝑛) ≠

1 bulunur. Dolayısıyla {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} ve {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , ⋯ , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} kümelerinden 

bir üreteç çıkamaz. Tüm bu bilgiler doğrultusunda, 

𝑉0 = {0̅},   

𝑉1 = 𝑈𝑍𝑝∙𝑞 = {1̅, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢ɸ(𝑝.𝑞)}, 

𝑉2 = {𝑞̅, 2 ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑝 − 1) ∙ 𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}, 

 𝑉3 = {𝑝̅, 2 ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ , … , (𝑞 − 1) ∙ 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

ve 

𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪  𝑉3 

alabiliriz. 𝑃(𝑍𝑝∙𝑞) power grafının genelleştirilmiş Randic indeksi, 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

                                     = (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅)
𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢2)

𝛼
+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢3)

𝛼
+⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))

𝛼

 

                                     +(𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑝̅)
𝛼
+(𝑑0̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)

𝛼
+⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑𝑞̅)

𝛼
 

                                     +(𝑑0̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )
𝛼
+⋯+ (𝑑0̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑢3)

𝛼
+⋯+ 

                                     + (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))
𝛼

+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑝̅)
𝛼
+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)

𝛼
+⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
 

                                     +(𝑑1̅ ∙ 𝑑𝑞̅)
𝛼
+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )

𝛼
+⋯+ (𝑑1̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑢3)

𝛼
 

                                     +⋯+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))
𝛼

+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑝̅)
𝛼
+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)

𝛼
+⋯+ 

                                     +(𝑑𝑢2 ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑𝑞̅)

𝛼
+ (𝑑𝑢2 ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )

𝛼
+⋯+ 

                                     +(𝑑𝑢2 ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑢ɸ(𝑝.𝑞))

𝛼

+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑝̅)
𝛼
+ 

                                     + (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑𝑞̅)

𝛼
+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )

𝛼
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                                     +⋯+ (𝑑𝑢3 ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑𝑝̅)

𝛼

+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)
𝛼

 

                                     +⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼

+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑𝑞̅)
𝛼

+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )
𝛼

 

                                     +⋯+ (𝑑𝑢ɸ(𝑝∙𝑞) ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼

+ (𝑑𝑝̅ ∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑𝑝̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
 

                                    +⋯+ (𝑑𝑝̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
+⋯+ 

                                   +(𝑑(𝑞−2)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+ (𝑑𝑞̅ ∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ )

𝛼
+⋯+ (𝑑𝑞̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
 

                                   +⋯+ (𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝛼
+⋯+ (𝑑(𝑝−2)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝛼
 

olup buradan, 

𝑅𝛼 =
1

2
∙ 𝑑0̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{0̅}

+
1

2
∙ 𝑑1̅ ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

 

    +
1

2
∙ 𝑑𝑢2 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅

𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢2}

+
1

2
∙ 𝑑𝑢3

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢3}

 

    +⋯+
1

2
∙ 𝑑𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)

∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{𝑢𝑢ɸ(𝑝.𝑞)
}

+
1

2
∙ 𝑑𝑞̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠𝑞̅

 

    +
1

2
∙ 𝑑2∙𝑞̅̅ ̅̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠2∙𝑞̅̅ ̅̅

+⋯+
1

2
∙ 𝑑(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉3

𝑖̅≠(𝑝−1)∙𝑞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

    + 
1

2
∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠𝑝̅

+
1

2
∙ 𝑑2∙𝑝̅̅̅̅̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠2∙𝑝̅̅̅̅̅

 

    +⋯+
1

2
∙ 𝑑(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝛼

𝑖̅∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−𝑉2

𝑖̅≠(𝑞−1)∙𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ {0̅} veya 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 ise 

𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−{𝑢}

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−{𝑣}
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olur. Aynı şekilde 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉2 ise 

𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−𝑉3
𝑢′≠𝑢

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−𝑉3
𝑣≠𝑣′

 

ve 𝑢, 𝑣, 𝑢′, 𝑣′ ∈ 𝑉 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) olmak üzere 𝑢 ≠ 𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉3 ise 

𝑑𝑢 ∙ ∑ 𝑑𝑢′

𝑢′∈𝑉−𝑉2
𝑢′≠𝑢

= 𝑑𝑣 ∙ ∑ 𝑑𝑣′

𝑣′∈𝑉−𝑉2
𝑣≠𝑣′

 

olacağından yukarıda ki son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

𝑅𝛼 =
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ 𝑑1̅

𝛼 ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝𝑞∙))−{1̅}

+
1

2
∙ 𝑑𝑞̅

𝛼 ∙ ɸ(𝑝) ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠𝑞̅

 

       +
1

2
∙ 𝑑𝑝̅

𝛼 ∙ ɸ(𝑞) ∙ ∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠𝑝̅

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞))−{1̅}

= ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 ∙ (𝑝 − 1) + (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 ∙ (𝑞 − 1) 

∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉−𝑉3
𝑢≠𝑞̅

= (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + (𝑝 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 

∑ 𝑑𝑢
𝛼

𝑢∈𝑉−𝑉2
𝑢≠𝑝̅

= (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + (𝑞 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 

ve  

𝑑1̅
𝛼 = (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)𝛼, 
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𝑑𝑞̅
𝛼 = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼,  

𝑑𝑝̅
𝛼 = (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼  

ifadeleri son eşitlikte yerlerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

𝑅𝛼 =
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 

      +
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 ∙ (𝑝 − 1) 

       +
1

2
∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 ∙ (𝑞 − 1) 

       +
1

2
∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 ∙ ɸ(𝑝) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 

       +
1

2
∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 ∙ ɸ(𝑝) ∙ (𝑝 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑞)𝛼 

       +
1

2
∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 ∙ ɸ(𝑞) ∙ (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 

       +
1

2
∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 ∙ ɸ(𝑞) ∙ (𝑞 − 2) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 𝑝)𝛼 

       =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 

       +
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 +

1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1 

       +
1

2
∙ 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 ∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 +

1

2
∙ 𝑞2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑝)2∙𝛼+1 ∙ (𝑝 − 2) 

       +
1

2
∙ 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1 ∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 +

1

2
∙ 𝑝2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑞)2∙𝛼+1 ∙ (𝑞 − 2) 

       =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 

      +(ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1 +
1

2
∙ 𝑞2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑝)2∙𝛼+1 ∙ (𝑝 − 2) 

      +
1

2
∙ 𝑝2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑞)2∙𝛼+1 ∙ (𝑞 − 2) 

      =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 ∙ (ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)𝛼 + 2 ∙ 𝑞𝛼 ∙ ɸ(𝑝)𝛼+1 + 2 ∙ 𝑝𝛼 ∙ ɸ(𝑞)𝛼+1) 
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       +
1

2
∙ (𝑞2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑝)2∙𝛼+1 ∙ (𝑝 − 2) + 𝑝2∙𝛼 ∙ ɸ(𝑞)2∙𝛼+1 ∙ (𝑞 − 2)) 

bulunur ve ispat tamamlanır.   

4.8.2. Teorem   

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 𝛼 ∈ 𝑅  olmak üzere, 

𝑅𝛼 ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2∙𝛼+1
)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2∙𝛼+1
)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olmak üzere 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının genelleştirilmiş Randic indeksi; 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

olduğunu biliyoruz. 𝛼 ∈ 𝑅  olmak üzere burada, Teorem 2.1.4’deki  

𝐴𝑀 ≥ 𝐺𝑀 

eşitsizliğini kullanacak olursak yani 𝛼 ∈ 𝑅 olmak üzere, 

√𝑑𝑢
2∙𝛼 ∙ 𝑑𝑢

2∙𝛼 ≤
𝑑𝑢

2∙𝛼 + 𝑑𝑢
2∙𝛼

2
 

olacağından burada düzenleme yapılırsa, 

𝑑𝑢
𝛼 ∙ 𝑑𝑢

𝛼 ≤
𝑑𝑢

2∙𝛼 + 𝑑𝑢
2∙𝛼

2
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bulunur. Buradan, 

𝑅𝛼 = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

≤
1

2
∙∑(𝑑𝑢

2∙𝛼 + 𝑑𝑢
2∙𝛼)

𝑢~𝑣

 

diyebiliriz. Diğer taraftan en son bulduğumuz eşitsizlikte Tanım 2.4.9’daki 𝑀1
𝛼(𝐺) tanımını 

kullanacak olursak, 

𝑅𝛼 = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

≤
1

2
∙∑(𝑑𝑢

2∙𝛼 + 𝑑𝑢
2∙𝛼)

𝑢~𝑣

=
1

2
∙∑𝑑𝑢

2∙𝛼+1

𝑢~𝑣

 

olup, 

𝑅𝛼 ≤
1

2
∙∑𝑑𝑢

2∙𝛼+1

𝑢~𝑣

=
1

2
∙ 𝑀1

2∙𝛼+1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ))                                                                (4.21) 

elde edilir. Ayrıca Teorem 4.5.2’de 𝛼 yerine 2 ∙ 𝛼 + 1 yazacak olursak, 

𝑀1
2∙𝛼+1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2∙𝛼+1
)

𝑘

𝑖=0

 

                                       +∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
2∙𝛼+1

)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

                                         (4.22) 

olacağından, Eş. 4.22’yi Eş. 4.21’de yerine yazacak olursak, 

𝑅𝛼 ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

2∙𝛼+1
)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2∙𝛼+1
)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek  

𝑃(𝑍2∙3) power grafının genelleştirilmiş Randic indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍6) 

power grafında ki bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 
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𝑉(𝑃(𝑍6)) = 𝑍6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = 𝑍6, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = {0̅, 2̅, 4̅}, 

⟨3̅⟩ = {0̅, 3̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅ 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 

olup buradan, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 5, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 4, 𝑑3̅ = 3 

bu bilgiler doğrultusunda, 
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𝑅𝛼 = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

       = ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍6))

 

       = (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅)
𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅)

𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑3̅)
𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑4̅)

𝛼 + (𝑑0̅ ∙ 𝑑5̅)
𝛼 + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅)

𝛼 

       +(𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅)
𝛼 + (𝑑1̅ ∙ 𝑑4̅)

𝛼 + (𝑑1̅ ∙ 𝑑5̅)
𝛼 + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅)

𝛼 + (𝑑2̅ ∙ 𝑑5̅)
𝛼 + (𝑑3̅ ∙ 𝑑5̅)

𝛼 

       +(𝑑4̅ ∙ 𝑑5̅)
𝛼 

       = (5 ∙ 5)𝛼 + (5 ∙ 4)𝛼 + (5 ∙ 3)𝛼 + (5 ∙ 4)𝛼 + (5 ∙ 5)𝛼 + (5 ∙ 4)𝛼 + (5 ∙ 3)𝛼 + (5 ∙ 4)𝛼 

       +(5 ∙ 5)𝛼 + (4 ∙ 4)𝛼 + (4 ∙ 5)𝛼 + (3 ∙ 5)𝛼 + (4 ∙ 5)𝛼 

       = 25𝛼 + 20𝛼 + 15𝛼 + 20𝛼 + 25𝛼 + 20𝛼 + 15𝛼 + 20𝛼 + 25𝛼 + 16𝛼 + 20𝛼 + 15𝛼 

       +20𝛼 

        = 3 ∙ 25𝛼 + 6 ∙ 20𝛼 + 16𝛼 + 3 ∙ 15𝛼 

        = 3 ∙ 52∙𝛼 + 6 ∙ 4𝛼 ∙ 5𝛼 + 42∙𝛼 + 3 ∙ 3𝛼 ∙ 5𝛼 

bulunur. Diğer taraftan 𝑃(𝑍6) power grafının genelleştirilmiş Randic indeksini Teorem 

4.8.2’yi kullanarak hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 1 olmak üzere; 

𝑅𝛼 ≤∑
(ɸ(2𝑘−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅

2∙𝛼+1
)

2

1

𝑖=0

+∑
(ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

2∙𝛼+1
)

2

1

𝑗=0

 

dir. Burada; 

∑
(ɸ(21−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅

2∙𝛼+1
)

2

1

𝑖=0

+∑
(ɸ(21−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅

2∙𝛼+1
)

2

1

𝑗=0

=

(

 
 
 
 
 
 

ɸ(6)

2
∙ 𝑑1̅

2∙𝛼+1

+
ɸ(3)

2
∙ 𝑑2̅

2∙𝛼+1

 +
ɸ(2)

2
∙ 𝑑3̅

2∙𝛼+1

 +
ɸ(1)

2
∙ 𝑑6̅=0̅

2∙𝛼+1

)
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                                                                                                            =

(

 
 
 
 

52∙𝛼+1

+42∙𝛼+1 

 +
1

2
∙ 32∙𝛼+1

+
1

2
∙ 52∙𝛼+1)

 
 
 
 

 

                                                                                                            =
15

2
∙ 52∙𝛼 + 4 ∙ 42∙𝛼 +

3

2
∙ 32∙𝛼 

olduğundan, 

𝑅𝛼 = 3 ∙ 52∙𝛼 + 6 ∙ 4𝛼 ∙ 5𝛼 + 42∙𝛼 + 3 ∙ 3𝛼 ∙ 5𝛼 ≤
15

2
∙ 52∙𝛼 + 4 ∙ 42∙𝛼 +

3

2
∙ 32∙𝛼 

elde edilir. 

4.8.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ ve α ∈ R olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

(i) Eğer α ≥ 0 ise  

𝑅𝛼 ≤ (
𝑛

2
) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼                                                                                                                 (4.23) 

 (ii) Eğer α < 0 ise  

𝑅𝛼 ≥
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼                                                                                                          (4.24) 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ ve α ∈ R olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Burada, 
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𝑅𝛼 = 𝑅𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

= ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

olduğunu biliyoruz. O halde eşitsizliğin bir tarafını ispatlamaya başlayalım. 

(i) Kabül edelim ki α ≥ 0 olsun.  

𝑅𝛼 ≤ ∑ (𝑛 − 1)2∙𝛼

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

= 𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

bulunur. Burada Tanım 2.2.4’ten 

𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

 

olduğundan bu 𝑚 değeri en son ki eşitsizlikte yerine yazılacak olursa ve ayrıca burada ∀𝑢 ∈

𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 ≤ 𝑛 − 1 özelliğini kullanırsak; 

𝑅𝛼 ≤ 𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

       ≤ (
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

       ≤ (
1

2
∙ ∑(𝑛 − 1)

𝑖̅∈𝑍𝑛

) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

        =
1

2
∙ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

        = (
𝑛

2
) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

elde edilir.  
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 (i) Kabül edelim ki α < 0 olsun. Burada ∀𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 ≤ 𝑛 − 1 ve dolayısıyla 

𝑑𝑢
α ≥ (𝑛 − 1)α özelliğini kullanırsak; 

𝑅𝛼 ≥ ∑ (𝑛 − 1)2∙𝛼

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

      = 𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

bulunur. Tanım 2.2.4’ten  

𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

 

olduğundan bu 𝑚 değeri en son ki eşitsizlikte yerine yazılacak olursa, 

𝑅𝛼 ≥ 𝑚 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

      = (
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

bulunur. Diğer taraftan burada “𝛿(𝑃(𝑍𝑛))” özelliğini kullanacak olursak; 

𝑅𝛼 ≥
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 ≥
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

(
𝑛

2
) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 =

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼  

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

2
∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 =

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 

(𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 = 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)2∙𝛼 
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olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.9. Power Grafların Randic İndeksi 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Randic indeksi üzerinde 

teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Randic 

indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların Randic indeksi ile gösterimi 

literatürde daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca 

önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının Randic indeksi, 

𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢~𝑣

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir. 

4.9.1. Teorem 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeden bir power graf ve 𝑝 ile 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. O halde 

eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise 
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𝑅 = 𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) =
𝑛

2
 

eğer 𝑛 = 𝑝. 𝑞 ise 

𝑅 =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)−1 2⁄ ∙ (

ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)−1 2⁄

+2 ∙ 𝑞−1 2⁄ ∙ ɸ(𝑝)1 2⁄

+2 ∙ 𝑝−1 2⁄ ∙ ɸ(𝑞)1 2⁄

) 

    +
1

2
∙ (𝑞−1 ∙ (𝑝 − 2) + 𝑝−1 ∙ (𝑞 − 2)) 

dir. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeden bir power graf ve 𝑝 ile 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ∈ 𝑍+ olsun. Bu power 

grafın sırasıyla Randic ve genelleştirilmiş  Randic indeksi, 

𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢~𝑣

 

ve 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

olmak üzere burada 𝛼 = −
1

2
 alınırsa, 

𝑅−1 2⁄ = 𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) 

elde edilir. O halde sırasıyla Teorem 4.8.1’deki Eş. 4.19 ve Eş. 4.20’de 𝛼 = −
1

2
 alınırsa; 

𝑛 = 𝑝𝑘 için, 

𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) =
𝑛

2
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ve 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞  için, 

𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) =
1

2
∙ (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)−1 2⁄ ∙ (

ɸ(𝑛) ∙ (𝑛 − 1)−1 2⁄

+2 ∙ 𝑞−1 2⁄ ∙ ɸ(𝑝)1 2⁄

+2 ∙ 𝑝−1 2⁄ ∙ ɸ(𝑞)1 2⁄

) 

                    +
1

2
∙ (𝑞−1 ∙ (𝑝 − 2) + 𝑝−1 ∙ (𝑞 − 2)) 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.9.2. Teorem 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝑅 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) ≤∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir. 

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. Teorem 4.8.2’de 𝛼 = −
1

2
 alınırsa,   

𝑅 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = 𝑅−1 2⁄ (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) ≤∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

2

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

2

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek  

𝑃(𝑍2∙3) power grafının Randic indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍6) power grafında ki 

bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 
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𝑉(𝑃(𝑍6)) = 𝑍6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = 𝑍6, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = {0̅, 2̅, 4̅}, 

⟨3̅⟩ = {0̅, 3̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅ 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 

olup buradan, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 5, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 4, 𝑑3̅ = 3 

bu bilgiler doğrultusunda, 
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𝑅(𝑃(𝑍2∙3)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 2⁄

𝑢~𝑣

 

                       = ∑ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 2⁄

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍6))

 

                      = (𝑑0̅ ∙ 𝑑1̅)
−1 2⁄ + (𝑑0̅ ∙ 𝑑2̅)

−1 2⁄ + (𝑑0̅ ∙ 𝑑3̅)
−1 2⁄ + (𝑑0̅ ∙ 𝑑4̅)

−1 2⁄  

                      +(𝑑0̅ ∙ 𝑑5̅)
−1 2⁄ + (𝑑1̅ ∙ 𝑑2̅)

−1 2⁄ + (𝑑1̅ ∙ 𝑑3̅)
−1 2⁄ + (𝑑1̅ ∙ 𝑑4̅)

−1 2⁄  

                      +(𝑑1̅ ∙ 𝑑5̅)
−1 2⁄ + (𝑑2̅ ∙ 𝑑4̅)

−1 2⁄ + (𝑑2̅ ∙ 𝑑5̅)
−1 2⁄ + (𝑑3̅ ∙ 𝑑5̅)

−1 2⁄  

                      +(𝑑4̅ ∙ 𝑑5̅)
−1 2⁄  

                       = (5 ∙ 5)−1 2⁄ + (5 ∙ 4)−1 2⁄ + (5 ∙ 3)−1 2⁄ + (5 ∙ 4)−1 2⁄ + (5 ∙ 5)−1 2⁄  

                       +(5 ∙ 4)−1 2⁄ + (5 ∙ 3)−1 2⁄ + (5 ∙ 4)−1 2⁄ + (5 ∙ 5)−1 2⁄ + (4 ∙ 4)−1 2⁄  

                       +(4 ∙ 5)−1 2⁄ + (3 ∙ 5)−1 2⁄ + (4 ∙ 5)−1 2⁄  

                      = 25−1 2⁄ + 20−1 2⁄ + 15−1 2⁄ + 20−1 2⁄ + 25−1 2⁄ + 20−1 2⁄ + 15−1 2⁄  

                      +20−1 2⁄ + 25−1 2⁄  + 16−1 2⁄ + 20𝛼 + 15𝛼 + 20𝛼 

                      = 3 ∙ 25−1 2⁄ + 6 ∙ 20−1 2⁄ + 16−1 2⁄ + 3 ∙ 15−1 2⁄  

                       = 3 ∙ 25−1 2⁄ + 6 ∙ 20−1 2⁄ + 16−1 2⁄ + 3 ∙ 15−1 2⁄  

                      =
3

5
+
3 ∙ √5

5
+
1

4
+
√15

5
 

                      =
12 + 12 ∙ √5 + 5 + 4 ∙ √15

20
 

                      =
17 + 12 ∙ √5 + 4 ∙ √15

20
 

                      ≈
17 + 12 ∙ 2,24 + 4 ∙ 3,87

20
 

                     =
59,36

20
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𝑅(𝑃(𝑍2∙3)) ≈ 2,968 

bulunur. Diğer taraftan 𝑃(𝑍6) power grafının Randic indeksini Teorem 4.9.2’yi kullanarak 

hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 1 olmak üzere; 

𝑅(𝑃(𝑍2∙3)) ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2

1

𝑗=0

 

dir. Gerçekten, 

∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2

1

𝑗=0

=
ɸ(6)

2
+
ɸ(3)

2
+
ɸ(2)

2
+
ɸ(1)

2
=
2

2
+
2

2
+
1

2
+
1

2
= 3 

olacağından dolayısıyla, 

𝑅(𝑃(𝑍2∙3)) ≈ 2,968 ≤∑
ɸ(21−𝑖 ∙ 31)

2

1

𝑖=0

+∑
ɸ(21−𝑗)

2
= 3

1

𝑗=0

 

elde edilir. 

4.9.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O 

halde  

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)−1 ≤ 𝑅 ≤ (

𝑛

2
) ∙ 𝛿−1 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 
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İspat 

𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. Bu power grafın sırasıyla 

Randic ve genelleştirilmiş  Randic indeksi, 

𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑
1

√𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣𝑢~𝑣

 

ve 

𝑅𝛼 = 𝑅𝛼(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
𝛼

𝑢~𝑣

 

olmak üzere burada 𝛼 = −
1

2
 alınırsa, 

𝑅−1 2⁄ = 𝑅(𝑃(𝑍𝑛)) = 𝑅 

elde edilir.  Teorem 4.8.3’teki Eş. 4.23’te 𝛼 = −1 2⁄  alınırsa; 

𝑅 ≥
1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)−1   

elde edilir ve eşitsizliğin bir tarafının ispatı tamamlanır. Diğer taraftan eşitsizliğin diğer 

tarafının ispatı için, ‘‘Diaz-Metcalf ’’ eşitsizliğini kullanacak olursak; ∀𝑢𝑣 = 𝑒 ∈ 𝐸(𝑃(𝑍𝑛)) 

için, 

𝑏𝑒 = (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄  

𝑎𝑒 = 1 

𝑟 = min
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } 

Ɍ = max
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } 
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∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 2⁄

𝑢~𝑣

+ min
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } ∙ max

𝑢𝑣=𝑒
{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

−1 4⁄ } ∙ ∑1

𝑢~𝑣

 

≤ (min
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } + max

𝑢𝑣=𝑒
{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

−1 4⁄ }) ∙ ∑(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄

𝑢~𝑣

 

bulunur. Buradan  

𝑅 +𝑚 ∙ min
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } ∙ max

𝑢𝑣=𝑒
{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

−1 4⁄ } 

≤ (min
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } + max

𝑢𝑣=𝑒
{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)

−1 4⁄ }) ∙ 𝑚 ∙ max
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } 

elde edilir. Son eşitsizlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa; 

𝑅 ≤ 𝑚 ∙ (max
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ })

2

≤ 𝑚 ∙ (max
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ })

2

                                      (4.25)  

elde edilir. Burada ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝛿2 ≤ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ≤ (𝑛 − 1)2 olacağından bu bilgiler 

doğrultusunda, 

𝛿−1 2⁄ ≥ (𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ ≥ (𝑛 − 1)−1 2⁄  

olup buradan, 

max
𝑢𝑣=𝑒

{(𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣)
−1 4⁄ } = 𝛿−1 2⁄                                                                                                      (4.26)  

olacağından Eş.4.26’yı Eş. 4.25’te kullananacak olursak 

𝑅 ≤ 𝑚 ∙ 𝛿−1 

bulunur. Diğer taraftan, 

Tanım 2.2.4’ten 
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𝑚 =
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

 

olduğundan bu 𝑚 değeri en son ki eşitsizlikte yerine yazılacak olursa, 

𝑅 ≤ 𝑚 ∙ 𝛿−1 = (
1

2
∙ ∑ 𝑑𝑖̅
𝑖̅∈𝑍𝑛

) ∙ 𝛿−1 ≤
𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

2
∙ 𝛿−1 = (

𝑛

2
) ∙ 𝛿−1 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için; 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

(
𝑛

2
) ∙ 𝛿−1 =

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)−1 

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)

2
∙ 𝛿−1 =

1

2
∙ 𝑛 ∙ 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)−1 

(𝑛 − 1) ∙ 𝛿−1 = 𝛿 ∙ (𝑛 − 1)−1 

𝛿2 = (𝑛 − 1)2 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝛿 = 𝑛 − 1 

bulunur. O halde  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 
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4.10. Power Grafların F-İndeksi (Furtula İndeksi) 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının F-indeksi üzerinde 

teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının F-indeksi 

üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların F-indeksi ile gösterimi literatürde daha 

önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının F-indeksi, 

𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

= ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  

4.10.1. Teorem    

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeden bir 

power graf olsun. O halde 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3                                                                                                   (4.27) 

ve 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3                    (4.28) 

dir.  

İspat 

𝑘 ∈ 𝑍+olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar) mertebeden 

bir power graf olmak üzere  𝑃(𝑍𝑛) power grafının F-indeksi; 
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𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

                    = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                 = 𝑀1
3(𝑃(𝑍𝑛)) 

olduğundan Teorem 4.5.1’deki Eş. 4.13 ve Eş. 4.14’te 𝛼 = 3 alınacak olursa, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3 

ve 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

elde edilir ve ispat biter. 

4.10.2. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir.  

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olmak üzere 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟) power grafının F-indeksi; 
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𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

                           = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟

))

 

                        = 𝑀1
3 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) 

olduğundan Teorem 4.5.2’de 𝛼 = 3 alınacak olursa, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.10.1. Sonuç 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 köşeli bir power graf olsun. O halde, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

dir. 

İspat 

𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olmak üzere  𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 ) power grafının 

F-indeksi; 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 ))
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𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 ))

 

                      = 𝑀1
3 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) 

olduğundan Sonuç 4.5.1’de 𝛼 = 3 alınacak olursa, 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞)) = (ɸ(𝑛) + 1) ∙ (𝑛 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

4.10.1. Not  

Sonuç 4.10.1 daha önce bulduğumuz Teorem 4.10.1’deki Eş. 4.28 ile çakıştı. Fakat bu sonuç 

farklı bir yolla elde edilmiştir. 

Örnek  

𝑃(𝑍12) power grafının F-indeksini hesaplamak için öncelikle 𝑃(𝑍12) power grafında ki 

bütün noktaların komşuluklarını bulalım. O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍12)) = 𝑍12 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ }, 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 

⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍12, 

⟨2̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ }, 

⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = {0̅, 4̅, 8̅}, 

⟨3̅⟩ = ⟨9̅⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅}, 

ve 



203 

 

 

 

⟨6̅⟩ = {0̅, 6̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩, 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 

 

7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~6̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 

 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 

 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~9̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅  
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olup buradan, 

𝑑0̅ = 𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 11, 𝑑2̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 9, 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 8, 𝑑3̅ = 𝑑9̅ = 7, 𝑑6̅ = 9 

bu bilgiler doğrultusunda 𝑃(𝑍12) power grafının grafiği, 

 

Şekil 4.7. 𝑃(𝑍12) power grafı 

şeklindedir. 𝑃(𝑍12) power grafının F-indeksi; 

𝐹(𝑃(𝑍12 )) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍12))

 

                      = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍12 ))

 

                      = ∑𝑑𝑖̅
3

11

𝑖=0
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𝐹(𝑃(𝑍12 )) = 𝑑0̅
3 + 𝑑1̅

3 + 𝑑2̅
3 + 𝑑3̅

3 + 𝑑4̅
3 + 𝑑5̅

3 + 𝑑6̅
3 + 𝑑7̅

3 + 𝑑8̅
3 + 𝑑9̅

3 + 𝑑10̅̅̅̅
3
 

                      +𝑑11̅̅̅̅
3
 

                       = 113 + 113 + 93 + 73 + 83 + 113 + 93 + 113 + 83 + 73 + 93 + 113 

                    = 5 ∙ 113 + 3 ∙ 93 + 2 ∙ 83 + 2 ∙ 73 

bulunur. Diğer taraftan 𝑃(𝑍12) power grafının F-indeksini Teorem 4.10.2’yi kullanarak 

hesaplayalım. Burada 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 2, 𝑟 = 1 olmak üzere; 

𝐹(𝑃(𝑍22∙3 )) =∑(ɸ(22−𝑖 ∙ 31) ∙ 𝑑2𝑖̅
3
)

2

𝑖=0

+∑(ɸ(22−𝑗) ∙ 𝑑2𝑗∙3̅̅ ̅̅ ̅̅
3
)

2

𝑗=0

 

                         = ɸ(12) ∙ 𝑑1̅
3
+ ɸ(6) ∙ 𝑑2̅

3
+ ɸ(3) ∙ 𝑑4̅

3
+ ɸ(4) ∙ 𝑑3̅

3
+ ɸ(2) ∙ 𝑑6̅

3
 

                         +ɸ(1) ∙ 𝑑12̅̅̅̅
3
 

                         = 4 ∙ 113 + 2 ∙ 93 + 2 ∙ 83 + 2 ∙ 73 + 93 + 113 

                         = 5 ∙ 113 + 3 ∙ 93 + 2 ∙ 83 + 2 ∙ 73 

elde edilir. 

4.10.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝛿3 ∙ 𝑛 ≤ 𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑛 =

𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 
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𝐹(𝑃(𝑍𝑛 )) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛 ))

 

                     = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

                  = 𝑀1
3(𝑃(𝑍𝑛)) 

olduğundan Teorem 4.5.3’teki Eş. 4.15’te 𝛼 = 3 alınırsa, 

𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 

elde edilir ve eşitsizliğin bir tarafının ispatı tamamlanır. Diğer taraftan, 

𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑢
3

𝑢∈𝑉(𝑃(𝑍𝑛))

 

olmak üzere ‘‘Polya-Szego’’ eşitsizliğini kullanacak olursak, 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 0 < 𝛾 = 𝛿3 ≤ 𝑎𝑖 = 𝑑𝑖̅
3 ≤ 𝐴 = (𝑛 − 1)3 < ∞  

ve  

0 < 𝛽 = 1 ≤ 𝑏𝑖 = 1 ≤ 𝐵 = 1 < ∞  

ise o halde 

∑𝑑𝑖̅
6

𝑛

𝑖=1

∙∑1

𝑛

𝑖=1

≤
(𝛿3 ∙ 1 + (𝑛 − 1)3 ∙ 1)2

4 ∙ 𝛿3 ∙ 1 ∙ (𝑛 − 1)3 ∙ 1
∙ (∑𝑑𝑖̅

3 ∙ 1

𝑛

𝑖=1

)

2

 

                           =
(𝛿3 + (𝑛 − 1)3)2

4 ∙ 𝛿3 ∙ (𝑛 − 1)3
∙ (∑𝑑𝑖̅

3

𝑛

𝑖=1

)

2

 

bulunur ve burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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(∑𝑑𝑖̅
3

𝑛

𝑖=1

)

2

≥
4 ∙ 𝛿3 ∙ (𝑛 − 1)3 ∙ 𝑛

(𝛿3 + (𝑛 − 1)3)2
∙∑𝑑𝑖̅

6

𝑛

𝑖=1

≥
4 ∙ 𝛿9 ∙ (𝑛 − 1)3 ∙ 𝑛2

(𝛿3 + (𝑛 − 1)3)2
≥
4 ∙ 𝛿9 ∙ 𝛿3 ∙ 𝑛2

(𝛿3 + 𝛿3)2
 

                     =
4 ∙ 𝛿12 ∙ 𝑛2

4 ∙ 𝛿6
= 𝛿6 ∙ 𝑛2 

olur ve dolayısıyla, 

𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) =∑𝑑𝑖̅
3

𝑛

𝑖=1

≥ 𝛿3 ∙ 𝑛 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere  

𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 = 𝛿3 ∙ 𝑛 

olacağından burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝛿3 = (𝑛 − 1)3 

bulunur. Dolayısıyla, 

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olacağından bu ancak “∀ 𝑢 ∈ 𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 

𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 mertebeden” olması ile mümkündür. Dolayısıyla, burada 

𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat 

tamamlanır. 

4.11. Power Grafların Hiper-Zagreb İndeksi 

Bu bölümde, öncelikle 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar ve 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının hiper-Zagreb indeksi 

üzerinde teoremler elde edilmiştir. Daha sonra genel bir 𝑛 ∈ 𝑍+ için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının 

hiper-Zagreb indeksi üzerinde teoremler elde edilmiştir. Power grafların hiper-Zagreb 
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indeksi ile gösterimi literatürde daha önce yapılmış bir gösterim olmadığından özgün bir 

yöntem olarak da ayrıca önemlidir.  

Bölüm 2’de verildiği üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafının hiper-Zagreb indeksi, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑛)) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍𝑛))

 

şeklinde tanımlı olup burada 𝑑𝑢, 𝑢 köşesinin derecesidir.  

4.11.1. Teorem 

𝑘 ∈ 𝑍+olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar) mertebeden 

bir power graf olsun. O halde, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3 

ve 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑛 ) + 1) ∙ (𝑛 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

                             +𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) − 11 ∙ 𝑝 − 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) + 3 ∙ 𝑞 ∙ ɸ(𝑞) 

                             2𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) − 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) 

dir. 

İspat 

𝑘 ∈ 𝑍+olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 veya 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 (𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar) mertebeden 

bir power graf olsun. 

Eğer 𝑛 = 𝑝𝑘 ise Teorem 4.10.1’deki Eş. 4.27’den 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3 
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olduğunu ve Teorem 4.4.5’ten  

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) =
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

4
 

olduğunu biliyoruz. Bu bilgiler doğrultusunda, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘)) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘
))

 

                            = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘
))

+ 2 ∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑃(𝑍
𝑝𝑘
))

 

                        = 𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘)) + 4 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘 )) 

                          = 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3 + 4 ∙
𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3

4
 

                          = 2 ∙ 𝑝𝑘 ∙ (𝑝𝑘 − 1)3 

elde edilir. Diğer taraftan eğer 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ise, Teorem 4.10.1’deki Eş. 4.28’den 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = (ɸ(𝑝 ∙ 𝑞 ) + 1) ∙ (𝑝 ∙ 𝑞 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

olduğunu ve Teorem 4.4.6’dan  

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) =
1

4
∙ 𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) 

                             +
1

4
∙ 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) −

1

4
∙ 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) 

                            −
1

4
∙ 𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) +

3

4
∙ 𝑞 ∙ (𝑞 − 1) −

11

4
∙ 𝑝 +

1

2
 

olduğunu biliyoruz. Bu bilgi doğrultusunda, 



210 

 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) = 𝐹 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) + 4 ∙ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝∙𝑞 )) 

                             = (ɸ(𝑛 ) + 1) ∙ (𝑛 − 1)3 + ɸ(𝑝)4 ∙ 𝑞3 + ɸ(𝑞)4 ∙ 𝑝3 

                             +𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝2 − 5 ∙ 𝑝 − 11) − 11 ∙ 𝑝 + 2 

                             𝑛2 ∙ (𝑛2 − 8 ∙ 𝑛 − 𝑝2 + 10 ∙ 𝑝 + 5 ∙ 𝑞 + 4) − 𝑛 ∙ (14 ∙ 𝑞 − 19) − 

                             𝑝2 ∙ (𝑝 − 9) + 3 ∙ 𝑞 ∙ ɸ(𝑞) 

elde edilir ve ispatlar tamamlanır. 

4.11.2. Teorem  

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan iki tamsayı ve 𝑃(𝑍𝑛),  𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 köşeli 

bir power graf olsun. O halde, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤ 5 ∙∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+ 5 ∙∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

ve 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

𝑘

𝑖=0

 

                                +∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ (𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

dir.  

İspat 

𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar, 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙ 𝑞𝑟 

mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) power grafının hiper-Zagreb indeksi; 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

)
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𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = ∑ (𝑑𝑢
2 + 𝑑𝑣

2)

𝑢𝑣∈𝐸(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

)

+ 2 ∙ ∑ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣

𝑢𝑣∈𝐸(𝑍
𝑝𝑘∙𝑞𝑟 

)

 

                                = 𝐹(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) + 4 ∙ 𝑆𝐾1(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) 

olduğunu biliyoruz. Ayrıca Teorem 4.10.2’den 

𝐹 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟)) =∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

ve Teorem 4.4.7’den 

𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

, 

𝛿3 ∙ (∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

) ≤ 𝑆𝐾1 (𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) 

olmak üzere bu denklemler  

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) = 𝐹(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) + 4 ∙ 𝑆𝐾1(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 ) 

denkleminde yerlerine yazılırsa, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

                                +∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

olup bu eşitsizlik düzenlenecek olursa, 
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𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≤ 5 ∙∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅

3
)

4

𝑘

𝑖=0

+ 5 ∙∑∑
(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

bulunur. Şimdi de diğer eşitsizliği ispatlayalım. Yani, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ 𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ 𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

                                 +∑(
𝛿3 ∙ ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟)

4
)

𝑘

𝑖=0

+∑∑(
𝛿3 ∙ ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖)

4
)

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

olup bu eşitsizlik düzenlenecek olursa, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑝𝑘∙𝑞𝑟 )) ≥∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑖 ∙ 𝑞𝑟) ∙ (𝑑𝑝𝑖̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

𝑘

𝑖=0

 

                                 +∑∑(ɸ(𝑝𝑘−𝑗 ∙ 𝑞𝑟−𝑖) ∙ (𝑑𝑝𝑗∙𝑞𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

𝑟

𝑖=1

𝑘

𝑗=0

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Örnek 

𝑃(𝑍2∙32 ) power grafının hiper-Zagreb indeksi; 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑍2∙32 )

 

olduğundan Öncelikle 𝑃(𝑍18) power grafında ki bütün noktaların komşuluklarını bulalım. 

O halde, 

𝑉(𝑃(𝑍18)) = 𝑍18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16,̅̅ ̅̅ 17̅̅̅̅ } , 

⟨0̅⟩ = {0̅}, 
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⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ = 𝑍18, 

⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ }, 

⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 3̅, 6̅, 9̅, 12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ }, 

⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ = {0̅, 6̅, 12̅̅̅̅ } 

ve 

⟨9̅⟩ = {0̅, 9̅} 

olduğununu biliyoruz. Buradan, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨2̅⟩ = ⟨4̅⟩ = ⟨8̅⟩ = ⟨10̅̅̅̅ ⟩ = ⟨14̅̅̅̅ ⟩ = ⟨16̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ =

⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨6̅⟩ = ⟨12̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

 ⟨0̅⟩ ⊆ ⟨9̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩, 

⟨0̅⟩ ⊆ ⟨3̅⟩ = ⟨15̅̅̅̅ ⟩ ⊆ ⟨1̅⟩ = ⟨5̅⟩ = ⟨7̅⟩ = ⟨11̅̅̅̅ ⟩ = ⟨13̅̅̅̅ ⟩ = ⟨17̅̅̅̅ ⟩ 

olacağından, 

0̅~1̅, 0̅~2̅, 0̅~3̅, 0̅~4̅, 0̅~5̅, 0̅~6̅, 0̅~7̅, 0̅~8̅, 0̅~9̅, 0̅~10̅̅̅̅ , 0̅~11̅̅̅̅ , 0̅~12̅̅̅̅ , 0̅~13̅̅̅̅ , 0̅~14̅̅̅̅ , 0̅~15̅̅̅̅ , 

0̅~16̅̅̅̅ , 0̅~17̅̅̅̅  

 

1̅~0̅, 1̅~2̅, 1̅~3̅, 1̅~4̅, 1̅~5̅, 1̅~6̅, 1̅~7̅, 1̅~8̅, 1̅~9̅, 1̅~10̅̅̅̅ , 1̅~11̅̅̅̅ , 1̅~12̅̅̅̅ , 1̅~13̅̅̅̅ , 1̅~14̅̅̅̅ , 1̅~15̅̅̅̅ , 

1̅~16̅̅̅̅ , 1̅~17̅̅̅̅  

 

5̅~0̅, 5̅~1̅, 5̅~2̅, 5̅~3̅, 5̅~4̅, 5̅~6̅, 5̅~7̅, 5̅~8̅, 5̅~9̅, 5̅~10̅̅̅̅ , 5̅~11̅̅̅̅ , 5̅~12̅̅̅̅ , 5̅~13̅̅̅̅ , 5̅~14̅̅̅̅ , 5̅~15̅̅̅̅ ,  

5̅~16̅̅̅̅ , 5̅~17̅̅̅̅  
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7̅~0̅, 7̅~1̅, 7̅~2̅, 7̅~3̅, 7̅~4̅, 7̅~5̅, 7̅~6̅, 7̅~8̅, 7̅~9̅, 7̅~10̅̅̅̅ , 7̅~11̅̅̅̅ , 7̅~12̅̅̅̅ , 7̅~13̅̅̅̅ , 7̅~14̅̅̅̅ , 7̅~15̅̅̅̅ ,  

7̅~16̅̅̅̅ , 7̅~17̅̅̅̅  

 

11̅̅̅̅ ~0̅, 11̅̅̅̅ ~1̅, 11̅̅̅̅ ~2̅, 11̅̅̅̅ ~3̅, 11̅̅̅̅ ~4̅, 11̅̅̅̅ ~5̅, 11̅̅̅̅ ~6̅, 11̅̅̅̅ ~7̅, 11̅̅̅̅ ~8̅, 11̅̅̅̅ ~9̅, 11̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ ,  

11̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

13̅̅̅̅ ~0̅, 13̅̅̅̅ ~1̅, 13̅̅̅̅ ~2̅, 13̅̅̅̅ ~3̅, 13̅̅̅̅ ~4̅, 13̅̅̅̅ ~5̅, 13̅̅̅̅ ~6̅, 13̅̅̅̅ ~7̅, 13̅̅̅̅ ~8̅, 13̅̅̅̅ ~9̅, 13̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ ,  

13̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

17̅̅̅̅ ~0̅, 17̅̅̅̅ ~1̅, 17̅̅̅̅ ~2̅, 17̅̅̅̅ ~3̅, 17̅̅̅̅ ~4̅, 17̅̅̅̅ ~5̅, 17̅̅̅̅ ~6̅, 17̅̅̅̅ ~7̅, 17̅̅̅̅ ~8̅, 17̅̅̅̅ ~9̅, 17̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 

17̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 

 

2̅~0̅, 2̅~1̅, 2̅~4̅, 2̅~5̅, 2̅~6̅, 2̅~7̅, 2̅~8̅, 2̅~10̅̅̅̅ , 2̅~11̅̅̅̅ , 2̅~12̅̅̅̅ , 2̅~13̅̅̅̅ , 2̅~14̅̅̅̅ , 2̅~16̅̅̅̅ , 2̅~17̅̅̅̅ , 

 

4̅~0̅, 4̅~1̅, 4̅~2̅, 4̅~5̅, 4̅~6̅, 4̅~7̅, 4̅~8̅, 4̅~10̅̅̅̅ , 4̅~11̅̅̅̅ , 4̅~12̅̅̅̅ , 4̅~13̅̅̅̅ , 4̅~14̅̅̅̅ , 4̅~16̅̅̅̅ , 4̅~17̅̅̅̅ , 

8̅~0̅, 8̅~1̅, 8̅~2̅, 8̅~4̅, 8̅~5̅, 8̅~6̅, 8̅~7̅, 8̅~10̅̅̅̅ , 8̅~11̅̅̅̅ , 8̅~12̅̅̅̅ , 8̅~13̅̅̅̅ , 8̅~14̅̅̅̅ , 8̅~16̅̅̅̅ , 8̅~17̅̅̅̅  

 

10̅̅̅̅ ~0̅, 10̅̅̅̅ ~1̅, 10̅̅̅̅ ~2̅, 10̅̅̅̅ ~4̅, 10̅̅̅̅ ~5̅, 10̅̅̅̅ ~6̅, 10̅̅̅̅ ~7̅, 10̅̅̅̅ ~8̅, 10̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 

10̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 10̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

14̅̅̅̅ ~0̅, 14̅̅̅̅ ~1̅, 14̅̅̅̅ ~2̅, 14̅̅̅̅ ~4̅, 14̅̅̅̅ ~5̅, 14̅̅̅̅ ~6̅, 14̅̅̅̅ ~7̅, 14̅̅̅̅ ~8̅, 14̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,  

14̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

16̅̅̅̅ ~0̅, 16̅̅̅̅ ~1̅, 16̅̅̅̅ ~2̅, 16̅̅̅̅ ~4̅, 16̅̅̅̅ ~5̅, 16̅̅̅̅ ~6̅, 16̅̅̅̅ ~7̅, 16̅̅̅̅ ~8̅, 16̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 

16̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅  

 

3̅~0̅, 3̅~1̅, 3̅~5̅, 3̅~6̅, 3̅~7̅, 3̅~9̅, 3̅~11̅̅̅̅ , 3̅~12̅̅̅̅ , 3̅~13̅̅̅̅ , 3̅~15̅̅̅̅ , 3̅~17̅̅̅̅ , 

 

15̅̅̅̅ ~0̅, 15̅̅̅̅ ~1̅, 15̅̅̅̅ ~3̅, 15̅̅̅̅ ~5̅, 15̅̅̅̅ ~6̅, 15̅̅̅̅ ~7̅, 15̅̅̅̅ ~9̅, 15̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~12̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

6̅~0̅, 6̅~1̅, 6̅~2̅, 6̅~3̅, 6̅~4̅, 6̅~5̅, 6̅~7̅, 6̅~8̅, 6̅~10̅̅̅̅ , 6̅~11̅̅̅̅ , 6̅~12̅̅̅̅ , 6̅~13̅̅̅̅ , 6̅~14̅̅̅̅ , 6̅~15̅̅̅̅ , 

6̅~16̅̅̅̅ , 6̅~17̅̅̅̅  
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12̅̅̅̅ ~0̅, 12̅̅̅̅ ~1̅, 12̅̅̅̅ ~2̅, 12̅̅̅̅ ~3̅, 12̅̅̅̅ ~4̅, 12̅̅̅̅ ~5̅, 12̅̅̅̅ ~6̅, 12̅̅̅̅ ~7̅, 12̅̅̅̅ ~8̅, 12̅̅̅̅ ~10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~13̅̅̅̅ ,   

12̅̅̅̅ ~14̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~15̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~16̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ ~17̅̅̅̅ , 

 

9̅~0̅, 9̅~1̅, 9̅~3̅, 9̅~5̅, 9̅~7̅, 9̅~11̅̅̅̅ , 9̅~13̅̅̅̅ , 9̅~15̅̅̅̅ , 9̅~17̅̅̅̅  

olup buradan, 

𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14,  

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

bulunur. Bu bilgiler doğrultusunda 𝑃(𝑍18) power grafının hiper-Zagreb indeksi; 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) = ∑ (𝑑𝑢 + 𝑑𝑣)
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝑍2∙32 )

 

   =
1

2
∙ ((𝑑0 + 𝑑1)

2 + (𝑑0 + 𝑑2)
2 + (𝑑0 + 𝑑3)

2 + (𝑑0 + 𝑑4)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑0 + 𝑑5)

2 + (𝑑0 + 𝑑6)
2 + (𝑑0 + 𝑑7)

2 + (𝑑0 + 𝑑8)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑0 + 𝑑9)

2 + (𝑑0 + 𝑑10)
2 + (𝑑0 + 𝑑11)

2 + (𝑑0 + 𝑑12)
2) 

          +
1

2
∙ ((𝑑0 + 𝑑13)

2 + (𝑑0 + 𝑑14)
2 + (𝑑0 + 𝑑15)

2 + (𝑑0 + 𝑑16)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑0 + 𝑑17)

2 + (𝑑1 + 𝑑2)
2 + (𝑑1 + 𝑑3)

2 + (𝑑1 + 𝑑4)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑1 + 𝑑5)

2 + (𝑑1 + 𝑑6)
2 + (𝑑1 + 𝑑7)

2 + (𝑑1 + 𝑑8)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑1 + 𝑑9)

2 + (𝑑1 + 𝑑10)
2 + (𝑑1 + 𝑑11)

2 + (𝑑1 + 𝑑12)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑1 + 𝑑13)

2 + (𝑑1 + 𝑑14)
2 + (𝑑1 + 𝑑15)

2 + (𝑑1 + 𝑑16)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑1 + 𝑑17)

2 + (𝑑2 + 𝑑4)
2 + (𝑑2 + 𝑑5)

2 + (𝑑2 + 𝑑6)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑2 + 𝑑7)

2 + (𝑑2 + 𝑑8)
2 + (𝑑2 + 𝑑10)

2 + (𝑑2 + 𝑑11)
2) 

                            +
1

2
∙ ((𝑑2 + 𝑑12)

2 + (𝑑2 + 𝑑13)
2 + (𝑑2 + 𝑑14)

2 + (𝑑2 + 𝑑16)
2) 
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                             +
1

2
∙ (+(𝑑2 + 𝑑17)

2 + (𝑑3 + 𝑑5)
2 + (𝑑3 + 𝑑6)

2 + (𝑑3 + 𝑑7)
2) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑3 + 𝑑9)

2 + (𝑑3 + 𝑑11)
2 + (𝑑3 + 𝑑12)

2 + (𝑑3 + 𝑑13)
2) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑3 + 𝑑15)

2 + (𝑑3 + 𝑑17)
2 + (𝑑4 + 𝑑5)

2 + (𝑑4 + 𝑑6)
2) 

                             +
1

2
∙ (+(𝑑4 + 𝑑7)

2 + (𝑑4 + 𝑑8)
2 + (𝑑4 + 𝑑10)

2 + (𝑑4 + 𝑑11)
2) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑4 + 𝑑12)

2 + (𝑑4 + 𝑑13)
2 + (𝑑4 + 𝑑14)

2 + (𝑑4 + 𝑑16)
2) 

                             +
1

2
∙ ((𝑑4 + 𝑑17)

2 + (𝑑5 + 𝑑6)
2 + (𝑑5 + 𝑑7)

2 + (𝑑5 + 𝑑8)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑5 + 𝑑9)

2 + (𝑑5 + 𝑑10)
2 + (𝑑5 + 𝑑11)

2 + (𝑑5 + 𝑑12)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑5 + 𝑑13)

2 + (𝑑5 + 𝑑14)
2 + (𝑑5 + 𝑑15)

2 + (𝑑5 + 𝑑16)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑5 + 𝑑17)

2 + (𝑑6 + 𝑑7)
2 + (𝑑6 + 𝑑8)

2 + (𝑑6 + 𝑑10)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑6 + 𝑑11)

2 + (𝑑6 + 𝑑12)
2 + (𝑑6 + 𝑑13)

2 + (𝑑6 + 𝑑14)
2) 

           +
1

2
∙ ((𝑑6 + 𝑑15)

2 + (𝑑6 + 𝑑16)
2 + (𝑑6 + 𝑑17)

2 + (𝑑7 + 𝑑8)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑7 + 𝑑9)

2 + (𝑑7 + 𝑑10)
2(𝑑7 + 𝑑11)

2 + (𝑑7 + 𝑑12)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑7 + 𝑑13)

2 + (𝑑7 + 𝑑14)
2 + (𝑑7 + 𝑑15)

2 + (𝑑7 + 𝑑16)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑7 + 𝑑17)

2 + (𝑑8 + 𝑑10)
2 + (𝑑8 + 𝑑11)

2 + (𝑑8 + 𝑑12)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑8 + 𝑑13)

2 + (𝑑8 + 𝑑14)
2 + (𝑑8 + 𝑑16)

2 + (𝑑8 + 𝑑17)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑9 + 𝑑13)

2 + (𝑑9 + 𝑑15)
2 + (𝑑9 + 𝑑17)

2 + (𝑑10 + 𝑑11)
2) 

                     +
1

2
∙ ((𝑑10 + 𝑑12)

2 + (𝑑10 + 𝑑13)
2 + (𝑑10 + 𝑑14)

2 + (𝑑10 + 𝑑16)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑10 + 𝑑17)

2 + (𝑑11 + 𝑑12)
2 + (𝑑11 + 𝑑13)

2 + (𝑑11 + 𝑑14)
2) 

                               +
1

2
∙ ((𝑑11 + 𝑑15)

2 + (𝑑11 + 𝑑16)
2 + (𝑑11 ∙ 𝑑17)

2 + (𝑑12 ∙ 𝑑13)
2) 

                               +
1

2
∙ ((𝑑12 ∙ 𝑑14)

2 + (𝑑12 ∙ 𝑑15)
2 + (𝑑12 ∙ 𝑑16)

2 + (𝑑12 ∙ 𝑑17)
2) 
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                               +
1

2
∙ ((𝑑13 ∙ 𝑑14)

2 + (𝑑13 ∙ 𝑑15)
2 + (𝑑13 ∙ 𝑑16)

2 + (𝑑13 ∙ 𝑑17)
2) 

                              +
1

2
∙ ((𝑑14 ∙ 𝑑16)

2 + (𝑑14 ∙ 𝑑17)
2+(𝑑15 ∙ 𝑑17)

2 + (𝑑16 ∙ 𝑑17)
2) 

burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) =
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 16)2 + (17 + 17)2 + (17 + 14)2) 

    +
1

2
∙ ((17 + 9)2 + (17 + 14)2 + (17 + 17)2 + (17 + 16)2) 

                             +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

      +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 16)2 + (17 + 17)2 + (17 + 14)2) 

   +
1

2
∙ ((17 + 9)2 + (17 + 14)2 + (17 + 17)2 + (17 + 16)2) 

                            +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                            +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 17)2 + (14 + 16)2) 

    +
1

2
∙ ((14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2 + (14 + 17)2) 

                            +
1

2
∙ ((14 + 16)2 + (14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2) 

                            +
1

2
∙ ((14 + 17)2 + (11 + 17)2 + (11 + 14)2 + (11 + 17)2) 

                            +
1

2
∙ ((11 + 9)2 + (11 + 17)2 + (11 + 16)2 + (11 + 17)2) 

                             +
1

2
∙ ((11 + 11)2 + (11 + 17)2 + (14 + 17)2 + (14 + 16)2) 

                             +
1

2
∙ ((14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2 + (14 + 17)2) 

        +
1

2
∙ ((14 + 16)2 + (14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ ((14 + 17)2 + (17 + 16)2 + (17 + 17)2 + (17 + 14)2) 
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     +
1

2
∙ ((17 + 9)2 + (17 + 14)2 + (17 + 17)2 + (17 + 16)2) 

       +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                              +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (16 + 17)2 + (16 + 14)2 + (16 + 14)2) 

         +
1

2
∙ ((16 + 17)2 + (16 + 16)2 + (16 + 17)2 + (16 + 14)2) 

         +
1

2
∙ ((16 + 11)2 + (16 + 14)2 + (16 + 17)2 + (17 + 14)2) 

                              +
1

2
∙ ((17 + 9)2 + (17 + 14)2 + (17 + 17)2 + (17 + 16)2) 

                              +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                              +
1

2
∙ ((17 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 17)2 + (14 + 16)2) 

                             +
1

2
∙ ((14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2 + (14 + 17)2) 

+
1

2
∙ ((9 + 17)2 + (9 + 11)2 + (9 + 17)2 + (14 + 17)2) 

        +
1

2
∙ ((14 + 16)2 + (14 + 17)2 + (14 + 14)2 + (14 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ ((14 + 14)2 + (14 + 17)2 + (17 + 16)2 + (17 + 17)2) 

                             +
1

2
∙ ((17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2 + (17 + 17)2) 

                             +
1

2
∙ ((16 + 17)2 + (16 + 14)2 + (16 + 11)2 + (16 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ ((16 + 17)2 + (17 + 14)2 + (17 + 11)2 + (17 + 14)2) 

                             +
1

2
∙ (+(17 + 17)2+(14 + 14)2 + (14 + 17)2 + (11 + 17)2) 

                             +
1

2
∙ (14 + 17)2 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) =
1

2
∙ (21 ∙ 342 + 42 ∙ 312 + 14 ∙ 282 + 14 ∙ 332 + 6 ∙ 262 + 15 ∙ 282) 

                            +
1

2
∙ (12 ∙ 302 + 252 + 2 ∙ 202 + 3 ∙ 272 + 222 + 322) 
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𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) =
1

2
∙ (24276 + 40362 + 10976 + 15246 + 4056 + 11760 + 10800) 

                            +
1

2
∙ (625 + 800 + 2187 + 484 + 1024) 

                            =
122596

2
= 61298 

bulunur. Diğer taraftan Teorem 4.11.2’de 𝑝 = 2, 𝑞 = 3, 𝑘 = 1, 𝑟 = 2 alınırsa; 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) ≤ 5 ∙∑
(ɸ(21−𝑖 ∙ 3𝑟) ∙ 𝑑2𝑖̅

3
)

4

1

𝑖=0

+ 5 ∙∑∑
(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

 ve 

𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) ≥∑(ɸ(21−𝑖 ∙ 22) ∙ (𝑑2𝑗̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

1

𝑖=0

 

                             +∑∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ (𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

2

𝑖=1

1

𝑗=0

  

bulunur. Gerçekten, 

{
 
 

 
 

5 ∙∑
(ɸ(21−𝑖 ∙ 32) ∙ 𝑑2𝑖̅

3
)

4

1

𝑖=0

+5 ∙∑∑
(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

2

𝑖=1

1

𝑗=0 }
 
 

 
 

=

{
  
 

  
 5 ∙

(ɸ(18) ∙ 𝑑1̅
3
)

4
+ 5 ∙

(ɸ(9) ∙ 𝑑2̅
3
)

4

 +5 ∙
(ɸ(6) ∙ 𝑑3̅

3
)

4
+ 5 ∙

(ɸ(2) ∙ 𝑑9̅
3
)

4

 +5 ∙
(ɸ(3) ∙ 𝑑6̅

3
)

4
+ 5 ∙

(ɸ(1) ∙ 𝑑18̅̅̅̅ =0̅
3
)

4 }
  
 

  
 

 

                                                                             =

{
  
 

  
 5 ∙

(6 ∙ 173)

4
+ 5 ∙

(6 ∙ 143)

4

+5 ∙
(2 ∙ 113)

4
+ 5 ∙

(1 ∙ 93)

4

+5 ∙
(2 ∙ 163)

4
+ 5 ∙

(1 ∙ 173)

4 }
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olup burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

{
 
 

 
 

5 ∙∑
(ɸ(21−𝑖 ∙ 32) ∙ 𝑑2𝑖̅

3
)

4

1

𝑖=0

+5 ∙∑∑
(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ 𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

3
)

4

2

𝑖=1

1

𝑗=0 }
 
 

 
 

= {
5 ∙
29478

4
+ 5 ∙

16464

4
+ 5 ∙

2662

4

+5 ∙
729

4
+ 5 ∙

8192

4
+ 5 ∙

4913

4

} 

                                                                             = {
5 ∙
29478

4
+ 5 ∙

16464

4
+ 5 ∙

2662

4

+5 ∙
729

4
+ 5 ∙

8192

4
+ 5 ∙

4913

4

} 

                                                                              = 78047,5 

bulunur. Diğer taraftan, 

𝑑1̅ = 𝑑5̅ = 𝑑7̅ = 𝑑11̅̅̅̅ = 𝑑13̅̅̅̅ = 𝑑17̅̅̅̅ = 𝑑0̅ = 17, 𝑑2̅ = 𝑑4̅ = 𝑑8̅ = 𝑑10̅̅̅̅ = 𝑑14̅̅̅̅ = 𝑑16̅̅̅̅ = 14, 

𝑑3̅ = 𝑑15̅̅̅̅ = 11, 𝑑6̅ = 𝑑12̅̅̅̅ = 16, 𝑑9̅ = 9 

𝛿(𝑃(𝑍18 )) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑0̅, 𝑑1̅, 𝑑2̅, 𝑑3̅, 𝑑4̅, 𝑑5̅, 𝑑6̅, 𝑑7̅, 𝑑8̅, 𝑑9̅, 𝑑10̅̅̅̅ , 𝑑11̅̅̅̅ , 𝑑12̅̅̅̅ , 𝑑13̅̅̅̅ , 𝑑14̅̅̅̅ , 𝑑15̅̅̅̅ , 𝑑16̅̅̅̅ , 𝑑17̅̅̅̅ } 

                      = 𝑚𝑖𝑛{17,17,14,11,14,17,16,17,14,9,14,17,16,17,14,11,14,17} = 9 

olmak üzere 

∑(ɸ(21−𝑖 ∙ 22) ∙ (𝑑2𝑗̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

1

𝑖=0

+∑∑(ɸ(21−𝑗 ∙ 32−𝑖) ∙ (𝑑2𝑗∙3𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
3 +

𝛿3

4
))

2

𝑖=1

1

𝑗=0

 

= ɸ(8) ∙ (𝑑1̅
3 +

𝛿3

4
) + ɸ(4) ∙ (𝑑2̅

3 +
𝛿3

4
) + ɸ(6) ∙ (𝑑3̅

3 +
𝛿3

4
) 

+ɸ(2) ∙ (𝑑9̅
3 +

𝛿3

4
) + ɸ(3) ∙ (𝑑6̅

3 +
𝛿3

4
) + ɸ(1) ∙ (𝑑18̅̅̅̅

3 +
𝛿3

4
) 
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= 4 ∙ (173 +
93

4
) + 2 ∙ (143 +

93

4
) + 2 ∙ (113 +

93

4
) + (93 +

93

4
) 

+2 ∙ (163 +
93

4
) + (173 +

93

4
) 

= 19652 + 729 + 5488 + 729 + 2662 + 729 +
729

4
+ 8192 +

1458

4
+ 4913 +

729

4
 

= 43852 

bulunur. O halde, 

43852 ≤ 𝐻𝑀(𝑃(𝑍2∙32 )) = 61298 ≤ 78047,5 

dir.  

4.11.3. Teorem  

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛), 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. O halde, 

𝛿3 ∙ 𝑛 + 2 ∙ 𝑚 ∙ δ2 ≤ 𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑛 )) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 +
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

2 ∙ δ
 

dir. Burada eşitliğin olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 = 𝑝𝑘 olmasıdır. 

İspat 

𝑛 ∈ 𝑍+ olmak üzere 𝑃(𝑍𝑛) power grafı 𝑛 mertebeli ve 𝑚 kenarlı bir power graf olsun. 

Teorem 4.10.3’ten 

𝛿3 ∙ 𝑛 ≤ 𝐹(𝑃(𝑍𝑛)) ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 

ve Teorem 4.4.8’den 
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𝑚 ∙ δ2

2
≤ 𝑆𝐾1(𝑃(𝑍𝑛)) ≤

𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))
2
∙ (𝑛 − 1)

8 ∙ δ
  

olduklarını biliyoruz. Bu bilgiler doğrultusunda, 

𝛿3 ∙ 𝑛 + 2 ∙ 𝑚 ∙ δ2 ≤ 𝐻𝑀(𝑃(𝑍𝑛 )) = 𝐹(𝑍𝑛 ) + 4 ∙ 𝑆𝐾1(𝑍𝑛 )  

                                                                ≤ 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 +
𝑚 ∙ (δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

2 ∙ δ
 

elde edilir. Burada eşitliğin olması için 𝑝 asal sayı ve 𝑘 ∈ 𝑍+ olmak üzere 

𝑛 ∙ 𝛿3 +𝑚 ∙ 2 ∙ δ2 = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)3 +𝑚 ∙
(δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

2 ∙ δ
 

olacağından burada eşitliğin sağlanması için, 

𝛿3 = (𝑛 − 1)3  

ve  

2 ∙ δ2 =
(δ + (𝑛 − 1))

2
∙ (𝑛 − 1)

2 ∙ δ
 

olmalıdır. Burada düzenlemeler yapılırsa, 

4 ∙ δ3 − (𝑛 − 1) ∙ δ2 − 2 ∙ (𝑛 − 1)2 ∙ δ − (𝑛 − 1)3 = (δ − (𝑛 − 1)) ∙ (
4 ∙ δ2

+3 ∙ δ ∙ (𝑛 − 1)

+(𝑛 − 1)2
) 

                                                                                              = 0 

olduğundan bu denklemin tek bir reel kökü vardır ve bu reel kök, 

𝛿 = 𝑛 − 1 



223 

 

 

 

dir. Dolayısıyla  

𝛿 = ∆= 𝑛 − 1 

olduğunda yukarıda ki denklemde eşitlik durumu söz konusu olur. O halde bu ancak “∀ 𝑢 ∈

𝑉(𝑃(𝑍𝑛)) için 𝑑𝑢 = 𝑛 − 1” olmasıyla yani “𝑘 ∈ 𝑍+için 𝑃(𝑍𝑛) power grafının 𝑛 = 𝑝𝑘 

mertebeden” olması ile mümkündür. Sonuç olarak burada 𝑃(𝑍𝑝𝑘 ) power grafı 

kullanıldığında eşitlik durumu söz konusu olur ve böylece ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇ 

Bu çalışmamızda 𝑃(𝑍𝑛 ) power graflarının, 𝑝 ile 𝑞 farklı asallar 𝑘 ile 𝑟 negatif olmayan 

tamsayılar ve 𝑛 power grafın köşe (nokta) sayısı olmak üzere 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑛 = 𝑝 ∙ 𝑞 ve 𝑛 = 𝑝𝑘 ∙

𝑞𝑟 için Wiener, kenar-Wiener, hiper-Wiener, Harary, 𝑆𝐾, 𝑆𝐾1, 𝑆𝐾2, birinci Zagreb, ikinci 

Zagreb, genelleştirilmiş birinci Zagreb, Randic, genelleştirilmiş Randic, Furtula ve hiper- 

Zagreb indeksleri ile ilgili özgün teoremler ve sonuçlar elde edilmiştir. Genel bir 𝑛 pozitif 

tamsayısı için daha önceden bahsedilen power grafların bazı indeksleri ile ilgili bulduğumuz 

eşitsizliklerin eşit olabilmesi için 𝑃(𝑍𝑛 ) power graflarının tam graf olması ile yani 𝑛 = 𝑝𝑘 

ile mümkün olacağını gösteren teoremler elde edilmiştir. 
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