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OZET

Sonlu mertebeden devirli bir G grubunun yonlendirilmemis (yonsiiz) power grafin1 P(G)
ile gosterecegiz. Sonlu mertebeden herhangi bir devirli grup (Z,,+) devirli grubuna
izomorf oldugundan yani, G = Z,, olacagindan G = (Z,,, +) alinmistir. Bu tez calismasi
siiresince p, g farkl asallar, k ve r pozitif tamsay1 olmak iizere oncelikle, n = p*, n =p -
q ve n = p* - q" durumlarina goére P(Z,) power grafinin Euler ¢ fonksiyon yardimiyla
bazi indeks hesaplamalar1 {izerine yeni teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n €
Z* i¢in P(Z,) power grafinin, hangi durumlarda esitlik ya da esitsizlik oldugunu ortaya
koyan, bazi indeks hesaplamalari iizerine yeni teoremler ortaya konulmustur.
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ABSTRACT

We will denote the undirected power graph of a finite-order cyclic group G by P(G). Since
any cyclic group of finite order (Z,,, +) is isomorphic to the cyclic group, that is, Since G =
Z, will be, so G = (Z,, +) is taken. Throughout this thesis, p, g are distinct primes, k, and
r be a positive integer, firstly, new theorems have been obtained on some index calculations
of the P(Z,,) power graph with the help of Euler ¢ function according to the cases n = p*,
n=p-q and n = p*-q". Later, new theorems have been put forward on some index
calculations that reveal in which cases the P(Z,,) power graph for a general n € Z* is equal
or inequal.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agciklamalar

= [zomorf

A(G) G grafinin maksimum derecesi
dln d boler y

d(G) G grafinin ortalama derecesi

d(ui, u]-) u; Ve u; noktalar1 arasindaki uzaklik
Diam(G) G grafinin ¢ap1

d,, veya d(u;) u; noktasinin derecesi

e; G grafinin bir kenari

E G grafinin kenarlar kiimesi

|E| E noktalar kiimesinin kardinalitesi
F(G) G grafin F-indeksi (Furtula indeksi)
G = (V,E)veya G Graf

H(G) G grafinin Harary indeksi

HM(G) G grafin hiper-Zagreb indeksi

K, n noktali tam graf

L(G) G grafinin line grafi

M,(G) G grafinin birinci Zagreb indeksi
M{%(G) G grafin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi
M,(G) G grafinin ikinci Zagreb indeksi
Ny, u; noktasinin komsuluklar kiimesi
o(G) G grubunun eleman sayist

P Yol

P(G) G grubunun power grafi

P(G) G grubunun yonlii power grafi
R(G) G grafinin Randic indeksi

R,(G) G grafin genellestirilmis Randic indeksi



Simgeler

SK(G)
SK4.(G)
SK,(G)

\4
w(G)

W.(6)
Ww(G)

5(G)

Xi

Aciklamalar

G grafinin SK indeksi

G grafinin SK; indeksi

G grafinin SK, indeksi

G grafinin bir noktasi

G grubunun lireteglerinin kiimesi
u; Ve u; noktalarinin komsulugu
u; Ve u; noktalariin komgu olmamasi
u Ve v koselerini birlestiren kenar
G grafinin noktalar kiimesi

V noktalar kiimesinin kardinalitesi
Yirime

G grafinin Wiener indeksi

G grafinin kenar-Wiener indeksi

G grafinin hiper-Wiener indeksi

n modiiliine gore tamsayilar grubu
Euler fonksiyonu

G grafinin minimum derecesi



1. GIRIS

Graf teorisi kavrami 1736 yilinda Euler tarafindan yazilmis olan bir makale ile ortaya ¢ikmis
1847 yilinda G. R. Kirchhoff (1824 — 1887) ve Cayley (1821 — 1895)’in aga¢ kavramini
kesfetmesi ile gelisme gostermistir. Bu alandaki ¢alismalar Son yillarda artig gostermistir.
Bu artigin en biiylik sebeblerinden birisi sosyal hayatta karsilastigimiz birgok probleme graf
teori ile ¢6ziim bulunmaya calisilmasidir. Sosyal hayatta karsilastigimiz durumlar genelde,

bir noktalar kiimesi ve bu noktalar1 birlestiren egrilerin olusturdugu sekillerle tanimlanabilir.

Graf Teori, matematik, fizik, cografya, bilgisayar aglari, gokbilimi ve sosyal olaylar gibi
cesitli alanlarda kullanilmaktadir. Dolayisiyla matematik alani disinda farkli bilim dallarinda
da ¢alisilan bir teori olmaya baslamistir. Graf, bir anlamda matematik diliyle ifade edilen bir
modelleme ve sosyal yasantimizda karsimiza ¢ikan olaylarin sayisal degerlerle ifade edilip
birtakim sekiller yoluyla bu olaylar hakkinda bilgi edinme sanatidir. Kisaca matematiksel
modellemeler kullanilarak olaylar hakkinda fikir yiiriitmektir. Graf teorisinin giinlik
hayatimizdaki islerimizi kolaylastirdigi goriilmektedir. Bunun en 6nemli 6rneklerinden
birisi de kimyasal graf teorisidir. Laboratuvar ortaminda, molekiillerin sahip oldugu
ozellikleri deneysel yontemlerle ortaya ¢ikarmak hem zordur hem de zaman alir. Kimyasal
graf teorisi, molekiile karsilik gelen molekiiler grafin matematiksel 6zelliklerinin
calisilmasinin yeterli oldugu diisiincesine dayali olarak zamanla gelismistir. Bu alanda en
¢ok kullanilan yontemlerden biriside, topolojik indekslerdir. Graf teorisinde kullanilan
topolojik indeksler, molekiillerin yapisinin matematiksel bir dille ifade edilmesinde kolaylik
saglar. Bu graflarda, atomlar koselere (noktalara) karsilik gelir. Kenarlar ise bunlar
arasindaki Kimyasal baglari temsil eden bir modellemedir. Graflar yardimiyla, bu
molekiillerin siniflandirilmasinda kullanilan sayisal ifadeler, indeksler yardimiyla kolay bir
sekilde hesaplanmaktadir. Dolayisiyla, molekiiler tanimlayicilarin arasindaki karmasiklik
seviyelerini kolaylastirmada kullanilan graflar igin c¢esitli topolojik indekslerin ortaya

¢ikmasi Onem arz etmektedir.

Cebirsel graf teori, grup teorisi anlaminda incelendiginde, temelinde bir grup, yar1 grup veya
monoid tizerindeki elemanlar1 nokta (kose) kabul ederek graf yapisi olusturur. Power grafta
bu yapilardan birisidir. Diger taraftan 2000 yilinda power graf kavramini, ‘mertebesi sonlu
yar1 gruplarin yonlendirilmis power grafi’’ seklinde literatiire kazandirma konusunda Quinn

ve Kelarev oOnciiliik etmislerdir [1]. Devaminda ise grup veya yar1 grup iizerinde



yonlendirilmis (yonli) power graflar ile ilgili daha detayli arastirmalar ortaya ¢ikarilmistir
[32-34]. Yonlendirilmemis (yonsiiz) power grafi ise 2009 yilinda Chakrabarty ve ekibi
tarafindan matematik literatiiriine kazandirilmistir [2]. Bu kavrami ilerleyen siiregte

Cameron ve ekibi daha sade hale getirerek power graf seklinde isimlendirmislerdir [35-36].

Bu tez 4 boliimden meydana gelmektedir. Birinci boliimii Giris kismi1 olusturmaktadir. ilk
olarak graf teori ve burada isimizi kolaylastiracak olan soyut cebir ile baglantili bir takim
temel kavram ve Ozelliklere ikinci béliimde yer verilmistir. Daha sonra ise yine tez boyunca
kullanacagimiz graflarin indeksleri ile ilgili bilgilerden bahsedilmistir. Ugiincii boliimde, ilk
once grup teori ile baglantili olan ve ileriki kisimlarda isimizi kolaylagtiracak olan bir takim
tanimlardan bahsedilmistir. Devaminda ise koselerinin kiimesi grup olan yonlendirilmis ya
da yonlendirilmemis power graflardan bahsedilmistir. Dérdiincti béliimde 6ncelikle sonlu
devirli gruplarin power graflarinin, p ile q farkli asallar k ile r negatif olmayan tamsayilar
ve n power grafin kose (nokta) sayis1 olmak iizere n = p*, n=p-q ve n = p* - q" igin
Wiener, kenar-Wiener, hiper-Wiener, Harary, SK, SK;, SK5, birinci Zagreb, genellestirilmis
birinci Zagreb, ikinci Zagreb, Randic, genellestirilmis Randic, Furtula ve hiper-Zagreb
indeksleri ile ilgili teoremler ve sonuglar elde edilmistir. Daha sonra ise genel bir n pozitif
tamsayisi i¢in daha 6nceden bahsedilen power graflarin indeksleri ile ilgili hangi durumda

esitlik veya esitsizlik oldugu ile ilgili teoremler elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLERIi

Tezin bu boliimiinde graf teori ve soyut cebir de kullanilan bir takim temel kavramlar ve

Ozelliklerden bahsedilecektir.
2.1. Genel Bilgiler
2.1.1. Tanim

X Ve y birer tamsay1 olmak lizere x = y - z olacak sekilde bir z tamsayisi bulunabiliyorsa y,

x’1 boler denir ve y | x bi¢ciminde gosterilir.
2.1.2. Tanim

n > 1 bir tamsay1 ve ¢: Z* - Z* ye taniml bir fonksiyon olsun. k ile n aralarinda asal ve
1<k <n olma kosulunu saglayan k tamsayilarin sayisin1 veren foksiyona Euler’in
fonksiyonu denir ve ¢(n) ile gosterilir. $(1) = 1 olarak tanimlanir. Euler fonksiyonu

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) p asal say1 ise
1
<l>(p)=p—1=p-(1——)
p
dir.

2) p asal ve k dogal sayi ise

d(@") = p* —p*t =p*- (1 = %)

dir.
3) k ve [ iki pozitif tamsayi olsun. k ile [ aralarinda asal ise

(k- D = dCk) - o)



dir.

4)1<i<r vep; ler asal say1 k; ler dogal say1 olmak ilizere n > 1 tamsayisi n = p;*1 -

p2k2 prkr ise

o) = d(p1 1) - d(P."2) -+ d(p,*r)

dir [28].
2.1.1. Teorem (Cauchy-Schwarz esitsizligi)

X1,Xg, o) Xp V& V1, Vo, ..., Yy Teel sayilar olmak iizere
n 2 n n
(Br) =B (3)
k=1 k=1 k=1
yani
Cer® + 20" o+ 20 %) - (1 + 32" oA ) 2 (X yr H Xy X )

olup, burada ki denklemin birbirine esit olmasi igin gerek ve yeter kosul (x4, x5, ..., x,,) Ve

(Y1, V2, -, Yn) sirali n lilerin

h L_ =

yi Vo Yn

kosullarini saglamasi gerekmektedir [15].



2.1.2. Teorem (Diaz-Metcalf esitsizligi)

(aq,ay, ...,a,) Ve (by, by, ...,b,), 1 <i<nigin r-a; <b; <R-a; kosulunu saglayan

pozitif reel sayilardan olusan n boyutlu sayilar olsun. O halde

n n n
Zbi2+r-R-Zai2S(r+R)-Zai-bi
i=1 i=1 i=1

dir. Burada esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1 < i < ni¢inb; =R -a; veya b; =1 -

a; olmasidir [16].
2.1.3. Teorem (Polya-Szego esitsizligi)

(aq,ay, ...,a,) Ve (by, by, ...,b,), 1 < i <n igin pozitif tamsayilardan olusan n boyutlu

sayilar olsun. Eger her bir i € {1,2, ...,n} i¢in
0<y<ag£A4A<m>
ve

O<ﬂ§biSB<00

ise 0 halde
n n 2 n 2
a;” - bi S4 'BAB ai-bi
i=1 i=1 v =1
. . - g A/(A | B
dir. Burada esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul eger p =n ;/ (; + E) ve gq=n-

B

%/(3 + B) tamsayilar ise; p = y, ¢ = A ve benzer sekilde ¢ = B, g= ff olmasidir [17].

2.1.4. Teorem

X1, X3, ..., X, pozitif reeel sayilar olsun.



seklinde kuadratik, aritmetik, geometrik ve harmonik anlamda esitlikleri olsun. O halde,
QM =AM =GM = HM

esitsizlikleri vardir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x; = x, = - = x,,

olmasidir [15].
2.2. Graf Teoride Baz1 Temel Tanim ve Kavramlar
2.2.1. Tanim

V sonlu ve bostan farkl bir kiime olsun. Elemanlar1 nokta veya kose olarak isimlendirilen V

kiimesi ile bu kiimede ki siralanmamus ikilileri kenar kabul eden sonlu bostan farkli olmasi
gerekmeyen E kenarlar kiimesinden olusan G = (V(G),E (G)), ikili yapisina graf denir.

Burada
EG) = {{uyw} upu; €V(G)}

seklinde tanimli1 olup E (G) nin elemanlar1 ey, ile gosterilir. Bir grafta ¢izim tek tiirlii degildir.

Burada kisaca; E(G) = E, V(G) =V ve dolayisiyla G = (V, E) seklinde gosterilecektir.

Ornek



_,/--‘ B -~
/ .
/ N
'l' \‘
| €3 \\‘
\' |
u,a |
e~ € //"'
& “ Uy
Uy [
84 N
$ e
G=(V,E)

Sekil 2.1. G = (V,E) grafi

Sekil 2.1 ile verilen G = (V, E) grafinin noktalar ve kenarlar kiimesi sirasiyla
V ={uy,uy us, us} ve E = {eq, e5,e3,e4, €5} dir.

2.2.2. Tanim

G = (V,E) bir graf olmak iizere, G nin herhangi u; ve u; noktalar birbirine en az bir kenar
ile baglaniyor ise bu noktalara komsudur denilmektedir ve u;~u; seklinde ifade edilir. Bir
u; noktasina komsu olan tiim noktalarin kiimesine u; nin komsuluklar kiimesi denir ve N,
seklinde ifade edilir. Ayrica e; ve e; kenarlarmin komsu olmasi i¢in ortak bir noktasinin

olmasi gerekir. Burada

Ny, = {w; * w~uj,u; € V}
dir [18].

2.2.3. Tanim

G = (V, E) grafinda ki bir u; noktasina bagl kenar sayisma u;’nin derecesi denir ve d,,, ya

da d(u;) ile gosterilir [19].
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Ornek

Sekil 2.1°de verilen G grafinin nokta (kdse) komsuluklari sira gozetmeksizin
Uy ~Usp, Uy ~Uy, Up~Usg, Uz~Uy

ve her bir noktanin derecesi

dy, =3,dy, =3,dy, =2,dy, =2

bulunur.

2.2.4. Tanim

G = (V,E) grafinin, en kiiglik ve en biiylik dereceleri sirasiyla

6(G) = min {dui P u; € V},

A(G) = max {dui P u; € V}

seklinde tanimlanir. Ayrica G grafinin ortalama derecesi

1
d(G)=m-z dy,

u;EV

seklinde tanimlanir. Burada |V|, V noktalar kiimesinin kardinalitesi yani eleman sayisidir.

Bu bilgiler dogrultusunda,
0(G) <d(G) <A(G)

dir. Ayrica E nin kardinalitesi yani kenarlar kiimesinin sayisi |E| olmak tizere,

1
El=5 ) d,

u;EV



dir [19].
Ornek
u;
.
e Uy
. ;
U, Uy,
G=(V,E)

Sekil 2.2. G = (V,E) grafi

Sekil 2.2 ile verilen G grafinda d,, =2, d, =3, dy, =3, dy, =2 olur. G grafinin

sirastyla minimum, maksimum ve ortalama derecesi;
6(G) = min {dui P u; € V} =2,

A(G) = max {dui P u; € V} =3

1 1
d(G)=m-zdui=z-(2+3+3+2)=2,5

u;EV
seklindedir.
2.2.5. Tanim

Bir grafin herhangi iki noktas1 arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu kenarlara katl

kenarlar denir [19].
2.2.6. Tanim

Bir kenarin baslangig ile bitis noktasi ¢akisiyor ise bu kenara ilmek (loop) denir [19].
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Ornek
U, Uy
5 A ’
i
J
ey /
C 2 54 3
v./,
e
U, €4
Uy €
G = (V,E)

Sekil 2.3. G = (V, E) grafi

Sekil 2.3’teki G = (V, E) grafinda e, ve e, birer kath kenar, eg ise ilmektir.

2.2.7. Tanim

Bir grafta bir noktanin derecesi sifir ise bu noktaya izole nokta, derecesi bir ise bu noktaya

pendant nokta denir [18].

Ornek

u-

u U-
.l 3 *

G =(V,E)

Sekil 2.4. G = (V,E) grafi

Sekil 2.4’teki G = (V, E) grafinda d,,, = 0 oldugundan u; bir izole nokta, d,,, = d,,, = 1

4

oldugundan u, ve u, noktalar1 birer pendant noktadir.
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2.2.8. Tanim

G grafinda iki kose arasindaki uzaklik, bu koseler arasindaki en kisa yolun uzunlugu olarak

tammlanir. u; ve u;, G de iki kose olmak lizere u; Ve u; noktalar1 arasindaki uzaklik

dg (u;, ;) = d(w;,u;) seklinde gsterilir [19].
2.2.9. Tamim

Bir G grafinin herhangi iki noktas1 arasindaki uzakliklarinin maksimumuna ¢ap (diameter)

denir. Yani,

Diam(G) = maks{d(u,v) | u,v € V(G) }

dir [19].

2.3. Baz1 Ozel Graflar

2.3.1. Tanim

Bir grafta ilmek (loop) ve katli kenar yoksa bu grafa basit graf denilmektedir [18].

Ornek

G, G

Sekil 2.5. Basit graf

Sekil 2.5’teki G, ve G, graflarinda katli kenar ve ilmek bulunmadigindan basit graflardir.
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2.3.2. Tanim

Herhangi iki noktas1 arasinda birden fazla kenar bulunan yani katli kenar veya ilmek igeren

grafa ¢coklu graf denir [18].

Ornek
% 3 ° .
]
‘ ®
. S
B G,

Sekil 2.6. Coklu graf
Sekil 2.6°daki G, grafi ilmek, G, grafi katli kenar igerdiginden ¢oklu graftir.
2.3.3. Tanim

Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve kenarlarindan olusan dizisine
yiiriime denir ve W ile gosterilir. Her bir kenarin ve noktanin en fazla bir kez kullanildigi
yiiriimeye yol denir ve P ile gosterilir. Ozellikle baslangic ile bitis noktas: cakisan yola
kapali yol (devir) denilmektedir [18].

Ornek
u, e U,
. ]
e; /€4
Uz~ €3
Uyd—— & ug
G

Sekil 2.7. G grafi
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Sekil 2.7 ile verilen G grafi i¢in u; e;uye,ue3uUse,Uq e1U, bir ylirime, uq equ,e U esus bir

yol, u;e;uye usesuse,uy bir devirdir.

2.3.4. Tanim

Bir grafin herhangi iki kosesi arasinda bir yol bulunuyorsa bu grafa baglantili graf denir [19].

Sekil 2.7°deki G grafi baglantilidir.

2.3.5. Tanim

Basit bir grafin herhangi iki noktasi arasinda bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta ¢ifti
arasinda komsuluk varsa bu grafa tam graf denir ve n noktali bir tam graf K,, ile gosterilir
[18].

Ornek

Sekil 2.8. K3 ve K, tam graflar1
Sekil 2.8 ile verilen 3 noktali ve 4 noktali tam graflar sirasiyla K5 ve K, ’tiir.
2.3.6. Tanim

Bir grafta ki her bir noktanin derecesi ayni ise bu grafa regiiler graf denir. Ozellikle grafta ki

her bir noktanin derecesi r ise bu grafa r — dereceli regiiler graf denir [18].
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Ornek

Gy G

Sekil 2.9. Regiiler graf

Sekil 2.9’daki G, grafi 1 — dereceli, G, grafi ise 2 — dereceli regiiler graftir.

2.3.7. Tanim

Bir grafin her bir kenarinda yon varsa bu grafa yonlii graf denir. Yonlii grafta yon, kenarin

baslangi¢ noktasindan bitim noktasina dogrudur ve 6zel olarak kenarlarina ise yay ad1 verilir
[18].

Ornek
1
o1 | : 30
L= - " 4
2 3 2 4
G, G,

Sekil 2.10. Yonlii graf

Sekil 2.10°daki G, ve G, graflar1 yonlii graflardir.
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2.4. Basit Baglantih Graflarin indeksleri

2.4.1. Tanim
Basit baglantili bir G grafinin n tane noktasi olsun. Bir G grafinin Wiener indeksi, G’deki

nokta ¢iftleri arasindaki uzakliklarinin toplami olarak tanimlanir yani d(u,v), u ve v

noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik olmak tizere;

1
W) =5 Z d(u,v)

{u,vicv(c)
ile gosterilir [31].
Ornek
oll 1 Y llz
c 1 Uz
u '; L J
G

Sekil 2.11. G grafi

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin Wiener indeksi,

1
HOEES Z d(u,v)
{u,v}cv(c)

1
=5 (d(upuz) + d(ug, u3z) + d(uz, uq) + d(uy, uz) + d(us, uy) + d(u3,u2))

1
= @+1+2+1+1+1D) =4

bulunur.
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2.4.2. Tanim

Kenarlarmin kiimesi E (G) ve koselerinin kiimesi V(G) olmak tizere G’deki kenarlar1 kose
kabul eden ve kenarlarin komsulugunu esas alan grafa G grafinin line grafi denir ve L(G) ile
gosterilir [4, 5, 6]. Line graf kavraminin fiziko-kimya alaninda ¢esitli uygulamalari vardir
[7, 8]. Ayricau, v € V(G) ve u ile v yi birbirine baglayan kenar uv = e € V(L(G)) olmak
tizere L(G)’deki bir kdsenin derecesi, d, = d,, + d,, — 2 seklinde tanimlanir [37,38].

Ornek
Us €1 Us € . 1
ey €3
U, Uy
€3
G L(G)

Sekil 2.12. G ve L(G) graflari

Sekil 2.12°de verilen G grafinin kenarlarinin komsuluklart sira gézetmeksizin e;~e, ve

el~e3 dll’
2.4.3. Tanim

Basit baglantili G grafinin n tane noktasi olsun. Bir G grafinin kenar-Wiener indeksi, L(G)’
deki nokta giftleri arasindaki uzakliklarinin toplami olarak tanimlanir yani e;, e; € V(L (G ))

icin d(el-, ej), e; ve e; noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik olmak iizere;

1
W(L(G))=We(G)=§- z d(e; e))
{evejlev(L(®))

ile gosterilir [24].



Ornek
Sekil 2.12°de verilen L(G)’nin kenar-Wiener indeksi,

1
W(L(G))=§- Z d(e, f)
{e.f3cv(L(®))

1
=35 (d(el; e;) +d(ey,e3) +d(ezeq) +d(eze3) +d(es,eq) + d(€3;€2))

1
=§-(1+1+1+2+1+2)=4

bulunur.

2.4.4. Tanim

17

G, n noktali ve basit baglantili bir graf olsun. Bir G grafinin hiper-Wiener indeksi, yakin

zamanda tanitilan mesafeye dayali molekiiler yap1 tanimlayicilarindan olup

1 1
Ww(G) = 5 Z d(u,v) + > Z d?(u,v)
{u,vicv(c) {u,vicv(c)

seklinde tanimlanir. Burada d (u, v), u ve v arasindaki en kisa uzakliktir [10].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin hiper-Wiener indeksi,

1 1
Ww(G) = > z d(u,v) + > Z d?(u,v)
{u,v}cv(c) {u,v}cv(c)

1
= W) +3 Z d2(u, v)
{u,vicv(e)
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1 ( dz(ul,uz) + dz(ul,u3) + dz(uz;u1) )

WW(G) =4+=-
@ 2 \+d*(up, u3) + d?(uz, uy) + d*(us, up)

1
=4+§{4+1+4+1+1+D=10

bulunur.
2.45. Tanim

G basit baglantil1 bir graf olsun. Bu G grafinin Harary indeksi,

1

H =
@) d(u,v)
{u,v}cv(c)

seklinde tanimlanir. Burada d(u, v), u ve v arasindaki en kisa uzakliktir [11-12].

Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin Harary indeksi,

1

H(G) =
) d(u,v)

{u,v}cv(c)

_ 1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1

d(uq, uy) d(ul,u3) d(u,, uq) d(uz,u3) d(u3,u1) d(u3,u2)

LI I I s

21 2 1 1 1
bulunur.
2.4.6. Tanim

G grafi basit ve baglantili olsun. G grafinin SK indeksi,



SK(G) =%- > @ytdy)

uveE(G)
olarak tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirastyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [13].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin SK indeksi,

K@ =5 Y (y+d,)

UVEE(G)
1
= E ' {(du1 + du3) + (dus + duz)}

=%-{(1+2)+(2+1)}

=3
bulunur.
2.4.7. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. G grafinin SK; indeksi,

1
SK(@) =5 ) dy-d,

UVEE(G)
olarak tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [13].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin SK; indeksi,
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1
SKi(6) =5 Z d,-d,
uveE(G)

- % A(dyy * duy) + (duy * duy)}

=%-{1-2+2-1}
=2

bulunur.

2.4.8. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. G grafinin SK, indeksi

SK(@ =30 Y [yt d,)

UveEE(G)
olarak tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [13].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin SK, indeksi,

1
K@) =7 ) (dy+dy)

UvEE(G)

((duy + )" + (duy + d,)”)

B

=%-((1+2)2+(2+1)2)

N O



21

bulunur.
2.4.9. Tanim

G basit baglantili bir graf ve @ € R olmak iizere bu grafin genellestirilmis birinci Zagreb

indeksi,

M;*(G) = Z dua: Z (dua_1+dva_1)

u€ev(G) uveE(G)
seklinde tanimlanir. Burada d,;, u kdsesinin G deki derecesidir [20,21,43].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi,

MA@ = )

Uuev(G)

(du1a + duza + du3a)

=1+1+2
=2+ 2¢
bulunur.
2.4.10. Tanim

G basit baglantil1 bir graf olmak iizere bu grafin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri sirasiyla,

M@= > a4
uev(G)

ve
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M@= ) dy-d,

UveEE(G)

seklindedir [26-27]. Ayrica bu grafin birinci Zagreb indeksi,

M@= ) (@+d)

UveEE(G)

seklinde de tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir
[39].

Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin birinci Zagreb indeksi,

M@= ) 4
Uuev(G)

= (du12 + duz2 + du32)
= (1% + 12 + 2?)
=6

olur. Ayni sekilde Sekil 2.11 ile verilen G grafinin ikinci Zagreb indeksi,

M@= ) dyd,

uveE(G)

= 2-SK;(G)
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olur.
2.4.11. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. Bu grafin Randic indeksi,

R@) = !

u~v'V dy  dy
seklinde tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [22].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin Randic indeksi,

R((;):Zﬁ

I S
\/du1 ) du3 \/du3 ) duz

1 1
RGN
=42

olur.
2.4.12. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. Bu grafin genellestirilmis Randic indeksi,

R, = R,(G) = Z(du . d,)“

u~v
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seklinde tanimlanir. Burada @ € R, d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G ’deki dereceleridir
[25].

Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin genellestirilmis Randic indeksi,

Ro(6) = ) (dy- )"

u~v
= (du, " duy)" + (duy * du)”
=(1-2)*+(2-1)"
— pa+1

olur.

2.4.13. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. Bu grafin hiper-Zagreb indeksi,

HM@ = ) (dy+d)
Uv€EE(G)

seklinde tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [40].
Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin hiper-Zagreb indeksi,

HM@) = ) (dy+d,)’
UveE(G)

= (du1 + du3)2 + (dus + duz)z
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HM(G) = (1+2)? + (2 + 1)?
=18

olur.

2.4.14. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. Bu grafin F-indeksi (Furtula indeksi),

F(G) = Z 4} = Z (dy + d,?)

uev(6) uveE(G)
seklinde tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v koselerinin G’deki dereceleridir [41].

Ornek

Sekil 2.11 ile verilen G grafinin F-indeksi,

F(G) = Z d,2

uev(G)

3 3 3
=dy,” +dy,"+dy,

=13+ 13423
=10

olur.

2.4.15. Tanim

G basit baglantili bir graf olsun. Bu grafin genellestirilmis birinci Zagreb’de a = 3

alinmasiyla olusan indeks ile F-indeksi arasindaki iligki,
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M,*(G) = F(G)

seklinde tanimlanir. Burada d,, ve d,, sirasiyla u ve v kdselerinin G’deki dereceleridir [42].
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3. SONLU DEVIRLI GRUPLARIN POWER GRAFLARI

Power graf literatiirde ilk kez Kelarev ve Quinn tarafindan sonlu yar1 gruplarin yonlii power
grafi seklinde tanitilmis ve arastirilmistir [1]. Devaminda ki stirecte ise Chakrabarty ve ekibi
Y onlendirilmemis (Yonsiiz) power graf konusunu literatiire kazandirmistir [2]. Bu kisimda,
gruplar ve power graflar ile ilgili tez de isimizi kolaylastiracak bir takim kavramlardan

bahsedecegiz.

3.1. Gruplar ve Gruplar Uzerindeki Power Graflar

3.1.1. Tanim

Bos olmayan bir G kiimesi verilsin. Bu durumda

x:GXG-G

ifadesi bir fonksiyon belirtirse buna ikili islem denir. * isleminde (x,y) € G X G’nin

goriintiisii i¢in en yaygin olarak kullanilan notasyonlar;

1) x - y (¢arpma notasyonu)

il) x + y (toplama notasyonu)

seklindedir [23].

3.1.2. Tanim

Bos olmayan bir G kiimesi lizerinde taniml1 bir ikili islem verilsin. Bu durumda

1.Vx,y,z € G i¢in (xy)z = x(yz) 6zelligi varsa G’ye bir yar1 grup,

2. G bir yar1 grup olmak lizere Vx € G i¢in xe = ex = x olacak bigimde e € G varsa G’ye

monoid,
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3. G bir monoid olsun. O halde Vx € G icin xx~! = x~1x = e olacak sekilde x™1 € G

bulunuyor ise G’ye grup

denir [23].

3.1.3. Tanim

G bir grup olsun. G grubunun eleman sayisina G’nin kardinalitesi denir ve | G | ya da o(G)

seklinde ifade edilir. Eger G’nin eleman sayisi sonlu ise G’ye sonlu grup denir [23].

3.1.4. Tanim

K birgrupve @ # M < K olsun. M, K’deki grup islemine gore bir grup ise M’ye K’nin alt
grubu denir ve M < K seklinde ifade edilir [23].

3.1.5. Tanim

Bir G grubu ve y € G verilsin. Bu durumda

G={y"nez}=(y)

oluyor ise G’ye y elemani tarafindan tretilen devirli bir grup ve y € G’ye ise G’nin bir

tireteci denir [23].

3.1.6. Tanim

G bir grup ve x € G olsun. x’in tirettigi (x) devirli grubunun mertebesine x elemaninin
mertebesi denir ve o(x) veya | x | ile gosterilir. Burada o(x), x™ = e kosulunu

saglayan m > 0 tamsayilar1 arasinda en kii¢iik olanidir [28].

3.1.1. Onerme

G = (x), n. mertebeden bir devirli grup olsun. x°’nin G’nin bir iireteci olmasi igin gerek

ve yeter kosul (s,n) = 1 olmasidir [29].
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3.1.7. Tanim

G bir grup (veya yar1 grup) olsun. Noktalariin (kdselerinin) kiimesi G ’nin elemanlari olan

yonlii power graf P(G) ile gdsterilir ve kdselerin komsuluklart u, v € G ve n € Z*+ olmak

uzere

u~v (u dan v ye bir kenar (yay)) & u # v ve u"=v (garpimsal gruplar i¢in)
u~v (u dan v ye bir kenar (yay)) & u # v ve nu=v (toplamsal gruplar igin)
seklinde veya bu tanima denk olarak komsuluklari

u~v (u dan v ye bir kenar (yay)) & u # v ve (v) € (u)

seklinde tanimlanir [33].

Ornek

Z, = {0,1,2,3 } devirli grubunun ﬁ(Z4) yonlii power grafinin koselerinin kiimesi
% (ﬁ(z4)) ={0,1,2,3}

ve koseler aras1 komsuluklar;

(0) = {0}

olmak iizere
(0) € (2) = (1) = (3)

oldugundan



komsguluklari vardir. Diger yontemi kullanarak koseler aras1 komsuluklart;
0=4x1,0=2%x2,0=4x3

oldugundan

komsuluklar1 vardir. Dolayisiyla P (Z,) yonli power grafi;

~ 0 O

-

3
P(Z,)

Sekil 3.1. B(Z,) yonlii power grafi

dir.
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3.1.8. Tanim

G bir grup (veya yar1 grup) olsun. Noktalarinin (kdselerinin) kiimesi G’nin elemanlart olan
yonsiiz power graf ya da kisaca power graf P(G) seklinde ifade edilir. Noktalar arasindaki

komsuluklari u, v € G ve n € Z* olmak lizere

u~v < u #* v, u"=vveyav"=u (carpimsal gruplar i¢in)

u~v & u # v, nu=v veyanv=u (toplamsal gruplar i¢in)

seklinde veya bu tanima denk olarak komsuluklari

u~veu # v, (v) € (u)veya (u) € (v)

seklinde tanimlanir [2].

Ornek

Z, ={0,1,2,3} devirli grubunun P(Z,) power grafinin koselerinin kiimesi

olmak tlizere

(0) = (2) =(1) =(3)

oldugundan
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olur. Ayni mantik ile

komsuluklar1 vardir. Diger yontemi kullanarak koseler aras1 komsuluklari;

0=4%x1,0=2%x2,0=4x%x3

oldugundan

3
P(Z,)

Sekil 3.2. P(Z,) power grafi

seklindedir.
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3.1.9. Tanim

Grafin her bir noktasinin tam olarak bir kez kullanildig1 yola Hamilton yolu denir [30].

Ornek
a3
ey /e €3
e ;
o 0‘1—¥_¥,4,‘__'.
Uy u; Uy
G

Sekil 3.3. G grafi

Sekil 3.3 ile verilen G grafi i¢in u, e;use,u, e, u, bir Hamilton yoludur.

3.1.10. Tanim

Bir grafin her bir noktasindan gecen dongiiye Hamilton dongiisii denir. Hamilton

dongiisiinde baslangi¢ ve bitis noktasi ayni olup diger tiim noktalar birbirinden farklidir [30].

Ornek

G

Sekil 3.4. G grafi
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Sekil 3.4 ile verilen G grafi i¢in u; equzeszu,e,u, bir Hamilton dongiisiidiir.

3.1.11. Tanim

Bir graf Hamilton dongiisii i¢eriyorsa bu grafa Hamilton grafi denir [30].

Ornek

Sekil 2.8 ile verilen graflar bir Hamilton dongiisii igerdiginden birer Hamilton grafidir.

3.1.1. Teorem

n = 3 olan bir tamsay1 ise o zaman P(Z,,) power grafi Hamiltondur [2].

Ornek
0 . _1
. i 1
0, Do msm—®
\y/
2
P(Z,) P(Z,) P(Z3)

Sekil 3.5. P(Z,), P(Z,) ve P(Z3) power graflar

Sekil 3.5 ile verilen sekillere bakildigindan = 1,2 i¢in P(Z,,) power grafi Hamilton degildir.

Aman > 3 i¢in Hamilton oldugu goriiliir.
3.1.2. Teorem

G, n mertebeli sonlu bir grup olsun. P(G) power grafinin m kenarlarinin sayisi

m = % > {2 0(9) — d(o()) - 1}

gea

ile verilir. Burada o(g), g’nin mertebesi demektir [2].
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3.1.1. Sonug

G, n. mertebeden sonlu devirli bir grup olsun. O halde P(G)’nin m kenarlarinin sayisi,

1
m=2-(2-d =@ - 1}-$@

din
dir. Burada d | n, d’nin n’yi tam bolmesi demektir [2].

3.1.3. Teorem

G, n koseli ve m kenarli bir graf olsun. Eger diam(G) < 2 ise
WGE)=n-(n—1)—m

dir [3].

3.1.4. Teorem

G, sonlu mertebeden bir grup ve bu grubun power grafi P(G) olsun. P(G) grafinin tam
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul G’nin mertebesi 1 veya p* olan bir devirli grup

olmasidir. Burada p bir asal say1 ve k € Z* dir [2].
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4. POWER GRAFLARIN INDEKSLERI

Bu kisimda, sonlu devirli gruplarin power graflarinin indeksleri iizerine yeni teoremlere yer
verecegiz. Yani, burada m kenarli P(G) power grafina karsilik gelen n mertebeli (sonlu) ve
devirli bir G grubu {izerine yogunlasacagiz. Sonlu mertebeden herhangi bir devirli grup
(Z,,,+) devirli grubuna izomorf oldugundan yani, G = Z, olacagindan G = (Z,, +)
alinmistir. Bu bolimde 6ncelikle p, g farkli asallar ve k ile r negatif olmayan iki tamsay1
olmak iizere n = p*, n = p-q ve n = p* - q" durumlarina gore (Z,, +) grubunun P(Z,)
power grafi ele alinarak n, m ve Euler ¢ fonksiyon yardimiyla s6z konusu power graflarin
indeks hesaplamalari iizerine yeni teoremler ispatlayacagiz. Daha sonra ise genel birn € Z*
icin P(Z,,) power grafinin, hangi durumlarda esitlik ya da esitsizlik oldugunu ortaya koyan,

baz1 indeks hesaplamalari {izerine yeni sonuglar elde edecegiz.
4.1. Power Graflarin Wiener ve Kenar-Wiener Indeksleri

Bu boéliimde, 6ncelikle p ve g nun farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar
olmak iizere n = p* ve n =p-q igin P(Z,) power grafinn Wiener ve kenar-Wiener
indeksleri iizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra n = p* - q" icin P(Z,) power
grafinin Wiener indeksi i¢in teoremler elde edilmistir. Son olarak genel bir n € Z* igin

P(Z,) power grafinin Wiener indeksi i¢in teoremler elde edilmistir.

Power graflarin Wiener ve kenar-Wiener indeksleri ile gosterimi literatiirde daha once
yapilmis bir gdsterim olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica 6nemlidir. Bolim 2’

de verildigi iizere P(Z,,) power grafinin Wiener indeksi,

W(P(Zn))=%- z d(u,v)

fuvicv(P(zy)

seklinde ifade edilir. Burada d(u, v), u ve v noktalar1 arasindaki en kisa uzakliktir. Ayni

sekilde boliim 2°de verildigi tizere P(Z,) power grafinin kenar-Wiener indeksi,

1
w (L(P(Zn))) = VVe(P(Zn)) =3 Z d(ei,ej)
{ei,ej}QV(L(P(Zn)))
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seklinde taniml1 olup burada d(ei, ej), e; Ve e; noktalari arasindaki en kisa uzakliktir.
4.1.1 Teorem
P(Z,), n koseli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde

1 1, u~v
W(P(Zn)):§' { 2, U+ v

fuvicv(p(zy))

dir. Burada ~ ve ~+ sirasiyla herhangi iki kdsenin komsu olmasini ve komsu olmamasini

ifade eder [9].
fspat
P(Z,), n koseli ve m kenarl1 bir power graf olsun.

R= {{u, v} C V(P(Zn)) | u ile v komsudur & u # v, (u) € (v) veya (v) < (u) dir.}

kiimesini tanimlayalim. {u,v} € V(P(Z,)) i¢in P(Z,)de iki durum vardir. Eger u ile v
komsu degilse yani u + v ise d(u, v) = 2’dir. Diger durumda u ile v komsudur yani u~v

olup d(u, v) = 1’dir. Bu durumda asagida R’nin tanimini kullanacak olursak,

W(P(Zn))=%- Z d(u,v)

fuvicv(P(zy)

d(u,v) + Z d(u,v)

{u,v}cR {u,v}gR
= 1 Z 1+ 1 Z 2
2 2
{u,v}cR {uvi¢R
_1 1, {wvlcR
2, {wvi€R

fuvicv(P(zy))
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{ 1, u~v

1
w(PZy) =5 2w

fuvicv(P(zy)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.1.1. Sonug

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* koseli ve m kenarl1 bir power

graf olsun. O halde,

w(P(2,0)) = <p2k>
dir [9].

fspat

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* koseli ve m kenarli bir power

graf olsun. Her u € V(Z,) igin, d,, = p* — 1 oldugundan
RS = {{u, v} V(P(Zn))| u+ v} = ¢

olur ve dolayisiyla

1 1, u~v
W(P(Zpk)):? Z { 2, U+ v
{uvyev(P(zn))

d(u,v) + Z d(u,v)
{u,v}cR {u,v}gR

1
=3 Z 1+ Z d(u,v)
{uvicR {u,v}co
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w (P(z,)) =%-{ZR1
u,vic

=_.pk.(pk -1
5P (p )

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.1.2. Sonug

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* koseli ve m kenarli bir power

graf olsun. O halde,

dir [9].
fspat
p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere, n = p* oldugundan Sonug 4.1.1°den

k

w(P(z,0)) = <p2 )

olur. Buradan Teorem 3.1.3’ten
w (P(Zpk)) =pk-(pF-1)-m

yazabiliriz. Dolayisiyla,

k

w(r(z,0) = (% ) =p* 6k = -m
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esitligi bulunur. Bu esitlik diizenlenirse,
o)
2
elde edilir ve ispat tamamlanmais olur.
4.1.2. Teorem
P(Z,), n koseli ve m kenarl1 bir power graf olsun. O halde,

w(rz) =5 (") + D (6(o(@) -2+ 0(9))

9E€Zn

dir [9].
fspat

P(Z,), n koseli ve m kenarli bir power graf olsun. Bu power grafta diam(P (Zn)) < 2dir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.3’ten

W(PZ))=n-(n—1)—m

esitligi kullanabiliriz. Teorem 3.1.2°den

m = % > (2 0(@) - d(o(e) - 1)

9€Zn
oldugundan bu ifadeyi m’de yerine yazacak olursak,
W(P(Zn)) =n-(n—1)—-m

1
=n-(n—1)—E' 2(2'0(9)—(13(0(9))—1)

9EZn
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w(P(Z,)) = n? —n+— Z $(o(g)) —2- o(g) +— z 1

9g€Zn gE€Zn

= n? —n+ +— Z d(o(g)) —2- 0(9))

gE€Zn

= n? ——+— z d(o(g)) —2- O(g))

gE€Zn

=2 ()7 + D (8o - 2+ o))

9E€Zy

elde edilir ve dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.
4.1.3. Sonug

P(Z,), p asal say1 olmak tizere, n = p koseli ve m kenarl bir power graf olsun. O halde,

w(p(z))=(,)
dir [9].

fspat

P(Z,), p asal say1 olmak tizere, n = p koseli ve m kenarli bir power graf olsun. Burada

Teorem 4.1.2°de n = p alinacak olursa,

w(P(z,)) = % (2;}) + Z (¢(o(9)) -2 0(9))

9E€Zy

2'p-(2-p—1 _ _
1 (FEEEED L 460®) + a(oD)

+¢(0(2)) + -+ d(o(p — D)

N =
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—%-(2-0(6)+2-o(1)+2-o(i)+---+2-o(pT1))

1 (2 p?=p =1+ (dp(o(D) + -+ (1)(o(pT1))))

2 ~2-(o(D) + -+ 0@ =1))

bulunur. Burada Onerme 3.1.1°den o(1) = - = o(p — 1) = p olur. Dolayisiyla bu ifadeler

iistteki son esitlikte kullanilacak olursa,
1 2
w(P(z)) =5 @ P -p-1+G-1D-d@-2-G-1)-p)

1 2 2 2
=5 @2 p —p-1+(-D°-2-p°+2:p)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.1.3. Teorem

P(Z,), n koseli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

wez) =3[ (5,)+ D o@ - @@ -2+ a)

din

dir. Burada d,n’nin herhangi bir pozitif bélenidir.d In ile d’nin n’yi boélmesini

kastediyoruz [9].
fSpat

P(Z,), nkoseli ve m kenarli bir power graf olsun. Bu power grafta diam(P(Z,)) < 2’dir.

Dolayisiyla Teorem 3.1.3’ten

W(P(Zn)) =n-(n—1)—-m
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esitligi kullanabiliriz. Sonug 3.1.1°den

1
M= @ d= -1 b

din

oldugundan bu ifadeyi m’de yerine yazacak olursak,

W(P(Zy))=n-(n—1)—m

=n (=D -3 Y 2d - d(d) ~ 1) ()

din

= ondg Y By Y Gd) = Y d ()

din din din

bulunur. Burada Y4 » (d) = n oldugundan bu ifadeyi son esitsizlikte yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilacak olursa,

1
W(P@EZ)) =1 ~Z+5 > o) (D) ~2- )

din

=2 ()4 0@ @@ -2+ )

dIn

elde edilir ve dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.
4.1.4. Sonug

P(Z,),n =p - q (p ve q farkli asallar) koseli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde

w (P(Zp.q)) =m+2 b q)

veya
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W (P(2,0)) = (") + 00~ )
esitlikleri saglanir [9].
Ispat

P(Z,), n =p-q (p Ve q farkli asallar) koseli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde

Teorem 4.1.3’ten n = p - q yazarsak,

dipq

W (P(Z)) =%-<(2'Z'q)+ > ¢<d>-(¢(d>—z-d>>

1

=5 (P a2 pa-D+o1 @1 -2-1)
1 1

+5 0@ @@ -2-p) +5 d@ (D@ -2-9)

1
t7 00 (d@-a)-2-p-q)

1 2 2
=5 @a"+pq-2-p-2-9+2)

_ p*-q*—p-q
2

+p-q—p—q+1>

= ((p;q)—¢<p-q))+2-¢(p-q) (4.1)

= (p;’) + o q)

elde ederiz. Diger taraftan;

p-q

5 )+<l>(p-q)

W(P(Zp-q)):P'Q'(P'q—l)—m=(
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olup buradan

m=("")-o0

elde edilir. Es. 4.2°yi Es. 4.1°de yerine yazarsak,

W (P(Zyq)) =m+20@-q)
elde ederiz ve ispat tamamlanir.

4.1.4. Teorem

(4.2)

(4.3)

P(Z,), pile q farkli asallar ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* veyan = p - q késeli

bir power graf olsun. O halde,

n+1>

maks(w (PZ)} = ("

ve
min{w (P(Z)} = ()
dir [9].

Ispat

Eger n = p” ise Sonug 4.1.1°den

w(P(z,0)) = <p2k>

dir ve dolayistyla

min{w (P(Z)} = ()



dir. Eger n = p - q ise Sonug 4.1.4’ten
W (P(2,0)) = (") + 00~ )

ve dolayisiylan = p* veyan = p - q igin
w(P(Z,)) < (121) + ()

dir. Diger taraftan Vn € Z* i¢in p(n) < n oldugundan

W(P@) < (3) + b

bulunur ve dolayisiylan = p* veyan = p - q icin

n+1)

maks(w (P(z)} = ("

elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.1.5. Teorem

47

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* késeli ve m kenarli bir power

graf olsun. O halde,

w(rz) =3 ((3) + diom (102) ()

dir [9].
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fspat

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* koseli ve m kenarli bir power

graf olsun. P(Zpk) power grafi icin Sonug 4.1.2°den E (P(Zpk )) =m= (pzk) oldugunu

biliyoruz. Diger taraftan Yu € V (P(Zpk )) i¢in d,, = (n — 1)’dir.

P(ZPS()

Sekil 4.1. P(Zpk) power grafi

Sekil 4.1 ile verilen P(Zpk) power grafinin herhangi bir ez5=3 € E (P(Zpk )) kenarini

inceleyelim. P(Zpk) power grafinin line grafi asagidaki gibidir.

;__}:»l_ n—1
" —¥ern1
/ \ / Bl |
/ Cin-1 “; ——— el __,:‘»J €2
II “,’--1""'.2
\ I" - N ',17"/
i’xl |
\ \ 1.'(')1? n—1
\,
\
N = )

Sekil 4.2. L (P(Z,)) grafi
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Keyfi bir ez 7= € E (P (Z pk )) kdsesini alip bu kosenin komsuluklarini iceren L (P (Z Pk ))

grafi yukari da verilmistir. O halde keyfi bir ez7,=z €V (L (P (Z Pk ))) noktasi ile komsu

olan noktalarin sayis1 2 - (n — 2) oldugu agiktir. Diger taraftan e;5=7 Kose noktasi ile

komsu olmayan noktalarin sayist ise (m—1-—2-(m—2)) olur. Bu durum

|4 (L (P (Z Pk )))’nin her bir eleman i¢in yapilirsa asagidaki sonug elde edilir. Yani,

w(PE)) =5 Y. def)
{e,f}gE(P(Zpk ))

=%-Z(du+dv—2)

uv=e

t30 . (diam (L(P@)). (Gm = 1) - Ay + dy ~ )

uv=e

4 % (Z) : (2 - (n—2) + diam (L(P(Z,))) - <(121) —1-2(n- 2)>)

_n-(n—l)-(n—Z)
B 2

-(n—-1) mSmos
= diam (L(P(Zy)) (%)

=3.(11)+n-(n—1)-(n—2)-(n—3)

. -diam (L(P(Zy)) )

o () +atan (). ()

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.
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Ornek

P(Zg) power grafinn  kenar-Wiener indeks degerini bulalm. n =23 ve

diam (L(P(Zg))) = 2 oldugundan,

W,(P(Zg)) = 3- ((2) + diam (L(P(Zs))) ' (i))

B (8-7-6_I_2 8-7-6-5)
- 3:2-1 4:3-2-1

= 588
bulunur.
4.1.5. Sonug

P(Z,), p asal say1 ve k pozitif tamsay1 olmak iizere n = p* koseli ve m kenarli bir power

graf olsun. O halde,

W, (P(z,1)) = <pk2_ 1) W (P(z,)) = <pk2_ 1) ‘m
dir [9].

Ispat

P(Z,) power grafi n = p* (k € Z*) mertebeli oldugundan Sonug 4.1.2°den

W (P(Z,))=m= (ka>

dir. Ayrica,

Durum 1. n = 2,3 olsun.
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0
81.
€1
1
P(Z;) L(P(Z2))
Sekil 4.3. P(Z,) power grafi ve L(P(Zz)) grafi
0 £
1 e, _5 e, &3
P(Z5) L(P(z3))

Sekil 4.4. P(Z3) power grafi ve L(P(Z3)) grafi

W,(P(Zy) = 0, (%) = 0, W,(P(Z)) = W(P(Z5)), diam (L(P(Z3))) =1ve (3Y) =

1 oldugundan esitligin saglandig: basit bir sekilde goriiliir.

Durum2.n # 2,31i¢in, 1 < i,j,t <n = pk tamsayilar olmak {izere Ve; € L (P(Zpk )) i¢in
bir tek e; € L (P(Zpk )) vardir dyleki e; + e; dir. Ayrica e;~e;, ve e,~e; dir. Bu ise ¢; ile e,
arasinda en kisa bir adet yolun ve ayni sekilde e, ile ¢; arasinda en kisa birer adet yolun

oldugu anlamina gelir. Yani d(e;, e;) = d(et, ej) = 1 bulunur.



52

Sekil 4.5. G grafi

Sekil 4.5 ile verilen G grafindan anlasilacagi lizere d(el-, ej) = 2 bulunur. Bu biitiin kenarlar

icin yapilirsa, diam (L (P(Zpk ))) = 2 bulunur. O halde,

w, (P(2,)) = 3+ <<P3k> + diam (L (P(Zpk))) . <p4k>>

_ L [(P" p*

o (AEEH()
k _92Y.(pk —

=%'Pk'(Pk—1)'<(pk_2)+<(p 2)2(10 3)))

_(p" (p*—3)
() w2 (e

_w (P(Zpk)) _ <(Pk - 1)2(29" - 2)>

-(" 1) wle)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.1.6. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile  negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,
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1 (2 1-p**) (1 —q*7
W(P(Zn))=§-<( zn)—1>+( zp ), zq )

L@@ -2p-q (1-p™\ (1-¢*7
2 1+p 1+¢q

dir [44].
fspat

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Z,«..~’nin Wiener indeksi; burada oncelikle

n = p*-q" degerinin biitiin pozititif bolenlerini bulalim. O halde n = p* - " nin biitiin

pozitif bolenleri,

{L,p,p? 0%, p"3,

{9.9%.¢% .49},
{p-ar-a®vr-¢-.p-q}
{r*-ar* 4% p* 4%, p*-q"}

- qp® 9% 4% .0 q},

{* - q.p* q%:p*- ¢, p" q"}

bulunur. Bu bilgiler dogrultusunda Teorem 4.1.3’ten

1 [ (2:p*q"
W(P(Zpk_qr))=§' < pz q)+ Z $(d) - (p(d) —2-a)

d |pk.qT

—5( ) >+5 P @D =2 D +5 b)) @@ —2-p)
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1 1
+§'<1>(p2)-(<1>(p2)—2-pz)+§-<l>(p3)-(<1>(p3)—2-p3)+---+
1 1
+§'<1>(p")-(d)(p")—2-p")+§-<1>(q)-(<1>(q)—2-q)
1
+§'<1>(q2)-(<1>(q2)—2-q2)
1 1
+§'<1>(q3)-(<1>(q3)—2-q3)+---+§-<l>(qr)-(<1>(qr)—2-qr)
1
+§'<1>(p-q)-(d>(p-q)—2-p-q)
1
+§-<1>(p-q2)-(<1>(p-q2)—2-p-q2)
1
+§-<1>(p-q3)-(<l>(p-q3)—2-p-q3)
1
+~-+§-<l>(p-qr)-(d)(p-qr)—Z-p-qr)
1
+§-<l>(p2-q)-(cb(pz-q)—Z-pz-q)
1
+§-<1>(p2-q2)-(<1>(p2-qz)—Z-pz-qz)
1
+§-d>(p2-q3)-(<l>(p2-q3)—2-p2-q3)
1
+---+§-<1>(p2-qr)-(¢(p2-qr)—2-p2-qr)
1
+§-<1>(p3-q)-(61>(p3-q)—2-p3-q)
1
+§-<1>(p3-qz)-(¢(p3-q2)—2-p3-q2)
1
+§-<1>(p3-q3)-(¢(p3-q3)—2-p3-q3)
1
+-'-+§-<l>(p3-qr)'(<l>(p3-qr)—Z'p3-qr)
1
+~-+§-<l>(p""-q)-(<1>(p"-q)—2-p"-q)
1
+§'<1>(p"-q2)'(d)(pk-qz)—Z-p"-qz)

1
+§-c1>(p"-q3) (d@*-q®) —2-pF-q?)

1
+o o b0 g (0" ) —2-p ")



1 [2-pF-¢g"\ 1 1
W(P(Zpk_qr))=§'< ) q>—§+§-<b(p)-(¢(p)—2-p)

+%'p'<1>(p)-(p'<l>(p)—2-p2)
+%'p2'¢(p)-(p2'¢(p)—2-p3)
+---+%-p"‘1'<l>(p)-(p"‘1'<l>(p)—2-p")

42 0(@) (@) ~2 @) 434 0@ (@ b@) 2+ 4)
+%-q2-<l>(q)-(q2-<l>(q)—2-q3)

1
ot @) (@ bl - 2097

+

o) - d(q) - (d()-d(@) —2-p-q)

+

o) - d(g?) - () d(g®) —2-p-q?)

+

b)) - d@®) () d@)-2-p-¢*) +-+

+

o) o) (d(p)-d(@)—2p-q")+

+

d(@*) - (@) (D) - dl@) —2-p* ) +

- d(@?) - d(g®) - (d(P*) - d(g®) —2-p*-q>) +

+

b)) - d(@®) - (d(P*) - d(@*) —2-p*q®) + -+

+ +
NIFR NI~ NP NP NP DNR-R NRR NR- N-R NRR NP NRR N

d(@*) - (") (@D - d(g") —2-p*-q") +

P - d(g) - (PP - d(g@) —2-p*-q) +

+

- d@3) - d(g?) - (b - d(@*) —2-p*-g>) +

+

+

d@®) - (@) (PP - d@>) —2-p ¢+

b)) - d@N) (PP -d@) —2-pP g+ +

+

O - d(q) - (") - (@) —2-p* - q) +

+
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W (P(Zyeqr)) =

1
+ d@") - d(g?) - (d(P") - d(q?) —2-p*-¢*) +

1
+ d@") - d(@®) - (") - d(@®) —2-p*-¢*) + - +

1
+ d®@") - d(q") - (") - d(g") —2-p* - q")

1 (2:pF-q"\ 1
()
1
+5 @) - () —2-p) - (P° +p? +p* + -+ p> V)
1
+50@ (D@ -2 (¢°+q* +q" + - +q*"V)
1
+§-<1>(p)-<l>(q)-(<1>(p)-<l>(q)—2-p-q)
. (qO + q2 + q4- + -+ qZ'(‘r‘—l))
1
+ d@?) - d(@) - (@) - d(q) —2-p*-q)
. (qO + q2 + q4- + -+ qZ'(‘r—l))
1
+ d@*) - d(@) - (@) - d(g) —2-p*-q)
. (qO + qZ + q4 + -+ qZ'(r—l))
1 k k k
+---+§'<1>(p ) (@) (d(@*) - d(q) —2-p*-q)
. (qO + qZ + q4 + -+ qZ'(r—l))

- 2

1 2-pk-q”
2

)—§+§ o) - (@) —2-p)
(p0+p2+p4++p2(k—1))
1
+50@ (D@ -2 (¢°+q* +q" + -+ ")
1
+5 (@) - ¢(@) - (@) - dla) —2-p-q)
_(q0+q2+q4+_“+q2-(r—1))

1
+§'p2 b)) - d(q) - (b)) - d(@) —2-p-q)

. (qO + qz _|_ q4 + e + qZ'(T—l))
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1
+§'p“'<1>(p)-<l>(q)-(<1>(p)-<l>(q)—2-p'q)

. (qo + qz + q4 + oo + qZ'(T—l)) + oo +

1
TR (ORI ORCGIORIOEFAN)

. (qO + qz + q4 + e + qZ'(T—l))

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

((Zén)_ 1) 1 k—1 )
W(P(Z) = ~25—=+5 0@) @@ ~2-p)-| ) p*

1 r—1 .
+§'d>(q)-(<l>(q)—2-q)-<;q2 )

1 k-1 . r—1 '
50 @@ d=2p--| ) p*) Zqz"
=0 i=0

k
1 (2 . |
-2 <( zn) - 1) ts o) (d(@)—2-p)- <Z(p2)l_1>
1 r '
2 () (@) 2+ q)- (Z(qz)l_1>
i=1

k T
1 . .
+5 00 D) @@ D —2p-q)- (Z(w-l) - (Z(qZ)l*)

olur. Burada,

n

esitligini kullanacak olursak,

2;1 -1 1 1— 2'k
W(P(Zn)) = (()2—) 500 - (@) -2-p)- ( 1 _ppz )
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7)

2-r
+ b q) - (dP-q)—2-p-q)- ( ) ( "q2>

1 [(r2-n 1 1—p¥k\ 1 1— g2
W(P(zZy) = 5<( ) )—1)—5-¢(p>-< g >—§-<l>(q)-< o )

1 1_p2-k 1_q2-r
+§-<l>(p-q)-(<l>(p-q)—2-p-q)'<1_p2>'<1_qz>

_L1 (2 (1-p* (A-4¢*7)
_§'<<2)_1>+ a o

L@@ @-2pq (1-p™\ (1-¢*
2 1+p 1+¢q

elde edilir ve ispat tamamlanir.

1
+§'<l>(q)-(<l>(q)—2-q)-(

4.1.6. Sonug

p ve q farkli asallar olmak iizere P(Z,), n = p-q mertebeli ve m kenarli bir power graf
olsun. O halde,

w (P(Zp-q)) (p 1 ) +o(-q)
dir.
fspat

Teorem 4.1.6°daki

1 (72 1—p?k)  (1-q?7
W(P(Zn))=5-<( 2")—1)+( 2” ) 2" )

L@@ -2p-q (1-p™\ (1-¢*
2 1+p 1+¢q
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denkleminde n = p - q ve k = r = 1 alinip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

. 2 )
w(p(zp.q))zé.«z P q)_1>+(1 ), (-0

+(<l>(p-q)—2-p-q)_<1—p2)_<1—q2>

2 1+p 1+¢q
_ 5., pqg 1 (d-q¢) 1 N D e Y (1
=p°-q st +2(<l>(pq)2pq)(1p)
(1-q)
2 2
p“-q°+p-q
(L)

2 2
P’ q°—p-q
=<f>+p-q—p—q+1

=(")+ow-a)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.1.1. Not

Sonug 4.1.6 daha 6nce buldugumuz Sonug 4.1.4 ile ¢akisti. Fakat bu sonug farkli bir yolla

elde edilmistir.
Ornek

P(Z,1.52) = P(Z1g) power grafinin Wiener indeksini Teorem 4.1.2°yi kullanarak
hesaplayalim. O halde,

2-18

S )+ D (#(o() -2+ o)

9E€Zyg

W(P(Ziy)) = % (

= 2+ (1835 + (6(o®) ~ 2+ 0(®)) + (4(o(D) ~ 2-o(D))
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% (6(0@) - 2- 0 + ($(o(3) - 2-0(3)))

e ((oo@) ~2-0) + (6 (o3)) ~2+0(3))
% ((q)(o(é))—z-o(é)) (¢(o?) -2 o(7>)

% (¢(0®) ~2-0®) + (d(o®) - 2- o))
+2+((6(0@®) ~ 2+ o(T0) + (4(o(TD) ~ 2-0(TD))
+%. ((¢(0) -2+ 0(1)) + (6(o(T3) — 2 o(13)))
+%-<(¢(o(ﬁ))—2 o) + (¢ ((T5)) - 2- 005)))
+2+((6((1®) = 2-0(1®)) + (4(eA7) ~ 2+ 0(17))

a € Zig icin

n
obeb(a,n)

o(a) =

olmak tizere,

18 - 18 7 18

o(0=1 )=m: 1,0(1) zmzl&o@):m:g
_ 18 - 18 e__ 18

o(3) = obeb(3.18) 6,0(4) = obeb(418) 9,0(5) = obeb(5,18) 18
i} 18 5 18 8 18

o(6) = =3,0(7) = = 18,0(8) =

obeb(6,18) obeb(7,18) obeb(8,18)
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_ 18 _ 18 _ 18
N=—  =2010)=——=9,0(I1) = ——— =1

°O) = herors) =~ »°U0 = Sreraos ~ 2 °M = opepairig) ~ 8
(1) =~ = 3,0(T3) = = 18,0(T4) = —9

O = obeb(12,18) ~ OV T obeb(13,18) ~ 'O T obeb(14,18)
_ 18 _ 18 _ 18

0(15) = 6,0(1 ) = = 9,0(17) = m =18

obeb(15,18) obeb(16,18)
0(0) =1, 0(1) = 0o(5) = 0(7) = o(11) = 0(13) = 0(17) = 18, 0(2) = 0(4) =9
0(8) = 0(10) = 0(14) = 0(16) = 9, 0(15) = 0(3) = 6, 0(6) = 0(12) = 3,0(9) = 2

bu bilgiler dogrultusunda,

1835+ (p(1) —2-1) + (d(18) —2-18) + ($(9) —2-9)

+(p(6) =2~
+(B) -2
+($(2) -2
+(B) -2
+($p(6) —2-

6)+ (d(9)—2-9) + ($p(18) —2-18)
3)+ (p(18) —2-18) + ($p(9) —2-9)
2)+ (p9)—2-9)+ (p(18) —2-18)
3)+ (p(18) —2-18) + ($p(9) —2-9)
6)+ (p(9)—2-9)+ ($p(18) —2-18)

+18-35+ ($p(1) —2-1) + ($p(2-3%) —2-18)
+(BH-2-9+ (d(2-3)—-2-6) + (¢(3*) —2-9)
+($(2-3) —2-18) + (¢(3) —2-3) + (p(2-3%) — 2-18)
+H(PBH-2-9+ (¢ -2-2) + (¢33 -2-9)
+($(2-3) —2-18) + (¢(3) —2-3) + (p(2-3%) — 2-18)
+(BH-2-9+ (d(2-3)—-2-6) + (¢(3*) —2-9)
+($(2-3) —2-18)

(22 (
5)-18)+ (23
: 1——)—18)+<2-32-<

W(P(Z1s)) = %

1
630+ (1—2) +
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+(6—-18)+ (6 —36) +(2—6) + (6 — 36)

/630—1+(6—36)+(6—18)+(2—12)
g (6—18)+(1—4)+(6—18)+(6—36))=i=173

N[ =

W(P(Zw)) =
+(2-6)+(6—-36)+(6—18)+(2—-12)
(6 —18) + (6 —36)

elde edilir. Diger taraftan P(Z;g) power grafinin Wiener indeksini Teorem 4.1.6’y1

kullanarak hesaplayalim. Yani;

p=2,q=3,k=1,r=2ven = 2-3?% olmak iizere

1 (/2-18 (1-2% (1-3%
W(PZiw) =3 ((2)_1>+ o
ol (b(2-3)—2-2-3) - AWF 4
2 ¢ 142 1+3
_1 18-35—1 3 40+1 (—10) - 20
_2( ) 2 2
629 3
=— ———40-100
2 2
_ 346
2
=173
elde edilir.
4.1.7. Teorem

n € Z* olmak iizere P(Z,,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde

n-(é‘—ngl)SW(P(Zn))Sn-(n—g—l)

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak tizere
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n = p* olmasidir.
fspat

n € Z* olmak iizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Burada ‘‘Diaz-

Metcalf’’ esitsizligini kullanacak olursak;
a;=1, b;=d;, v =8(P(Z,)), R = (n— 1) olmak iizere 1 < i < n igin
§(P(Z)) 1<d;<(n—1)-1

oldugundan o halde,

Zn:dﬂ +68(P(Zy) - (n—1) -anl < (6(P(Zn)) +(n— 1)) zn: d;

=1

elde edilir. Diger taraftan,

Zn: 5(P(zy)’ < Zn: d;2

=1

ifadesi son esitsizlikte kullanilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa;

> +5(PZ))- (1= D-n < (8(PE) + (- 1) ) ds
bulunur. Buradan,

z §(P(Z))* +8(P(Zy)) (n—1)-n=n-8(P(Z))" +8(P(Z)) - (n—1)-n

i=1

=n-6(P(Zy)-(6(P(Z))+n—1)
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< (8(P(z) + (n— 1)) Z d;

i=1

olacagindan,

1 1
—E-n-S(P(Zn))Z—E-ZdI

n
=1

elde edilir ve bu esitsizlik Teorem 3.1.3’te kullanilip “S(P(Zn)) = ¢ alinirsa ;

N| =

W(PZ)) =n-(n—1) - -ZdiSn-(n—1)—%-n-6(P(Zn))
i=1

w(P(Z,))<n- (n — g = 1)

elde edilir. Diger taraftan Tanim 2.2.4°ten

1

€2,

oldugundan bu m degeri Teorem 3.1.3°te yerine yazilacak olursa,

-

~.
1l
[y

N =

w(PZ))=n-(n—1) - d;

elde edilir. Ayrica 8§ <d; < (n—1) ifadesini asagidaki esitsizlikte kullanacak

olursak, V1 < i < nig¢in

N| =
'M:

~
1]
[

W(P(Zy))=n-(n—1) - d;

n
Zn-(n—l)—z-(n—l)
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n
=Tl'dT—E'(Tl—1)

S 1
>n-8-2-(n-1)

(525

elde edilir. Burada esitligin olmasi i¢in p asal say1 ve k € Z* olmak iizere

(o531

olup burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2:'60—n+1=2n—-§—-2
3:6=3n-3

n=6+1

bulunur. O halde
d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.2. Power Graflarin Hiper-Wiener indeksi

Bu béliimde, amacimiz p ve q farkl asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
lizeen=p*, n=p-q,n=p*-q" ve n € Z* i¢cin P(Z,) power grafinin hiper-Wiener

indeksi tizerinde teoremler vermektir. Bu bolimdeki ¢caligmamizda, oncelikle p ve q farkli



66

asal sayilar olmak iizere n = p* ve n = p.q degerlerine karsilik gelen yonlendirilmemis
P(Z,,) power grafinin hiper-Wiener indeksini bulup belirli kosullar altinda bu power grafinin
Hamilton oldugunu gdsteriyoruz. Daha sonra dan = p* - q" icin yonlendirilmemis P(Z,,)
power grafinin hiper-Wiener indeksi bulunmustur. Son olarakta genel birn € Z* i¢in P(Z,,)
power grafinin hiper-Wiener indeks {izerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin
hiper-Wiener indeksi ile gosterimi literatiirde daha 6nce yapilmis bir gosterim olmadigindan

0zgiin bir yontem olarak da ayrica 6nemlidir.
Boliim 2°de verildigi tizere P(Z,) power grafinin hiper-Wiener indeksi,

1

WW(P(Zy,)) = s

d(u,v) +%- z d?(u,v)

{uvicv(P(zy)) fuvicv(P(zy))
seklinde ifade edilir. Burada d (u, v), u ve v noktalar1 arasindaki en kisa uzakliktir.
4.2.1. Teorem
n € Z* ve P(Z,) power graf olsun. O halde

1, u~v

ww(P(Z,)) = Z { 3 wen

fuvicv(P(zy))

dir. Burada ~ ve ~+ sirasiyla herhangi iki kdsenin komsu olmasint ve komsu olmadigini

ifade eder [14].

fspat

n € Z* ve P(Z,) power graf olmak iizere,

R= {{u, v} S V(P(Zn)) | u ile v komsudur < u # v, (u) € (v) veya (v) < (u) dir.}

seklinde bir kiime tanimlayalim. O halde,
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1

WW(P(Z,J):E d(u,v)+%- z d?(u, v)

{wvicv(P(zy) {uvicv(P(zy))

olmak tizere herhangi bir {u, v} € V(P (Zn)) koseleri ya komsudur yada komsu degildir.
Dolayisiyla

V(P(Z))=RUR
seklinden yazabiliriz. Bu bilgiler dogrultusunda,

1

WW(P(Z,)) = S dw,v) - (1+dwv))

{u,v}SRURC

:%. Z d(u,v)-(1+d(u,v))+%. z d(w,v) - (1+dwv))

{fuvicr {u,v}CR¢

=l Dz > e
{u,v}cR {u,v}cRe

SO P et

wcv(P(Zy)
bulunur. Burada R’nin tanim1 geregince,

{ 1, u~v

WW(P(Z,)) = 3 wew

fuvicv(P(zy))
bulunur ve dolayistyla ispat tamamlanir.
4.2.2. Teorem

p Ve q farkl asallar ve k € Z* olsun. n. mertebeden m kenarh P(Z,,) power grafi igin,

eger n = p* ise



68
ww (P(z,)) =2-w (P(2,x))
veegern =p-qise

WW(P(Zp-q))=2'(p.2q)+4'¢(P'Q)

dir [14].
fspat

p ve q farkli asallar ve k € Z* olsun. O halde hiper-Wiener indeks tanimi kullanilacak
olursa,

1

WW(P(Z,)) = > d(u,v) + % Z d?(u,v)

{wvicv(P(zy)) {uvicv(P(zy))

=w(p(zn))+%- > @)
fuvicv(P(zy))

1 1
== Z1+Zz+§- Z1+Z4
duv)=1 d(u,v)=2 d2(u,v)=1 d2(u,v)=4

%-Z(df+z-(n—1—di))+ %-Z(di+4-(n—1—d1))

=6-(n)—4-m (4.4)

bulunur. Sonug 4.1.2’den n = p* icin m = (72’) ve Sonug 4.1.4’tenn = p - q igin
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w (P(zp.q )) = (121) +dm) =2-dMn) +m

oldugunu biliyoruz. Burada n = p* igin kenar sayis1 yerine yazilacak olursa,

k

ww (P(Z,)) =2 <pz > =2-w (P(Z,))

ve n = p - q i¢in kenar sayis1 yerine yazilacak olursa,

ww (P(2,4)) =6 (péq) —4-m

=6-(p'2q)—4-<(p'2q)—<b(p-q)>

—_— . p ' q . .

=2:(", ) +4 0@ q)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
4.2.3. Teorem

p ve q farkli asal sayilar, k ile  negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

1 — p2k
ww (P(Z,)) =2-(1—pz"‘)+2-(1—q2'r)+2-(<1>(p-q)—Z'P'Q)'< 1fp )

(e 3. n+2) - 1
(1+q)+( n+2)-(n—1)

dir [44].
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fspat

p Ve q farkli asal sayilar, k ve r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"
mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Z k. ~’nin hiper-Wiener indeksi; Teorem

4.2.2’deki Es. 4.41 kullanacak olursak,

p-q"
WW (P(Zyqr)) = 6 < , )— 4-m
bulunur. Diger taraftan Sonug 3.1.1°den

1
m=2-) @-d= -1 b

din

oldugundan bu ifadeyi m’de yerine yazacak olursak,

k. T
WW(P(Zpk,qr))=6-<p 2q>—2- z 2 d-dd)—1)- )

d |pk.q1‘

k. T
=6-(p 2")—2- > (2 d-e@) d@d+2- ) b

d |pk'qr d |pk.qr

— . pk.qr . .7 . . _ .
—6 ( , >+2 pk . g7 + 2 Z () (b(d)—2-d) (4.5)

d |pk.qr
bulunur ve Teorem 4.1.3’ten

vk . AT
W (P(Zyeg) =5 (2 pz q)+ > o@- @@ -2

d |pk.q

1 (2-pF-qn\ 1
—5-( , )+§- > @ @@ -2-d)

d |pk.qr
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olacagindan bu denklemi diizenleyecek olursak,

2. k.7
2. Y d)(d)-(cb(d)—z-d)=4-W(P(Zpk_qr))—2-< ) q) (4.6)

elde edilir. Es. 4.6’y1 Es. 4.5’te yerine yazacak olursak,

k. T 2. k. 1
WW(P(Zpqu))=6.<p Zq )+2'pk'qr+4"W(P(Zpqu))—2'< p2 q)

. W(P(Zpk.qr)) 16 <Pk2-qr> _9. <2 -p;‘ : Qr>

+2 . pk . qr (4.7)

bulunur. Teorem 4.1.6’daki denklemi Es. 4.7°de yerine yazacak olursak,

ww (P(Zpk,qr)) =2 <(22n) - 1) +2-(1=p*)+2-(1—q?>") +6- (Z)

2 1-— 2'k 1— 2'r
—2-(2")+2-n+2-<c1><p-q)—2-p-q)-< ’ )( : )

1+p 1+¢q

=2-(1-p?)+2-1-¢*)+Bn+2)-(n—-1)

1_p2'k 1_q2'1'
+2-(<1>(p-q)—2-p'q)-< T+ )( 1+q>

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.2.1. Sonug
p Ve q farkli asallar, P(Z,) n = p - ¢ mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

ww (P(Zpq)) =2 (péq) +4-d(p-q)

dir.
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fspat

P(Z,),n =p - q (p ve q farkli asallar) mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Teorem

4.2.3’te k = r = 1 alinacak olursa;

WW(P(Zp.q))=2-(1—292)+2'(1—q2)+(3'P'q+2) (prg-1

1—p? 1—¢q?
+2-(<l>(p'q)—2-p'q)-<1+p>-<1+q>

=2-(1-pH+2-(1-¢*) +B:p-q+2)-(p-q-1)
+2-(p-1D-(@-D=-2'pq)-A-p)1A-q

=2-2p*+2-2-¢q*-2p*-¢*+4-p-q+2-p?
+2:q*—4p—4-q+2+3-p*-¢*-3'p-q+2-p-q—2

=p*-q*+3'p-q—4'p—4-q+4

_2pqgpq-1

> +4-p—-1-(@-1)

=2-(". ") +4-90-0)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.2.1. Not

Sonug 4.2.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.2.2°deki n = p - q’ya karsilik gelen esitlik ile
cakisti. Fakat bu sonug farkli bir yolla elde edilmistir.

Ornek

P(Z;g) power grafinin hiper-Wiener indeksini Teorem 4.2.1’i kullanarak hesaplayalim.

Dolayistyla Teorem 4.2.1°den
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{ 1, u~v

WW(P(Zyg)) = 3w

{uv}cv(P(Z1g))

oldugunu biliyoruz. Simdi P(Z;g) power grafinda ki biitin noktalarin komsuluklarini

bulalim. O halde,

V(P(Zlg)) = Z18 = {6, 1, Z g, zl‘, ,6, 7, g, 6,1_,1 ,1_,1 ,1 ,1_,1_,_7} y

(0) = {03,

ve

olacagindan,
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bulunur. Burada ki bilgiler dogrultusunda V(P(Zlg)) = Z,g’deki her elemanin sirasiyla,
komsu oldugu noktarinin sayist ile “1” i ve komsu olmadig1 noktalarinin sayist ile “3”i

carparak toplayacak olursak yani,

{ 1, u~v

WW(P(Z1p)) = 3w

{uv}cv(P(Z1g))

=7-(17-1+0-3)+6-(14-1+3-3)+2-(11-14+6-3)
+2-(16-1+1-3)+(9-1+8-3)

=119+ 138 + 58 + 38 + 33
= 386

elde edilir. Diger taraftan P(Z;g) power grafinin hiper-Wiener indeksini Teorem 4.2.3’
kullanarak hesaplayalim. Dolayisiyla Teorem 4.2.3’ten n = 2 - 32 olmak iizere p = 2, q =

3, k = 1, r = 2 olacagindan bu bilgiler dogrultusunda,

WW(P(Zg))=2-(1-22)+2-(1-3)+(3-18+2) - (18 -1)
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1-22 1-3*
o229 (422) (422)

WW(P(Z1g)) =—-2-3-2-80+2-(2—12)-(-1)-(—20) + 56 - 17
= —6— 160 — 400 + 952
= 386

elde edilir.

4.2.4. Teorem

G devirli bir grup olsun. e € G birim eleman olmak iizere herhangi bir e # a € G alalim.

Eger a~b olacak sekilde e # b € G varsa §(P(G)) = 2 dir [14].
fspat

G devirli bir grup ve e € G birim eleman olsun. P(G) power grafinin tanim1 geregi Vu € G
icin u~e oldugundan d(u, e) = 1 olur. Ayrica hipotezden dolay1 kabul edelim ki herhangi
bir u € G i¢in u~b olacak sekilde e # b € G olsun. Bu bize u € G’nin hem e € G ile hem

de b € G ile arasinda farkli bir yollar oldugunu gosterir. Bu da
min{u € V(P(G))|d,} = 2

oldugunu gosterir. O halde §(P(G))’nin tanim geregi
§(P(®)) = min{fu e V(P(G))| dy} = 2

olacagindan istenen elde edilmis olur ve ispat tamamlanir.
4.2.2. Sonug

(Z,,, +) devirli grup olmak {izere, eger & (P (Zn)) > 2 ise P(Z,) power grafi Hamiltondur
[14].
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fspat

Kabul edelim ki 6(P(Z,)) =2 olsun. O halde bu bize n > 3 oldugunu gdsterir. Diger
taraftan Teorem 3.1.1 kullanilacak olursa P(Z,) power grafin Hamilton oldugu goriiliir ve

boylece ispat tamamlanir.
4.2.5. Teorem

n € Z*, P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,
n n
4-n-5—6-(2) <ww(P(Z)) S6-(2)—2-n-6

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere
n = p* olmasidir.
fspat

P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power grafi olsun. O halde Teorem 3.1.3’ten

dolay1 m kenar sayisi,
m=n-(n—1)— W(P(Zn))

olacagindan bu m kenar sayis1 Teorem 4.2.2°deki Es. 4.4’te yerine yazilacak olursa;

WW(P(Zy)) = 6 - (Z) —4-m

=6-(3) -4 (n- -1 - W(Pz))

= 6-(721) —8-(;) +4-W(P(Zy)

=4-W(P(Z,)) -2 (721)
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bulunur ve buradan,

1

w(P(Zy)) = h <WW(P(Zn)) +2: (Z))

elde edilir. Son esitlik Teorem 4.1.7°de yerine yazilirsa,

n-(d—ngl)S%-(WW(P(Zn))+2-(TZl)>Sn-(n—g—l)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n

4-n-5—6-(2

n
)<sww(Pz)<6-(,)-2n8
elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

4-n-6—6-(§)=6-(§)—2-n-6

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilacak olursa;
n
6:n6=12-(,)

n-d=n-(n—1)
d=n-1
bulunur. O halde
§=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) i¢in d,, =n —1” olmasiyla yani “k € Z* igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
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4.3. Power Graflarin Harary Indeksi

Bu béliimde amacimiz, p ile q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
izeren = p*, n =p-q,n =p*-q" vegenel birn € Z* i¢in P(Z,)) power grafinin Harary
indeksi tlizerinde ana sonuglarimizi vermektir. Bu ¢alismalarda oncelikle p ve q farkli asal
sayilar olmak iizere p*, p.q ve p* - q" degerlerine karsilik gelen yonlendirilmemis P(Z,,)
power grafinin Harary indeksi ile ilgili teoremler elde edilmistir. Son olarakta genel bir n €
Z* igin P(Z,) power grafinin Harary indeksi iizerinde teoremler elde edilmistir. Power
graflarn Harary indeksi ile gosterimi literatirde daha Once yapilmis bir gosterim

olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica énemlidir.

Boliim 2°de verildigi tizere P(Z,,) power grafinin Harary indeksi,

1
H(P(Z,)) = S TORD)
wrv(P(zy)

seklinde ifade edilir. Burada d (u, v), u ve v noktalar1 arasindaki en kisa uzakliktir.
4.3.1. Teorem

P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

u~v

1,
H(P(Z,)) = { L
wvicv(Pz)\ 2’

dir. Burada ~ ve + sirasiyla herhangi iki késenin komsu olmasini ve komsu olmamasini

ifade eder.
fSpat

P(Z,), n koseli ve m kenarl1 bir power graf olsun.

R= {{u, v} C V(P(Zn)) | u ile v komsudur & u # v, (u) € (v) veya (v) < (u) dir.}



80

kiimesini tanimlayalim. {u,v} € V(P(Z,)) i¢in P(Z,) de iki durum vardir. Eger u ile v
komsu degilse yani u + v ise d(u, v) = 2’dir. Diger durumda u ile v komsudur yani u~v

olup d(u, v) = 1’dir. Bu durumda asagida R’nin tanimini kullanacak olursak,

1
d(u,v)

fuvicv(P(zy)

H(P(Z,)) =

_ Z 1 4 1
- d(u, d(u,
{uvicR (u,v) {uvigRr (w,v)

1
=) 1+ ) 3
{fuvicR {fuvigR

_1 2, {wvicR
2 1, f{wvlgR
fuvicv(P(zy))
bulunur. Dolayisiyla
1, u~v
= 1
H(P(Zy)) { Loy
{uvicv(pP(zy)) \ 2

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.3.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar ve k pozitif bir tamsayi olsun. O halde n mertebeden ve m kenarli

P(Z,,) power grafi igin, eger n = p* ise

H(P(Zy)) =2 (pzk)

veegern =p-qise

H (P(Zp-q)) =2- (p;I) - o(-q)
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dir [14].

fspat

p, q farkli asal sayilar ve k pozitif bir tamsay1 olsun. n mertebeden ve m kenarli P(Z,)

power grafi i¢in, Harary indeks tanimi1 ve gerekli bilgiler kullanilacak olursa;

1
d(u,v)

fuvicv(pP(zy))

H(P(Z,)) =

- T 1
dwy) d(u,v)” 2

:<Z 1+Z%>

:Z<d-+1-(n—1—d-)>
. L 2 L

n
=1

elde edilir. Eger n = p* ise Sonug 4.1.1°den

p¥
w(P(z,0)) = < , )

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan Teorem 3.1.3’ten
w(P(zx)) =p* @*-1) -m

dir. Dolayisiyla



olur. O halde bu bilgiler dogrultusunda n = p* icin diizenleme yapilacak olursa,

H (P(Zpk)) = (pzk) tm=2- <p2’<)

elde edilmis olur. Sonug 4.1.4’tenn = p - q i¢in

W(P(Zp-q))=(plzq)+<l>(p-q)=2-<1>(p-q)+m

oldugundan

m="")-00

bulunur. O halde,

j— . p ' q —_ .
H (P(Zp-q)) =2 ( 2 ) o)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

4.3.3. Teorem

p, q farkli asal sayilar k ile r negatif olmayan tamsayilar ve P(Z,,),n = p* - q" mertebeden

ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

(n-17 (1-p*" (1-¢*")
2 2 2

1. . 2 . . 1—p2'k . 1_q2.r
—§(<l>(p q) — pq)<1+p><1+q>

H(P(Z,)) =

dir [44].
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p, q farkli asal sayilar k ile r negatif olmayan tamsayilar ve P(Z,,), n = p* - ¢" mertebeden

ve m kenarl1 bir power graf olsun. P(Z pk. qr) power grafinin Harary indeksi;

H(P(Zyeqr)) = z y (i >

T _, 1
dwy)” d(u,v) 2
pk-q”
1
= Z (dz+§ (n—l—dl)>
=1
pk-q”

bulunur. Diger taraftan Sonug 3.1.1°den

m==Y 2 d-(d)~1) bd)

din

oldugundan bu ifadeyi m’de yerine yazacak olursak,

k.7
H(P(Zpk.qr)) = (p Zq >+%'Z(2-d —¢(d) - 1) d(d)

din

k. T 1
=<p ! )—§-Z¢<d)-<—2-d+c1>(d)+1>

din
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H(P(Zpeqr)) = (”";f) 2D O D) 2 D)5 b(D)

din din

elde edilir. Burada Y.; ,, (d) = n oldugundan bu ifadeyi son esitsizlikte yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

HPE) = () -3 Y 6@ @@ -2-d) -3

din

_n-(n—2)

2 2 e b -2+ ) (48)

din

elde edilir. Diger taraftan Teorem 4.2.3°teki Es. 4.6’dan

5> a@ @@~ 2 d) = -w(Pz) +5 (")

2
din

olacagindan bu denklem Es. 4.8’de yerine yazilirsa,

H(P(Zy) = @ —W(P(Zy) + % - (Zzn) =3-(5) - w(r@)

olup bu esitlikte Teorem 4.1.6’y1 kullanacak olursak,

H(P(Z,))=3" (Z) _ % ((Zzn) _ 1) ~ (1 _sz-k) B 1 _zqz.r)

1. . 2 . . 1—p2'k . 1_q2.r
—E(cb(p q) — pq)<1+p><1+q>

~(B3n*-3n) 2:n-(2-n-1) 1-p?*) (1-q¢%)
B 2 B 22 2 2

1 1-— 2k 1— 2r
—5-(<l>(p-q)—2-p-q)-< P )( q)

1
2

1+p 1+gq

(3-n2—3-n—2-n2+n+1)_(1—p2k)_(1—qzr)
2 2 2
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1 1_p2k 1_q2r
—5-(<1>(p-q)—2-p-q)-< T+p >'<1+q>

_12 1— 2k 1— 2r
H(P(Zn))=(n2 2 ( L ) L )

1. . 2 . . 1—p2k . 1_q2r
-3 @@-q)—-2-p-q) <1+p) <1+q)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.3.1. Sonug

p ve q farkli asal sayilar, P(Z,) n = p - q mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O
halde,

H(P(Zpq)) =2 (péq) —dp-q)

dir.

fspat

n € Z*, P(Z,),n = p -+ q mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Teorem 4.3.3’te

k = r = 1 alinacak olursa;

p-q—-1)* (A-p> A-4¢%
H(P(Zp.q))= P qz - Zp - Zq

—3 @@-9)—2'p-q) <1+p> <1+q>

_ @ q¢*-2'pq+p’+q’-1)
2
(-D-@-D-2p-q)-A-p-A-q
2
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1 2 2 2 2
H(P(Zp-q))=§-(p Q" —2prqtpitqt—1)
1
5 @pq-p*q®-2-p-2-q+p g+ 1D

_@2p*q"—4pq-1+2-p+2-q-1)
2

=p? q*-2'pq+tp+tq-1

=2-(°. )= 000

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.3.1. Not

Sonug 4.3.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.3.2°deki n = p - q’ya karsilik gelen esitlik ile
cakist1. Fakat bu sonug farkli bir yolla elde edilmistir.

Ornek

P(Z,g) power grafinin Harary indeksini oncelikle Teorem 4.3.1°i kullanarak hesaplayalim.
Dolayistyla Teorem 4.3.1°den

, U~V

H(P(Zyp)) =

1
1
— ~
2,u v

fuvicv(P(Z1g)) {

oldugunu biliyoruz. Simdi P(Z,5) power grafinda ki biitin noktalarin komsuluklarini

bulalim. O halde,

V(P(Zs)) = Z15 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17},

(0) = {03,



ve

(9)=1{0,9}

oldugununu biliyoruz. Buradan,
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bulunur. Burada ki bilgiler dogrultusunda V(P(Zlg)) = Z;g’deki her elemanin sirasiyla,
komsu oldugu noktariin sayist ile “1” i ve komsu olmadigi noktalarinin sayist ile “1/2” yi

carparak toplayacak olursak yani,

1, u~v
1

-, uU+*v

H(P(Z1g)) = {
{uvicv(P(Z1g)) ¢ 2 ’

1 1 1
=7-(17-1+0-§)+6-(14-1+3-§>+2-<11-1+6-§>

1 1
+2-(16-1+1-§) +(9-1+8-§>

=119+93+ 28+ 33+ 13 = 286

elde edilir. Diger taraftan P(Z;g) power grafinin hiper-Wiener indeksini Teorem 4.3.3’
kullanarak hesaplayalim. Dolayisiyla Teorem 4.3.3’ten n = 2 - 3% olmak iizere p = 2, q =

3, k = 1, r = 2 olacagindan bu bilgiler dogrultusunda,

18 — 1)? 1—22 1-—3%
H(pg) = LD (22 -3

1 1-22\ (1-3*
_E'(¢(2'3)_2'2'3)'<1+2>'<1+3>

2200 a1y 120
2 2 2 2

_ 372+ 200



90

H(P(Z.4)) = 286
elde edilir.
4.3.4. Teorem

n € Z*, P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

n-é (m n

T+(2) < H(P(Z,) s4-(2) —n-§

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
n = p* olmasidir.

fspat

n € Z*, P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. P(Z,,) power grafinin Harary

indeksi,

H(P(Zy) =
{uv)ev(P(zn))




91

elde edilir. Burada,
n
m=H(P(Z) - ()
bulunur. Bu m degeri Teorem 3.1.3’te yerine yazilacak olursa yani,
n

W(P(Z))=n-(n-1)—m =n-(n—1) - (H(P(Zn)) - (2))
bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

n
H(P(Z)) = (;) +n (-1 - W(PZy)

n n

= (2) +2- (2) —W(P(Zy)

=3 (Tzl) —~wW(P(Zy)

olacagindan,

w(P@) =3-(3) - H(P(Z)

elde edilir. Son esitlikte Teorem 4.1.7’yi kullanacak olursak

n-(c?—n;l)S3-(;)—H(P(Zn))Sn-<n—g—1>

olup,

no(3) =3 () -Hee) <2 () -5

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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n

2)—n-6

%6 + (Z) <H(PZ) <4-(

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak tizere yani,

S ()=o)

olmasi gerekir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

3:n-é 3 n-(n—1)

2 2

bulunur ve buradan,
6=n-1

elde edilir. O halde
d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.4, Power Graflarin SK, SK, ve SK, indeksleri

Bu boliimde ki amacimiz, p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar
olmak iizere n = p* veyan = p - q i¢in P(Z,) power grafinin 6ncelikle p, q veya ¢(n) ile
baglantili SK ve SK; indeksleri ile ilgili teoremler elde etmektir. Devaminda p, g, n, SK;
veya ¢(n) ile baglantili SK, indeksi elde edilmistir. Daha sonra n = p* - q" i¢in SK,
SK, ve SK, indeksleri ile ilgili teoremler elde edilmistir. Son olarakta genel bir n € Z* igin

SK, SK;veSK, indeksleri ile ilgili teoremler elde edilmistir. Power graflarin SK,



93

SK; ve SK, indeksleri ile gosterimi literatirde daha Once yapilmig bir gosterim

olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica énemlidir.

Bolim 2’de verildigi tizere P(Z,) power grafinin sirayla SK (P(Zn)),SKl(P(Zn)),
ve SK,(P(Z,)) indeksleri,

1
SK(P(Zy,)) = 3 Z (dy +dy),

weE(P(Zy))

SKl(P(Zn))%- > dud,,

weE(P(Zy))

ve

1
S(PED) =7 ). (@du+dy)’
uwveE(P(Zy))

seklinde tanimli olup burada d,,, u noktasinin derecesini ve d(u,v), u ve v noktalari

arasindaki en kisa uzakligini gdstermektedir.
4.4.1. Teorem

p asal say1 ve k € Z* olsun. Eger P(Z,,) power grafi n = p* mertebeli ise
SK (P(Z,)) = % - pk - (pk = 1)?

dir [14].

fSpat

n = p* (p asal say1ve k € Z%) i¢in P(Zpk) power grafinin SK indeksi;
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Sk (P(Z,)) = % Z (dy +d)
uveE(P(Zpk)>
(dg+d7) + (dg+dz) + (dg + d3) + - +)
d0 + d( T 1) + (d7 +d3) + (dy + d3))
F4 dg) + ot (dn i) + (d + ds) + (d3 + d3)

(d + ds) + -+ (dz + d gy 1))>

va—x va—x NlH va—x N|;_\

+ (dggy + s 1)))

l\.)lb—\

=5 (do- @F =D+ di- @F — D+ + ey - 0K D)

CAESY)
a8 2

'(d5+di+"'+dm)

1
=5 P =17

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar ve P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

N =

SK(P(Zy) =5 (((n= 12 (@) + 1)) + 42 - d(p)* + p? - $(q)?)

dir [14].
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fspat

p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,),n = p - q koseli bir power graf olsun. Tamsayilar iyi
siral1 oldugundan p < q oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica, a € Z* olmak lizere (a,p-q) =
lise Z,.q = (a)dir. Buise a € Z,.;’nin (Zp.q, + ) sonlu devirli grubun bir iireteci oldugu

anlamina gelir. Z,,.,’nin biitiin lireteglerinin kiimesi Uzyq ile gosterilir. O halde
Uz,, = {dEZp.q | (ap-q) =1vea€ezt}
dir. Diger taraftan,

Pp-)=@-D-(@-1

olmak iizere, biitiin bu bilgiler dogrultusunda,

V(P(Zyq)) = tws = Ly us, - oy 1,2 B+, (@ = 1) 5,17

qu!(p_l)q'pqza}

= {6}U{i,uz;ug;'“ﬁu(l)(p-q)}u {1 ﬁ’z .ﬁl'"ﬁ(q - 1) ﬁ}u

elde edilir. Burada, gercekten

WV (P(Zpo)) | =1+ 0@ @)+ (-1 +@—1)
=@-D-@-D+g+p-1
=p'q-p—qt+tlt+tqtp-1
=pr-q

dir. Ayrica i,j € Z* olmak lizere 1 <i<pvel<j<gqigin(i-qn)#1ve(j-p,n) +
1 bulunur. Dolayisiyla {(7, 2:q,,(p—1)- q} ve {ﬁ, 2:p,,(@q—1)- p} kiimelerinden

bir {irete¢ ¢gikamaz. Tiim bu bilgiler dogrultusunda,
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Vo= {6},

Vi = Uz, o = {L iz, us, o Upon )

v,={3.2¢...0—-1-q},

ve
V(P(Zyq)) =VoUVL UV, U Vs

alabiliriz. P(Zp.q) power grafinin SK indeksi;

SK (P(Zyq)) = % z (dy + dy)

uveE(P(Zp.q))

<(d0 +dp) + (do+dy,) + (dog + dy,) + -+ (do + duq,(,,_q)))

l\.)lb—\

(ds + dy) + (dg + dzz5) + -+ + (ds + dg555) + (do + dq))

+

+

+37(
- ((do + dzq) + -+ + (do + dg=iyg) + (ds + du,) + (d1 + ;)
: (+ et (dT + ducp(p‘q)) + (dr + dj) + (dr + dz) + -+ +)

+=- ((d1 + dggayp) + (di + dg) + (d + dzg) + -+ +)
+5 ((dr + dggyz) + (du, + du,) + -+ (duz + d%(p_q)) + (dy, + d,;))

((du, + dzp) + -+ + (du, + digmyp) + (du, + dg) + (du, + dog) )

+
Nl»—x NIH Nlr—* NIP—* NI*—‘ [\)|p—k N = NIH NIH

<+ 4 (du, + dgmiyg) + (dug + duyg, ) ) + (duy + dﬁ))
+5 ((duy + dzp) + -+ + (duy + dg=nyp) + (duy +dg))

((duy +dzq) + +++ (duy + dgmyg) + -+ (duyy ) + dﬁ))
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1
+ 2 ((du¢(p-q) + dﬁ) ot (du<l>(p-q) + d(q‘l)'P) + (ducb(p-q) + dﬁ))
1
o ((d%(p_q) +dzg) + -+ (duygy + dmrrg) + (dy + dﬁ)>
1
+5 (+ w+ (dy + dgpyp) + -+ (dap + d—(q_l).p))
L
T2 (- + (dgayp + digayp) + (dg + dzg) + -+ (dg + driyg))
1
+5 (+ w+ (dzg + dg=g) + - + (dp=ayg + d(p_l).q))
1
SK (P(Zyq)) = > ((p-q—1)-da+(p-q—1)-d1+(p-q—1)-du2+~-+)
1
t5 ((p q=1) dyy, + (@) +1+@-2)): d)
!
= (@D +1+ (@ -2) dzg +-+)
L
+5 (000 + 1+ @ - D) dgg + (9.0 + 1+ (¢~ 2) - dy)
p
= (0P +1+(q-2) dgp+ - +)
L
+2 (0.0 +1+ (4 - 2) - dgg=ry)
olup burada,
dﬁ = dT = duz = = duq)(p.q) = (p q - 1)
dg=drg="=dpng=0P—-1)q
Ve
dp = dzp = dgp=@—1-p

degerleri yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

1
SK(P(Zn)) = 5 (=% (@MW + D+ (M) +p -1 (p-1))
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1
+§-((<1>(n)+q— D?-(g - 1)

SK(P2) =3+ (((r= 17 @) + D) + (&) + 0@)’ - $())

NlH Nl»—\

+=+ (0 +9@)’" - 6(@)

=3 (=02 @ + D) + (0@ - (@) + )" - o))

va—* Nlb—\

+2 (00 - 0@ + 6(@)’ - 6(@)

=2 (=12 @ + D) + (6@ - @@ + D) o))

Nlr—* NID—\

+3-((0@- @@ + D) o@)

(=% (@) + D) + ¢ d(@)* +p? - d(0)?)

NID—\

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4.3. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

, 2 , 2
i=0 ]

SK (P(Zpk-qr)) - i (q)(pk_i . qr) . dﬁz) + N (¢(pk—f . qr—i) ' dWZ)
=0 i=1
dir [44].

fSpat

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarh bir power graf olsun. n = p* - q"nin biitiin pozitif bolenleri,
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{L,p,p% %, 0"},

{a,4%>¢% 9"}
{p-ar-a®vr-a°-.p-q}
{r?-qv* ¢ p* 4% p* 4},

*-qp®-q%p-¢* .0 q},

{*-q,p" ¢%:p*- ¢, p" q"}

dir. Ayrica,

p

¢(pk-qr)}

dir. Z.,r = (1) ve Z k.,r grubunun mertebesi n = p* - q" oldugundan burada ki herhangi

bir devirli alt grubunun mertebesinin
a=a-1€ Zpk,qr 1¢in

n _n
obeb(n,a) (n,a)

o({a-1) =

ve {a - 1) devirli grubun iireteglerinin sayisinin

¢ ((nila))

oldugunu biliyoruz. Burada P(Zpk_qr) power grafinin SK indeksinin
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SK (P(Zykqr)) = % (z )(du + dy)
UVEE P(Zpk.qr)

oldugunu biliyoruz. Burada Tanim 2.4.10’dan

M(P(Zeg)) = D dlP= ) (du+dy)
ueV(P(Zpk.qT)> UV€E<P(Zpk.qT)>

olacagindan,

SK(P(Zpk_qr))=%- Z d,?

wer(r(2e,r)

alabiriz. O halde,

sk (P2pe) =3 (0(m) @ 0 (grm) & + 0 (Gmy) &)
4 o) 4 +-olgin) el )
r3 (0 ()t + o ()" + o+ oy )
L o) ol o)
+3 (2 (Gram) G+ ¢ (Gram) )
+%'(‘1’<(p2 ) b+ (Grgr) )
r3(0 (omam) 7 +o(Grrgm) )
+%'(‘1’<(p3 ) G+ (G ) e )
r3(0 (mam) 7+ + d(Grgm) &)
+3 (2 (Grgmm) o+ (Grgrmy) o™ + )
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(b))

SK (P(Zpk-qr)) :%' ((])(n) ) dTZ + Cl)(g) ' dﬁz + Cb(%) . dp—zz + d)(%) . d;iz + +>
o1 (o) 55"+ )40 3 5
+%-(+---+¢($)-d?2+¢(£)-dﬁz+¢(p?lqz)-dﬁz)
+%'(¢(p-nq3) b +¢<p-_) T (b(pz q d—qz>
o)t 8 ) )
ol e+ o) o ) )
2 qu rq 3 r-q p3 q2 pr°q
+%-(¢(p3r_lq3) dosgs” + +¢(3nq) s+ +>
v (o) e+ 0 (o) vt
2 k. q k.2 pkq

1 pnq 2 p qn_ 2
+E'(¢<pk-q3> dyigs + -+ (2 =1) dn_0>

= % (@* ) di” + S T g7 dy” + ST q7) - dp”)
42 (B0 ) di 4k b + OB a7 )
42 (OO 7D+ d0F g7 gt 4 ) i)
+%' (d@ 1 q" ) dpg” + S g7 dy 2’ e )

b (O i + GG ) - dyz?)

+%' (d@ 2 q2) dozgz” + d* 2 q773) ndiz s + e )
b2 (O0FD) s + S 4 i)

1
. k-3 ., 1-2y.__ 2 k=3, ,7r=3y.J— 2 4 ...
+5 (@0 g dr” + P T a7 gt + )

1
2 (0F) dprg” + o+ (a7 e + 0@ D) i)
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1
+§ ) (¢(qr—3) ) dpk.qsz + -+ $(1) - dﬁ=62)

= % $(q") (d)(p") cdi? + @F) - dy” + PP dps 4+ dp—kz)
200N (@D dg” + D) dz® + Ba™) s + 1)
2 0@ i+ 3 OO (47D dyg” + 00 )
+% P (073 dy st + e+ dpgr)

42 B0 D) () gt + (4" s’ + 00 )
F2e B (+ oot ) - BOE) - (647 - diy”

+%- S (P(q7 D) " dosgz” + 07 sz’ + o+ dysgr)
bt 2 (O g + 64D s + 00 dys?)
.. o

Zk:dﬁz 'Cl)(pk_i)> + % (l)(Pk) . <i daz .q)(qr—i))

SK (P(Zyyr)) = % () <

T

1 _
+§'C1)(Pk 1)<Z

=1

dﬁz _q)(qr—i)) +

1 \ .
+5 (") Z g d(a™™") | +

i=1

i=1

1 d , 1 (< |
+§ . q)(pk—S) . dp3-q12 .cl)(q‘r'—l) + -+ E (Z dpk-qlz .q)(qr—z))

k
1 .
=2 (a"- (E i -c1>(p'<-‘)>

i=0
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va—x

+

>0, (Z e l>>

k
SK (P(Zyrgr)) = 5 Z @) - dg” - S(pF))

(6 ) - dyrs” - oa)

=0 i=1

+

va—x

~

r

-zk:(cb(p"‘i-q) ) + zk: (6" ") dyrr )

i=0 j=0i=1

[N
NI»—\

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4.1. Sonug

p Ve q farkli asal sayilar ve P(Z,,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

1
SK(P(Zn)) =5 (@) + 1) (n = D? +p* - d(@)° + ¢* - d()*)
dir.
fspat

P(Z,), n = p - q mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Teorem 4.4.3’te k =r =1

alinacak olursa;

21: d(ptt- q) o’ +21: d(p* - qr ) dpfq)

i=0 j=0

K (P(Zpq))

5 (00657 019 | (3605

2

~.
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SK (P(Zp)) = 5 (0(@) - ds + Bp) + (@) 5 + B(1) +&(p) - dg” + dir”)
olup burada,

dg=d; =(n—-1),

dg={pP-1)-q=mn—-q)

ve

dy = (n—p)

degerleri yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,
1
SK(P(Zpq)) = 5+ (@@ - (1 = D? + &(@) - (1= p)* + &) - (= @) + (n = 1?)

1
=5 d() - m—1D*+d(@)--g-p)*+d®) @ -q—-1?

;-1
zn

1
=3 (M) + 1) (n = 1)* +p*- () + q* - d()?)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.4.1. Not

Sonug 4.4.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.4.2 ile ¢akisti. Fakat bu sonug farkli bir yolla

elde edilmistir.
Ornek

P(Z;g) power grafinin SK indeksini hesaplamak i¢in 6ncelikle P(Z;5) power grafinda ki

biitlin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,



V(P(218))=218 ={6;1ﬁzﬁ§;zl'i P6P7)g)§P1_P1 11_11 11 I1_I1_I_7}!

(0) = {03,

ve

105
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bu bilgiler dogrultusunda,

1
SK(P(ZlS))=E- Z d,”

uev(P(Z1g))
1
=5 (d* +di? +d;° +d5° +di° +ds° +dg” + d7° +d5” + ds” +d”)
1
+§ . (dﬁz + d1—22 + d1—32 + d1—42 + d1—52 + d1_62 + d1—72)

1
=5 (717 +6-14* +2- 117 +2-16” +9%)

1
=3 (2023 + 1176 + 242 + 512 + 81)

= 2017

bulunur. Diger taraftan P(Z;g) power grafinin SK indeksini Teorem 4.4.3’i kullanarak

hesaplayalim. Burada p = 2, q = 3, k = 1, r = 2 olmak {izere;
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SK(P(ZZ 32)) Z ((1)(32) dZL (21_i)) + zl:zz: (¢(21_j) . d? . (l)(32_i)>

j=0i=1

% (¢9)-ds” - b(2) + $(9) - d7” - $(1))
%(Z (2>-d@2-¢(32‘i))>
% (Z $(1) - d2312'¢(32_i))>

1

=§-(6-d12-c1>(2)+6-d§2+d§2-c1>(3)+d§2+2-d52+d52)
1

=E-(7-d¥+6-d72+2-d§2+d§2+2-d32)

1
== (717 +6-14° +2- 117 +2-16” +9%)

= 2017
elde edilir.
4.4.4, Teorem

n € Z* olmak tizere P(Z,), n koseli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,
m-8 <SK(P(Z,)) <m-(n—1)
dir. Burada esitligin olmasi igin gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

n = p* olmasidir.
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P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Buradan, Teorem 2.1.4°ten

vu,v € V(P(Z,)) igin

olup buradan,

du+dv> d,-d,
2 B du'dv

> == Y
wveE(P(Zy)) dy - dy weE(P(Zy))

bulunur. Dolayisiyla,

(dy - d)Y? < SK(P(Z,)
wveE(P(Zy))

elde edilir burada,

m-6< (dy - d,)V? < SK(P(Z,))

weE(P(Zy))

(du ’ dv)l/z <

d, +d,
2

UveE(P(Zn)

elde edilir. Diger taraftan Yu,v € V(P(Zn)) icind, <(n—1),d, <(n—1) ve Tanim

2.2.4°ten

1

€2,

oldugunu biliyoruz. Bu bilgileri kullanacak olursak,
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SK(P(Zy) < Z m-1)=m-(n—1)
wveE(P(Zy))

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
m-§=m-(n—1)

olacagindan bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

d=n-1

bulunur. O halde

§=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n — 1" olmasiyla yani “k € Z%i¢in
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4,45, Teorem

p asal say1, k € Z* ve P(Z,), n = p* mertebeden bir power graf olsun. O halde,

k . ( k _ 1)3
sk (P(Z,)) = %
dir [14].
fspat

p asal say1, k € Z* ve P(Z,), n = p* mertebeden bir power graf olmak iizere ;
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SKl(P(Zpk))=%- Z d, - d,)

uveE(P(Zpk)>
= % ' ((da rdp) + (dg - dz) + - + (da ' dm) +(di - dz) + (d1 - d§))
+% . <+ et (di . dm) +(d3-d3)+(dz-dz) + -+ (dj . dm))
+% . <+ et (dm . dpk——z))

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

SKy (P(Z,0)) = % (P -D*+ @ —D*+ -+ @ - D*+ (" - 1D*+ (" - 1D?)

+%-(+--- + @ -D*+ P -2+ P - D)+ + (- D)2

1
+o G+ 0 -1

m Kk 2
=—- -1
> (» )

p" 5
.<2>.(pk_1)

_pt- O -1)°

4

N[ =

elde edilir ve ispat tamamlanr.

4.4.6. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar ve P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

SKl(P(Zp.q))= n?-(m*-8-n—p?+10-p+5-q+4)

1 1
toy P (@ =511~ n-(14-q-19) = 2-p* (p—-9)

=
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+3 -1 11 +1
3z 1\ 2 P73
dir [14].
fspat

p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,),n = p - q koseli bir power graf olsun. Tamsayilar iyi
siral oldugundan p < q oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica, a € Z* olmak iizere (a,p-q) =
1ise Z,.q = (a)dir. Buise a € Z,.;’nin (Zp.q, + ) sonlu devirli grubun bir iireteci oldugu

anlamina gelir. Z,,.q’nin biitiin iireteglerinin kiimesi U Zpq ile gosterilir. O halde
Uz,, ={@€Zpq | (ap-q) =1vea €z}
dir. Diger taraftan,

Pp-)=@-D-(@-1

olmak tizere, biitiin bu bilgiler dogrultusunda,

V(P(Zyq)) = s = Lupus, - Ugpgy 15,2 B, (= 1) 5,1+ G,

2-q,~,(p—1)-q,p-q =0}

= {6}U{iiu2iu3i1ucl)(pq)}u {1 p_rz ﬁ':(q - 1) p_}U

elde edilir. Burada, gercekten
V(P(Zpg)) =1+ 0@ @) +(@-D+@-1)
=@-D-@-D+g+p-1

=pq—-p—q+1l+q+p-1
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=p-q

dir. Ayrica i,j € Z* olmak lizere 1 <i<pvel<j<qi¢in(i-qn)#1ve(-p,n) #+

1 bulunur. Dolayisiyla {g,2-q,-,(p— 1) - q} ve {,2-p,-,(q — 1) - p} kiimelerinden

bir iirete¢ ¢gikamaz. Tiim bu bilgiler dogrultusunda,
VO = {6}!
Vl = UZp-q = {i' UZ,U3, T ,ucl)(pq)}p

VZ = {q' 'q!"'r(p_ 1) CI};

V3 ={ﬁ,2p,,(q—1)p}

ve
V(P(Zyq)) =VoUVL UV, U Vs

alabiliriz. P(Zp.q) power grafinin SK; indeksi;

5K1(P(Zp.q))=%- > @edy)

uveE(P(Zpq))

1

== ( (dg+dp) + (dg dy,) + (dg ~ du) + -+ (do d%(p_q)))
1

2 ((do - dp) + (dy+ dzp) + -+ (do* dg=ry) + (do ~ dg))
1

30 ((do - dzg) + -+ (do - dgmayg) + (d1 - du,) + (d1 - )+ +)
1

+§ ' ((dT ' duq;(p_q)) + (dT ' dﬁ) + (dI ' dﬁ) +oet (dT ) d(q—l)'p) )
1

30 ((dz-dg) + (ds - dzg) + -+ (di - dig=iyg) + (du, - ) + -+ +)
1

5 (s duyp) + (A dp) + (duy - ) + -+ (A, - digry))
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(duz ' Q) + (duz dzg Q) ot (duz d(P 1) Q) +- +)

(dus ' Q) + (du3 dzg Q) ot (du3 d(P 1) Q) +- +)
TN, ﬁ (d“<1>(p-q) ' dﬁ) Tt (du¢(p-q) ' d(q—l)-p))
TN ‘7 (d%(p-q) ' dﬁ) Tt (du¢(p-q) ' d(p—l)-q))

+7((
+=- ((ds - dzp) + -+ (d5 - dgmayp) + - + (dz5 - dg=y))
+3°(
+5 (4

Q..

ugip) F (g ﬁ)+(du3'dﬁ)+---+(du3'dm)>

+3(
+7 (e
+3(
+7((

e +(d(q 2)p d(q 1)p)+(d d2q)+ +(d d(p 1)q))

N|'—‘ N|'—‘ N“—‘ N|’—‘ va—x NlH va—x NlH

+(d2q d(p 1)q)+ +(d(p 2)q d(p 1)(1))

1 1
5K (P(Zpq)) = 7o 2 dy+ - dy z d

1ev(P(2p.q))-{0} 1ev(P(2pq))-(1}
1 1
tdy Y ditgdy Y4
1€V (P(Zp.q) ) ~{uz} 1ev(P(Zpq) )—{us)
fodaed > ditaed >
4 "M thg A !
TEV(P(Zp.q))—{uucb(p‘q)} TEV(P(Zp.q))—V3
g
1 1
+Z'dﬁ' Z di+---+Z'dm' Z d;
1€v(P(2pq))-Va 1€V(P(Zpq))-V
1£2:q #(p-1)q
1
+—-d, z dr+ 7 dr Z d
1€V (P(2pq))-V2 1€V (P(2p4))
I#p 1#2p

elde edilir. Diger taraftan u, v,u’, v’ € V (P(Zp.q)) olmak iizere u # v, u, v € {0} veya

u,v eV ise
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dy - Z dy =dy- Z dyr

u'ev—{u} v'ev-{v}

olur. Ayni sekilde u, v,u’,v' € V (P(Zp.q)) olmak iizere u # v, u,v € V, ise

dy - Z dy =dy- Z dyr

u’EV—V3 U,EV—V3
u'#u v/

veu,v,u,v' €V (P(Zp.q)) olmak iizere u # v , u, v € Vs ise

dy - Z dy =dy- Z dyr

u’EV—V2 U’EV—VZ
u'#u vy’

olacagindan yukarida ki son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1 1
SKi (P(Zpq)) =7 @@~ @) + 1) ds (Z) dy +7dg - &) Z dy
ueV(P(Zp.q))-{1} uii_c_] 3

1
F1dp @ ) dy
uev-v,
U*p

elde edilir. Diger taraftan,

z dy=0@- ) ' qg—D+@Pq—q) - @-D+@-q—-p)-(@—-1)

uEV(P(Zp-q))—{T}

dy=@@- D+ - pq—-D+@P-2)-p-q—q)
uev-vs
uxq

dy=@@-+1)- - q—-1D+@—-2)-(p-q—p)
uev-r,
u+p
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di=@-q—1,
dg =@ 'q—q),
dy=® q—p)

ifadeleri son esitlikte yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

SKy (P(Zpq)) =7 n% (n? —8-n—p? +10-p+5-q +4)

o

1
+Z-n-p-(p2—5-p—11)—z-n-(14-q—19)

2( 9)+3 ( 1 11 +1
429 p 4qq 4P >

bulunur ve ispat tamamlanir.
4.4.7. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun. O halde,

5Ky (P(Zyieqr))

ve

dir.
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n € Z*, k ve r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q" mertebeli ve m

kenarl bir power graf olsun. P(Z pkeq” ) power grafinin SK; indeksinin

SKy (P(Zyegr)) = % Z dy - dy
quE(P(Zpk_qT)>

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan Tanim 2.4.14’ten

F(P(Zg))= ) di= ) (dP+d)?)
uEV(P(Zpk_qr )) uveE(P(Zpk_qr )>

olacagindan bu bilgiler dogrultusunda,

F(P(Zpeg)) = ) &

(4.2 +d,?)

]

= ) (@t ) —2dydy)
quE(P(Zpk_qr ))

- z (dy +d,)?—2- Z d,-d,

uveE(P(zpk,qr )) quE<P(Zpk.qT ))

= (Z )(du +d,)? = 4 SK; (P(Zppgr))
woeE( P(Z .+ )
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bulunur. Burada diizenleme yapilirsa;

SK, (P(Zpk,qr )) = %- Z (dy + dy)* — %. z d,>
uveE(P(Zpk.qT )) ueV(P(Zpk.qr )>

elde edilir. Burada Teorem 4.1.2°deki °’QM = AM’’ esitsizligini kullanacak olursak,

SK, (P(Zpk,qr )) < % Z (4, +d,?) - %. z d,>
uveE(P(Zpk.qr )) ueV(P(Zpk‘qr )>

1
DT Y %
P(Zpk.qr)

1
2

uEV<

& Z e
ueV(P(Zpk_qr )

| =

olacagindan,

1
SKy (P(Zprqr)) < 7 z d,’
P(Zgr)

uer )

(4.9)

elde edilir. Z k. ,r = (1) ve Z k. ,» grubunun mertebesi n = p* - ¢" oldugundan burada ki

herhangi bir devirli alt grubunun mertebesinin
a=a"1€Zyk,r igin

n _n
obeb(n,a) (n,a)

o({a-1) =

ve {a - 1) devirli grubun iireteglerinin sayisinin
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¢ ((nfla))

oldugunu biliyoruz. Burada,

S ar =) art o () a4 ()

ueV(P(Zpk - ))

+0 () b+ 0 (o) +
+¢<(p3 -Tclzz,n)> dpsqz cl’((p3 -T;S,n)) dyrgr 0+
+4(Grgrm) a4+ ()
+0(Grgrm) G+ (G gm) b+t

=) - di° +(1)<) dys +Cl)(%)'dp—23+¢(%>'dp—3'3+m+
N
+---+c1>(—) dgr’ +c1)(—q)-dﬁ3+ ‘b(p_nqz>'dp.—z3

n

q
+c1><p q) doas® +- +c1>( q)'d73+¢(p2-q>'d2_'q3

n 3
+(1) (pz i qz) pZ.qZ + (1) (pz . q3> dp2.q3 + e -l—
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Z d,° = o - q") di’ + @ T q7) dy” + ST q7) dz

wer(r(zer )
+O(P* 2 q7) dps” + o+ 0@ d’ + ¥ g7 dg”
+o(p* g2 dz’ + dPF g7 dgs + e+ d(F) - dr
+OPF g g + O gD dy s e
+O@Y) dog + S g7 dpr”
+O@ 2 g7 dprz + PP dprs” e+
+O(P )+ dpzer® + S g7 dpr®
+O@ 3 g7 ) drz + O ) s
+o GO dag” + e+ B(@) dog” + (g7
+0(q7)  dogs” + -+ G(D) - dng
= (") (d@") - di’ + dP* ) - dp* + dP*2) - dyp® + - +)
+d(q7)  dyi” + d@F) - (d(g71) - dg” + (g7 ) - dgz’)
+d@) - (d(q7) - dgz® + -+ dg”) + <1>(p"‘1) : (c1>(qr‘1) “diq”)
+o@* ) (P(q7D) dyr” + b(@7 ) dym
+o(@* ) (blg™™) dprg” + (g™ 2)'dp2.q2 + (g™
+O@* D) - (4 + dprgr) + @) (dg™Y)  dsg )
+O@ ) (07D dpr gz’ + S(@73) disgs o dpr)
o+ (D@D g + (07 - doe” + (a7 )

+ 4 dy°
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. idﬁﬁ .q)(pk—i)) + (l)(pk) . (i d?3 . (l)(qr—i)>

dp-ql3 '(b(qr_i)) + o) (2 dﬁ3 -cl)(qr—i)>
+(1)(pk—3) . ( dp3-q13 .(l)(qri)) 4o (Z d;}qu3 . CID(qri))
: i=1

= (g - (ZR: d;3 .q)(pk—i))
+ Z d(p*7) - (Zr: dorgr - d)(qri))

k k r
_ Z (cb(pk—i -q7)- dpl + z cb(pk‘j g - dﬁg) (4.10)
i=0

]:0 i=1

bulunacagindan Es. 4.10’u Es. 4.9°da yerine yazacak olursak,

SKl(P(Zpk-qr))si((b(pki 7) +i (o0 qr ) dorzr )

i= j=0i=1

elde edilir ve esitsizligin bir tarafinin ispati tamamlanir. Diger taraftan “§ = § (P (Zpk_qr ))”

ozelligini kullanacak olursak,

SK, (P(Zpk,qr )) = % Z dy - d,

uv&E(P(zpk,qr»

SK, (P(Zpk,qr )) > % Z 52 = 522.m
quE(P(Zpk_qT)>
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bulunur. Diger taraftan Tanim 2.2.4’ten

oldugundan bu m degeri esitsizlikte yerine yazilirsa,

SK, (P(Zpk,qr))z%z- (Z )du (4.11)
uev (Zpkq)

bulunur. Burada,

> o

uev(p(2,00r))

ifadesinin esitligini bulmak i¢in

2

uer((2,00r))

ifadesinin esitliginin ispatina benzer sekilde yapilirsa yani,

k

2 d, = Z(CP(pk“' 1q")dy) + Zi@b(zﬂ -

uEV(P(Zpk_qr )) i=0 j=01i=1

r—i).

(4.12)

bulunur ve Es. 4.12’yi Es.4.11°de yerine yazip daha sonra “8” 6zelligini bir kez daha

kullanacak olursak dolayisiyla,

. . gr kL r—i
SKy (P(Zpk,qr)) > 53 ZMJFZ <1>(pk Tq")
i=0

]:0 i=1
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elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ornek

P(Z,.3) power grafinin SK; indeksini hesaplamak i¢in 6ncelikle P(Z) power grafinda ki

biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

oldugununu biliyoruz. Buradan,
(0) < (2) = (& = () = (5)

olacagindan,
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olup buradan,

bulunur. Bu bilgiler dogrultusunda, P(Zs) power grafinin grafigi;

P(Ze)

Sekil 4.6. P(Zg) power grafi

olur.

SK,(P(Zs)) = % Z d,-d,
uveE(P(Zpk_qr)>

1
=3 ((dg - d1) + (dg - d3) + (dg - d3) + (d5 - dg) + (dg
+%' ((d1-d3) + (d1 - dg) + (d1 - d5) + (dz - dg) + (d3

1
+5-(ds-ds)

+dg) + (d1 * dp))

-dg) + (d3 * dg))
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SKl(P(ZG))=%-((5-5)+(5-4)+(5-3)+(5-4)+(5-5)+(5-4)+(5-3))

+%-((5-4)+(5-5)+(4-4)+(4-5)+(3-5)+(4-5))

T = 128
bulunur. Ayrica
§(P(Zs)) = min{dg, dx, d3, d3, dz, dg} = min{5,5,4,3,4,5} = 3

bulunur. Diger taraftan P(Zg) power grafinin SK; indeksini Teorem 4.4.7’yi kullanarak

hesaplayalim. Buradap = 2, ¢ = 3, k = 1, r = 1 olmak iizere;

1 : 1 :
<1> 21—1_31 (.I) 21—]
ZO(T)+; (4 ) < SK,(P(Zs))

ve

(2031 dy® o d(21) - dors”
SKl(P(Z6))sZ¢( 4) 2 +Z¢( 3} 23
i=0 j=0

dir. Gergekten,

4 4 4 4

Z¢(21 . 31) i (29 _ <c1>(6> L0B) 0 +<1>(1)>

=27 (2+2+1+1>
N 4 4 4 4

= 40,5

ve
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d(3) - d3°

1 . 1 .
G213 dzn® O d(27) dor’ B(6) - di
2y '

4

4

() - dg°
A

N ¢(1) - dg

4

B 250+ 128
4 4

olmak tizere,

zcl)(zl l 3 zl:cl)( 21" ]) SSKl(P(Z6))

ve

(2031 dy® o d(21) - dors”
SKl(P(Z6))S2¢( ; ) 2 +z¢( L)L 273
i=0 j=0

esitsizliginin
265
40,5 < SK1(P(Z)) = 128 < - = 132,5

oldugu goriiliir.

27 125

+—+
4 4
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4.4.8. Teorem

n € Z* olmak lizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O
halde

™8 sk(Pz) sm'(“(n;.? o=l

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere
n = p* olmasidir.
fspat

n € Z* olmak iizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun.

Buradan “Polya-Szego esitsizligi” geregince; Ve € E(P(Z,)) icin,
0<y=686<a,=(d, d,)/?<A=m-1) < oo,
0<f=1<bh,=1<B=1<

ve

du-dv . z 1 <(8+(Tl_1)) '(Z(du'dv)l/z)

T 4:8:(n—-1)
uveE(P(Zy)) uveE(P(Zy))

uv=e

bulunur ve buradan

(5+ (n—1)° Y
Z'SKl(P(Zn))'mS 45(7’1—1) Z(dudv) /2

uv=e

(6+(n—1)° ’
=45 m=-1) 23”‘”

uv=e
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<(8+(n—1))2-m2-(n—1)2
- 4:6-(n—1)

olacagindan,

m-(6+m-1)" (-1

SK,(P(Zy)) < 53

elde edilir. Diger taraftan,

1 1
SKl(P(Zn))ZEI Z du'dvzz' Z 8?
uveE(P(Zy)) uveE(P(Zy))

_m-82
2

elde edilir. Burada esitligin olmasi i¢in p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

m-82 m-(8+@m—-1)" - (n—1)
2 8-58

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

483 =(8+(n—1))2-(n—1)

olup burada t= n — 1 alinip denklem diizenlenecek olursa,
4-83—t-82—-2-t2-6-t3=0

denklemi elde edilir. Simdi bu denklemin reel koklerini bulalim. Bu denklemin reel

kokiinden birisi
6=t

dir. Buradan,
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4-8%—t-82-2t2:6-t3=(06-1)-(4-86°+3-t:86+t>) =0

olmak iizere,

5 =t

=3tV 2 —16-t7  -3-txV-7-t2
23 8 B 8
oldugundan tek reel kok
d=t=n-1

bulunur. O halde
0=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n — 1" olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanair.
4.4.9. Teorem

p asal say1 ve k € Z* olsun. Eger P(Z,,) power grafi n = p* mertebeli ise

k . k _ 1 3
5Ky (P(2,)) = 25K, (P(Z,0)) = & (pz )
dir [14].
fspat

n = p* (p asal say1ve k € Z*) ve P(Z,) power grafi n = p* mertebeli olsun.
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- Z (dy +d,)*

uveE(P(Zpk)>

AN

sk, (P(Z,)) =

B

=, z (d® +dy?) + 5Ky (P(Z 1))
uveE(P(Zpk)>

1

= (P =D de+ (PF =D ek (K= D) - d?)

+5K, (P(Z 1))

(p*—1)-(dy” +di’* + -+ d=="
_ p (0 41 p* 1)+SK1(P(Zpk))

_ " (p: — Lage sk (P(2,))

=25k, (P(z 1))

_ -1y
2

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4.10. Teorem

p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

1
SKo(P(Zn)) = SKi(P(Z)) + 7+ (n = D (@) + D) + (= 0)* - & ()

1
+Z-(n—p)3-¢(q)

dir [14].
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fspat

p ve q farkl asal sayilar ve P(Z,),n = p - q koseli bir power graf olsun. Tamsayilar iyi

siral1 oldugundan p < q oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica, a € Z* olmak lizere (a,p ' q) =
1ise Z,.q = (a)’dir. Buise @ € Z,.;’nin (Z,.4, + ) sonlu devirli grubun bir iireteci oldugu

anlamina gelir. Z,,.,’nin biitiin lireteglerinin kiimesi Uzyq ile gosterilir. O halde
Uz,, = {aeZyy|(ap-q)=1veacZ"}
dir. Diger taraftan,

Pp-)=@-D-(@-1

olmak iizere, biitiin bu bilgiler dogrultusunda,

V(P(Zyq)) = tws = Ly us, - oy 1,2 B+, (@ = 1) 5,17

qu!(p_l)q'pqza}

= {6}U{i,uz;ug;'“ﬁu(l)(p-q)}u {1 ﬁ’z .ﬁl'"ﬁ(q - 1) ﬁ}u

elde edilir. Burada, gercekten

WV (P(Zpo)) | =1+ 0@ @)+ (-1 +@—1)
=@-D-@-D+qg+p-1
=p'q—-p—q+l+q+tp-1=p-q

dir. Ayrica i,j € Z* olmak lizere 1 <i<pvel<j<gqigin(i-qn)#1ve(j-p,n) +
1 bulunur. Dolayisiyla {(7, 2:q,>,(p—1)- q} ve {ﬁ, 2:p,,(@q—1)- p} kiimelerinden

bir iirete¢ ¢ikamaz. Tiim bu bilgiler dogrultusunda,

Vo= {6},
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Vi =Ug,, = {Lugus, o uppp )

VZ = {@2%»(19_1)(1},
= {ﬁ!ﬂJ'(q - 1)p}

ve
V@@MD=%U%U%U%

alabiliriz. P(Zp.q) power grafinin SK, indeksi;

SK; (P(Zpq)) = % (Z )(du+dv)z
uveE(P(Zp.q)
53 wranemon

uveE(P(Zp.q))

(@ sy @) 0 )0

((do® +d

u<1>(p_q)2) + (d52 + dﬁz) + (dﬁz + dﬁz) 4 +>

+5 - ((do” + dggzayp”) + (do” + dg”) + (do” + dag”) + - +)
(do” + dg=iyg) + (i + dy, ) + (d1° + dy,”) + - +)

2) + (d1® + dp?) + (d1® + daz”) + - +>

(d1 + ducb(p.q) )

(di* +dg=p5) + (di* +dg°) + (di” + dzg°) + - +)

(duzz + dﬁz) + (duzz + dﬁz) Tt (duzz + d(q—l)'pz))

+3(
+3:(
b (7 o) + (7 + ) o+ (7 4 dg )
N
+2(

(du? + dg?) + (dy,” + dzg®) + -+ + (> + dg=yg2) )

N N ..[>|b—x ..|>|>—x -PI'—‘ ..[;|+—x -Plr—x ..[;|p_\
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((du32 + d%(p_q)z) +(dy,® + dy?) + (dy, 2 + dﬁz))

oo (dyy? + dm50) + (dyy? + dg?) + (o, + dﬁz))

ot (duy® + dgmiyg )+ (g + dﬁ))
(duyyy? + do )+ (A g+ dmz»

(dugepey” + da”) + (duygyyy” + dzg”) + - +)
(

ducp(pq) t dp-Dg )+(d +dzp) + o+ (d5° +dg—p ))

+ - +(d2p +d(q 1)p2)+ +(d(q 2)p +d(q 1)p2))

2dyg )+ o+ (dgt +dgpa) + +)

-Mv—* -Mv—x ..;;|p_x -M»—x -M»—x .-l>|b—x -l>|>—x 'P“—‘ 'P“—‘

(
o
o
o
7
+5((4q
+5 {4z

+d(p 1)-q )+ +(d(p 2)q +d(p 1)-q ))

+5Ky (P(Zy4))

Ky (P(Zpg)) =7 (@ 0= D dg’ + @ q =D di* + (- g~ 1 dy,’)
t7 (a1 dyy,,  + (0@ + 1+ (0 —2)-dg°)

((d)(p- Q) +1+(p—2)) dgg’ + +)

+
S -Pl*—‘ -Pl*—‘ -[klr—x

(@@.0) + @ - 1) dgyg” + (0. @) + (g - 1) - d5°)

+

(
((Cb(p.q) +14(q—2)) dg? + -+ )
(

+

(@(.0) + 1+ (q - 2)) - dg=iyp”) + 5Ky (P(Z,))
olup burada,
dﬁ = dT = duz == duq)(p.q) = (p ' q - 1)1

dq = dﬁ — di(p—l)'q = (p — 1) q
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degerleri yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

SK,(P(Z,)) =%-((n— D m-1D)+n-1D-n—-1D2+(n-1) (n—1)?)

1

+7 (Ft =D (= D2+ (@) +p ~ D2 (¢() +p — 1)
1

- (W +p-12 (d(m) +p-1))
1

77 (@@ +p-1? (@0 +p - D))
1

o () +p—-1? (¢(m) +p - 1))
1

t (@M +p -1 (d() +p - 1))
1

+7 (@M +p -1 @) +p - 1)
1

o (W) +q -1 () +q—-1)
1

t (@M +q -1 (d(m) +q - 1))

1
+7 (+-+ (@) +q—1D* (d(n) + g — 1) + SK,(P(Z,))

= SK,(P@Z) + 3 ((n = D+ (b() + 1)
1
+2 (@) +p~ D+ @) +p -1 (0~ 1)

1
7 @MW +q-D* (@M +q-D-(@-D

= SK,(P@Z) + 3 (1= D+ (6 + 1 + (@) +p — D+ (p — 1)

1
+7- @M +q-1% (g -1

olup burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,



135
SK,(P(Z,) = SK,(P(Z,)) + %- (n—13%-(d(n) + 1))
2 (1= % 00) + (0 — ). 6(@))
elde edilir ve ispat tamamlanr.
4.4.11. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun. O halde,

k k—i ., o7 'd—13 r k—j . r—=i). ﬁ3
st () = 3 QT 8T) 23 (80T 0 )
=0 j=0i=1
+SK; (P(Zpk_ qr))
dir.

fspat

p Ve q farkl asal sayilar k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. P(Zpk_qr) power grafinin SK, indeksi;

SK; (P(Zyrgr)) = %- Z (dy + dy)?
uveE(P(Zpk_qr)>

e

=_. Z (du® +d,*) + SK; (P(Zp"-qr))
quE(P(Zpk.qT)>

bulunur. Diger taraftan Tanim 2.4.14’ten

FPEw))= ) ai= ) @)
ueV(P(Zpk_qr )) UVEE(P(Zpk.qr )>
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olacagindan bu bilgiler dogrultusunda,

SK, (p(zpk.qr)) = % Z d,> + SK; (P(Zpk.qr))
uEV(P(Zpk.qT ))

olup Teorem 4.4.7°deki Es. 4.10’u burada yerine yazacak olursak,

r—i

)

C (0 q7) dy ) e (9

$K; (P(Zyegr)) = ) 7 + Z
i=0 j=0i=1
+5K; (P(Zyregr))
elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.4.2. Sonug
p ve q farkli asal sayilar P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,
1
SK,(P(Z,)) = 7 (n =% (@M + 1)+ —q)° dp) + (n—p)* d(q))
+SK,(P(Z,))

dir.
fspat

p ve q farkh asal sayilar P(Z,), n = p - q mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun.

Teorem 4.4.11°’de k = r = 1 alinacak olursa;

SK, (P(Zp.q)) SK, p(qu) _I_Zl: d(pt- q) dpr +zl: d(p'” 1) dplq)

j=0

1
= SKy (P(Zpq)) + 77 () - di” + $(@)  dy” + &) - dg” + dpz”)
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olup burada,
dg=di=(n-1),
dg = (n—q),

d; = (n—p)

degerleri yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

1
SK2(P(Zn)) =7 ((n=1°.(d() + D + (n = @)° - () + (n = p)* - $(q)
+SK,(P(Z,))
elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.4.2. Not

Sonug 4.4.2 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.4.10 ile ¢akist1. Fakat bu sonug farkli bir yolla

elde edilmistir.
Ornek

P(Zg) power grafinin SK, indeksini hesaplamak i¢in dncelikle P(Z;g) power grafinda ki

biitlin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

V(P(Zg)) = Z15 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, 16,17},

(0) = {03,

NI

(1) = (5) = (7) = (11) = (13) = (17) = Zy5,

(2) = (4) = (8) = (10) = (1

~~—
I
—~~
—_
~~—
I
~
ol
NI
EN
o
ool
—_
e
—_
N
—_
o
o
\:v—‘



Ve

(9)=1{0,9}

oldugununu biliyoruz. Buradan,
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olup buradan,



di =dz =d7 =dig =d3 =dm =dg = 17,d3 = dz = dg = di5 = diz = dig = 14,
dz =digs =11,dg =dz = 16,d5 =9

bu bilgiler dogrultusunda,

SKZ(P(ZZ1.32)) = % z (du + dv)z

uvek(P(2,1.52))

S Y (@ 4D K (P )

uvek(P(Z1.42))

((do® + dr®) + (do® + d2*) + (do” + ds”) + (do” + ds”) )
(do” + ds) + (do® + d6”) + (do® + d;°) + (do” + dg”))
(do” + do®) + (do® + d1o®) + (do” + dus”) + (do” + d15”))
(do® + d1s®) + (do” + dra®) + (do® + dis”) + (do” + dis”) )
(do” + diz?) + (di” +d”) + (di® + d5?) + (di” + d,”))
(di® +ds) + (di* + dg”) + (dy° + d,°) + (di* + dg”))

(di® +do®) + (d” + dro”) + (di* + diy®) + (2 + d1z?))

(di® +dis%) + (d2” + ) + (do* + ds?) + (d,” + ds”) )
(d2” +d;”) + (do” + dg”) + (dy” + dyo”) + (d;° + ds?))
(d2” + diz”) + (dy” + dis?) + (dg” + dys®) + (d5” + i) )

(do” + dyr”) + (ds® + ds”) + (ds” + d”) + (d5° + d;))

-pl»—x -M»—x -l>|>—x -Plb—* -[>|r—X -l>|>—\ -Mr—x -l>|>—\ -l>|>—\ -Mr—x -l>|r—x -l>|r—x -PIH

+3°(
+3°(
+3°(
+3°(
+3°(
+3(
+7((d® + dis®) + (A + dua®) + (A + dis®) + (dy + dr6”))
+3°(
+3(
+3°(
+3(
+3°(

(ds® +do?) + (ds® + d1y®) + (ds” + dip”) + (ds° + drs?))
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+77((ds® + dis®) + (ds” + diy?) + (da” + ds”) + (ds” + dg”))

+2 (#(ds® + 4,2 + (d® + dg®) + (da” + dro®) + (di* + dyy?))
+77((ds® + dip?) + (da® + dis?) + (da® + dig®) + (d* + di”) )
+77((ds® + dis?) + (ds” + d”) + (ds” + d,°) + (ds” + d”))
+2-((ds® + do?) + (ds” + dyo®) + (ds” + dys”) + (ds” + d1z?))
+7((ds® + dis®) + (ds” + d1a?) + (ds” + dys”) + (ds” + di”) )
(+(d5 +di,°) + (de” + dr?) + (de” + dg”) + (de” + dloz))

+2 - ((d6® + dus®) + (d6” + d1?) + (d6” + dis®) + (do” + dua”) )
+7-((d6® + dis”)(ds” + di6”) + (d6” + dir”) + (d7° + dg*))
(( +do®) + (d;” + dyo®) + (d7° + dyy°) + (d7° + dlzz))
+5- (a2 +dis®) + (7 + d1?) + (d,” + dis®) + (d,° + dy”) )
+7-((d7° + dis?) + (d;° + dss”) + (dr” + dy,”) + (dg® + do”) )
+2((dg® + d1s®) + (dg” + dz?) + (dg” + di3”) + (do” + s’ )
+7 - ((dg® + di6”) + (do” + diy?) + (do” + dis®) + (do” + d13”))
+7((do + dis®) + (do” + di;”) + (dao” + d1s®) + (dro” + di2”))
+7 ((do® + dis®) + (dro” + d1a?) + (dao” + dis”) + (dao” + i) )
+7 7 ((dia® + dig®) + (dua® + dis®) + (day” + dia?) + (diy” + dis”))

(dis® + die?) + (dia? + di7?) + (dip® + dis®) + (dio” + dis?)

-PIH -M*—* -Mr—* *'H -l>|r—* -l>|>—k -Mr—* .M._x _M,_\ -Plv—x 4>|»-x -Mr—* -t>|»—\ -Mv—* -N*-‘ -M'—‘ -M*-‘ Sl -Mv—* -l>|»—x

3 ( )
+2((di” + dis®) + (dig” + di”) + (i’ + dir?) + (dra” + dua”))
+3( )

(diz® 4 dis?) + (dis” + die’) + (dis” + dir°) + (dis® + di6”)
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1
Ty ((d142 +di7") + (dis” + di7") + (dis” + d172))

+SK,(P(Z15))

1
SK,(P(Z1g)) = 7 (17-dy* +17-d;* +14-dy* +11-d5* + 14-d,* + 17 - d5?)

1
+Z-(16-d62+17-d72+14-d82+9-d92+14-d102+17-d112)

1
+Z' (16 ' d122 + 17 ) d132 + 14‘ - d14211 " d152 + 14‘ - d162 + 17 - d172)

+SK,(P(Zy15))

1
:Z'(17'172+17'172+14'142+11'112+14'142+17'172)

1
+Z-(16-162+17-172+14-142+9-92+14-142+17-172)

1
+Z-(16-162+17-172+14-142+11-112+14-142+17-172)

+SK,(P(Zy15))
1 3 3 3 3 3
:Z'(7'17 +6-14% +2-11%3 +2-16% + 9%) + SK,(P(Z15))

1
=7 (34391 + 16464 + 2662 + 8192 + 729) + SK,(P(Zy5))

62438
=— SK1(P(Z1g))

= 15609,5 + SK;(P(Z15))

elde edilir. Diger taraftan P(Z;g) power grafinin SK, indeksini Teorem 4.4.11°i kullanarak

hesaplayalim. Burada p = 2, g = 3, k = 1, r = 2 olmak iizere;

1-i, 92 12 1=j  a2-i\. .9 3
SK,(P(Zy1.52)) = 2 (l)(z 3) dZL +ZZ(¢(2 ] 34-) dzj.gl)

j=0i=1

+SK, (P(Z1.52))
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L3 L3 L3 L3 L3
$(18) - dy +<l>(9) dz +<1>(6) ds +<l>(2) ds +<1>(3) dg

K, (P(Z,2)) =
S 2( ( 18)) 4 4 4 4 4
1) - ds°
+(1)()T18 + SK,(P(Z1g))
_6'173+6-143+2-113+93+2-163+173+SK (P(Zs)
4 4 4 4 4 4 1 18
29478 N 16464 N 2662 N 729 N 8192 N 4913 + 5K,(P(Z20))
T4 4 4 4 4 4 1(P(Z1g
62438

= = SK,(P(Z15)) = 15609,5 + SK;(P(Z13))

elde edilir.

4.4.12. Teorem
n € Z* olmak tizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

n—-13%n

1
S n 8t s SK,(P(Z,) < >

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak lizere n =

p* olmasidur.
fspat
P(Z,), n mertebeli ve m kenarl bir power graf olsun. O halde,

SKZ(P(Zn))zi- Z (du+dv)zsl- Z 4-(n=1D%*=m-(n—1)>

uveE(P(Zy)) uveE(P(Zy))

N

olacagindan burada; Tanim 2.2.4°ten herhangi bir grafin kenarlarinin sayisi,
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m=|E|=

N| =

. E dui
u; eV

olmak iizere bu denklemde ki m degeri yerine yazildiktan sonra Vu € V(P(Z,)) = V i¢in

d, < n — 1 ifadesini kullanacak olursak,

m-(n—1)2=(n—1)2-%-zduis(n—l)z-%-Z(n—1)=%-(n—1)3-n

u;EV u;eV

elde edilir ve esitsizliginin bir tarafi ispatlanmis olur. Diger taraftan,

1
S(PED) =7 ). (@y+dy)’
uwveE(P(Zy))

olmak tizere burada Tamim 2.2.4’teki ‘6 = 6(P (Zn))” tanimini Kullanacak olursak,

4:6%2=m-52
uwveE(P(Zy))

SK,(P(Zy)) =

NI

bulunur. Burada m yerine Tanim 2.2.4’teki |E| degeri yazilacak olursa,

1
Mgt =) dy, o

u;EV

bulunur. Burada Tanim 2.2.4’te bulunan <6 = S(P(Zn))” tanimini kullanacak olursak,

olur ve dolayisiyla,
1
SK,(P(Zy,)) = 5 53

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
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1 n—1)2%n
—op. N3 =7
7m0 2

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
53=(mn-1)3

d=n-1

bulunur. O halde

d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n — 1" olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.5. Power Graflarin Genellestirilmis Birinci Zagreb indeksi

Bu boliimde oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve ve k ile r negatif olmayan tamsayilar
olmak iizere n = p*, n =p-q ve n = p*-q" i¢in P(Z,) power grafinin genellestirilmis
birinci Zagreb indeksi iizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* igin
P(Z,) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi iizerinde teoremler elde
edilmistir. Power graflarin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi ile gosterimi literatiirde

daha once yapilmis bir gosterim olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica 6nemlidir.

Boliim 2’de verildigi tizere P(Z,) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi,

M *(P(Zy) = Z d,* = Z (@, +d,%h)
uev(P(zy)) uveE(P(Zy))

seklinde tanimli olup burada d,,, u kosesinin derecesidir.
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45.1. Teorem

p ve q farkl asal sayilar k pozitif tamsay1 P(Z,), n = p* veya n = p - ¢ mertebeden bir

power graf olsun. O halde

M (P(Z,)) = p* - @* = 1)° (4.13)
ve

M (P(Zpg)) = @ @)+ 1) (- q = D+ @ - g% + (@)™ - p*  (4.14)
dir.

Ispat

P(Z,), n = p* (k pozitif tamsay1, p asal say1) mertebeden bir power graf olsun. O halde,

4
M,® (P(Zpk)) = Z d,* = Z d.*
uev(G) i=1

=@ -D*+ (P -+ + (p* - D =p* - (pF - 1)

elde edilir. p ve q farkli asal sayilar ve P(Z,),n = p-q koseli bir power graf olsun.
Tamsayilar iyi sirali oldugundan p < g oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica, a € Z* olmak
iizere (a,p-q) = 1ise Z,., = (aydir. Buise @ € Z,.,’nin (Z,.4, + ) sonlu devirli grubun
bir tireteci oldugu anlamina gelir. Z,,., nin biitiin lreteglerinin kiimesi UZM ile gosterilir. O

halde
Uzpq = {C_LEZp_q | (a,p-q) =1vea EZ"’}
dir. Diger taraftan,

Pp-)=@-1D-(@-1)
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olmak iizere, biitiin bu bilgiler dogrultusunda,

V(P(Zp.q)) ={u = i,uz,u3,---,u¢(p.q), 1-p,2p,,(q—1)-p,1-q

2:q,,(p—1)-q,pq =0}

= (0} U (T upus, -, Uppgy} U {1 B2 B, (g — 1) - P} U
{1-g2-q,,(p—-1)-q}

elde edilir. Burada, gercekten

V(P(Zpg)) =1+ 0 @)+ (g- D+ (p-1)
=@-1D-(@-D+qg+p-1
=p'q-p—q+tl+qtp-1
=p'q

dir. Ayrica i,j € Z* olmak lizere 1 <i<pvel<j<gqigin(i-qn)#1ve(j-p,n) #
1 bulunur. Dolayisiyla {C_[, 2:q,,(p—1)- q} ve {ﬁ, 2'p,,(q—1)- p} kiimelerinden
bir {irete¢ ¢gikamaz. Tiim bu bilgiler dogrultusunda,

VO = {6}1
Vi =Ug, = {Lus, us, s Uppp

VZ = {C_[,ﬂ, ey (p - 1) ’ Q},

ve

V@@MD=%UWU%U%
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alabiliriz. P(Zp.q) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi;

rq
“(P(Zpq)) = ) "
i=1

l

— a a a a
= dg® + (" + dy, + dy,* F et iy, )
+(dg" + dzg" + dzg" + -+ dg5")

+(dp® + dzp” + dgp" + - + dma)

olup burada,

dg=di=dy, = =dy,,, =@ q-1),
dg=dzqg="=dgg=@—-1"q

ve

dg=dyp = =dgpp=(@—-1-p

degerleri yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

My (P(Zpq)) = (@ a =D+ (@ g =D+ q =D+ (pq— D"

++@q-D+ (@@ +p— D%+ @) +p—D*

++ (@@ +p—-D*+ (@ q) +q—1D*
+(P@p ) +q-D+ -+ (P(p-q +p—1D*

=@+ @ q-D*+q* (p—-D** +p*-(q—

=@M+ -n—D*+q% (P + p% - d(q)**?

elde edilir ve ispat tamamlanir.

1)a+1



149

4.5.2. Teoem

p ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

M,“(P(Zy)) = Z(Cl)(pk_i Lq")dyr ) + Z zr:(q)(pk—j g™ - dor”)

j=0i=1
dir.
fspat

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli bir power graf olsun. n = p* - ¢"nin biitiin pozitif bélenleri,
{L,p,p?% 0%, p*3,

{9.9%.¢% .4},

{p-ap-¢®>p-a° v q}

{?*-ar*-a*pr*-¢% -, p* 4},

- qp®-q%p-¢* .0 q},

{* - q,p* q%:p* -4, p* q"}

dir. Ayrica,

Uz o , = {ﬁ €EZygr|UuEZ1=u <p*-q", (wpk-q") = 1} = {i’ul’...,uu
p*q

<l>(pk-qr)}
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dir. Zk.,r = (1) Ve Z k.,r grubunun mertebesi n = p* - q" oldugundan burada ki herhangi

bir devirli alt grubunun mertebesinin

a=a"1€Zy,ri¢in

n _n
obeb(n,a) (n,a)

o({a-1)) =

ve (a - 1) devirli grubun iireteglerinin sayisinin

¢ ((n?a))

oldugunu biliyoruz. Burada P(Zpk_qr) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb

indeksi;

) S
=

+¢<(P3 n)> "t () o () 4
+0 () 4" + ¢ () F“*’”**‘l’((q:n))' i
+0 () e +‘1’(<p%)) g o+
0 (Ggrm) G ‘1’(@z.nﬁ>'dm“+
+0(Grgmm) G+ ¢ (G
+o b g ((pz _r;r’n)) dorr + & (W) oy

+¢((p TZI n)) +¢((p3'76113,n)>-dp3"73a+m+

+o <(p3 .T;r,n)> g et b ((pk .nq’n)) ' dﬁa




151

to ((Pk '76112, n)) g & <(p" '7;3, n)) g
Tt ((ntln)) “dno”

p?
+c1><:—k d;;“+c1>(§) dq“+c1>(%) q—2“+c1>( 3) ot
+¢(% d7a+¢(7)'dpqa+¢< qz) pqza

=@ q") - d1" + d(@* - q") - dp* + d(P* 2 q7) - d”
+o@ ") d® 4+ (@) dE + O g - dg”

+o(@* - q"7?) - dE® + " q"7) - dEt + o+ SF) - dF”
+o(P g dpg  + P g dp 2+

+o( ) - dpr® + ¢ g dE " + O ) - dir
+O(P* 2 q73) dor s+ + (PF D) - dpr "

+O@*3 g™ dpt + T ") - dp”

+O(P* 3 q73) dos s+ SF ) - dps "

+ot (@) do " + (@) dop s + (a7 doe s
+o+ 0(1) - dap”

pk.qZ

= (@) (6P") di” + 9@ 1) dp + GOF ) dp + oo+ i)
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+d@ ) - (d(q™ D) - dg® + b(q"2) - dz® + d(q3) - dgs” + - +)
+o@") - dg + d@* ) - (d(q") - dpg” + & (g7 ) - diz”
+o( ) - (d(q"3) - dpz” + -+ dp.qr“) +

+ G D) (d@" ™) dpzg + d(@7 ) - dpr gz + b7
+O@*2) - (+ o+ dpzr) + P - (d(g"H * di”)
+o(P*3) - (0(q"D) dpsgz" + d(q"%) - d

a a
+ ot dps )

)
pk q3

p3.q3
4 (D(g7Y) - doe + D(q72) - ez + bl
+o 4 dg”

k r
M (PZe)) = 0@ (Z dgr” - ¢(Pki)> + o @") - <Z dg” -d)(qri)) +
i=1

i=0

B ( &7 -¢(qr-f)> + ) (Z e -cp(qr-i))

1=

+(l)(pk—3) . < dpg.ql“ . q)(qri)) 4o (Z dml_la _d)(qri))
i=1

i=1

<

<

+ i (1)(pk—f) . <i dW“ .q)(qr—i))

T

k k
= Z (¢ - d® - d(p*7) +z (¢(*) - drgn” - d(a7 ™))
=0 j=0i=1
dir. Dolayisiyla

M (P(Za) = Z(cb(pkl 7) dis )+22(¢(ka 7))

j=0i=1
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elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.5.1. Sonug

p ve q farkli asal sayilar P(Z,,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,
M (P(Zyq)) = @~ q) + 1)~ (- q — D* + @)¥ - g% + () - p*
dir.

fspat

P(Z,),n =p - q (p ve q farkl asal sayilar) mertebeli bir power graf olsun. Teorem 4.5.2°de

k = r = 1 alinacak olursa;

. (P(2) = ) 00 ) ) + )Y (BT )

j=0i=1
= b @) i+ @+ ) (6P ) drg”)
j=0

=o(@ @) di” +d(@) dp” + b)) dg” + S+ dpg=p
olup burada,

dg=di=@-q—1),dg =@ q—q)ved; = (p-q— p) degerleri yerlerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

M (P(Zpg)) = @)+ 1) (p-q = D+ d(q) - (- q — p)°
+o() (p-q -

M,® (P(Zp-q)) =) +1) - (n—1D+ ()t q% + d(q)*t! - p*
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.5.1. Not

Sonug 4.5.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.5.1°deki Es. 4.14 ile ¢akisti. Fakat bu sonug
farkl1 bir yolla elde edilmistir.

Ornek

P(Z,g) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksini hesaplamak igin oncelikle

P(Zg) power grafinda ki biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

V(P(Z)) = Z15 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17},

(0) = {0},
(T) = (5) = (7) = (IT) = (13) = (17) = Zy,
(2) = (&) = (8) = (10) = (14) = (16) = {0, 2,4,6,8,10, 12,14, 16},

ve

(9)=1{0,9}

oldugununu biliyoruz. Buradan,
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bu bilgiler dogrultusunda P(Z;g) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksi;

18
M (PZi) = ) d;°

=di" +dz" +dz" +dg" +ds" + dg” + d7" +dg" + d5” + dig”
+ dz%+dz" +dE" + dg” + dE" + d“+de” + dgeg”
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M “(P(Z1g)) = 17% + 14% + 11% + 14% + 17% + 16% + 17% + 14% + 9% 4 14
+17%4+16% + 17% + 14% + 11% + 14%+17% + 17%

=7-17+6-14 +2-119+2-16% +9¢

elde edilir. Diger taraftan P(Z;5) power grafinin genellestirilmis birinci Zagreb indeksini

Teorem 4.5.2’yi kullanarak hesaplayalim. Burada p = 2, q = 3, k = 1, r = 2 olmak {lizere;

1 1 2
M,*(P(Zy1.52)) = Z(cp(zl—i .32) . d5") + Z Z(cp(zl—f .3270) - dgys )
i=0

j=0i=1

= 5(18) & + $(9) - d" + ) ($(27-3) - dyrz” + $(21) - drs”
/=0

J

=6-17%+6-14% + $(6)  d3" + d(2) ' ds” + d(3) - dg"
+¢(1) - dgg="

=6-17*+6-14+ (2-11 4+ 9% + 2-16% + 17%)
=7-174+6-14+2-11%4+2-16% + 9¢

elde edilir.

4.5.3. Teorem

n € Z* olmak tizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. @ € R olmak

lizere,
(i) Eger a > 0 ise
M *(P(Z)) <n-(n—-1)* (4.15)

(i1) Eger a < 0 ise
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M, *(P(Z,)) <n-6% (4.16)
dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere

n = p* olmasidir.

fspat

(i) @ € R olmak tizere, « = 0 olsun.

M,*(P(Z,)) = z d;“

oldugunu biliyoruz. ‘‘Cauchy — Schwarz *’esitsizliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

1

) = (Y1) o Yoz ) = (Yna)
i=1 i=1 i=1
elde edilir. Ayrica @ > 0 ve P(Z,) basit baglantil1 bir graf oldugundan V7 € {1, 2, ..., n} i¢in

(n — 1)2® > d;*® bulunur. Diger taraftan n > 0 oldugundan n - d;** < n - (n — 1)%® elde

edilir. Bu bilgiler kullanilacak olursa,

n : o 3

(Zn-dzm) S(Zn-(n—1)2“> =n-(n—-1)*“
i=1 i=1

elde edilir.

(ila € R olmak tizere, a <0 olsun. Asagida ki esitsizlikte °‘Cauchy-Schwarz

>esitsizligini kullanacak olursak,

1

e diza d_2a>2
l

M *(P(Z,)) <n- % =Vn- (

'ﬁ'M:
[y
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esitsizligi bulunur. VT € {1,2,...,A} i¢in § < d; ve @ < 0 oldugundan, d;** < §2¢ bulunur.

Bu bilgiler son esitsizlikte uygulanacak olursa,

=vVn-(n- 62“)%
=n-6%
elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
n-(n—1)%=n-6%
olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
(n—1)% = 6%
d=n-1
bulunur. O halde
d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%i¢in
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.6. Power Graflarin Birinci Zagreb Indeksi

Bu boliimde, oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
lizere n =pk, n=p-q ve n=p*-q" i¢cin P(Z,) power grafinin birinci Zagreb indeksi

lizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* i¢in P(Z,,) power grafinin
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birinci Zagreb indeksi {izerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin birinci Zagreb
indeksi ile gosterimi literatiirde daha dnce yapilmis bir gosterim olmadigindan 6zgiin bir

yontem olarak da ayrica 6nemlidir.

Boliim 2’de verildigi tizere P(Z,,) power grafinin birinci Zagreb indeksi,

M(PE)= ) di= ) (du+dy)

uev(P(zy)) wveE(P(Zy))
ve

genellestirilmis birinci Zagreb indeksinde ¢ = 2 alinirsa,
n

M2(PZ) = ) i
i=1

— duz

uev(P(zy))
= M, (P(Zy)
seklinde tanimli olup burada d,,, u késesinin derecesidir.
4.6.1. Teorem

k € Z* olmak iizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O
halde

a) p asal say1 olmak iizere n = p* ise
My (P(Z,)) =2 p* - (0* — 1)?

dir.
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b) p ve q farkl asallar olmak lizere n = p - q ise

My (P(Zpq)) = (@) + 1) - (= 1) + d(0)* - 4% + b(q)* - p?
dir.
fspat

p Ve q farkl asallar k € Z*, P(Z,,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf

olmak Uzere;

a) P(Z,) power grafi n = p* mertebeli bir power graf olsun. O halde genellestirilmis birinci

Zagreb indeksinde a = 2 alinirsa,
n
M2(PZ) = ) i
i=1

= d,”

uev(P(Zy))
= M, (P(Zy))
olacagindan Teorem 4.5.1°deki Es. 4.13’te ¢ = 2 alinirsa,
M2 (P(Z,0)) = My (P(Z,)) = p* - (0F — 12
elde edilir ve ispat tamamlanir.

b) P(Z,) power grafi n = p - ¢ mertebeli bir power graf olsun. O halde Teorem 4.5.1°deki
Es. 4.14°te a = 2 alinirsa,

M2 (P(Z) = My (P(Zpq)) = (@) + 1) - (n = 1) + 0(p)? - 4% + $(q)? - p?

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4.6.2. Teorem

p ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

r

My (P(2yeqr)) = ) (604 a7) )+ 3 ) (64 - 07) - dyre”)

i=0 j=0i=1
fspat

p ve q farkl asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun. Teorem 4.5.2°de @ = 2 alinirsa,

M, (P(Zpk,qr)) = M,’ (P(Zpk-qr))

r

= z ((b(pk—i . qr) r dﬁz) N 2 (cl)(pk—j ) qr—i) ) dp}.qlz)

i=0 j=0'i=

[y

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.
4.6.1. Sonug

p ve q farkli asal sayilar P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

My (P(Zpq)) = (@) + 1) - (= 1)* + d(0)* - ¢* + b(q)* - p?
dir.
fSpat

p ve q farkl asal sayilar P(Z,,), n = p - q koseli bir power graf olsun. Sonug 4.5.1°de a =

2 alinacak olursa,
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My (P(Zpq)) = Mi? (P(Zy4)) = (@) + 1) - (n = 1D? + (1) - % + $(q)° - p?
bulunur ve ispat tamamlanur.
4.6.1. Not

Sonug 4.6.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.6.1’in b) maddesinde ki ifadeyle ¢akist1. Fakat
bu sonug farkli bir yolla elde edilmistir.

Ornek

P(Zg) power grafinin birinci Zagreb indeksini hesaplamak i¢in 6ncelikle P(Z;g) power

grafinda ki biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

V(P(Zs)) = Z15 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17} ,

(0) = {03,

ve
(9 =1{0,9}

oldugununu biliyoruz. Buradan,

(0) € (6) = (12) £ (2) = (4) = (8) = (10) = (14) = (16) < (1) = (5) = (7) = (11) =
(13) = (17),






bu bilgiler dogrultusunda P(Z;g) power grafinin birinci Zagreb indeksi;

18
Ml(P(ZIB)) = 2 diz
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My(P(Z1g))=di’ +d3° +d3’ +ds° +ds” +dg° +d7° +dg° +ds° + d1g°

+dﬁ2+dﬁ2 + dﬁz + dﬁz + dﬁz + dEZ‘FdﬁZ + dﬁ=62
=17% +14% + 11?2 + 14?2 + 17% + 16% + 17? + 14? + 92 + 14?2

+17%416% + 172 + 14% + 112 + 14°4+17% + 177
=717 4+6-14% +2-11°+2-16% + 92

elde edilir. Diger taraftan P(Z,g) power grafinin birinci Zagreb indeksini Teorem 4.6.2’yi

kullanarak hesaplayalim. Burada p = 2, q = 3, k = 1, r = 2 olmak {izere;

1
My (P(Z1.52)) = Z (6(21-32)-dz”) + Z
i=0 =01

j=01

2
(627 37) - dyr”)
=1

= $(18) - ds” + $(9) - dg” + i (#(21773) darz + () - drs )
j=0
=6-1724+6-142 + $(6) - d5° + d&(2) - ds” + d(3) - di”
+¢(1) - drg=p”
=6-1724 6142+ (2- 112 + 92 + 2+ 162 + 172)
=7-172+6-1424+2-11%2 + 2 16% + 92
elde edilir.
4.6.3. Teorem

n € Z* olmak iizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarl bir power graf olsun. O halde,

2'53'71'(71—1)
52 + (n—1)2 <My (P(Z,)) <n-(n—1)?




167

dir. Burada esitligin olmasi igin gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak lizere n =

p”* olmasidur.
fspat

n € Z* olmak iizere P(Z,,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Teorem 4.5.3’teki

Es. 4.15’te ¢ = 2 alinirsa,
M, (P(Z,)) <n-(n—1)?

elde edilir ve esitsizligin bir tarafinin ispati tamamlanir. Diger taraftan,

Ml(P(Zn)) = Z du2
uev(P(zy))

olmak {izere ‘‘Polya-Szego’’ esitsizligini kullanacak olursak,
1<i<n 0<y=62<aq;=d’<A=m-1)2%2<»
Ve

0<pf=1<b;=1<B=1<

ise 0 halde

n

621+ (n-12%-1?2 (v

4, < z 2,

' dl 1_4'52'1'(71—1)2'1 .1dl 1
1=

i=1 i=1

NgE

G2+ m-122 (& L\
=4.52.(n_1)2'<;df>

bulunur ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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n 2 n
) 4:8%-(n-1*'n s 46 (n—-1)%-n?
(de> =G+ (n—DD? ;di =67+ (- D2

i=1

olur ve dolayisiyla,

5 n-(n—1)
62+ (n—1)2

M,(P(Zy)) = Z d;> > 2
i=1

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

2:83n-(n—-1)
62+ (n—1)2

n-(n—1)7%=

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2:63—-(n-1)-62-(n-1)3=0

bulunur. Burada t = n — 1 dersek,

2:83—t-62-t>=0

olacagindan § = t’nin bu denklemin bir kokii oldugu yani bu denklemi sagladig1 goriiliir.

Diger taraftan bagka reel koklerin olup olmadigina bakalim.

2:83—t:6%2—-t3=(6—-t)-(2:6%°+6-t+t>)=0

olacagindan bu denklemin tek reeel kokiiniin

61:t:n_1

oldugu gortiliir. Gergekten,
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oldugundan burada reeel kok yoktur. O halde
§=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icind,, = n — 1” olmasiyla yani “k € Z%i¢cin P(Z,)
power grafinin n = p* mertebeden” olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada P (Zpk)

power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve boylece ispat tamamlanir.
4.7. Power Graflarin ikinci Zagreb Indeksi

Bu boliimde, oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
iizere n = p*, n=p-q ve n =p*-q" igin P(Z,) power grafinmn ikinci Zagreb indeksi
tizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* igin P(Z,) power grafinin
ikinci Zagreb indeksi itizerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin ikinci Zagreb
indeksi ile gosterimi literatiirde daha dnce yapilmis bir gosterim olmadigindan 6zgiin bir

yontem olarak da ayrica 6nemlidir.

Boliim 2°de verildigi tizere P(Z,,) power grafinin ikinci Zagreb indeksi,

Mo(PZ) = ) (du-d) = D (dy-dy)

u~v uveE(P(Zy))
seklinde tanimli olup burada d,,, u kosesinin derecesidir.
4.7.1. Teorem

k € Z* olmak lizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O
halde

a) p asal say1 olmak iizere n = p* ise

M, (P(Zpk)) = w

dir.



170

b) p ve q farkli asal sayilar olmak {izere n = p - q ise

1
MZ(P(Zp.q))=§-n2-(n2—8-n—p2+1O-p+5-q+4)

1 1
+§-n-p-(p2—5-p—11)—§-n-(14-q—19)

L et =) -2yt
ZP p 261 q 5 p
dir.

fspat

k € Z* olmak lizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun.

Burada,

M,(P(Z,)) = 2 SK,(P(Zy))

dir.

a) p asal say1 olmak iizere n = p* ise Teorem 4.4.5’ten

M, (P(Zpk)) =2-SK, (p(zpk)) — w

elde edilir ve ispat tamamlanir.

b) p ve q farkli asal sayilar olmak iizere n = p - q ise Teorem 4.4.6’dan

M, (P(Zpq)) = 2+ 5Ky (P(Zpq))

1
=§-n2-(n2—8-n—p2+10-p+5-q+4)

1 1
+§-n-p-(p2—5-p—11)—§-n-(14-q—19)
L (=9 4o g (-1 -2 pt1

) p p ) q-\q 2 p
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.7.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

Zk: q)(pkl q) do: +zk: r ¢(pk—j,qr—i)_dm3)

P(Z > 5 (4.17)
i=0 j=0i=1

ve
k k=i . 1 k T k—j . qr=i
zd)(p ; CI)+Z d(p ‘1 ) SMZ(p(Zpk_qr)) (4.18)
i=0 j=0i=1

dir.

fspat

p ve q farkl asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun.

My (P(Zyegr)) = 2+ 5Ky (P(Zyrgr))

oldugundan, bu denklem Teorem 4.4.7°de yerine yazilirsa,

i q)(pk i CI) d +i T (b(pk—j.qr—i)_dm3)

2

P(z
i=0 j=0i=1

ve

r)_i_i s <1>(pk J. q" l) <M, (P(Zpk.qr))

k k—i
;d)(p : q

]:0 i=1
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elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ornek

P(Z,.3) power grafinin ikinci Zagreb indeksini hesaplamak i¢in 6ncelikle P(Z) power

grafinda ki biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

oldugununu biliyoruz. Buradan,
(0) < (2) = (& = () = (5)

olacagindan,



olup buradan,

bu bilgiler dogrultusunda,

MZ(P(Z6)) = dy - d,

uveE(P(Z))

= (dg " d1) + (dg - d3) + (dg

+(dg - d3) + (d1 - dg) + (d1-

+(dz - ds)

=6:5+06G49)+(G-3)+

~d3) + (dg* dg) + (d5 " ds) + (d7 - d3)
ds) + (d3 - dz) + (dz - ds) + (d3 - ds)

G-4)+G-5+G-49)+(G-3)

+G5:4)+GB:-55+@l-49)+4-5+@B-5+(4-5)

=25+20+154+20+254+20+15+20+25+16+ 20+ 15+ 20

= 256

bulunur. Ayrica

§(P(Zs)) = min{dy, dx, d3, d3, dg, dg} = min{5,5,4,3,4,5} = 3

173

bulunur. Bu bilgiler dogrultusunda Teorem 4.7.2’yi kullanacak olursak. Buradap = 2, q =

3, k =1, r = 1 olmak iizere;

2

5. Zd)(zl‘zi 3y, 2 $(2'7)

ve

1 . 1 .,
21—1. . 31 21—]
MZ(P(Zs)) < 2¥ . d2—13 + ZM 2]_33
i=0 =0

< M,(P(Zg))
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bulunur. Gergekten,

2

1 . 1 .
X d(21t-31) d(217)\ . ($(6) + d(3) + d(2) + (1))
e

24+2+1+4+1)
7 >

=81

ve

ch)(zl 3. Z‘I’(Zl ). 39O 9B s
21 273 2 1 2 2

1
w ds® + cl)g )'d8=63

1 1
=53+43+—-33+5-53

2
(27 + 125)
=125 +64+7= 265
olmak tizere,
1 ¢(21—i ) 31) 1 (1)( 1—j)
63| Y BE2 4 Y TS < my(P(2)
i=0 j=0

ve

M,(P(Ze)) < Z¢( 2 31) dz’ Z¢(21 ]) 73

esitsizliginin



81 < M,(P(Zs)) = 256 < 265
oldugu goriiliir.

4.7.3. Teorem

175

n € Z* olmak iizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O

halde

m-(6+m—-1)" (-1

m- 8% < My(P(Z,)) < 5

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere
n = p* olmasidir.
Ispat

M, (P (Zn)) = 2-SK,(P(Z,)) oldugunu biliyoruz. Dolayistyla Teorem 4.4.8°den

m-(6+m—-1)"(n—1)
45

m- 8% < My(P(Z,)) <
elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

_m-(8+(n—1))2-(n—1)

. K2
m-§ 15

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
4-8=(6+mn—-1)" -1
olup burada t = (n — 1) dersek,

4-83—-t-82-2t2-6—-t3=n—-1)-(4-8%+3-t-6+t?) =0
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olup burada ki reel kokler,

61=n_1

—3-t+V9-t2 —16-t?
8

52,3 =

3t vV-T7-t?
B 8

olmak {izere tek reel kokiin
6=n—1

oldugu goriiliir. O halde
d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%i¢in
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.8. Power Graflarin Genellestirilmis Randic indeksi

Bu boliimde, oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
lizere n = p*¥, n=p-q ven=p*-q" icin P(Z,) power grafinin genellestirilmis Randic
indeksi tizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* i¢in P(Z,,) power
grafinin genelestirilmis Randic indeksi iizerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin
genellestirilmis Randic indeksi ile gosterimi literatiirde daha once yapilmis bir gosterim

olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica dnemlidir.

Boliim 2’de verildigi tizere P(Z,,) power grafinin genellestirilmis Randic indeksi,
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a = Ra(P(Zn)) = Z(du dy)®

u~v
seklinde taniml1 olup burada d,;, u kdsesinin derecesidir.
4.8.1.Teorem

p ve q farkli asal sayilar k € Z* olmak iizere, P(Z,)) n mertebeli ve m kenarli bir power

graf olsun. Eger n = p* ise

k. k _ 1 2-a+1
R, = R, (P(zpk)) @ . ) (4.19)

egern =p-q ise

1
Re =5 (@) + 1)+ (= D% () (0 — D+ 2+ 4% bR +2p% - (@)
1
+5 (g% d@)* - (p = 2) +p* - d(@* - (q - 2)) (4.20)
dir.
fspat

k € Z*, p ve q farkli asal sayilar olmak iizere P(Z,), n = p* mertebeli ve m kenarli bir

power graf olsun. O halde,

Ry = Ry (P(2,0)) = D (dy )

u~v

= (dg - dp) + (dg " dz)* + -+ + (dg " d=)" + (d1 - d2)*
+(di - d3)® + -+ (di - dp=p)® + (dg - d3) + (d3 - da)”
+ .+ (d7 . dm)a B N & (dm . dﬁ)“

=m-(p*—1**
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bulunur ve Sonug 4.1.2°den

k k. (pk —1)2a+1
R, =R, (P(Zpk)) = (pz ) . (pk _ 1)2-a — p (p . )

elde edilir. Dolayisiyla n = p* icin ispat tamamlanir. Diger taraftan p ve q farkli asal sayilar
ve P(Z,),n = p-q koseli bir power graf olsun. Tamsayilar iyi sirali oldugundan p < q

oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica, a € Z* olmak tizere (a,p-q) = lise Z,., = (a)dir. Bu
ise a € Z,.4'Nnin (Zp.q, + ) sonlu devirli grubun bir {ireteci oldugu anlamina gelir. Z,., nin

biitilin tireteglerinin kiimesi U Zpq ile gosterilir. O halde
Uz,, = {aeZ,,|(ap-q)=1vea€cZ"}
dir. Diger taraftan,

Pp-9)=@—-1D-(@—-1)

olmak iizere, biitiin bu bilgiler dogrultusunda,

V(P(Zpq)) = (s = Lty us, - Uypqy 1B 2 B, (= 15,1+

qu'(p_l)qﬂpqza}

= {6}U{i,uz,ug,"',u(l)(p-q)}u {1 ﬁ’z .ﬁl'"ﬁ(q - 1) ﬁ}u

elde edilir. Burada, gercekten

WV (P(Zpg)) =1+ 0@ @) +(q-D+@-1)
=@-D-@-D+g+p-1
=p'q-p—q+l+q+tp-1

=prq
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dir. Ayrica i,j € Z* olmak lizere 1 <i<pvel<j<gqi¢in(i-qn)#1ve(-pn) +
1 bulunur. Dolayisiyla {C_[, 2-q,,(p—1)- q} ve {ﬁ, 2:p,,(q—1)- p} kiimelerinden

bir iirete¢ ¢gikamaz. Tiim bu bilgiler dogrultusunda,
VO = {6}!
Vl = UZP'q = {i, qu U.3, 'ud)(p.q)}'

V,={g.2-q,... 0—1)-q},

ve
V(P(Zyq)) = Vo UVL UV, U Vs

alabiliriz. P(Zp.q) power grafinin genellestirilmis Randic indeksi,
R, =Rqy (P(Zp'q)) = Z(du ’ dv)a
u~v

a
= (dﬁ . d{)a + (dﬁ . duz)a + (dﬁ ' du3)a + -t (dﬁ ) duq,(p_q))

+(ds * dp) " +(d5 * dap) " + -+ (do~ dig=ry)” + (dodg)”
+(ds - dog)” + -+ (do - dg=yg) + (di-dy,)" + -+

a
+ (dT ' du¢(p-q)) +(dr - dp)” + (dr dop)” + -+ (dr dig=yp)”

+(dr-dg)” + (d7 - dag)” + -+ (dr - dg=y)" + (du, *du,)”

+---+(du2-d C 4 (dy, dy) "+ (dy, - dgp) ot

u¢(p-q))
a a a
+(duz 'd(q—l)-p) + (duz 'dﬁ) + (dU2 'dﬁ) + ot
a
+(duz'dﬁﬁiia)a'*‘“*'(dus'duwp@) +(dy, - dp)" +

+ (dus ' dﬁ)a +ot (dus ) dm)a + (du3 ) dq)a + (dug ) dﬁ)a
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ot (duy - dgiyg) + ot (d%(p-q) ' dﬁ)a + (d%(p-q) ' dﬁ)a
o (d%(p-q) ' dm)a + (ducp(p-q) ' dﬁ)a + (ducp(p-q) ' dﬁ)a
oot (duyyoy i) + (A dzp) ™+ oo+ (dp - dig=y)”
+ot (dy - dgzgyp) + o+ (dag - dgzpm) + -+
+(dg=zp  di=p) + (dg - dzg)” + -+ (dg " dgryq)"

++ (dzg  dgng) + -+ (dgmmrg  dpma)

olup buradan,

1 1
Ry=5-dg® ) d+5d ) 4"

1ev(P(2pq))—{0} 1ev(P(2y.q))-(D
1 1
R S G- PR SR
1€V (P(Zpq) ) {12} 1ev(P(2p.q))-us)
1 a 1 a a
o E duucb(p-q) Z "+ E dq 2 d
TGV(P(Zp-q))_{”uq)(p.q)} TEV(P(ZP"?))_V3
1£q
dz=% d;* 1 cde—= d.”
+2dzg 0o+t o e dgog :
1€V(P(Zpq))-Va 1€v(P(Zpq))-Va
T#2:q #=(p-1)q
1
+ = dﬁa Z dfa + E - dﬁa Z fa
lEV(P(Zp q))—Vz lEV(P(Zp q)) V2
1#£p T#£2'p
a a
oot 2 d(q—l) p z d;
1€V(P(2pq))-V2
=(q-1)p

elde edilir. Diger taraftan u, v,u’,v' € V (P (Zp.q)) olmak iizere u # v, u, v € {0} veya

u,v eV ise

ds ) dy=dyo ) dy

u'ev-{u} v'ev-{v}
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olur. Ayni sekilde u, v,u’,v' € V (P(Zp.q)) olmak iizere u # v, u, v € V, ise

dy - Z dy =dy- Z dyr

u’EV—V3 U,EV—V3
u'#u v/

veu,v,u,v' €V (P(Zp.q)) olmak tizere u # v, u, v € Vs ise

dy - Z dy =dy- Z dyr

u’EV—V2 U’EV—VZ
u'#u vy’

olacagindan yukarida ki son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

R _1((1)( -q)+1)-dg*- z da+l-d “ () -
«=75"(dp-q T w t5dg P

uev(P(zpq.))-(1}

1
F3 A @ ) S
UEV—V,
u+p

elde edilir. Diger taraftan,

> A= =D - (- D+

uEV(P(Zp-q))—{T}

B, =@M+ - n-D*+@-2)-(p q— "
uev-vs
uxq

d,* =@M+ -n-D*+(@-2)-(p-q-p)*
uev-r,
u*p

ve

di* = (p-q— 17

uev-vs

u*q

q—-p)*-(@—1)
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dg" =@ q -
dp* = (- q-p)*
ifadeleri son esitlikte yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1
Ry =5 (@ O+ -(n—D* bp-q)-(n-1*

1
+§-(<l>(p-q)+1)-(n—1)“-(p-q—q)“-(p—1)

2 @@ D (=D (g (g D)

2 (g ) 6() @9 + 1) (- 1)
+%-(p-q—q)“-<1>(p)-(p—2)-(p-q—q)“

2 g 0@ @) + 1) (- 1)
+%-(p-q—p)“-<1>(q)-(q—2)-(p-q—p)“

=2 @M+ (=D ) (n— 1)

b2 @) + 1) (1= D% g% R 4 2 (dm) + 1)+ (n— 1 p - ()
2 g B (B 1) (= 1) 47 G (p—2)

b2 T Q@ (B 1) (= D) 4 B (g~ 2)

= 2 @)+ D) (=D ) (= 1 + () + 1) (n— 1% g+ §(p)“H

1
+HPM) +1) - (n— D% p*- d()* + 7 ¥ d(P)*** - (p—2)

1
pFed(@)F M- (g - 2)

2

1
7 @M+ 1D (=D (@) (n =D +2-¢% ()™ +2-p (@)
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1
+ (@%% - d@*** - (p— 2) + p?* - d()**** - (¢ — 2))

bulunur ve ispat tamamlanir.
4.8.2. Teorem

p ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde, @ € R olmak {izere,

2 t, 2

J

(@0 a) dn ) o (00T a7 ) g )
R, < Z Z

=0 =0 i=1

dir.

fspat

p ve q farkl asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" késeli

bir power graf olmak {izere P(Zpk, qr) power grafinin genellestirilmis Randic indeksi;

Ra = Ra (P(Zyryr)) = Z(du rdy)®

u~v
oldugunu biliyoruz. « € R olmak {izere burada, Teorem 2.1.4’deki
AM = GM

esitsizligini kullanacak olursak yani @ € R olmak iizere,

d 2'a +d 2'a
duZ-a _du2'a’ S u 2 u

olacagindan burada diizenleme yapilirsa,

duZ'(Z + duZ'C(

d,” - d," < >
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bulunur. Buradan,

diyebiliriz. Diger taraftan en son buldugumuz esitsizlikte Tanim 2.4.9°daki M, *(G) tanimin

kullanacak olursak,

1 . . 1 .
R, = Z(du'dv)a SE'Z(du2a+du2a) =E'zdu2a+1

u~v u~v u~v

olup,

va—x

Z 4,20 = 2.y zen (P(Z )) (4.21)

elde edilir. Ayrica Teorem 4.5.2°de « yerine 2 - ¢ + 1 yazacak olursak,

k
M 2(Z+1 P(Z Z (1)(pk i q ) d_Z 0!+1)
i=0
k r
+Z (e(@* - q") - drgn ) (4.22)
j=0i=1

olacagindan, Es. 4.22’yi Es. 4.21°de yerine yazacak olursak,

2-a+1

+i r d)(pk_j . qr—i) . dmz-cﬁl)
2

. y
o q") dp

R, < Z ( > ?
i=0 j=0i=1

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ornek

P(Z,.3) power grafinin genellestirilmis Randic indeksini hesaplamak i¢in 6ncelikle P(Z)

power grafinda ki biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,



olup buradan,

bu bilgiler dogrultusunda,

BN
Il
w|
Il

185
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R =) (dy- )"

u~v

= D )"

uveE(P(Ze))
= (dg - d)* + (dg d2)* + (dg - d3)” + (dg - d2)” + (dg ~ ds)* + (d7 - dz)"
+(d1 - d3)* + (d1 - dz)® + (d1 - d5)® + (dz * dz)* + (dz * ds)* + (d3 - d5)*

+(dz - d3)”

= (5-5)%+ (G4 +(5-3)%+ (G- 4"+ (5-5%+ (54 + (5-3)% + (5- 4)°
+(5-5)% + (4-4)% + (4-5)% + (3-5) + (4-5)°

= 25% + 20% + 15% + 20% 4+ 25% 4+ 20% 4+ 15% + 20% + 25% + 16%* + 20% + 15¢
+20¢

=3-25+6-20%+16% + 3-15%
=3-5%0 4 6-4%-5% 4 42% 4 3.3%.5¢

bulunur. Diger taraftan P(Zgz) power grafinin genellestirilmis Randic indeksini Teorem

4.8.2’yi kullanarak hesaplayalim. Burada p = 2, q = 3, k = 1, r = 1 olmak iizere;

1 ((b(zk—i ) 31) . dz_lz.a+1 1 (c1>(21‘j) _ dmz-a+1)
R = Z 2 * Z 2

i=0 j=0
dir. Burada;

¢(6) d12 a+1
2
1 1-i, 21 2-a+1 1 1-j 2:a+1 +Cl)( ) d-2at

z(cb(z .31) - dg +Z (e(21)- d2]3 ) | v
i=0 : j=0 (b(zz) d32 a+1

+(l)( ) d= _2ra+1

—— " dg=0
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52-a+1
+42-a+1

2

1
. 52-a’+1
+ >

N

|
= I\_}_l . 32-a+1

15 3
- . 52-a 4 - 4_2-(1 . 32-(1
2 + + 2

oldugundan,

15 3
Ra=3-52'“+6-4“-5“+42'“+3-3“-5“37-52'“+4-42'“+§-32'“

elde edilir.
4.8.3. Teorem
n € Z* ve a € R olmak iizere P(Z,,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

(i) Eger a = 0 ise

n
R, < (2) - (n —1)%@ (4.23)
(ii) Eger a < 0 ise

Ry=>=n-6-(n—1)*¢ (4.24)

N =

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere

n = p* olmasidir.

fspat

n € Z* ve a € R olmak iizere P(Z,,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Burada,
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R, = Ra(P(Zn)) = Z(du ’ dv)a = EZP(Z ))(du ) dv)a
u~v Uve n

oldugunu biliyoruz. O halde esitsizligin bir tarafini ispatlamaya baslayalim.

(i) Kabiil edelim ki a = 0 olsun.

Ry ) (i-D* =m-(n-1>
uwveE(P(Zy))

bulunur. Burada Tanim 2.2.4’ten

1

€2,

oldugundan bu m degeri en son ki esitsizlikte yerine yazilacak olursa ve ayrica burada Vu €

V(P(Z,)) igin d,, < n — 1 dzelligini kullanirsak;

Ry, <m-(n—1)%*¢

< %_ZZ: d; |- (n—1)*«
< 1 2:a
< E-Z(n—l) (n—1)

€2,

=%-n-(n—1)-(n—1)2'“

- ()=

elde edilir.
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(1) Kabiil edelim ki a < 0 olsun. Burada Vu € V(P(Zn)) icin d,; <n — 1 ve dolayisiyla

d,” = (n — 1)* 6zelligini kullanirsak;

R, = Z (n—1)%¢
weE(P(Zy))

=m-(n—1)*¢

bulunur. Tanim 2.2.4’ten

oldugundan bu m degeri en son ki esitsizlikte yerine yazilacak olursa,

Ry,=>m-(n—1)*¢

= %.Zdz - (n— 1)@

€2y,

bulunur. Diger taraftan burada “§ (P (Zn))” 6zelligini kullanacak olursak;

1 1
Ry25 ) dis(n=1)*25n-8-(n- 1)

€2y,

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
(n)'(n— e =1'n'5'(n— 1)«
2 2

n-(n—1) -a_l_ e i\za
T-(n—l)2 =5n 5 -(n—1)>?

m—1 -(n-1D**=§-(n—1)**
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olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
d=n-1

bulunur. O halde

d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.9. Power Graflarin Randic indeksi

Bu boliimde, oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile  negatif olmayan tamsayilar olmak
iizeren = p*, n=p-qven=p*-q" icin P(Z,) power grafinin Randic indeksi iizerinde
teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* igin P(Z,) power grafinin Randic
indeksi tizerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin Randic indeksi ile gosterimi
literatiirde daha once yapilmig bir gésterim olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica

Onemlidir.

Boliim 2°de verildigi tizere P(Z,) power grafinin Randic indeksi,

1
R(P(Zy)) = ;—T =

seklinde tanimli olup burada d,,, u kosesinin derecesidir.
4.9.1. Teorem
P(Z,), n mertebeden bir power graf ve p ile q farkl asal sayilar k € Z* olsun. O halde

eger n = p* ise
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R=R(P(Zy) = g

egern = p.q ise

1 dn) - (n—1)71/2
R=2-(@Mm+1)- (=172 +2:¢7/2- §(p)"/?
+2-p V2. p(q)V/?

1
+5 @t e-20+p7 (g -2)
dir.
fspat

P(Z,), n mertebeden bir power graf ve p ile g farkli asal sayilar k € Z* olsun. Bu power

grafin sirasiyla Randic ve genellestirilmis Randic indeksi,

1

") =), =

u~v

ve

Ry = Ro(P(Zy)) = Z(du -d,)%

u~v

olmak tizere burada a = — % alinirsa,

R_1/2 = R(P(Zn))

elde edilir. O halde sirasiyla Teorem 4.8.1°deki Es. 4.19 ve Es. 4.20°de a = —; alinirsa;
n = p¥ icin,

R(P(Zy) = g
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ven =p-q igin,

1 () - (n— 172
R(P(Zw) =5 (@) + 1) (n =172 | +2-q7V/2- §(p)*/?
+2-p7H2 - p(@)V?

1
+5 @ @-20+p7 (g - 2)
elde edilir ve ispat tamamlanr.
4.9.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

r

)+§k: . <1>(P" g

]:0 i=1

P(z Zcb(p q

dir.
fspat

p ve q farkl asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun. Teorem 4.8.2’de a = — % alinirsa,

T

), $S 80

]:0 i=1

R (P(Zpk.qr)) =R_1/, p(z zfl)(l? -q

elde edilir ve ispat tamamlanr.
Ornek

P(Z,.3) power grafinin Randic indeksini hesaplamak i¢in dncelikle P(Zg) power grafinda ki

biitlin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,



olup buradan,

bu bilgiler dogrultusunda,
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R(P(Z25)) = ) (dy - dy)™V/2

u~v

= > @ d)

uveE(P(Z))

= (dg dp) Y2+ (dy - dg) V% + (dy - d5) V2 + (dg - dg)~Y/?
+(dg ds) Y% + (d7 - d3)™Y/2 + (d1 - d3) V% + (d1 - dg)~ /2
+(dg - d5) V% + (dz - dg) /% + (dz - d5) /% + (d3 - d5) /2

+(dg - dg)7V/?

=(5-5)"24+(5-49)V24+(5-3)" V24 (5-4)" Y24 (5-5)7Y/2
+(5:4)" Y24+ (5:3)"V2+(5:4)7Y2 4+ (5-5)"V2 4 (4-4)71/2
+(4-5)7Y2 +(3:5)7Y2 + (4-5)71/2

= 25712 420712 + 1571/2 4 2071/2 4 257%/2 4 2071/2 4 1571/2
+2071/2 4 2571/2 4 1671/2 4 209 + 15% + 20

=3-25"Y246-20"Y2 41672 +3-1571/2
=3:2512+6-207Y2 +1671/2 4 3.1571/2

3 3:-v5 1 415

st T3t

_12+12-V5+5+4-V15
B 20

_17+12:V5+ 415
N 20

17 +12-2,24 + 4- 3,87
- 20

59,36

20
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R(P(Z,3)) = 2,968

bulunur. Diger taraftan P(Zg) power grafinin Randic indeksini Teorem 4.9.2’yi kullanarak

hesaplayalim. Buradap = 2, q = 3, k = 1, r = 1 olmak iizere;

1 21—i,31 1 21—j
(pza) <323 30
i=0 j=0

dir. Gergekten,

1 . 1 .
$(21t-31) o(2'7)  d(6) dB3) () (1) 2 2 1 1
ZO 2 +;2_2+2+2+2_22+§2

olacagindan dolayisiyla,

1 . 1 :
(1)(21—1 . 31) (l)(zl—j)
R(P(Z,3)) = 2,968 < + =3

elde edilir.
4.9.3. Teorem

n € Z%olmak tizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarl bir power graf olsun. O
halde

%-n-&-(n—l)"lsRS(Z)-(S‘l

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere

n = p* olmasidir.
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fspat

P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. Bu power grafin sirasiyla

Randic ve genellestirilmis Randic indeksi,

1
R(P(Zy)) = ;ﬁ

Ve

R, = Ra’(P(Zn)) = Z(du ’ dv)a

u~v
olmak iizere burada a = — % alinirsa,
R_1/, =R(P(Z)) =R

elde edilir. Teorem 4.8.3’teki Es. 4.23’te « = —1/2 alinirsa;
1
R Zz-n-(s-(n—l)‘l

elde edilir ve esitsizligin bir tarafinin ispati tamamlanir. Diger taraftan esitsizligin diger
tarafinin ispatt igin, **Diaz-Metcalf ** esitsizligini kullanacak olursak; Vuv = e € E(P(Z,))

1¢in,
b, = (du ’ dv)_1/4
a, =1

r = min{(d, - d,)"*/*}

R = max{(d, - d,)"/*}
uv=e



197

D @y )7V + min{(dy - )74 max((dy - d) VY ) 1

u~v u~v

< (lrlr;izré{(du +dy)™/*} + max{(dy, - d,)7V “}) - Z(du “dy)TH4

u~v

bulunur. Buradan

R +m- min{(d, - d,)"**}- max{(d,, - d,) "/}
uv=e uv=e

< (min{(d, - )™/} + max{(dy - )7/4) m - max{(d - d,) ™)

elde edilir. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa;

R<m: (m;zi)e({(du . dv)_1/4})2 <m- (zrlr}’:i)e({(du . d,,)_l/“})z (4.25)

elde edilir. Burada Vu, v € V(P(Zn)) i¢in 62 < d,, - d,, < (n — 1)? olacagindan bu bilgiler

dogrultusunda,

672 2 (dy-dy) M = (n—1)7Y2

olup buradan,

max{(d,, - d,)"V/*} = §71/2 (4.26)
olacagindan Es.4.26’y1 Es. 4.25’te kullananacak olursak

R<m-671

bulunur. Diger taraftan,

Tanim 2.2.4°ten
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oldugundan bu m degeri en son ki esitsizlikte yerine yazilacak olursa,

1 n-(n—1) n
ST = Z. _1.5-1 - .51 .51
R<m-$§ 5 E di |-67 < > é (2) é

€2y

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin; p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

™ sl s(ne 1)
(2) o =5n 6-(n—1)
n-(n-1) __, 1 _d
T6 —En(?(n—l)

mn-1:-61=6-(n—11

52 = (n—1)>2

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
d=n-—-1

bulunur. O halde

d=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) igin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%igin
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
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4.10. Power Graflarin F-indeksi (Furtula indeksi)

Bu boliimde, dncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak

k

izere n=p*, n=p-q ve n=p*-q" icin P(Z,) power grafinin F-indeksi iizerinde

teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel birn € Z* i¢in P(Z,,) power grafinin F-indeksi
tizerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin F-indeksi ile gosterimi literatiirde daha

once yapilmis bir gosterim olmadigindan 6zgiin bir yontem olarak da ayrica 6nemlidir.

Boliim 2’de verildigi tizere P(Z,) power grafinin F-indeksi,

F(P(Zy)) = Z dy® = Z (dy® +dy?)
uev(P(zy)) uveE(P(Zy))

seklinde tanimli olup burada d,,, u késesinin derecesidir.
4.10.1. Teorem

p ve q farkli asal sayilar k € Z* olmak iizere P(Z,), n = p* veyan = p - g mertebeden bir
power graf olsun. O halde

F (P(zpk)) = pk - (pk — 1)3 (4.27)
ve

F(P(Zyq)) = (0@ ) +1)-(-q — 1 + d(@)*- ¢* + b(@)* - p° (4.28)
dir.

Ispat

k € Z*olmak iizere P(Z,), n = p* veyan = p - q (p ve q farkl asal sayilar) mertebeden

bir power graf olmak tizere P(Z,) power grafinin F-indeksi;
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FP@) = Y (dP+d?)
uveE(P(Zy))

= du3

uev(P(Zy))

= M,*(P(Z,))

oldugundan Teorem 4.5.1°deki Es. 4.13 ve Es. 4.14’te @ = 3 alinacak olursa,
F(P(Z,0)) = p*- (% = 1)
Ve

F(P(Zyq)) = (@) +1)- @ q — 1* + d@)*- ¢* + b(@)* - p°
elde edilir ve ispat biter.

4.10.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" késeli

bir power graf olsun. O halde,

r

F (P(Zpk_qr)) _ Z (q)(pk—i q)- dﬁ3) 4 z ((l)(pk—j g dWB)

i=0 j=0i=1
dir.

fSpat

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" késeli

bir power graf olmak {izere P(Zpk_qr) power grafinin F-indeksi;
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F(P(Zeg)) = ) (d2+d,?)
uveE(P(Zpk_qr))

= z d,’

uEV(P(Zpk.qT)>

= M13 (P(Zpk_qr))

oldugundan Teorem 4.5.2°de a = 3 alinacak olursa,

r

F (P(Zpk_qr)) = Z (q)(pk—i .q7)- dﬁ3) 4 Z ((I)(pk—j L) - dWB)

i=0 j=0 i=1
elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.10.1. Sonug

p ve q farkli asal sayilar P(Z,), n = p - q koseli bir power graf olsun. O halde,

F(P(Zyq)) = (0(m) + 1) - (n = 1)° + d(®)* - ¢* + d()* - p°
dir.
fspat

P(Z,),n = p - q mertebeli ve m kenarl1 bir power graf olmak iizere P(Zp.q ) power grafinin

F-indeksi:

F(P(Zpq)) = Z (¢, +d,")

uveE(P(Zpq))
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F(P(2yq)) = Z d,>

uev(P(Zpq))

= M,* (P(Zpq))

oldugundan Sonug 4.5.1°de @ = 3 alinacak olursa,

F(P(Zpg)) = @) + 1 (= 1* + 6@)* - ¢* + (g)*  p°
elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.10.1. Not

Sonug 4.10.1 daha 6nce buldugumuz Teorem 4.10.1°deki Es. 4.28 ile ¢akisti. Fakat bu sonug
farkli bir yolla elde edilmistir.

Ornek

P(Z;,) power grafinin F-indeksini hesaplamak i¢in oncelikle P(Z;,) power grafinda ki

biitlin noktalarin komsuluklarini bulalim. O halde,

ve



(6) = {0,6}

oldugununu biliyoruz. Buradan,
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olup buradan,

dg=di=ds=d; =d7=11,d53=dg=9,dz=dg=8,dz3=d5=7,dg =9

bu bilgiler dogrultusunda P(Z,,) power grafinin grafigi,

P(Z,,

Sekil 4.7. P(Z,,) power grafi

seklindedir. P(Z;,) power grafinin F-indeksi;

F(P(Z1z )) = Z (du2 + dUZ)
weE(P(Z13))
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F(P(Z12))=dg” +di° +d3’ +ds5’ +dg’ +d5° +dg° +d7”° +dg” +ds° +dr5°

+dH3

=113 +1134+93 +734+83+1134+93+113+83+73+93 +113
=5-1134+3-934+2-8%3+2-73

bulunur. Diger taraftan P(Z;,) power grafinin F-indeksini Teorem 4.10.2’yi kullanarak

hesaplayalim. Buradap = 2, q = 3, k = 2, r = 1 olmak iizere;

F(P(Zy23)) = z (o(227¢-31) - dz”) + Z (62)  d”)

j=0

= $(12) - di’ + d(6) - d5° + d(3) - dg° + b(4) - d3° + d(2) - dg”
+o(1) - dz°

=4-11342-93+2-83+2-73+93 + 113
=5-113+3-93+2-8%+2-73
elde edilir.
4.10.3. Teorem
n € Z* olmak iizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,
53 n<F(P(Z))<n-(n—1)°

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak lizere n =

p* olmasidir.
fSpat

n € Z* olmak iizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun.
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F(P(Zy)) = Z (d,* +d,?)
uwveE(P(Zy))

= du3

uev(P(Zy))
= M;”(P(Zn))
oldugundan Teorem 4.5.3’teki Es. 4.15’te @ = 3 alinirsa,
F(P(Zy))<n-(n—1)°

elde edilir ve esitsizligin bir tarafinin ispat1 tamamlanir. Diger taraftan,

F(P(Zy)) = z d,’

uev(P(zy))
olmak iizere ‘‘Polya-Szego’’ esitsizligini kullanacak olursak,
1<i<n 0<y=63<ag;=d’<A=Mn-13<w
ve
0<p=1<h;=1<B=1<

ise 0 halde

n n n 2
. (6% 1+ (n—1)%1)2 ;
Zdi 'Zlﬁ 4-631-(n—1)3-1 '<;dr '1>

n 2
G+ (- DI ;
- ()

i=1

bulunur ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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2
- 4-63-(n—1)3%n - 4-8%°(n—1)3-n?> 4-6°-6%-n?
Sur) - Sars >
L) T (3 (n—-1)3)?2 & - T3+ (=132 T (83 +63)2
i=

4-8612 .02

ey ek R

olur ve dolayisiyla,
n
F(P(Zp) = Z d>>68%n
i=1

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere
nn—-13=63n

olacagindan burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

53=mn-1)3

bulunur. Dolayisiyla,

§=A=n-1

olacagindan bu ancak “Vu € V(P(Zn)) icin d, =n —1” olmasiyla yani “k € Z%i¢in
P(Z,) power grafinin n = p* mertebeden” olmas1 ile miimkiindiir. Dolayisiyla, burada
P(Zpk) power grafi kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat

tamamlanir.
4.11. Power Graflarin Hiper-Zagreb Indeksi

Bu boliimde, oncelikle p ve q farkli asal sayilar ve k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak
lizere n =p*, n=p-q ve n=p*-q" i¢in P(Z,) power grafinin hiper-Zagreb indeksi
tizerinde teoremler elde edilmistir. Daha sonra genel bir n € Z* i¢in P(Z,) power grafinin

hiper-Zagreb indeksi tizerinde teoremler elde edilmistir. Power graflarin hiper-Zagreb
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indeksi ile gosterimi literatiirde daha dnce yapilmis bir gosterim olmadigindan 6zgiin bir

yontem olarak da ayrica dnemlidir.

Boliim 2°de verildigi tizere P(Z,,) power grafinin hiper-Zagreb indeksi,

HM(P(Z,)) = Z (dy +dy)?
weE(P(Zy))

seklinde taniml1 olup burada d,;, u kdsesinin derecesidir.

4,11.1. Teorem

k € Z*olmak iizere P(Z,), n = p* veyan = p - q (p ve q farkli asal sayilar) mertebeden

bir power graf olsun. O halde,
HM (P(Z)) = 2-p*- (% - 1)?
ve

HM (P(Zypq)) = @) + 1) - (n — 1% + d(@)* - ¢° + d(g)* - p°

tnp-(p?=5-p-1D)—-11'p-p* (p-9+3-q (@
2n*-(n*-8-n—p?*+10"p+5-q+4)—n-(14-q—19)

dir.
fspat

k € Z*olmak iizere P(Z,), n = p* veyan = p - q (p ve q farkl asal sayilar) mertebeden

bir power graf olsun.

Eger n = p* ise Teorem 4.10.1°deki Es. 4.27°den

F(P(z,0)) = p*- (0" - 1)?



oldugunu ve Teorem 4.4.5°ten

sk; (P(Z,1)) = w

oldugunu biliyoruz. Bu bilgiler dogrultusunda,

HM(P(Z)) = > (du+dy)?
uveE(P(Zpk))

- z (d? +dy,2) +2- Z d,-d,

quE(P(Zpk)) uveE(P(Zpk)>

=F(P(2,0)) +4- 5K (P(Z,))

k k 3
p-(@*—1)
=pk(pk—1)3+4—4

=2-p*- (p*-1)°
elde edilir. Diger taraftan eger n = p - q ise, Teorem 4.10.1°deki Es. 4.28’den
F(P(Zyq))= @@ -q)+1)-(-q —1° +®)* - ¢* + (@)* - p°
oldugunu ve Teorem 4.4.6’dan

1
SKl(P(Zp.q))=Z-n2-(n2—8-n—p2+10-p+5-q+4)

1 1
+—-n-p-(p2—5-p—11)—z-n-(14-q—19)

4
L e )43 g gy -ty L
2P @ 2 4 (q 7 Pt

oldugunu biliyoruz. Bu bilgi dogrultusunda,
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M(P(Zpq)) = F (P(Zpq)) +4- 5K (P(Zpq))
= (M) +1-(n —D°+o(@)* - ¢° + d(a)* - p?
+n-p-(P?*-5-p—11)—11-p+2

n*-m*-8-n—p*+10-p+5-q+4)—n-(14-q—-19) —
p* (p=9+3 9 d(a)

elde edilir ve ispatlar tamamlanir.

4.11.2. Teorem

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan iki tamsay1 ve P(Z,), n = p* - q" koseli

bir power graf olsun. O halde,

—i. ). g3 r i or—iy. g3
(g <5 5 PV S (90 )
=0 i=1

=0 j=0i=

ve
k 53
(Pl )2 Y (050 (445
i=0
k r 63
+Z <<1>(p"‘j-qr‘i)-< o + 4>>
j=0i=1
dir.
fspat

p Ve q farkli asal sayilar, k ile r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere P(Z,), n = p* - q"

mertebeli ve m kenarl bir power graf olsun. P(Z g ) power grafinin hiper-Zagreb indeksi;

M(P(Zygr)) = Z (dy +dy)?

uveE(z )
pk-q”
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M(P(Zyg))= ) ([@dP+dD)+2- ) dy-d,

quE(Zpk_qr) quE(Zpk_qr)
=F(Zykgr ) + 4 SKy(Z e qr )

oldugunu biliyoruz. Ayrica Teorem 4.10.2°den

F (P(Zpk_qr)) = Z ((l)(pk—i ) qr) ) dﬁ3) n z ((I)(pk—j . qr—i) ) dp].qls)

i=0 j=0i=1

ve Teorem 4.4.7°den

4

]

0i=1

5Ky (P(Zyq i (@ q) i )+ SAN (<l>(p"‘f-qr‘i)-dp,.ql3)’
0 =

l=

<z ¢ q") + Z <l>(pk—;. qTi)> < SK; (P(Zpk_qr ))

j=01i=
olmak tizere bu denklemler
M(P(Zpgr)) = F(Zppgr) + 4 SKy (Zpieqr)

denkleminde yerlerine yazilirsa,

k k r
P(Z Z S(p*i - q") - dyz )+Z (¢(pk—j.qr—i)_dw3)
i=0 j=0i=1
d)(pk i .q ) d ) k r ((b(pk_j . qr—i) . dﬁ3)
+; + ; 2, 7 P

olup bu esitsizlik diizenlenecek olursa,
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M(P(Zyeqr)) <5 zk: 6 ) <) +5-

i=0 j

4

k
=0 i=

r ((b(pk—j ) qr—i) . dp]-qLS)
1

bulunur. Simdi de diger esitsizligi ispatlayalim. Yani,

() 2 Y 00 ) 057+ D (40 )
o (F) S ()

1l
o

i Jj=01i=1

olup bu esitsizlik diizenlenecek olursa,

u (P2, Z(cb(pkl - (s +%))
<d>(p"‘f ) (dw3 + %3>>

K
*),
elde edilir ve ispat tamamlanir.

r

]:O i=1

Ornek

P(Z,.52 ) power grafinin hiper-Zagreb indeksi;

HM(P(Z,52)) = Z (dy + dy)?

uveE(Z, 52 )

oldugundan Oncelikle P(Z,g) power grafinda ki biitiin noktalarin komsuluklarini bulalim.
O halde,

V(P(Zg)) = Z14 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17},

(0) = {03,
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ve

(9)=1{0,9}

oldugununu biliyoruz. Buradan,
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bulunur. Bu bilgiler dogrultusunda P(Z;g) power grafinin hiper-Zagreb indeksi;

HM(P(Zy52)) = Z (dy + dy)?

uveE(Z, 52 )

1
=5 ((do +dy)? + (do + d2)?* + (do + d3)* + (do + dy)?)

1
+ ((do + ds)? + (do + dg)? + (dy + d;)* + (dy + dg)?)

1
+§ “((do +do)? + (do + dy0)?* + (do + d11)* + (dg + d12)?)

1
+§' ((do + dq3)* + (do + d1g)* + (do + dy5)* + (do + d16)?)

1
+ ((do +dy7)? + (dy +dp)? + (dy + d3)? + (dy +dy)?)

1
+5 ((dy +ds)* + (dy +dg)* + (dy + d7)* + (dy + dg)?)

1
+E ~((dy +dg)* + (dy + dyo)* + (dy + di1)* + (dy + di3)?)

1
+§ c((dy + dy3)* + (dy + dyg)? + (dy + dys)? + (dy + dis)?)

1
+5 ((dy+dy7)? + (dy +dy)* + (dy + ds)* + (dy + de)?)

1
+§ “((dy +d7)? + (dy + dg)* + (dy + dy0)? + (dy + dq1)?)

1
+§ c((dy + di2)?* + (dy +dy3)? + (dy + dig)* + (dy + dy6)?)



216

+ + + 4+ 4+ 4+ +  + 4+ + + + +  + +  +
NIk N R N~ NR NP DN -

Y= YN N = N R N2 NR NRNRERN=N

—+

+

+

+

= NP NP NP N -

*(+(dy + d17)* + (d3 + ds)* + (d3 + dg)? + (d3 + d7)?)
+((d3 +do)* + (ds + dy1)* + (d3 + dy2)* + (d3 + di3)?)
((d3 +dy5)* + (d3 + dy7)? 4 (dy + ds)? + (dy + dg)?)
c(+(dy +d7)? + (dy +dg)* + (dy + di)? + (dy + d11)?)
“((dy +dip)* + (dy + di3)* + (dy + d1g)? + (dy + di)?)

~((dy 4+ dy7)? + (ds + dg)* + (ds + d7)? + (ds + dg)?)

- ((ds + dg)? + (ds + dy19)? + (ds + dy1)? + (ds + dy2)?)

- ((ds + d13)* + (ds + d14)? + (ds + dy5)* + (ds + d16)?)
*((ds + dq17)* + (dg + d7)? + (dg + dg)? + (dg + d10)?)
“((dg +dy1)? + (dg + dy2)* + (dg + dy3)* + (dg + d14)?)
((dg + di5)? + (dg + dy6)? + (dg + dy7)* + (d; + dg)?)
-((dy +do)? + (dy + d1g)*(d7 + dq1)? + (dy + d12)?)

((d7 +dqi3)? + (d; + dya)? + (d7 + di5)* + (dy + dig)?)

- ((dy + d17)? + (dg + d1g)? + (dg + d11)* + (dg + dy2)?)
((dg + dy3)? + (dg + d14)? + (dg + d1)* + (dg + dy17)?)
((dg + dqi3)? + (dg + dy5)? + (dg + d17)? + (dyp + d11)?)
((d1o + d12)? + (dig + di3)? + (dig + d14)? + (d1g + d16)?)
((dyo + d17)? + (dyg + di2)? + (dyg + di3)? + (dy1 + d1s)?)
((dyg + dis)? + (dy1 + dig)? + (dy1 - di7)? + (dyi3 - di3)?)

' ((d12 ' d14)2 + (d12 ' d15)2 + (d12 ' d16)2 + (d12 ' d17)2)



2

2

1
+=- ((d13 ’ d14)2 + (d13 ’ d15)2 + (d13 ’ d16)2 + (d13 ’ d17)2)

1
4= ((d1g " dig)* + (d1g - di7)*+(dys - di7)* + (dyg * di7)?)

burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1
HM(P(Z,52)) = oh

1
+

+
N =

+ + o+ o+ o+ o+ 4 4
[\)|p—x N|P—‘ N'p—x N'p—x Nl NP NR NP N NR R N - N, N -

+

+

2

(17+17)?+(17+14)*+ (17 +11D)? + (17 + 14)?)

((17+17)2+ (17 +16)2+ (17 +17)? + (17 + 14)?)

(17492 + (17+14)2 + (17 4+ 17)? + (17 + 16)?)

(17 +17)%2+ (17 +14)%+ (17 +11D)? + (17 + 14)?)
((17+17)2+ (17 +14)2 + (17 + 11)? + (17 + 14)?)
(174172 + (17 +16)?> + (17 + 17)? + (17 + 14)?)
(17492 + (17 +14)2+ (17 +17)? + (17 + 16)?)

(17 +17)2+ (17 +14)?+ (17 +11D? + (17 + 14)?)
(17 +17)?2+ (14 +14)? + (14 + 17)? + (14 + 16)?)
((14+17)2+ (14 +14)? + (14 + 14)? + (14 + 17)?)
(14 +16)2+ (14 +17)? + (14 + 14)? + (14 + 14)?)
(144172 + (11 + 172+ (11 + 142 + (11 + 17)?)

(11492 +(11+17)? + (11 4+ 16)%2 + (11 + 17)?)

(11 + 1124+ (11 +17)%2 4+ (14 + 17)? + (14 + 16)?)
(14+17)%2+ (14 +14)% + (14 + 149)? + (14 + 17)?)
(14 +16)2+ (14 +17)% + (14 + 14)? + (14 + 14)?)

((14+17)2+ (17 +16)*+ (17 +17)? + (17 + 14)?)
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1
+§ (17492 + (17 + 142+ (17 +17)? + (17 + 16)?)

1
+§- (17 +17)?2 + (17 +14)?> + (17 + 11)? + (17 + 14)?)

+%- (17 +17)2+ (16 +17)2 + (16 + 14)? + (16 + 14)?)

+%- (16 +17)?2 + (16 + 16)% + (16 + 17)% + (16 + 14)?)

+%- (16 +11)2+ (16 +14)?> + (16 + 17)? + (17 + 14)?)
1

+§- ((17+9)2+ 17+ 1492+ (17 +17)? + (17 + 16)?)

1
+§- (174172 + (17 +14)? + (17 + 11)? + (17 + 14)?)

+%- (17 +17)?2+ (14 +14)? + (14 + 17)? + (14 + 16)?)

+%- (14+17)2+ (14 + 142 + (14 + 14)2 + (14 + 17)?)
1

+5 (9 + 172+ (9 +11)* 4+ (94 17)* + (14 + 17)?)

+%- (14 +16)*> + (14 +17)% + (14 + 14)* + (14 + 14)?)

+%- (14+ 142+ (14 + 17)2 + (17 + 16)2 + (17 + 17)?)
1

+5 (17+14)?2+ (17 +11)2 + (17 + 14)?> + (17 + 17)?)

+%- (16 +17)2 + (16 + 14)? + (16 + 11)? + (16 + 14)?)

+%- (16 +17)2+ (17 +14)2 + (17 + 11)? + (17 + 14)?)

1
+5 (+A7 +17)*+(14 + 14)* + (14 + 17)* + (11 + 17)?)

1
+§- (14 + 17)?

1 2 2 2 2 2 2
HM(P(Z2.32))=E-(21-34 +42-31% +14-28% +14-33%2 + 6+ 26 + 15 - 28%)

1
+§-(12-302+252+2-202+3-272+222+322)
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1
HM(P(Z,52)) = 5 (24276 + 40362 + 10976 + 15246 + 4056 + 11760 + 10800)

1
+§ - (625 + 800 + 2187 + 484 + 1024)

122596
= = 61298

bulunur. Diger taraftan Teorem 4.11.2°dep = 2,q = 3, k = 1, r = 2 alinirsa;

1 1=i . or). 4.3 12 1- 2—i
HM(P(Z2.32 )) <5 Z(Cb(z : ) dzl )+ c 22 Cl)(Z -j.3 ) dz] 3t )
i=0

j=0i=1

ve

HM(P(Zzgz))ZZII< 227 ( 7 +T>)

i=0

+ 21:22: (cp(zl‘f -3270). <d21—,3l3 + %3>>

j=0i=1

bulunur. Gergekten,

. —3 . —3
( 52 (2 32) =) ) 5_(c1><183L d1)+5_(¢(9>4d2) \
: (_) . (0®-d) (0@ d5) |
- +5- +5-
(¢(217 32 l) dyrz ) 4 4
+s- > (03 d5) (0 disr’)
j=0i=1 / \ . 4 +5- 4 J

(6-17%) (6-143%)
z T > 4
(2-113) (1-9%)
=< . .
+5 2 +5 2
(2-16%) (1-173)
(+5- T 5- )

5-

v~
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olup burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

29478 16464 2662

( n 21: b2 32) dzl) )
< i=0 }: . 4‘ +5. 4‘ +5 4‘
12 1-j . g2-i 729 8192 4913
(1)(2 -3 ) darst . . A

45, ZZ ) +5 1 +5 1 +5 7

\ ]:0 i=1 Y,

29478 16464 2662
5- 5 5

4 + . 4 + .T
45 729 +g 8192 +s 4913
4 4 4

= 78047,5

bulunur. Diger taraftan,

§(P(Z15)) = min{dy, dy, d3, d3, dg, ds, dg, d7, dg, ds, d1g, dt1, d13, di3, d1z, dis, die, di7}
=min{17,17,14,11,14,17,16,17,14,9,14,17,16,17,14,11,14,17} = 9

olmak tzere

i <<l>(21—i .22) - (dz—ﬂ + ‘%) + ii (cb(zl_j 3. <dm3 . %3>>

i=0 j=0i=1

3 3
=<1>(8)'<d %)+c1>(4) (d 5 42 )+¢(6)-<d§3+%>

3 53 3 3 63
+&(2) - (dg + T) + $(3) - (dg + T) + ¢(1) - (dl— + T)
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93 93 93 93
—4.(173 (143 1134+ 34
=4 (17 +4>+2 <14 +4)+2 <11 +4>+<9 +4>

93 93

2-(163 +— )+ (173 +—

(9 5)+ (7 +3)
729

729 1458
= 19652 + 729 + 5488 + 729 + 2662 + 729 + T + 8192 + 3 + 4913 + X

= 43852

bulunur. O halde,

43852 < HM(P(Z,52)) = 61298 < 78047,5
dir.

4.11.3. Teorem

n € Z* olmak tizere P(Z,), n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun. O halde,

m-(6+m—-1)" (-1
25

53 n+2-m-82<HM(P(Z,))<n-(n—1)%+

dir. Burada esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p asal say1 ve k € Z* olmak iizere

n = p* olmasidir.
fspat

n € Z* olmak tizere P(Z,) power grafi n mertebeli ve m kenarli bir power graf olsun.

Teorem 4.10.3’ten
§3 n<F(P(Z))<n-(n—1)°

ve Teorem 4.4.8’den
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2 . _ 2
m-9 SSKl(P(Zn))Sm (8+(n8_18)) -1

olduklarini biliyoruz. Bu bilgiler dogrultusunda,

8% n+2-m-8*<HM(P(Z,)) = F(Z,) + 4 SK\(Z,)

3+m-(8+(n—1))2-(n—1)

<n-(n—-1) 75

elde edilir. Burada esitligin olmasi igin p asal say1 ve k € Z* olmak lizere

Tl'53+m-2-52=n.(n_1)3+m_(8+(n—1)) ‘(n—1)

268
olacagindan burada esitligin saglanmasi igin,
53=m-1)3
ve
5. 52 _(8+(n—1))2-(n—1)
Bl 2-8
olmalidir. Burada diizenlemeler yapilirsa,
482
4:83-(n—-1)-62-2-n—-1*-6-(n—1)>3= (8—(71—1))- +3:86-(n—1)
+(n—1)2
=0

oldugundan bu denklemin tek bir reel kokii vardir ve bu reel kok,

6=n—1
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dir. Dolayisiyla
§=A=n-1

oldugunda yukarida ki denklemde esitlik durumu s6z konusu olur. O halde bu ancak “V u €
V(P(Zn)) icin d, = n —1” olmasiyla yani “k € Z%i¢in P(Z,) power grafinin n = p*
mertebeden” olmast ile mimkiindiir. Sonu¢ olarak burada P(Zpk ) power grafi

kullanildiginda esitlik durumu s6z konusu olur ve bdylece ispat tamamlanir.
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5. SONUC

Bu ¢alismamizda P(Z,, ) power graflarinin, p ile g farkli asallar k ile r negatif olmayan
tamsay1lar ve n power grafin kose (nokta) sayisi olmak iizere n = p¥, n = p-qven = p*-
q" i¢cin Wiener, kenar-Wiener, hiper-Wiener, Harary, SK, SK;, SK,, birinci Zagreb, ikinci
Zagreb, genellestirilmis birinci Zagreb, Randic, genellestirilmis Randic, Furtula ve hiper-
Zagreb indeksleri ile ilgili 6zgiin teoremler ve sonuglar elde edilmistir. Genel bir n pozitif
tamsayisi i¢in daha 6nceden bahsedilen power graflarin bazi indeksleri ile ilgili buldugumuz
esitsizliklerin esit olabilmesi icin P(Z, ) power graflariin tam graf olmas ile yani n = p*

ile miimkiin olacagini gosteren teoremler elde edilmistir.
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