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OZET
R”DA MUTLAK CESARO VE RIiESZ TOPLANABILIiR INTEGRALLER

Bu tez kapsaminda diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz toplanabilirligi i¢in yeterli sartlari
iceren bazi teoremlerin verilmesi amaclanmistir. Ayrica iki toplanabilme metodunun denkligi icin
gerek ve yeter sartlarin bulunmasi amaglanmistir. Tez bes boliimden olugmaktadir.

[k boliimde Toplanabilme teorisi hakkinda bilgi verilip diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz
toplanabilirligi i¢in yapilan calismalardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde bu tez konusuyla ilgili
gecmisten giiniimiize kadar yapilan arastirmalara veya caligmalara yer verilmistir. Uglincii béliimde
gerekli tanim, gosterimler ve sonraki boliimlerde kullanilacak bazi teoremlere ve notlara yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde toplanabilme carpanli diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz toplanabilir
olmasi icin yeterli sartlar1 igeren teoremler verilmistir. Son boliimde ise Onceki boliimde verilen
teoremlerden faydalanarak diizensiz integrallerin farkli ©6zel metotlarla toplanabilirliginin
incelenebilecegi ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diizensiz integraller, Cesaro ortalamasi, Riesz ortalamasi.

Damsman: Prof. Dr. Hatice Nedret OZGEN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.
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ABSTRACT

ABSOLUTE CESARO AND RIESZ SUMMABLE INTEGRALS IN R*

Within the scope of this thesis, it is aimed to give some theorems containing sufficient
conditions for the Cesaro and Riesz summability of improper integrals. In addition, it is aimed to find
necessary and sufficient conditions for the equivalence of two summability methods. The thesis
consists of five chapters.

In the first chapter, information about the theory of summability is given and studies on
Cesaro and Riesz summability of improper integrals are mentioned.In the second chapter, research on
this thesis topic from past to present is included. In the third chapter, the necessary definitions,
notations and some theorems and notes that will be used in the following chapters are included.

In the fourth chapter, theorems containing sufficient conditions for improper integrals with
summability factors to be Cesaro and Riesz summable are given. In the last section, it is stated that the
summability of improper integrals can be examined with different special methods by using the
theorems given in the previous section.

Keywords: Improper integrals, Cesaro mean, Riesz mean.

Advisor: Prof. Dr. Hatice Nedret OZGEN, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Matematikte ve 6zellikle uygulamali matematikte 6nemli bir yere sahip olan Toplanabilme
teorisinin tarihi oldukca eskiye dayanir. 17. Yiizyilda iraksak serileri sistematik olarak kullanan ilk
matematik¢iler Newton ve Leibniz olmustur. Daha sonra Bernoulli ve Euler de bu konuda ¢alismalar
yapmistir. Ancak, modern toplanabilme teoremleri ve kavramlar genellikle 19. yiizyilda, reel analizin

gelisimiyle daha belirgin hale gelmistir.

Iraksak seriler belirli iraksak seri ve belirsiz iraksak seri olmak iizere iki sinifa ayrilir. Verilen
bir ), a, serisi i¢in, ), a, = o veya ), a, = —o seklinde ifade edilen seriler belirli raksak seriler,
ifade edilemeyen seriler ise belirsiz iraksak seriler olarak adlandirilir. Belirsiz iraksak serilerde, serinin
kismi toplamlar dizisinin birden fazla yigilma noktas: olur. Bu noktada, Toplanabilme teorisinin

amact, belirsiz 1raksak serilere en iyi degeri karsilik getirmektir. Simdi

>
n=0

seklindeki Grandi serisini gdz Oniine alalim. Bu serinin kismi toplamlar dizisini iki farkli durumda
inceledigimizde 1 ve 0 buluruz. Bu durumda, kismi toplamlar dizisinin iki farkli yigilma noktasi
oldugundan Grandi serisi, belirsiz raksak bir seridir. Fakat serinin kismi toplamlar dizisinin aritmetik
ortalamasini alarak olusturulan Cesaro ortalamasi 1/2 degerine yakinsaktir. Yani Cesaro toplanabilme

metodu 1raksak bir diziyi yakimsak bir diziye doniistiirmiistiir.

Toplanabilme teorisinin temelleri esasinda iraksak seriler kullanilarak atilmis olsa da benzer
metodlar raksak integraller ile de tanimlanabilir. Ornek olarak L sonlu bir say1 olmak iizere, herhangi

bir Y5, @, serisi i¢in Cesaro toplanabilme metodu,

n

1
o, (s) = 52 si = L

i=1
kosulu ile taniml1 iken, s(x) = | Ox f(t)dt integrali igin Cesaro toplanabilme metodu,

X

o(x) = %f s(E)dt > L
0

kosulu ile tanimlidir. Buradan seriler ile integraller birbirine paralellik gosterir.
Genel olarak bu tezde diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz toplanabilirligi i¢in yeterli

sartlar altinda bazi teoremlerin verilmesi amaglanmistir. Ayrica iki toplanabilme metodunun denkligi

icin gerek ve yeter sartlart bulmak amaglanmustir.
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Tezde ele alinan diizensiz integrallerin bir toplanabilme metodu ile toplanabilirligi, klasik
toplanabilirlikten farklidir. Fonksiyonlar {izerine ek kosullar konulmustur. Literatiirde bu tarz
problemlerin farkli toplanabilirligi i¢in yeter kosullar igeren durumlarinin incelenmesi hala devam

etmektedir. Bundan dolayi ele alinan problem giincelligini siirdiirmektedir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Toplanabilme teorisi alanindaki ilk ¢alisma Avusturyali matematik¢i Alfred Tauber (1897)
tarafindan Abel metodu icin yapilmistir ve sonraki ¢alismalarda (Hardy, 1910; Littlewood, 1911)
yakinsakligin elde edilmesini saglayacak daha zayif kosullar bulmak amaclanmistir. Karamata (1930)
da bir serideki terimleri polinom yaklasimlari yardimiyla inceleyerek Littlewood un ortaya koydugu

Tauber tipi teoremler i¢in daha kolay bir ¢6ziim yolu elde etmistir.

Serilerdeki yakinsaklik teorisi ise, ilk defa 1821 yilinda Cauchy tarafindan yazilan “Algebra
Analysis” isimli kitapta ortaya ¢cikmistir. Toplanabilme teorisi 6zellikle iraksak serilere uygulanmaistir.
Bu serilere karsilik gelen en yakin degeri bulmak i¢in toplanabilme metotlarina ihtiya¢ duyulmus ve
cesitli toplanabilme metotlar1 gelistirilmistir. Yiizyili agkin bir siiredir ¢alisma yapilan Toplanabilme
teorisi; Bor (1985; 2020; 2021; 2023), Bor ve Thorpe (1987; 1992) ve Ozgen (2023a; 2023b) gibi

birgok arastirmaci ile ilerlemistir.

Integraller ile ilgili olarak, Schmidt (1924), Hardy (1949) tarafindan reel say1 dizileri igin
verilen yavag azalanlik kavramimin Cesaro toplanabilir integraller i¢in Tauber kosulu oldugunu
gostermistir. Ayrica reel say1 dizileri igin benzer kosullar Landau (1910) tarafindan verilmistir. Sonra
Boicun (1967), Lal (1974), Lal ve Ram (1974; 1975), Lal ve Singh (1979; 1980), gibi bir¢ok bilim
insani ¢aligmalar yapmistir. Moricz (1994) tarafindan reel say1 dizilerinin (C,/) toplanabilir olmasi
durumunda belli Tauber tipi kosullar verilmis, daha sonra Moricz ve Stadtmiiller (2001) tarafindan
agirlikli ortalamalar metoduyla toplanabilir diziler i¢in Tauber tipi kosullar verilmistir. Méricz (2004)
tarafindan R+ da agirlikli ortalamalar metoduyla toplanabilir integraller icin gerek ve yeter Tauber tipi
kosullar verilmistir. Son zamanlarda Canak ve Totur (201; 2012) integrallerin Cesaro toplanabilirligi
icin klasik Tauber sartlarini igeren bir¢ok ¢alisma yapmustir. Daha sonra, Totur ve Okur (2015)
agirlikli diziye uygulanan belirli kosullar altinda integrallerin Riesz toplanabilmesi i¢in Landau-tarzi

ve Schmidt-tarz1 Tauber tipi teoremlerin alternatif ispatlarini vermislerdir.

Son yillarda, integrallerin toplanabilme metodlar iizerine bir ilgi vardir. Ozgen (2016; 2017;
2018a; 2018b) calismasinda diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz toplanabilirligini tanimlamistir. Bu
tanimlar 1518inda Sonker ve Munjal (2019) ve Mishra vd. (2020) Cesaro toplanabilirlik, Padhy vd.
(2019) ve Parto vd. (2020) Riesz toplanabilirlik ile ilgili bilinen bazi teoremleri genellestirmislerdir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tanim ve Gosterimler

Tamm 3.1.1. f, R7da siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak {iizere,

s(x) = | f(t)dt
/

seklinde tanimli olsun. s(x) fonksiyonunun Cesaro ortalamasi,

X
1
o(x) = —f s(t)dt
x
0
seklinde tanimlanir.
Eger sonlu bir L sayis1 i¢in,
lim o(x) =L
X—00
ise,
f f(®dt
0

(3.1)

integrali L degerine Cesaro toplanabilirdir veya (C, /) yakinsaktir denir (Flett, 1957).

Not 3.1.1. Eger

X
lim | f()dt =L
xX—00

0

(3.2)

limiti saglaniyorsa, lim o(x) = L limiti de saglanir. Fakat tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani
X—00

Cesaro toplanabilir olup, yakinsak olmayan integraller de wvardir.

aciklayabiliriz.

Ornek 3.1.1. lim fox sinatdt,a >0

X—00

limiti mevcut degildir. Fakat% degerine Cesaro toplanabilirdir. Ger¢ekten,

X t

o(x) = %fs(t)dt = %f fsin asds |dt

0 0 0

Bunu asagidaki oOrnekle
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X
111
:—j—(l—cosat) dt
x) a
0

_ i (x B sin (ax))

ax a

1 sin(ax)
Ta ( a’x )

bulunur. Buradan da,

lim o(x) = lim (1 - Sin(ax)) -1

olur. Yani;
(o0
J sinat dt
0

integralinin% ‘ya Cesaro toplanabilir oldugu elde edilir.

Ayrica, [ Ooo f(x)dx integralinin Cesaro toplanabilirligi, b sabit olmak iizere, herhangi bir (0,5) sonlu

araliginda f* fonksiyonunun aldig1 degere bagh degildir.

Ornek 3.1.2. | 1°°((cos(s — 1) + ssin(s — 1))ds integrali Cesaro toplanabilir degildir. Gergekten,

X X t
o(x) = if s(t)dt = x—ilf f (cos(s —1) —ssin(s — 1))ds |dt
1 1 \1

X

= x—ilf(cos(s —1) —ssin(s —1))ds f dt
1

= ﬁf(x —s)(cos(s — 1) — s sin(s — 1))ds
1

1
x—1

(1—cos(x—1))+ %(—(x — 1) cos0)

X
1
— mf(x — 2s)cos(s — 1)ds
1

— 1 1 . ¢ .
= x_l(l—cos(x—l))—l— m[—xsm(x—l)+2jsm(s—l)ds]

1
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1 (1 ( 1)) 1+ x in( 1)_I_Zcos(x—l) 2
=71 cos(x x_lslnx — ]
_cos(x—1) xsin(x—1) X
Tox—1 x—1 x—1

limiti var olmadig1 i¢in bu integralin Cesaro toplanabilir olmadig1 elde edilir (Okur ve Totur, 2019).

Tamm 3.1.2 Eger

J lo’(x)|dx (3.3)
0
integrali yakinsak ise,
j f(®dt
0
integrali |C, 1| toplanabilirdir denir.
Tamim 3.1.3. k > 1 olmak iizere, eger
] x*t o' (x)|* dx (3.4)
0
integrali yakinsak ise,
f f(®)dt
0

integrali |C, 1|, toplanabilirdir denir (Ozgen, 2016).
Ozel olarak, (3.4)’de k = 1 alirsak, |C, 1] toplanabilmeyi elde ederiz.
Teorem 3.1.1. s(x) = fgcf(t)dt ve v(x) = %fox t f(t)dt olmak iizere
s(x) —o(x) = v(x)
esitligine s(x) fonksiyonu i¢in Kronocker esitligi denir (Canak ve Totur. 2011).
Burada, v, s fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.
. . . 1, 0x ;o ,
Ispat: s(x) yerine esiti olan p ( ) ot S(t)dt) ifadesi yazilirsa

X

17 L1
s(x)—olx) = ;f(t s(t)) dt —;f s(t)dt
0

0
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X X

=% fs(t)+ts'(t) dt—%fS(t)dt

0 0

- %J ts'(t)dt = %j t f(D)dt = v(x)
0 0

elde edilir.

Teorem 3.1.2. s(x) = f(jcf(t)dt olmak iizere

xa'(x) =v(x)

dir.

ispat: o(x) = % fox s(t)dt oldugundan,
X
, 1 1
o'(x) = —x—zf s(t)dt +;s(x)
0

=% —%f s(t)dt + s(x)

0

1 1
=~ () —0(x) = = v(x)

Yani

xo'(x) =v(x)
dir.
Not 3.1.2. Teorem 3.1.2 kullanilarak, (3.4) sartt

[oe]

1
f;lv(x)l"dx

0

seklinde yazilabilir.

Tamm 3.1.4. p,

X

mm=fmmm p(x) # 0,p(0) = 0
0

(3.5)

olacak gekilde R"’da azalmayan, reel degerli bir fonksiyon olsun. s fonksiyonunun Riesz ortalamasi
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000 = 55 Of p(©)s(D)dt

seklinde tanimlanir. Eger

lim o,(x) = s

X—00

ise,
f f(t)dt
0

integrali s degerine (N,p) toplanabilirdir denir.

Tanim 3.1.5. Eger

f|ap'(x)| dx
0

integrali yakinsak ise,

J F(Odt

integrali s degerine |N, p| toplanabilirdir denir.

Tanim 3.1.6. k > 1 olmak iizere, eger

k

°° P k-1
[C) lavel ax
0

(x)

integrali yakinsak ise,

J F(Odt

integrali s degerine |N, p|j toplanabilirdir denir (Ozgen, 2017).

Ozel olarak, (3.7)’de k = 1 alirsak, |N, p| toplanabilmeyi elde ederiz.

(3.6)

(3.7)

Not 3.1.3. Ozel olarak, her x degeri igin p(x) = 1 alinirsa, diizensiz integrallerin Riesz toplanabilirligi,

Cesaro toplanabilmeye indirgenir.

Simdi, tez boyunca sik kullanilan bir sembolden bahsedelim.
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Tanim 3.1.7.

fx) =0(g()

f®

gosterimi ——= 0 fonk51yonunun R*’da smirl olmasi anlamina gelir.

Tanim 3.1.8.

1 X
vp(x) = %bf P(w)f(w)du

olmak iizere
s(x) = 0p(x) = vp(x)
ifadesine agirhikli Kronecker esitligi denir (Ozgen, 2017).

Burada, vy, s fonksiyonunun agirlikli tirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.3.

p(x)

= b

C vy ()

ispat: o,(x) = f p(t)s(t)dt oldugundan,

P(x) -0
s p(x)
% 09 =~ paggy | POSOU+ s 5 POOSCO)
1 X
:% —mo p(t)s(t)dt + s(x)
_r® p(x)
= b (500~ 3 () = 55 B
Yani
) (x)
0'() = 5 W)
dir.
Not 3.1.4. (3.10) sartindan, (3.9) sart1
(u)
s(x) =vp(x)+flzj( )vp( w)du

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

10
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seklinde yazilabilir.
Not 3.1.5. (3.10) sartin1 kullanarak, Tanim 3.1.6 asagidaki sekilde de ifade edilebilir.

k = 1 olmak lizere, eger

j”P(x)“p()
0

(x) P( )) v, ()" dx (3.12)

integrali yakinsak ise,

Of f(t)dt

integrali s degerine |N, p|; toplanabilirdir denir (Ozgen, 2017).

Tamm 3.1.9. 4 ve B iki toplanabilme metodu olsun. 4 integrallenebilen her fonksiyona ayni degere B

integrallenebiliyorsa, 4 'ya B’yi gerektiriyor denir ve A € B ile gosterilir.
Eger A € B ve B € A ise, A metodu B metoduna denktir denir (Petersen, 1966).

Tamm 3.1.10. fomf(t)dt integrali verilmis olsun. Eger

[ roawa
0
integrali bir B toplanabilme metodu yardimiyla toplanabiliyorsa, A fonksiyonuna
f f(t)dt
0

integralinin B metodu igin bir toplanabilme ¢arpani denir (Kishore, 1970).

Tamm 3.1.11. (Hoélder Esitsizligi)

p > 1,% + % =1, f ve g, R"da siirekli ve pozitif reel degerli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

1 1
X /P x /q

[roswac<([rroa) | [g@a
0 0

0

dur (Maddox,1970).

11
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Tamm 3.1.12. (Minkowski Esitsizligi)

p = 1, f ve g, R"da siirekli ve pozitif reel degerli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

1/p x 1/p x 1/p

f(f+g)p(t)dt < ffp(t)dt + fgp(t)dt
0

0 0

dir (Maddox, 1970).

12
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 integrallerin Mutlak Cesaro ve Riesz Integrallenebilirligi icin Teoremler
Bu boéliimde toplanabilme ¢arpanli diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz toplanabilir olmasi i¢in

yeterli sartlar1 iceren teoremler verilecektir.

Teorem 4.1.1

Y,
M@y G0 = 0(), 4.1)
f w0 Wy (wdu = 0(1), (4.2)
0
% k
f IU(Z)I du = 0(y(x)) (4.3)
0

sartlarin1 saglayan pozitif, azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda k = 1 olmak iizere

) 000 f(©A(t)dt integrali |C, 1|, toplanabilirdir (Ozgen, 2016).

Teorem 4.1.1 ve asagida verecegimiz veya tezin ilerleyen kisimlarindaki teoremlerin ispati i¢in

asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.1.1. Teorem 4.1.1’in sartlar1 altinda

f y(®OIA'(t)|dt integrali yakinsaktur, (4.4)
0
xy () ()] =0(1),x > = (4.5)

sartlar1 saglanir (Ozgen, 2016).

ispat: '(t) = [} 2" (u)du oldugundan, (4.4) den

X X t
Of YOI (®)|dt = Of %Z0) Of A (w)dul dt
X t
< J y(® Of A7 () dt
< Oflxl”(u)ldui[y(t)dt

13
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X
< [ur@Weldu =0, x-e
0
bulunur. Diger taraftan, x y(x) azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

X

f A" (w)du

0

xy (Il = x y(x)

< xy(x) f A7 () du
0

< fu y@)|A" (w)|du = 0(1), X — o0,
0

O halde ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1’in ispati: o, fom f()A(t)dt integralinin (C, 1) ortalama fonksiyonunu gostersin. Bu

durumda, tanimdan,

K|~

o(x) =

x t
Oj(!f(u))l(u)du dt

X

=%ff(u)l(u)dufdt

u

1 X
= f (x — WfWAWdu
0

f (1 —;) Fa)A(w)du
0

X

ff(u)l(u)du—% fuf(u)l(u)du
0

0

bulunur. Son ifadenin tiirevini alip kismi integrasyon metodunu uygularsak,

1 X
o'(x) = s J’uf(u)/l(u)du
0

X X

1 1 ,
=z A(x) xfuf(u)du — 2 fuv(u)/l (w)du
0

0

(4.6)

14
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X
Ax)v(x 1
= % -—= f uv(uw)A(uw)du
0
= 01(x) + 02(x)
buluruz. Teoremin ispatini tamamlamak igin,
m
f x* Yo, ()| dx =0(1), m-> o, r=12icin
0

oldugunu géstermek yeterlidir. Oncelikle, A sinirl oldugundan, (4.1) sartindan,

ka'llal(x)lk dxzf k= 1—|/1(x)|xl|{v(x)| dx
0 0
1
= [ £ WGP A@I e dx
0
mn k
[v(x)| 100 dx

dir. Kismi integrasyon metodu uygulanirsa, (4.1), (4.3) ve (4.5) sartlarindan,

m

m Kk m X k
ka_llal(x)lk dx < M(m)lf |U(i)| dx—fl/l’(x)ldxj IU(Z)I d
0 0 0

0

< Am)] y(m) — f @]y dx = 0(1), m— o
0

bulunur. »=2 i¢in, k> 1 igin% + % = 1 olmak iizere, Holder esitsizligini uygularsak,

m m k
¥ o, () |¥dx = | x¥1— || t 2 (t) v(t)dt
/ [
k

[ d
kafl ftll’(t) llu(t)|dt
0

4.7)
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m X x k-1
Sji—f fl/l’(t)lk th Ju(t)|* dt %fdt
0 0 0
m md
= [ k@ @Ik | 5
0 x
r 11
= o) Of b G @l (- ) ax
(1 @l
= 0(1)! [x A" (x)| . dx (4.8)
elde ederiz. Kismi integrasyon metodu uygulanirsa,
r (b@F T [ ol
f x* o, ()% dx = 0(1) m | (m)| j 7 dt — J (t I/l’(t)l)’J du dt
0 0 0 0 u
= 0(ym A om) yam) ~ [ ¢ X @Dy de
0
= 0@ym A om) yam) ~ [ @1y ©de - [ e @yt
0 0

=0(1), m — oo
bulunur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
Sonker ve Munjal (2019), Teorem 4.1.1 in daha zayif sartlar altinda olabilecegini ispatlamistir.

Teorem 4.1.2. y, azalmayan bir fonksiyon ve § ve 4, (4.1), (4.3) ve

2" ()] < B(x), 4.9)
B(x) > 0,x — oo, (4.10)
S B )l y(wdu < o @.11)

sartlarini saglayan iki fonksiyon olsun. Bu durumda k > 1 olmak iizere fooo f()A(t)dt integrali

|C, 1|, toplanabilirdir.

Not 4.1.1.

B'(x) < 2" ()]

16
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oldugundan,

o]

j * 18" (0] y () dx < o0

0

sart1

o]

f x 12 (0)] y()dax < oo

0

sartindan daha zay1f bir sarttir.

Ispat: o, fooo f(t)A(t)dt integralinin (C, ) ortalamasini gostersin. Yani

X

o(x) = j (1-%) Fa)AW)du

0

dur. Her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

1 X
o' = Ffu fw)A(uw)du
0

_AG)v()

1 X
p — 22 ju v(w)A(u)du

0

= 01(x) + 05(x)

buluruz. Teoremin ispatin1 tamamlamak igin,

m
f o, @)|F dx = 0(1), m—w, r=12igin
0

oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi devam edilirse,

fx"‘llal(x)lk dx=ka‘1—|a(x)|x,|(v(x)l dx
0 0
ml
= [ < @ @I dx
0

n k
-0 [ "L oy ax
0

17
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X t

_ 0(1)|/1(m)|j vl dx—O(l)Jl/l’(x)l j'”(t)l dt dx
0 0 0

= 0l (m) - 0(1) [ pGIYGdx
0

X

= 0(1) - 0(1) j 8GO dx j y(u) du
0

0
= 0(1) - f wyw B @ du
0

=0(1), m-oo

bulunur. (4.8) esitligindeki gibi islemlere devam edilirse,

m
f oo dx = 0(1), m - oo
0

elde ederiz. O halde r = 1,2 i¢in

m

j o )F dx = 0(1), m - oo
0

bulunur. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. p,

P(x) = f p(D)dt, p(x) £ 0, p(0) =0, (4.12)
0
P(x) = 0(x p(x)) (4.13)

sartlarin1 saglayan reel degerli ve R"’da azalmayan bir fonksiyon olsun. Eger y da (4.1), (4.2) ve

f% lv(@®)I* dt = 0(y(x)), x > (4.14)
0

sartlarim sagliyor ise, bu durumda | 000 f(©)A(t)dt integrali [N, p|, toplanabilirdir (Ozgen, 2016).

18
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Ispat: Op, fooo f(®)A(t)dt integralinin (N,p) ortalamasi olsun. Bu durumda tanimdan,

X t
op(x) = PLJ‘ ff(u)l(u)du dt
0 0

1 ¢ A
:mojf(u)/l(u)du ufp(t)dt

1 X
e Of (P(G) — Pw) AW du

f f (w)A(w)du
0

dur. g, fonksiyonunun tiirevi almip kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

p()

Py PO F@H

o-p’(x) =

_p(0) [ PaAW)

=200 J uf(u) du
p(x) P [ (p(AW) + P (W) u = PaAw)
=56 1) ~ g J " uv(u)du

_r® 200 (x) — () pWA(Wv(u)du

P(x) P )
p() [, p(x) [ P@)Av()
_PZ—(x) J P(u) A'(w) v(u)du + P2(x) J " du

=0p1 (x) + 0p,2 (X) + O0p,3 (X) +Up,4(x)

elde edilir. Teoremin ispatin1 tamamlamak igin,

m

o,7(X)| dx=0(1), m-> o, r=12,3,4 icin
[Ge)  towr

0

oldugunu gostermek yeterlidir.

A smurli oldugundan,
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m

m P k-1 P k-1
[ poacoft ax= [ (22) " (22 o o s
0

p(X) p(X) P( )

o

=0 [ 22 el NIt ax
0

—o() Oj % G o ()[* dx

dir. Kismi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 4.1.1°den

m P( K1 m @ m ,
Of Co)  lonatol" dx = 00ianl f P @l dr = 0() f 200l dx f P ok a

= 0(DIAm)ly(m) — 0(1) f @)y () dx
0

=0(1), moow
buluruz. r = 2 i¢in, Holder esitsizligi uygulanirsa,

m

k
P k-1 m KO x
j pgg |ap,2(x)|k dx = 0(1)] xk—1 % <f pW)|A(w)| |v(w)| du)
0 5 o
k
=0(1) j II;}£+1)( ) (fp(u) 2] [v(w)| du>

x k-1
1
= o) f B ( [ peonrar el d <ﬁ | p(u)du>
0

- o() ] px)dx ( [ i weolk

P2 (x)

m m d
=0 [ i@l el du [ B2
0 0

bulunur. g;, ; (x) deki gibi islem devam ettirilirse,

|0p,2(x)|k dx=0(1), m-oo

j’f P(x) k-1
(x)
0
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elde edilir. (4.13) sartindan,

m

k
P k-1 m k d x
| pgg sl dx = [ 241 ”pz(f?xf (f P@)12' ()] Iv(u)|du>
0 0 5

k
= 0(1) j S <f up() 12| |v(u)|du>
x k-1
d 1
= 0(1)f pp(fg )x <f K p@)|A @)* vk du> (ﬁ !p(u)du>

=0 Of ”5"35)" < OJ uk P(u)ll’(u)l"lv(u)l"du>

f i (x)dx
=0@) | u* pa) I @l* vyl du |
Of f P2(x)

= 0(1) j P (D A GD oGl du

- 0(1) f %( XD bl du

bulunur. Tekrar kismi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 4.1.1 den

T PGy [P
Of (D) lops@l* dx = 0t m p2am Of P IVl du

~o [ @D’ f 128 O dt du
0

= 0(ym | (m)| y(m) - f @)y (w)du — j w1 (W) y (W)
0 0

=0(1), m->
elde ederiz. Son olarak,
m m X k
P(x) ol L P*@dx [ [ P@)IAw)| lv(w)]
Oj P(x) 74| dx = 0(1)! < P (x) <0f u du)
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= o) f . j pQ) 1A ()] du
0

bulunur. g, ; (x)’deki gibi isleme devam edilirse,

m k-1
_[ P(x) |Jp,4(x)|k dx=0(1), m- o
0

(X)
elde edilir.

O halde r = 1,2,3,4 igin

PO .
(m) |Jp_r(x)| dx=0(1), m— o

bulunur. Bdylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

Not 4.1.2 Teorem 4.1.3 de, 6zel olarak her x degeri i¢in p(x) = 1 alirsak, Teorem 4.1.1 i elde ederiz.

Asagidaki teoremde fooo f(t)dt diizensiz integralinin Cesaro toplanabilme metodu ile
toplanabilirliginden Riesz toplanabilme metodu ile toplanabilirligine gegisi igin yeterli sartlar
incelenecektir.

Teorem 4.1.4. p;(4.12), (4.13) ve (4.15) sartlarim1 saglayan reel degerli ve R da azalmayan bir
fonksiyon olsun. Eger k = 1 olmak iizere [ 000 f(t)dt integrali |C, 1| toplanabiliyor ise, bu durumda

aym zamanda |N, p| toplanabilirdir (Ozgen, 2018a).

ispat: fooo f(t)dt integralinin (N,p) ortalamas1 (3.6) oldugundan ve fooo f(®)dt integrali |C, 1]

toplanabilir oldugundan

X

) k
f 14€3] dx
0

integrali yakinsaktir. Diger taraftan o, (x) = ﬁ ) Ox q(t)s(t)dt in tiirevini alip kismi integrasyon

metodu uygularsak

%) = Ifz(éc)) P(t) f(O)du
) [PO
TP ) — S dt
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LI IPNI(C) (P()) oo dt

P2(x) PZ(X)
_r(x) p(x) [ p(x) [P
= Pz(x) U(X)—PZ—(x) P(t)v (t)dt+P2( ) T f( ) dt

= O-p,l(x) + 0p2 (x) + 0p,3 (x)

elde edilir. Teoremin ispatim tamamlamak igin,

m

P k-1
f (x) |ap,r(x)|k dx=0(1), m—- o, r=1234 icin
. p(x)

oldugunu goéstermek yeterlidir. (4.14) sartindan,
f(@) B 0, 1o dx = f(P(:d)H( p(x) )klv(x)lk i
J o) o 1 Bw) PR

[ p@
Ofp,ﬁ—l(x) lu(x)[*dx

o [(p®
= 0(1)6[ PG) lv(x) [ dx

m1
= 0(1).[ p lv(x)|* dx
0

=0(1)
k > 1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,
i () -t (PO p@ [ ‘
Of (x) |O'p,2 (x)| dx = (p(x)) P2(x) J P(t) v(t)dt‘

k
= o) j S )< [EGIEG dt)
k x k-1
p(x)dx 1
= 0(1) f s (J 0 |v(t)|dt> (ﬁ Of p(t)dt)

p()

= o) f p(0) o)1 dt f P
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_ mzo(if)
= 0(1)! % |U(t)|k dt

vk
=0(1) d
Of t

=0(1) m—- o

Son olarak (4.14) sartindan

m k
P(x) k1 PN P
Of w) sl = (555 f v

k

T pGodx [ [Pt
-0 [ ZEE f B ooy ac
0 0

= 0(1) f T [romora
0

bulunur. g;, ; (x) ‘de yapilan iglemler tekrar edilirse

P(x) k-1

p(x) |0p,3(x)|k dx = 0(1), m— o

O%S

elde edilir. Boylece r = 1,2,3 i¢in

k-1

(P(x)) |ap,r(x)|k dx =0(1), m- o

6]

bulunur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
Simdi [ 000 f(t)dt integralinin |N, p| toplanabilir iken |C, 1|, toplanabilir olmast i¢in yeterli sartlar:
igeren bir teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 4.1.5. p;(4.12),(4.13) ve (4.15) sartlarim saglayan reel degerli ve [0,0) araliginda
azalmayan bir fonksiyon olsun. Eger k > 1 olmak iizere fooo f(t)dt integrali |[N,p|) toplanabiliyor

ise, bu durumda ayni zamanda |C, 1] toplanabilirdir.

Ispat: fooo f(t)dt integralinin (C,I1) ve (N,p) ortalamasi sirasiyla (3.1) ve (3.6) oldugundan

J,_ f(®©dt integralinin |N, p|, toplanabilirligi
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mm)kl, (P
Of (jj) | p(x)|k dx = Oj%h?p(xﬂ dx

yakisaktir. (3.11)’in tiirevini alirsak

p(x)

f&) = vp(x)+P( ) Up (%)

elde edilir.

Burada, v(x), [ Ooo f(t) dt integralinin tiretecidir. Buradan

v(x) = 1 Ootf(t) dt
X Jo

1 p(t)

= ;fo t [vp(t) +— 0 ()| d
1 ()

_;fo tv, (H)dt + — fo PO vp(t)dt

[1k ifadenin kismi integrasyonunu alarak

v(x)——[xvp(x) fvp(t)dt] f th;vp(t)dt

1r* tp(t)
:vp(x)+;J; v,,(t)(%—l)dt

1 X
= (@) +~ L }f((t)) v, (t)dt — jvp(t)

=Vi(x) + V2 () +V3(x)

elde edilir. Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in Minkowski esitsizliginden yararlanarak r = 1,2,3 i¢in

m1q
f;muWM=Mnmﬁm
0

gostermek yeterlidir. (4.12) sartindan

mq . mq K
f — V5 ()| dxzf —|vp ()| dx
o X o X

M p(x)
=f0 %| L (0| dx
=0(1)m-> o

elde edilir. k > 1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa
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X k
j — V() |*¥dx = 0(1)f —T <f0 tlf((t))| p(t)ldt)
m dx X k
=0(1)f0 W(L |Vp(t)|dt>
m k
=0(1 v d 1d
()j (jl L0 t)(fo t)

m m 1
_ 0(1)f0 |Vp(t)|kdtL St

(4.13) sartindan ve fom f()dt integralinin |N, p|, toplanabilirliginden
K
mIV,(t
= 0(1)f LAOIN dt
0 t

:0(1)f ZE;|V(t)| dt
=0(1)m— oo

bulunur. Son olarak V,(x) ‘deki gibi islemlere devam edilirse

1§ ™ odx ([ [* “
[ =ow [ ([ o)

=0(1)m-

olarak bulunur. Boylece r = 1,2,3 i¢in

m1q
fo I = 0y m ~ o

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 birlikte diisiiniildiigiinde Cesaro ve Riesz metodlarinin

denkligi elde edilmis olur. Bu durumda |C, 1|, < |N,p|, saglanir.

Riesz toplanabilme metodu, Cesaro toplanabilme metodundan daha genel bir metoddur. Yukarida
ifade edilen Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5’in daha genel hali olarak asagidaki teoremler ifade

edilecektir.

Teorem 4.1.6. p ve ¢,
p(x) Q(x) = 0(q(x) P(x)), (4.16)
q()P(x) = 0(p(x) Q(x)), (4.17)
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sartlarimi saglayacak sekilde reel degerli ve R™da azalmayan fonksiyonlar olsun. Eger fooo f(t)dt

integrali |N, p|, toplanabiliyor ise, bu durumda ayni1 zamanda [N, q|, toplanabilirdir (Ozgen, 2018b).
Ispat: 0,,(x) ve o, (x), sirastyla, [ 000 f(t)dt integralinin (N,p) ve (N,g) ortalamalar1 olsun.

fooo f()dt, |N,p| toplanabilir oldugundan,

p(x)
[ 5 pcora

integrali yakinsaktir. Diger taraftan, (3.1.11) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alirsak,

p(x)

F) = %) + 505

v, (%) (4.18)

buluruz. Riesz ortalama tanimindan,

()—ifx OsOdt
T em) TP

X t
1
=—— | q@®| | fwdu | dt
i

X

1 X
:m!f(u)du ufq(t)dt

-5 f Q) — Q) f(u)du

f Q) (wdu

; 1
= ff(u)du—m
0 0

elde ederiz. Buldugumuz son esitligin her iki tarafinin tiirevi alinip (4.18) esitligi kullanilirsa,

q(x)

02 Q(x)f(x)

o1 () = f(x) + L2 f Q@ f (wWdu —

L
Q)

_qx) A
s Of Q) (wdu

9t [ Lo P
g9 4 i+ By
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=g§%jo() q()jo()

v, (Wdu

P(w)

bulunur. Sagdaki ilk ifadeye kismi integrasyon metodu uygularsak,

q(x) p(w)
+Q2( )fQ( )P( )vp(u)du

q(x)

%) =26

[Q&Wd@—fq@h@wwu
0

a0 q@)x 90 [ pQ
=0k @) Q(””@(”)d”*'QZ(x)J‘Q(”)P(u)

vy (w)du

= Uq,l(x) + 0q,2 (x) + 0q,3 (x)

elde ederiz. Teoremin ispatin1 tamamlamak igin, £>/ olmak {izere, Minkowski esitsizliginden
yararlanarak, r=1,2,3 igin

m k—1
f qgg |ogr(0)[‘dx = 0(1), Mmoo (4.19)

0

oldugunu géstermek yeterlidir. 11k olarak, (4.1.17) sartindan,

m m

m@kl m@kl

koo q(x)
Jq@) |%“”|”‘J )

ek

()| dx

=mnjﬁ§ﬂp(ﬂdx

dir. (3.10) sartindan o, (x) = px) ——v,(x) oldugundan,

P(x)
m Q( ) k—1 m Q( ) k—1 ,
of Q(JJCC) |Uq,1(x)|k dx = 0(1)0f (Ti)) |0p(x)|k dx=0(1), m-o

bulunur. Diger taraftan, £>1 icin % + % = 1 olmak lizere Holder esitsizligi uygulanirsa,

m

k
kal QUklﬂ) [
wzaﬂdx—oa) a® [ 0|
| ) 1 (o) (@@ J. P

0
m x x k-1
q(x)dx k 1
=0(1) q(0) |v, (0] dt> (— q(t)dt)
Of Q*(x) <0f P Q(X)Of
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bulunur.

m

Q(x) 1 ko r K mq(x)dx
f (x) |og2(0)| dx—O(l)Of q(t) |vp, ()] dt(! Qz(x)>

0

_ 0(1)f % v, (0)]“dt
0

- 0(1)] % v, (0)|"dt
0

=0(1), m-oow
elde ederiz. Son olarak, (4.17) sartindan,

k
( Q(x) k-t k[ QN a0\ [ [ ep®
| () I d"‘of Gw) (@) ) Thy Ol ) o

0

m X k

q(x)dx [ (Q(®)p(t)

4 — v, (| dt)
J Q1) (0 P@) P

dir. Tekrar Holder esitsizligi uygulanirsa,

m

Q(x) k-1 ko [q@dx( [ (e p()
| (@)t d"‘omof @ <0f <q(t>> )(53) oo dt)

0
x k-1
1
X(@Of q(t)dt)

elde edilir. 7 ( 5Jo f q(t)dt = 1 oldugundan,

m

Q(x) ket K [a@dx( [ (0® p() Ko
f q(x) loas G dx = 0(1)! Q%(x) <Of <q(t)> P(t)> [ ) dt)

0
10 p() [ q@)dx
= Of <q<t>) P(t)> [rolat | G5

buluruz. g4 1 (x) deki gibi,

m

Q(x) k-1 ko ®Y ) (pN "
j (x) |O'q'3(x)| dx_O(l)Of <q(t)> Q(t) (P(t)) |vp(t)| dt

0
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~ Q) p() K
0(1)_[( (t)) P(t)) | P(t)| dt

(4.16) ve (4.17) sartlarindan,

- 0(1) i8| v, )" dt
=0(1), m-oow

elde edilir.

O halde r=1,2,3 igin

m (x) k-1 .
|cr _T(x)| dx=0(1), m-> o
Of q(x) I

elde edilir ki bu da teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 4.1.6 da p ve q fonksiyonlarinin rolleri degistirildiginde asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.7. p ve q, (4.16) ve (4.17) sartlarim saglayacak sekilde reel degerli ve R"’da azalmayan
fonksiyonlar olsun. Eger fooo f(t)dt integrali [N, q|, toplanabiliyor ise, bu durumda ayn: zamanda

IN,p|) toplanabilirdir.
Teorem 4.1.6 ve Teorem 4.1.7 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2. p ve q, (4.16) ve (4.17) sartlarim1 saglayacak sekilde reel degerli ve R’ da azalmayan

fonksiyonlar olsun. fooo f(t)dt integralii¢in |N,p|, © |N,ql, Onermesi saglanir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Yukarida verilen teoremlerden yararlanarak diizensiz integrallerin farkli 6zel metodlarla
toplanabilirligi incelenebilir. Ayrica c¢arpanli diizensiz integrallerin farkli metodlarla olan

toplanabilirliklerinin denkligi icin gerek ve yeter sartlar arastirilabilir.
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