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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

Hadamard-Tipli Pell-p Dizileri

Ayhan INCEKARA

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Yesim AKUZUM

Bu tez calismasinda, Pell dizisi ve genellestirilmis Pell p-dizisinin karakteristik
polinomlarmin Hadamard tipli ¢arpimi ile yeni bir dizi tanimlamis ve bu diziye
Hadamard-tipli Pell-p dizisi ad1 verilmistir. Daha sonra Hadamard-tipli Pell-p dizisinin
irete¢ matrisi elde edilmis ve Hadamard-tipli Pell-p sayilar yardimiyla bu {ireteg
matrisin n. kuvveti {iretilmistir. Ayrica Hadamard-tipli Pell-p sayilarinin Binet formiili,
iirete¢ fonksiyonu, toplamsal, permanental ve determinantal temsilleri verilmistir. Son
olarak, Hadamard-tipli Pell-p dizisinin tirete¢ matrisi ve tirete¢ fonksiyonu kullanilarak

Hadamard-tipli Pell-p sayilarinin iistel temsili ve sonlu toplamlari tiiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pell Dizisi, Genellestirilmis Pell p-Dizisi, Hadamard Tipli Carpim,
Hadamard-Tipli Pell-p Dizisi, Karakteristik Polinom, Matris.



ABSTRACT

(M. Sc. Thesis)

HADAMARD-TIPLI PELL-p SEQUENCE

Ayhan INCEKARA

Kafkas University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Yesim AKUZUM

In this thesis, a new definition sequence is defined by the Hadamard-type product of the
characteristic polynomials of the Pell sequence and the generalized Pell p-sequence, and
this sequence is called the Hadamard-type Pell-p sequence. Then the generating matrix
of the Hadamard-type Pell-p sequence is obtained and the nth power of this generating
matrix is produced with the aid of Hadamard-type Pell-p numbers. Additionally, the
Binet formula, generating function, combinatorial, permanental, and determinantal
representations of Hadamard-type Pell-p numbers are given. Finally, the exponential
representation and finite sums of Hadamard-type Pell-p numbers are derived using the

generating matrix and generating function of the Hadamard-type Pell-p sequence.

Key Words: Pell Sequence, Generalized Pell p-Sequence, Hadamard Type Product,

Hadamard-Type Pell-p Sequence, Characteristic Polynomial, Matrix.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

Grubun birim elemani
Reel sayilar kiimesi
Tamsayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi
Grup

Grubun mertebesi

|Al dan tiretilen grup

G nin N ye gore boliim grubu
H, G nin alt grubu

N, G nin normal alt grubu
Halka

n x n tipinde kare matris
A matrisinin transpozu

A matrisinin determinanti
Isaret fonksiyonu
Elementer matris
Companion matrisi”

M ve K matrislerinin Hadamard ¢arpimi
Padovan dizisi

Fibonacci dizisi

k-basamak Fibonacci dizisi

Jacobsthal dizi

Hadamard tipli Padovan—p dizisinin companion matrisi
Hadamard tipli Padovan—p matrisinin n. kuvveti

n. Hadamard tipli Padovan—p sayisi

Hadamard tipli Padovan—p dizisinin tirete¢ fonksiyonu
Hadamard tipli Padovan—p sayilarmn toplami

Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi



HF, (n) : n. Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci sayis1

FM} :  Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci matrisi

Vi



BOLUM 1
1. GIRIS

Bilimsel ¢aligsmalardaki yeri giin gegtikge artan ve son derece Oneme Sahip olan
indirgemeli diziler, Sayilar Teorisi alaninda en ¢ok ¢alisilan konulardan biridir. Bunun
yant sira bir¢cok bilimsel disiplinde indirgemeli dizilerin uygulamalarma siklikla

rastlanmaktadir. Bunlara drnek olarak [1-15] *deki ¢alismalar verilebilir.

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin, iirete¢ matrisi, iirete¢ fonksiyonu, Binet
formiilii, tstel, permanental ve toplamsal temsilleri gibi ¢esitli 6zellikleri bir¢ok bilim
insani1 tarafindan ¢alisilmig ve calisilmaya devam edilmektedir. Bu ¢alismalardan gilincel
olanlara ornek olarak [16-21] c¢alismalar1 verilebilir. Bu caligmalarin bir¢ogunda
indirgemeli dizilerin iirete¢ matrisleri ve bu matrisler yardimiyla tanimlanan 6zel

matrisler kullanilarak cesitli sonuglar elde edilmistir.

Akiiziim ve Deveci [22] ’deki ¢alismalarinda ilk kez Hadamard-tipli ¢arpim olarak
adlandirilan yeni bir polinom ¢arpimi tanimlamiglardir. Daha sonra Fibonacci dizisi ve
k-basamak Fibonacci dizisinin karakteristik polinomlarina, tanimlanan bu g¢arpim

uygulanarak yeni bir k-basamak dizisi elde etmislerdir.

Deveci ve Arkadaslar1 [23] ’deki ¢alismalarinda ise Pell dizisi ve k-basamak Pell
dizisinin karakteristik polinomlarinin Hadamard tipli g¢arpimi ile yeni bir dizi

tanimlamislardir. Tanimlanan bu dizi i¢in ¢esitli 6zellikler elde etmislerdir.

Bu tez c¢alismasinda ise Hadamard-tipli Pell-p dizisi tanimlanmistir. Daha sonra
Hadamard-tipli Pell-p dizisinin iirete¢ matrisinin n. kuvveti yardimiyla Hadamard-tipli
Pell-p sayilar1 i¢in Binet formiilii ve toplamsal temsil elde edilmistir. Ayrica Hadamard-
tipli Pell-p sayilarinin permanental ve determinantal temsilleri verilmistir. Son olarak,
Hadamard-tipli Pell-p dizisinin iirete¢ matrisi ve {lrete¢ fonksiyonu kullanilarak

Hadamard-tipli Pell-p sayilarinin iistel temsili ve sonlu toplamlar iiretilmistir.

Bu tez ¢alismasi ii¢ ana bolimden olusmaktadir. Kuramsal Temeller boliimiinde konu
ile ilgili detayl literatiir bilgisi ve bazi1 temel kavramlar verilmistir. Materyal ve yontem
boliimiinde Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizileri ve Hadamard-tipli k-Basamak

Pell dizileri tanimlanmistir. Bu dizilerin yapisal 6zellikleri belirlenmistir. Tezin son



bolimii olan bulgular bolimiinde ise Hadamard-tipli Pell-p adi verilen yeni bir dizi

tanimlanmis ve tanimlanan bu dizinin ¢esitli 6zelliklerini elde edilmistir.



BOLUM 2

2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Cebirsel yapilar

Tanim 2.1.1. A bir kiime olsun. A X A’dan A’ya
*IAXA—> A (X, y)=Xx*y

fonksiyonuna A kiimesinde bir ikili islem ve (A,*) ikilisine cebirsel yap1 denir.

Ornek 2.1.1. RXR — R olmak iizere ve her a,b e R icin

aob=-2a-b+1

Tanim 2.1.2. G # @ rastgele bir kiime olmak iizere ve * islemi de G kiimesinde tanimli

olan ikili islem diyelim. Asagidaki sartlar saglanirsa (G,*) cebirsel yapisina grup denir.

i. Her a,beG dir. (Kapalilik 6zelligi)

ii. Hera,b,c € G icin a*(b*c) = (a*b)*c dir. (Birlesme 6zelligi)
ilii. Hera € G i¢in a*e = e*a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman)
iv. Her a € G i¢in G nin birim elemani e olmak iizere, a*a® = a'*a = e, esitligini

saglayan bir a' € G vardir. (Ters eleman)

Tanim 2.1.3. (G,*) cebirsel yapist i¢in Tanim 2.1.2°deki (i), (ii) ve (iii) sartlar

saglantyorsa monoidtir.

Tanim 2.1.4. (G,*) bir grup olmak iizere her a,beG igin a*b=Db*a esitligi

saglaniyorsa G ye abelyan grup olarak isimlendirilir.

Tanim 2.1.5. G bir grup, H=& , Hc G ise ve H da G grubunun ikili islemine

gore grup ise H,G ’nin bir alt grubu olarak nitelendirilir ve H <G olarak gosterilir.



Tanim 2.1.6. (G,*) bir grubu ve € birim eleman (bu grubun) olmak iizere ({e},*) ve

(G,*) cebirsel yapilar1 (G,*) grubunun alt gruplar1 olup bu gruplara asikar alt gruplar

denir.
Tanim 2.1.7. Bir grubun agikar alt gruplarindan farkli bir alt grubuna 6zalt grup denir.

Tanim 2.1.8. H bostan farkli bir kiime olsun. H kiimesinde toplama (+) ile carpma

() ikili islemleri ile olusturulan cebirsel yap1 (H,+,-) ile gosterilir.

Tanim 2.1.9. (H,+,-) cebirsel yapis1 verilsin. Eger her x,y,ze H icin
x(y +2) = (xy) +(xz)
ise (H,+,-) cebirsel yapisinda sol taraftan dagilma niteligi vardir. Her x,y,zeH

olmasi kosuluyla
(x+Yy)z =(x2) +(y2)

ise (H,+,-) cebirsel yapisinda sagdan dagilma 6zelligi vardir.
Tanim 2.1.10. (H,+,-) cebirsel yapisi verilsin.

i. (H,+) degismeli gruptur.
ii.  (H,-) ’nin birlesme 6zelligi vardir.

iii.  (H,+,-)da soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.
sartlar1 saglaniyorsa (H,+,-) cebirsel yapisina bir halka denir.

Tanim 2.1.11. (H,+,-) halkas1 verilsin. H halkasinin + islemine gore etkisiz elemanina
halkanin sifir elemani denir ve 0, ile gosterilir. H halkasmm * islemine gore etkisiz
eleman: varsa bu elemana halkanin birim eleman: denir ve 1, ile gosterilir. Birim

elemant olan halkaya birimli halka denir.



Tamm 2.1.12. H bir halka ve 0, #aeH olsun. ab=0 esitligi saglayan bir ab=0

varsa a ya sol sifir bolen, bye de sag sifir bolen denir. Hem sol hem de sag sifir bolen

elemana sifir bolen denir.

Tanim 2.1.13. Birim elemanli ve degismeli olan ancak sifir béleni olmayan bir halkaya

tamlik bolgesi denir.

Tanim 2.1.14. (H,+,”) birim elemanh degismeli bir halka olsun. H —{OH} ikinci

isleme gore grup ise (H,+,-) cisim denir.

2.2. Matris Cebiri

Tamim 2.2.1. F bir cisimve a; € F (1<i<m, 1< j<n) olsun. Bu durumda

a; &, - &,
Ay 8y v Ay,
a‘ml am2 e a‘mn

seklinde tabloya matris denir. M satir ve N siitundan olusan bu matrise mxn tipinde

matris denir. Matrisler A B,C,... gibi biiyiikk harflerle gosterilir ve genel olarak bir

matris A:[aﬂ} ) seklinde ifade edilir. Burada @; sayilari matrisin elemanlaridir. A

mxi

matrisinin herhangi i. satir1 I; =[a1-1,a1-2,---,a,-m], (L <i<m)ile herhangi j. siitunu is

8y

s = 6_‘2" 1< j<n)

mj |

ile gosterilir.



Tamim 2.2.2. A:[aij]mxnve B:[b

Ulmmmmmﬁvamm.Hai:Lg“”m\mhﬂ

j=12...,n i¢in a; =b; ise A=B matrislerine esit matrisler denir ve A=B ile

j
gosterilir.

Tanim 2.2.3. A= [aﬂ veB= [bu }mxn matrisleri ayni tipte iki matris olsun.

mxn

A+ B toplam1
A+B= [a,-j ]mxn +|:b|j ]mxn = [aij +by :Imxn

ile ifade edilir.

Tanim 2.2.4. A:[a,.j] ) e F matrisi verilsin. Bu matrisin ce R skaler sayisi ile

mxi

carpimi,
cA=c[a ] =[ca]

seklinde A matrisinin biitiin elemanlarinin C skaler sayisi ile ¢arpimi olarak tanimlanir.

Teorem 2.2.1. A,Bve C ayni tip matrisler ve C;,C, € R olmak iizere

i.  A+B=B+A dir. (Degisme Ozelligi)
i.  A+(B+C)= (A+B)+C dir. (Birlesme Ozelligi)

iii. A+0= A dir. (Etkisiz Eleman)
iv. A-A=0
v. ¢ (A+B)=cA+c,B
Vii (c;+c)A=cA+cA
vii.  (cyc3)A = ¢1(c,A)
viii. 1.LA=A
ozellikleri vardir [24].

Tamm 2.2.5. A=|a; ve B=|Db, | matrisleri verilsin. AveB matrislerinin
) mxn U _Inxp

carpimiolan A-B=C = [Cij ]mxp matrisi,

G Zzaikbkj =ayb; +a,b,; +--- +a,b,, A<i<m, 1< j<p)
)



seklinde tanimlanir. Bu islemin yapilabilmesi i¢in A matrisinin siitun sayisiyla B

matrisinin satir sayisi birbirine esit olmalidir.

Teorem 2.2.2. Eger, A=|a; | B=|b; | veC=[c;] olmak iizere
A(BC) =(AB)C

formiilii gecerlidir [25].

b

Teorem.2.2.3. i. A= [a,.j men ,B :[ ; ]nxt veC = [Cij ]nxt olmak tizere

A(B+C)=AB+ AC
denklemi gegerlidir. Bu 6zellige soldan dagilma kurali denir.

. A= [a,.j ]mxn ,B= [b“ ., veC= [Cij ]txm olmak {izere

(B+C)A=BA+CA

denklemi gegerlidir. Bu 6zellige sagdan dagilma kurali denir [25].

Tanim 2.2.6. A:[aﬂ ]mxn matrisinin satirlar1 ile siitunlarinin yer degistirmesiyle elde

edilen matrise A matrisinin transpozudur denir ve A" sembolii ile gosterilir.
Tanim 2.2.7. Elemanlarinin tamamu sifirdan olusan matrislere sifir matrisi denir.

Tamim 2.2.8. Satir sayis1 siitun sayisina esit olan matrise kare matrisi denir.

Tanim 2.2.9. A:[aﬁ], nxn tipindeki matris igin A’nin asal kdsegen elemanlari

Ay, 8y,0,,...,8,, olup bu elemanlar disindaki elemanlar1 sifir olan matrise kdsegen

matris denir.

Tanmm 2.2.10. A:[aij], nxn tipindeki matris i¢in A nin asal kdsegen elemanlarinin

iistiinde kalan elemanlar sifir ise alt liggensel matris, altinda kalan elemanlar sifir ise tist

licgensel matris denir.



Tanim 2.2.11. Kdsegen bir matrisin, asal kosegendeki elemanlar1 ayni ise bu matrise

skaler matris ve asal kosegenindeki biitiin elemanlar 1 ise bu matrise birim matris denir.

Tanim 2.2.12. A:[a,.j} kare matrisi verilsin. Eger her i, j i¢in a;; = a;; oluyorsa A

nxn

simetrik matristir. Eger her i= ] i¢in iken @; =0 ve i= j iken & =—a; oluyorsa A

ters simetriktir. Yada A= A" ise A simetrik matris ve —A= A" ters simetrik matristir.

Tanim 2.2.13. A:[aﬂ] kare matris ve 1 nxn tipinde birim matris olsun.

nxn
AB=BA=1

esitligini saglayan B:[b,j]nm matrisi varsa B matrisine A matrisinin tersi denir,

B=A" ile gosterilir.
Teorem 2.2.4. Kare matrisin tersi varsa tektir [25].

Ispat: A kare matrisinin B ve C seklinde iki tane tersi mevcut olsun. Bu takdirde ters
matris tanimmdan A matrisinin tersi B ise,

AB=BA= (2.2.1)
aym sekilde A matrisinin tersi C ise,

AC=CA=1 (2.2.2)
esitlikleri elde edilir. (2.2.1) ve (2.2.2) esitlikleri ve matrislerin ¢carpma islemindeki

birlesme 6zelligi g6z Oniine alarak
B=1,B=(CAB=C(AB)=C, 1 =C

esitligi elde edilir ve kanit tamamlanur.

Tanim 2.2.14. A matrisinin tersi varsa A matrisine ters ¢evrilebilir matris denir. Eger

A matrisinin tersi yoksa A matrisine ters ¢evrilemez matris denir.

Teorem 2.2.5. A ve B ters gevrilebilir matrisler ise AB ¢arpimi da ters gevrilebilir

olup

(AB) ' =B'A™



Tanim 2.2.15. A sifir olmayan bir NXN tipinde bir kare matris olmak iizere

AB=0
olacak sekilde sifirdan farkli bir B, nxn tipinde bir kare matris varsa, o zaman A
matrisine sol sifir bolen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir NXn tipinde bir kare
matris olmak iizere

CA=0
olacak sekilde sifirdan farkli bir C, nxn tipinde bir kare matris varsa, o zaman da A
matrisine sag sifir bélen matrisi denir. Eger A matrisi hem sol sifir bélen matrisi hem

de sag sifir bolen matrisi ise, 0 taktirde A matrisine sadece sifir bolen matris denir [25].

Teorem 2.2.6. A sifir olmayan tersi mevcut olan kare matris ise A matrisi sifir bolen

matris degildir.

Tanim 2.2.16. | birim matrisine elemanter satir islemlerinden yalniz biri uygulanarak

elde edilen matrise elemanter matris denir ve E ile gosterilir.

Teorem 2.2.7.

i. A,mXxn matrisine bir elementer satir islemi uygulanarak B, mXxn tipinde
matrisi ile elde edilsin. B matrisi A matrisi ile yapilan elemanter satir
islemlerine karsilik gelen m X m elementer matrisin ¢arpimina esittir. Yani ¢ ile
elementer satir islemi gosterilirse

B=¢(A)=¢(l,)A
ii.  Elemanter matrisler ters cevrilebilir olup her elemanter matrisin tersi de

elemanter matristir [25].

1spat:

i. By ile ,<>r; elemanter satir islemine karsilik gelen elemanter matris, & #0

olmak tizere E;(x) ile r; & ar; satir islemine karsilik gelen elemanter matris ve

E;i(a) ile I, <>ar; satrr islemine karsilik gelen elemanter matris gosterilsin.

Buna gore A= [aﬂ :|mxn matris olmak tizere,



Q, a, - a,

ajl ajz"' a‘jn
E,A=| i

ai1 ai2 ain

_aml a'mZ a'mn_

seklinde bir matris olur. Bu da E;A matrisinin i. satir ile j. satrn yer
degistirilmesi ile elde edilen bir matris oldugunu gosterir. Gergekten | ,mxm
birim matris olmak {izere bu birim matrisin i. satir ile |J. satirm yer
degistirilmesi ile elde edilen matrise &(l,) denilir. Ve bu matris ile Amatrisi

soldan carpilirsa yine E;A matris elde edilir.

Buda E;A elemanter matrisi i¢in
B =E;;A = ¢e(I,)A
oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
B=E (x)A=c(A)=¢(l,)A
ve
B=E;(@)A=c(A)=¢(l,)A
oldugu gosterilebilir.
ii.  Kolaylikla
()" =E
E @) =[]
o
(Ej(2)) " =E;(-2)
esitlikleri elde edilebilir. Dolayisiyla elemanter matrisler ters c¢evrilebilirdir ve

elemanter matrislerin tersleri de birer elemanter matristir.

Tanim 2.2.17. A= [a,.j] matrisi nxn tipinde bir matris olsun. Bu matrisin determinanti

n=1 icin det(A)=a; dir ve N>2 olmak iizere 1<i<n igin
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dEt(A) = kzaikAk = a'ilAl +"3‘12'012 +--- +a’inAn
-1

esitligi ile ifade edilir.

Tanim 2.2.18. A:[aﬁ] matrisi nxn tipinde bir matris olsun. Bu matris herhangi bir

I. satir ile j. stitunun silinmesiyle olusan matrise A matrisinin alt matrisi denir.

Olusan bu matris M; ile gosterilir. a;

; elemanmm mindri ise M, matrisinin

determinant1 esittir.

Aj = (_:l-)iJrj

M;|

degerine de &; elemaninin kofaktdrii denir.

Teorem 2.2.8. Bir koOsegen matrisin kosegen elemanlarnin ¢arpimi matrisin

determinantina esittir.

Teorem 2.2.9. “Ust iicgensel (veya alt iiggensel) bir matrisin determinant1 kdsegen

elemanlarinin ¢carpimina esittir.

Teorem 2.2.10. Bir matrisin determinanti ile transpozunun determinanti esittir. Yani A

kare matris olmak tizere
detA = detAT dir.
Teorem 2.2.11. A kare matrisi i¢in det(A) # 0 ise ters ¢evrilebilirdir.

Teorem 2.2.12. E elementer bir matris olsun. Bu durumda,

i.  E matrisinin determinanti sifirdan farkli olmalidir.
ii. E matrisinin determinanti ile transpozunun determinanti esittir.

iii. E~* matrisi de bir elementer matristir.

Teorem 2.2.13. E nXxn tipli elemanter bir matris ve A nXxn tipli matris ise

det(EA) = (det E)(det A) *dur.
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Teorem 2.2.14 Ave B matrisleri n xn tipinde matrisler ise
det(AB) = (det A) (det B) dir.

Tanim 2.2.19. A matrisinin permanenti per(A) ile gosterilir. S, simetrik grup

(permiitasyon) ve ¢ permiitasyonu olmak {izere A ’nin permanenti:

per(A) = Z ll[aia(i)

o€, i=1l

esitligi ile elde edilir.

&, &, - a4, X
Tanm 2220, A=|2 % " %0 | o tiindeki ve X =| 2| nxLtipindeki
anl a‘n2 a‘nn Xn

matrisler verilsin. AX =AX denklemini saglayan A degerine A matrisinin 6zdegeri
(ya da karakteristik degeri) denir. AX =AX denkleminde
(AX-AX)=0=(A—-A1)X =0 denklemi elde edilir. Bu denklem bir lineer homojen
denklem sistemini verir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi i¢in katsayilar

matrisinin determinanti sifir olmalidir.

au_ﬂ“ a, a,
|A—/1||= a:21 a'zz:_/1 a'fn -0
ay a, a‘nn_ﬂ“

olmahdir. |[A—Al| degeri A ya gore n. dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin karakteristik polinomu denir. |A—A1|=0 denklemine de A matrisinin
karakteristik denklemi denir. Karakteristik polinom

P =A"+aA" " +-.-+a,
seklinde bir polinomdur [24].

Tanim 2.2.21. 4, A kare matrisinin bir 6zdegeri olmak tizere bu 6zdegere karsilik gelen

Ozvektor (karakteristik vektor)
AX =X

denklemini saglayan X vektoriidiir.
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Tanim 2.2.22. A ve Bayni tipte kare matrisler olmak iizere
B=P'AP
esitligini saglayan ters g¢evrilebilir bir P matrisi varsa A ve B matrislerine benzer

matrisler denir.

Tanim 2.2.23. A bir kdsegen matris olsun. B kare matrisi A matrisine benzer ise B

matrisine kosegenlestirilebilirdir denir.

Tanim 2.2.24. P(X) =a, +aX+---+a,,X"*+X" polinomuna ait Companion matrisi

00 - 0 -3
10 -0 -a
C:[Cij]an: (.) ].- :.. O _.a.z

seklindedir.

Teorem 2.2.15. VxV bhoyutlu K(k;,k,,...,k,) Companion matrisi

k ko ok
10 0
Kk koo k) =] :
0 - 10

seklinde ifade edilir.

K”(kl,kz,...,kv) matrisinin i. satir ve j. siitunundaki elamani

t +t

i ) (tl'tg’tv) t+t, +e ...t e

(2.2.3)
olup burada toplam, negatif olmayan tam sayilar tizerinden t, +2t, +---+Vt, =U—i+ ]

G+ett )
t,...t, )

Vv

M cok katli bir katsayidir. Eger

kosulunu saglamaktadir ve [ Y
1ot !

u=i—] ise (2.2.3) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir [26].
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Tanim 2.2.25. V, nxntipli Vandermonde matrisi x,X,,...,X, € R i¢in

2 n-1

1 x X e
V,=1|. 2 ? 2

1 x, X X't

seklindedir [27].

b

Tamim 2.2.26. A:[aﬁ] ve Bz[ ,j] mxXn tipinde matrisler olmak iizere

AoB = [a,.j b; ] MXN ¢arpimina bu matrislerin Hadamard ¢arpimi denir.

Tamim 2.2.27. A kare matrisi icin perA=det(AoB) esitligini saglayan nxn tipli
elemanlar1 1 ve -1 sayilarindan olusan B matrisi varsa A matrisine degistirilebilir

(convertible) matris denir.

Tanim 2.2.28. A:[aﬂ] matrisi mxn tipinde reel matris olsun. Bu matrisin K. satir1

(ya da siitunu) iki tane sifirdan farkli eleman1 varsa bu matrise K. satir1 (ya da siitunu)

gore indirgenebilir (contractible) matris denir.

Tanim 2.2.29. X, X,,..., %, ’lar mxn tipli Az[aﬂ] matrisinin satir vektorleri olsun. A
matrisi a_,#0, a_,#0 ve 7#0 olacak sekilde N. siituna gore indirgenebilirse
(u—-1) x(v-1) tipindeki A _,  matrisi, A matrisinin 7. satwmm a_ X +a_ X ile

degistirilip. 0. satirmm silinmesi ile elde edilebilir. n. siitun, 7. ve o. satirla baglantili
indirgeme siitunu olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.16. a>1 olmak iizere M matrisi & mertebesinde reel matris ve N

matrisi M matrisinin indirgemesi olmak iizere Per(M)=Per(N) dir [28].
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2.3. Lineer Indirgemeli Diziler

Tanim 2.3.1. R birim elemanli, degismeli halka olsun. R°nin elemanlarinin

a,,a,,...,8, baslangi¢c degerleriyle ve N1 igin

Ay =Ca ,tCa,,,t -t CGa, (2,3,1)

seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli baglantiyr saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada c,,C,,...,C, € R elemanlar: sabit katsayilar olup

C,, R halkasinin sifir boleni olamaz [29].

Tanm 2.3.2. f(X)=x+cX"'+... +c X+, seklindeki K. dereceden polinoma

(2.3.1) denklemindeki lineer indirgemeli bagintiin karakteristik polinomu denir. Z, Q,
R, C iizerinde tanimlanan lineer indirgemeli dizilere sirayla tamsayi, rasyonel, reel ve

karmasik lineer indirgemeli diziler denir.

C, R nin tersinir elemani olup (2.3.1) deki dizi a,,a ,,a,,..., seklinde devam eder. R
halkasmin sifir boleni yoksa {a,} dizisi minimal uzunluktaki bir dizisinin minimal

polinomudur. Minimal polinomun derecesine {an} dizisinin mertebesi denir [29].

Tanmim 2.3.3. R birim elemanls, abelyan halka olsun. R nin elemanlarinin a,a,,..., 8,
baslangi¢ degerleriyle ve N>1 i¢in
a‘n+k = c:la'n+k—1 + C2an+k—2 +...0+ Ck a‘n + Ck+1

baglantisiyla tanimlanan diziye homojen olmayan lineer indirgemeli dizi denir ve

k-1
A in = (G D3, + Z(Cm —C)a, i —Ga,
= (2.3.2)

seklindeki n+1. mertebeden homojen olmayan indirgemeli bagnt1 elde edilir. Bu

bagntinin karakteristik polinomu:

F(X)=(X*—cx%,...,c_x—C)(Xx-1)
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seklindedir [29].

Kalman [30] da a,,a,,...,a, ; baslangic degerleri ve C,,C,...,C,_, sabit sayilar olmak
uzere
a‘n+k = COan + Cla‘n+1 +... +Ck—1an+k—l

seklindeki k —basamak lineer indirgeme baglantisiyla tanimlanan dizinin elemanlarini:

o1 0 .- O 0
o o1 ... O 0
o o0 -~ O 0
A=|. | . L
0O 0 O 0 1
_Co G G - G, Ck—l_
Matrisi i¢in
_ao o a _
ai an+1
A s =]
_ak—l_ _an+k—1_ (2.3.3)

denklemi yardimiyla elde edilmistir.

2.4. Fibonacci Dizisi ve k-basamak Fibonacci Dizisi

Tamim 2.4.1. {F,} Fibonacci dizisi, F, =0, F; =1 baslangi¢ kosullari olmak iizere,

n>0 icin F,=F

n+1

+F,

seklindeki indirgeme bagintisiyla tanimlanir. Yani Fibonacci dizisi,

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

A ]

seklindedir.

Silvester,

esitligini elde etmistir [31].
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[32] ‘de Fibonacci sayilarinin

[rR R] 11
Q_F1 F| |10

ve

olmak tizere Q matrisi tarafindan tretilebilecegi gosterilmistir. Buradaki Q matrisine

Fibonacci Q- matrisi denir.

Fibonacci dizisinin terimlerinin bildigimiz bir 6zelligi soyledir:
f2,=ff ,+(1)"

n 'n-2

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin tanimimda verilen bagmtilar yardimiyla

indiiksiyon kullanilarak gdsterilebilir.

1+f 1- f . a'-p"

olmak iizere f, =

ﬂ_

esitligine Binet formiilii denir. Bu

formiil n ’nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin genel halini verir.
a"f" =(-1)" bagmtisi kullanilarak,
f_n — (_1)n+l fn

oldugu gosterilebilir.

Tanim 2.4.2. {Fn(k)} k —basamak Fibonacci dizisi, F,=F =...=F_,=0,F_ =1

baslangi¢ degerleri olmak iizere;

FO=F9,+FX,+. . +F® (n>0) (2.4.1)

n+k n+k

dizisinin 6zel halidir. Burada c,,c,,...,C, ; ..reel sabitlerdir.
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2.5. Pell Dizileri ve Genellestirilmis k-Mertebeden Pell Dizisi

Tamm 2.5.1. {P,} Pell dizisi, n>0 ile B, =0, P, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere,

n

P

n+2

=2P ., +P,
seklinde tanimlanir. O halde Pell dizisi

0,1,2,2,12,29,70,169,...
seklindedir.

Pell sayilar1 agagidaki matris tarafindan tiretilmistir [33];
2 1
M =
10
neZ igin
seklindedir.
Tanmm 2.5.2. Genellestirilmis K -mertebeden Pell sayilarinm bir K dizisi,

1 n=1-iise
1 nzl-iise

n

baslangic degerleriyle, N >0 ve 1-k <n<0 icin;
I:)ni :ani—1+ Pni—z +...+ Pni—k

seklinde tanimlanmustir [34].

Burada P!, i—inci dizisinin n—inci terimidir. i =K alinirsa {Pnk}, genellestirilmis K -
Pell sayilar1 elde edilir. Ozel olarak k=2 ahnirsa {Pnk} genellestirilmis K —

mertebeden Pell dizisi, {P,} standart Pell dizisine indirgenir ve i=k igin, P ya

genellestirilmis K - Pell sayilar1 denir.

Genellestirilmis K -mertebeden Pell matrisi;
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2 1 ... 1 1]
10 .- 00
R=[r,] . =0 1 - g g (2.5.1)
00 ... 0 1]
seklinde esitlik elde edilmistir.
Ayn1 zamanda
Pl P2 . Pk
Pl P2 . Pk
E,=[e;] = » " 0w (25.2)
Pnl—1+k Pr12—1+k T Pnk—l+k
olmak tizere
En+1 = REn

seklinde esitlik elde edilmistir. Burada R, kxk tipindeki matris, genellestirilmis K -

mertebeden Pell matrisi olarak adlandirilmustir [34].

Lemma 2.5.1. Rve E, sirasiyla (2.5.1) ve (2.5.2) deki gibi olsunlar. Bu durumda tiim

N>0 tamsayilari igin,
En+1 — Rn+l

esitligi yazilabilir [34].

Genellestirilmis Pell dizilerini indiiksiyonla da ispatlanabilen « >0 sabit katsayilari

i¢in,
P(al) a(a +1) P(a)
a(a +1) (@)\n " 2 "
e et D @y
M( ) = 2 ’ P(a) a(a+l) P(a)
1 O n 2 n-1

olacak sekilde bir M (@) matrisiyle de olusturulabilecegi gosterilmistir [20].
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P k —basamak genellestirilmis Pell dizisi, N>0 sabit katsayilar, n>0 ve

L
1<j<k-1ligin S =[T 1Jj olacak sekilde
+

R =(a+DR2L + 4

seklinde tanimlanmustir [34].

k -basamak genellestirilmis Pell dizisi igin,

(a)k
I:)n+k—l +

(@)k
B P

I Pn(fk)k | _(05 +) B B ﬁk—l_ I Pn(flzi(l_
P 10 0 0 |IR%
Pis (=] 0 1 0 0 ||R%
P@*] L 0 0 1 0 |[P"*]
esitligini elde etmiglerdir.
(a+D) B Beo Bei
1 0 0 0
seluls| 0 10 0
0 o ... 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine, Kk - basamak genellestirilmis Pell matrisi denir [34].
2.6. Genellestirilmis Pell (p,i)-Sayilar

p(p=L23..),n>p+l ve

Genellestirilmis Pell sayilari, verilen herhangi bir,

0<i<p durumunda ve PO@)=---=P® ()= 0 igin
PO(i+1) =P (i+2)=---=P"(p+1) =1 baslangi¢ kosullar altinda
0] _ i _ O] —n—
P, (n)=2P,(n-)+PR"(n-p-1) (2.6.1)

seklindeki indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Eger 1 =0 ise baslangi¢ kosulu
Pp(o) o= Pp(o’ 2=..-= Pp(o)( p+1) =1

olur [17].
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Ornek 2.6.1. 1= p=1 oldugunda genellestirilmis Pell (1,1)-sayis1 (N+1)"inci Pell sayis
olur. Eger P=2 ve i=0 olarak alirsak {PZ(O) (n)} genellestirilmis Pell (2,0)-sayilarinin
dizisi

1,1,1,3,.7,15,.33,73,161,...
seklinde olur [17].

Ayrica P=2 Ve i=1 oldugunda, genellestirilmis Pell (2,1)-sayilarinin baslangic
kosullant PO@)=0,R®(2)=P@) =10lup {PO(N)} genellestirilmis Pell (2,1)-

sayilarinin dizisi,
0,1,1,2,5,11,24,53,117,258,...
seklindedir [17].
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BOLUM 3
3. MATERYALVE YONTEM

3.1. Hadamard-Tipli k-basamak Fibonacci Dizileri

Tanim 3.1.1.
der(f(x))=m , der(g(x))=n
olmak iizere
f(x)=a, X" +a, X" +..+aX+a,
g(x) =b,x"+b, X" +...+bx+h,

iki adet polinom segelim f ve g polinomlarinin Hadamard-tipli ¢arpimi asagidaki gibi

tanimlanir:
f(x)*g(x) =D (a *b)*X
i=0

_Jab o ab =0
a +b —{ai b eger ab =0

[22]’de Fibonacci dizisi ve k-basamak Fibonacci dizisinin karakteristik polinomlarmin
Hadamard-tipli ¢arpimindan faydalanilarak yeni bir k-basamak dizisi tanimlanmis olup,

bu dizi Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi olarak adlandirilmistir:

Tanim 3.1.2. k>3 ve n>0 icin Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi

HF (0) =...= HF, (k—2) =0, HF, (k —1) =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte,
HFE.(n +k)=HF (n+k -1 +...+ HF, (n+2)-HF (n+1) - HF, (n) (3.1.1)

seklindeki indirgeme bagintist yardimiyla tanimlanir [22].

(3.1.1) bagmtis1 kullanilarak {HFk (n)} Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi i¢in

Companion matris formundaki tirete¢c matrisi
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1 ... 1 1 -1 -1]
10 0 0 O
L, |l001 0 ... 0 0
FM[ =
00 1 0 0
0 ... 00 1 0},

seklinde belirlenmistir ve bu matris Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci matrisi olarak
adlandirilmaktadir. n {izerinden timevarim yontemi kullanilarak Hadamard-tipli k-

basamak Fibonacci matrisinin n-inci kuvveti asagidaki gibi elde edilir:

i. k=3icin,
HF3n+2 _HF3n+l —HF3n _HF3n+1
(FM!)" =| HE™ —HF" -HF"™ —HF'
HE' —HF™ —HF"? —HR™
ii. k=4 icin,
HF4n+3 HF4n+4 _HF4n+3 _HF4n+2 _HF4n+l _HF4n+2
(FM h)n _ HF4n+2 HF4n+3 _HF4n+2 _HF4n+1 _HF4n _HF4n+1
4 =

HF4n+1 HF4n+2 _HF4n+1 —HF4n _HF4n—1 —HF4n
HE"  HF™ -HF" -HF™ —HF™ —HF™

iii. k=5 icin (FM,)" matrisi

B HFKMH HFkn+k _ HFkn+k—l Hkak’z _ HFkn+k73 _ HFkn+k74
HFkn+k—2 HFkn+k—1 _ HFkn+k—2 HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 _ HFkn+k—5
(I:I\/Ili1 "= : : FM E 3 :
HFkn+1 HFkn+2 - HFkn+1 HF' - HFk"_1 - HFkn_2
HFE' HFkn+1 —HF/ HFkn_1 - lekn_2 - HFkn_?’

_HFkn+k—2 _ HFkn+k—3 _ HFkn+k—2 T
_HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 _ HFkn+k—3

“HF" —HF™ —HF’
“HFE™ —HF™?  —HF™
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seklinde olup N >3 igin (k —5) x (k —5) boyutlu FM,"" matrisi asagidaki gibidir:

HFkn+k+l _HFkn+k _HFkn+k—l HFkn+k+2 _HFkn+k+l _HFkn+k _HFkn+k—l
HFkn+k _HFknJrk—l _ HFknJrk—Z HFkn+k+l _HFkn+k _ H Fkn+k—l _HFkn+k—2

HFkn+k _HFkn+2 _HFkn+1 HFkn+4 _HFkn+3 _HFkn+2 _HFkn+l
i HFkn+2 _HFkn+1 _HFkn HFkn+3 _HFkn+2 _HFkn+1 _HFkn

HFkn+2k—5 _ HFkn+2—6 L HFkn+k _ HFkn+k—l ]
HFkn+2k—6 _ HFkn+2k—7 i HFkn+k—l _ HFkn+k—2
HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 L HFkn+2 _ HFkn+1

HFkn+k—4 _ HFkn+k—5 . HFkn+l _ HFkn

Ayrica det FM,' = (=1)* oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Hadamard-tipli k -Fibonacci dizisi i¢in binet form asagidaki gibi elde edilebilir:

Lemma 3.1.1. Hadamard-tipli Kk -Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

X=X =2+ x+1=0 olup bu denklemin ¢ok kath kokii yoktur [22].

ispat: f(x)=x*—x*'—...—x*+x+1 olsun. k=3 i¢in Hadamard-tipli K -Fibonacci
dizisinin karakteristik denklemi f(X)=Xx*—x?+x+1 seklinde olup, bu denklemin
kokleri

x, =0.77184-1.1151i,
X, =0.77184 +1.1151i

ve

X, = —0.54369
olarak elde edilir. Benzer sekilde, k=4 icin Hadamard-tipli Kk -Fibonacci dizisinin
karakteristik denklemi f (x) =x*—x®—x*+x+1 seklinde olup denklemin kokleri:

x, =1.1924-0.54788i,
x, =1.1924+0.54788i,
X, = —0.69244 — 0.31815i
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ve
X, =—0.69244 +0.31815i
olarak elde edilir. Boylece k=3 ve k=4 i¢cin f(X)=0 denkleminin ¢ok kath kokii

olmadig1 kolaylikla goriilmektedir. Simdi de K>5 durumunu gdz oniine alalim. Farz
edelim ki denklem
g(x) = (x=D f(x) =x“"*"—2x“ +2x* -1

seklinde olsun. Bu durumda

 1-2x°
X =
X—2 (3.1.2)

elde edilir. Ote yandan g(x) = (k +1)x* —2kx** +4x olup

= —4x*

olmalidir. (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri g6z 6niinde bulun durularak

(2k —2)x* +(8—4k)x* —(k +1)+2k =0 (3.1.4)

AX* —2X+2
2 HAXP+X=2

oldugu goriiliir ki buradan da K =1+ esitligine ulasilir.

Wolfram Matematica 10.0 [35] gibi uygun yazilimlar1 kullanarak denklemin bir ¢6ziimii
olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla, K>5 icin bu esitligi saglayacak K tam sayismm varhig

noktasinda ¢eliski elde edilir. Bu da bize T(X)=0 denkleminin ¢ok katli koklerinin

olmadig1 sonucunu verir.
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X, %y, ..., % lar FM,;' matrisinin kokleri ise 0 zaman Lemma 3.1.1°den X, X,,..., X,

’lerin birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. Bu kdkler yardimiyla k xk boyutunda V,

Vandermonde matrisi

() (%) ()"
(%) (%) (%)
Vk: . . .
X X, X,

1 1 .. 1]

seklinde tanimlansin ve U, (i.]) matrisi

n+k—i
X

o Xn+k—i
U, (i, )= 2:
X£+k—i
seklinde gosterilsin. kxk boyutlu V, (i, j) matrisi, V, matrisinin j—inci stitununun
U, (i, J) sttun matrisiyle yer degistirilmesi sonucu elde edilsin [22].
Teorem3.1.1. N >3 ve k>3 i¢in (FM,)" :[ fif‘j'k’"] olsun. Bu durumda
fhkn _ detV, (i, J)
v detV,

dir [22].

ispat: FM matrisini 6z degerleri birbirinden farkh oldugundan FM, matrisi
kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda FM,V, =V,P, oldugu kolaylikla goriiliir ki,
burada P, = (X, X,,..., X ) dir. Vj, matrisi tersinir matris oldugundan (V,)"FM,V, =P,
esitligi yazilabilir. Bu yazimdan dolayr FM, matrisi P, matrisine benzerdir. Benzer

matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan n>3ve k > 3 i¢in (FM;)"V, =V, (R)"

oldugu goriilmektedir. Bu durumda,
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h,k,n k-1 hk,ny k-2 hk,n _ n+k=i
fi]1 X +fi'2 X5 +...+fi]k =X

h,k,n k-1 h,k,ny k-2 hk,n _ n+k—i
fiy1 X +fi12 X, +"'+fi,k =X,

fmx T 5O L O = X

Lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her 1, ]J=12,...,K i¢in lineer denklem
sisteminin ¢6ziimiinden

fhkn _ detV, (i, j)
v detV,

esitligine ulasilmaktadir.

Sonu¢ 3.1.1. k=3 i¢in HF (n), n-inci Hadamard-tipli K -Fibonacci sayis1 olmak

uzere

detV, (k1) _ detV, (k-1k)

HF (n) =
) detV, detV,

esitligi elde edilir [22].

Hadamard-tipli k -Fibonacci dizisinin Companion matris formundaki iirete¢ matrisleri
g6z onilinde bulundurularak asagidaki gibi bir siiper-kdsegen matris tanimlanmistir ve
bu matrisin permanent degerleri iizerinden de Hadamard-tipli K -Fibonacci dizisinin

permanental temsilleri elde edilmistir:

Tanim 3.1.3. @ 2K (K>3) bir tamsay1 olmak iizere axa boyutlu L, =[|f‘jq stiper

kdsegen matrisi:
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egeri=uvej=uise ISu<a,
I=uvej=u+lisel<u<a-1,
1 :
i=uvej=u+k-3isel<u<a-k+3
I_a.,k= ve
b i=uvej=u-lise 2<u<a,
egeri=uvej=u+k-2ise 1su<a-k+2
-1 ve
I=uvej=u+k-lisel<u<a-k+1
0 diger durumlarda

seklinde tammlanir. Yani L, = [|f’j’k] sliper kdsegen matrisi:

(k) —inci
J
11 .. 1 1 -1 0 .. 0 0 O]
1 1 -1 -1 0 ... 0 O
01 1 1 1 -1 -1 0 .. 0
0 ... 0 1 1 1 -1 -10
L,,=[0 0 0 1 1 1 1 -1
0 0 O 1 1 1 ... 1 1
0 0 0 O 0 1
00 0 0 O 0 0 1 1 1
00 0 0 0 O 0 |

seklindedir [22]

Teorem3.1.2. >k ve k>3 icin,
perL,, =HF (a+k-1)

esitligi elde edilir [22].

Ispat: Teorem ¢ {izerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanir. Denklemin

az>k icin perL,, =HF (a+k-1) esitliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda,
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denklemin « +1 igin de saglandigmi gosterilmelidir. Eger perL,,,L,, matrisinin

birinci satirina gore Laplace agilimi uygulanarak genisletilir ise,

perL,.,, = perL,, +perL,,, +...+perL, . 5, —perL, .., —perL, ..«

esitligi elde edilir.
perL, = HR (a+k-1),
perL, = HF (a+k-1-2),
perl, .z = HFR (a+2),
perl, ..« = HR (@ +1)

ve

perL, .. = HR (@)

oldugundan perL,,, = HF, (o +k) sonucuna ulasilir. Boylece kanit tamamlanur.

+1,k

Tamm 3.1.4. o >k olmak iizere axa boyutlu Y, :[yffﬂ matrisi;

egeri=uvej=uise ISu<aq,
I=uvej=u+lisel<u<a-—-k+1
iI=uvej=u+2isel<u<a—k+1,
1 :
iI=uvej=u+k-3isel<u<a—-k+1,
K i=uvej=u-lise2<u<a-k+1,
Yij = ve
i=a—-k+1lvej=a,
egeri=uvej=u+k-2ise I<u<a—Kk,
-1 ve
i=uvej=u+k-lisel<u<a-—Kk,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

axa boyutlu D, :[df‘j'kJ matrisi,
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(a—k+1)—inci

\2
1 1 O 0]
1
Da,k = O Yaflk
_O -

seklinde tanimlanir [22].

Teorem 3.1.3.
.  a>Kk igin,
perY,, = HF, ()

ii. a>k+1 igin,
a1
perD,, = z HF, (i)
i=1

seklinde elde edilir [22].

Ispat:
i. Ispat tiimevarim yontemi kullamlarak yapilacaktir. Denklemin @ >K icin

sagladigm kabul edelim. Bu durumda, denklemin K+1 icin de saglandig:

gosterilmelidir. Eger perY, Y . matrisinin birinci satirina Laplace agilimi

ak? Tak
uygulanarak genisletilir ise,
PeryY, i = Pery,, + pery, j, +...4+ Pery, s — Pery, oy — PeryY,

=HF (¢)+HF (¢+)+...+ HF (¢« —k+3)—HF, (¢ —k +2) —HF, (¢ —k +1)
esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

ii. Eger perD,,, D,, matrisinin birinci satirma gore Laplace agilimi uygulanarak
genisletilir ise,
perD,, = perD,_,, + perY,
esitligi elde edilir. Teorem 3.1.2 ve 3.1.2 (i). géz 6niinde bulundurularak &
iizerinde indiiksiyon ile gortilebilir.

a >k +1li¢in axa boyutlu bir R matrisi,
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101 1
11 1
e
1 -1 1 1
1 1 1 -1 1]

seklinde tanimlanir.

Sonu¢ 3.1.2. @ >k+1 i¢in,
det(L, o R) =HF (a+k-1)
det(Y, o R) = HF («)

ve
a-l
det(D, . °R) =) _HF (i)
i=1

esitlikleri elde edilir [22].

Asagidaki Sonug¢ ile Hadamard-tipli K -Fibonacci sayilar1 icin toplamsal temsil

verilmektedir.

Sonug 3.1.3. k>3 i¢in HF, («),  -inci Hadamard-tipli k -Fibonacci sayisi olsun.
I.
+...+t
HF (@) = Z (ti X ](—1)tk1+tk
(fyfpnf, t:l.""’tk
olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar iizerinde

t + 2t, +...+ (K)t, = a— k+1 sartin1 saglamaktadr.
ii.

HE (@) == t, x(ti +ot b j(—l)‘““k

bbb+t Ut

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar tizerinden t +2t,+...+(K)t, =a+1

kosulu saglanmaktadir [22].
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Ispat: Teorem 2.2.15 de (i). durum icin i=K ve j=1 ve (ii). durumu icin
i=k—-1, j=k olarak almirsa ispat Hadamard-tipli k -Fibonacci matrisinden kolaylikla

gortliir.

Hadamard-tipli K -Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Xk—l

1-X=X2 =, = X2 x4

g(x) =

seklindedir.

Asagidaki Teorem ile iirete¢ fonksiyonu kullanilarak Hadamard-tipli K -basamak

Fibonacci sayilarmin tistel temsilleri verilmistir.

Teorem 3.1.4. Hadamard-tipli K -basamak Fibonacci sayilarmin iistel ifadesi asagidaki
gibidir:

g, (X) =x* exp{z()(l+x+ A X2 "1)]

Burada k >3 olur [22].

1spat:
Xk—l
In gk(X):Inl—X—Xz—,,,—Xk_2+Xk_1+Xk
=In X —In(Ll— x—x* —...— X* 2 +x"+x¥)
ve
—In@—x—x*—.. =X+ X x) =X L+ X+ A+ X P xE2 X -
1
§x2(1+x+...+ X< XK —x )2
1 n k-3 k-2 k-1yn
XA XA X =X =X =]
n
oldugundan
X I
gk() Z()(1+X+ +X —2 kl)l
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elde edilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur. Hadamard-tipli K -basamak Fibonacci

sayilarmin toplamini gz oniine alalim. O halde
Sa = Z HFk (a)
i—1

olmak iizere ve (k +1) X (k +1) boyutlu A" matrisi asagidaki gibi ifade edelim:

10 .. O]
1
A'=|0 ™,

_O -

Bu durumda (A")“ matrisi agagidaki gibi olup tiimevarim yontemi ile goriilebilir [22]

1 0 0]

Sa+k—2

(A =|Spus  (FMY)°

3.2. Hadamard-Tipli k-Basamak Pell Dizileri
Tanim 3.2.1. k>3 wve n>0 icin, Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisi

HPX =HP*...=HP*, =0 ve HR", =1 baslangig kosullar1 ile birlikte
0 1 k-2 k-1

HPY, = 2HP"

n-+k n+k-1

+HB,  + o HRY, ~2HRY, — HR)

(3.2.1)

seklinde indirgeme baglantisi ile tanimlanir [23].

(3.2.1) baglantis1 yardimiyla Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisi i¢in tirete¢ matrisi
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HP =

O O P DN

0
0

O R O B

0

1
0
0 O
1 0
0 O
0

1 -2
0 O
0
0
1
0 1

0
0

kxk

seklinde tanimlanmis ve bu matris Hadamard-tipli k-Pell matrisi olarak adlandirilmistir.

Niizerinde timevarim yontemi kullanilarak Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisi

matrisinin N -inci kuvveti asagidaki gibi elde edilir:

i. k=3 icin,

(HRYY

ii. k=4 icin
HP!

n+3

HP?

n+2

HP!

n+1

HP!

(HRP)" =

iii. K>5 i¢in (HR?)" matrisi

HP  HR
I--IPn+k—2 I--IF)n+k—1
(HR)" =] :
HPY:  HRY,
| HRY  HRY

HP®, —2HP},
=|HP3, —2HP?
HP® —2HP®,
HP!, -2HP!,
HP!, —2HP!,
HP!, —2HP*,
HP! ~ —2HP!
_ZHPnk+k—1
_2Hpn+k—2
: HR?*
—2HPX,
—2HPX

_H|:>n3
_HPn34
__F1Fﬁi2

—2HP!

n+2

~2HP!,

—2HP!
—2HP*,

—2HP¥

n+k-2

—2HP

—2HP¥
—2HP¥,

n+k-3

HP;.
_|_||:>n3
HPn?’_1
F+F%tl "F+F%tz
__++F1f __F{F%tl
HP!, —HP!
-H Pn4—2 - Hpn4—1
_HPnI:k—s _Hpnl:-k—z
_Hpn+k—4 _Hpnlik—s
—HRY,  —HR
k k
_HPn-z _HPn—l i (3.2.2)

seklinde olup N>k -3 icin, (k—4)x(k—4) boyutlu HP” matrisi asagidaki gibidir:
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LDk k k k k k k k k k
HPn+k—2 + HPn+k—3 oot HPn+3 - 2HPn+2 - HPn+1 HPn+k—2 + HPn+k—3 oot HPn+4 - 2HPn+3 - HPn+2
k
HPn+k n+2 n+1 n+k n+3 n+2 nel T

LH+HPE o HPE, — 2HPK —HP*  HPY, ,+HPY, ,+--+ HP*, —2HPX, —HP¥

HPX + HP, +...+ HP¥, . —2HP, , —HP¥, . HPY + HP*, +...+ HP¥, . —2HP*, . —HP* ...

_HPnk_l +HPY, +---+HP¥, ,—2HPY, .—HP,., HPY +HP',+...+HP . —2HP, ,—HP, .-
HPnk+k—2 - 2l'":>nk+k-3 - HPnk+k—4_
HPnk+k—3 - 2HPnE—k—4 - HPnk+k—5

HP* —2HP*, —HP*,
HP, —2HP¥, — HP',

Ayrica det HP = (-1)* oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Simdi Hadamard-tipli K —Pell dizisi i¢in Binet formiilii {izerinde duracagiz;

Lemma 3.2.1. kK, K>3 olacak sekilde bir tek tam say1 olsun. Hadamard-tipli k-

basamak Pell dizisinin karakteristik denklemi x*—2x*t—x*2_...—x? +2x+1=0
olup, bu denklemin ¢ok kath kokii yoktur [23].
ispat: f(x)=x*—2x**—x*?—...—x?+2x+1 olsun. k=3 i¢in Hadamard-tipli k-Pell

dizisinin karakteristik denklemi x* —2x*+2x+1 seklinde olup bu denklemin kokleri

x, =1.1766—1.2028,
X, =1.1766+1.2028i,
X, =—0.35321

olarak elde edilir. Boylece K=3 icin f(x)=0 denkleminin gok katlh koklii olmadig1
kolaylikla goriilmektedir.

Simdi de k>5 durumunu géz niine alalim. Farz edelim ki §(X) fonksiyonu asagidaki
gibi tanimlansin:
g(x) =(x=1) f(x) = X" =3x* + X1 +3x* —x-1

bu durumda
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(XXX
x> —3x+1 (3.2.3)

elde edilir. Ote yandan g'(x) = (k +1)x* —3kx** + (k —1)x*? +6x—1 olup

& —6x° + X
(k+1)X2—3kX+k—1 (324)

elde edilir. (3.2.3) ve (3.2.4) denkleminin esitliginden

8x3 —8x° + 4x
—3x* +10x% —5x* —2x+1

esitligine ulagilir. Wolfram Matematica 10.0 [35] gibi uygun yazilimlar1 kullanarak

k=1+

denklemin bir ¢oziimii olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla K >5 igin bu esitligi saglayacak K
tam sayisinin varhigi noktasinda celiski elde edilir. Bu yiizden f(X)=0 denkleminin
cok katli koklerinin olmadig1 sonucunu verir.

k-2

1X!---1X bl k _ k-1 _ — e 2 2 ¢ P ..
%15 %, kler X —2X X X"+ 2X+1 denkleminin kokleri ise o zaman

Lemma 3.2.1°den k x k boyutlu V* Vandermonde matrisi

OO e ()]
(07 ()7 (k)7
A : : 5

X X X
1 1 1

seklinde tanimlansin ve R*(i, j) matrisi
n+k—i

n+k—i

R (i, )=

n+k—i

| X«

seklinde gosterilsin. kxk boyutlu V*(i, j) matrisi, V*matrisinin j-inci siitununu

R¥(i, j) siitun matrisiyle yer degistirir.
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Teorem 3.2.1. k>3 olacak sekilde k tek tamsayisi ve N>0 igin (Hk”)”=[hip’k'”]

Ny
olsun. Bu durumda
hokn deth(i, ),
] :—k
detV
dir [23].

Ispat: X,X,,...,% 0z deger H} matrisidir. Bu durumda HPV* =V*S* oldugu
kolaylikla goriilir ki burada S*=(x,x,,...,x) dir. V* matrisi tersinir matris
oldugundan (V*)*HPV* =S¥ esitligi saglanir ki, H matrisi S“matrisine benzerdir.
Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan (HP)"V* =V* (S)" oldugu

goriilmektedir. Bu durumda

n+k—i

p,k,n, k-1 p.k,ny, p.k,n p.k,n _
{hi,l XRG4 R =X

n+k—i

p,k,n, k-1 p,k,n k-2 p.k,n __
{hiy1 X, +h%T +- -+ hf =X,

n+k—i

p.k,ny k-1 p.k,ny k-2 p.k,n
{hi,l X +h5S" )T+ R =

Lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her 1, j=12,..,K icin lineer denklem

sisteminin ¢ozliimiinden

T k
detV
esitligi elde edilir.

Sonug 3.2.1. Kk >3 olacak sekilde K tek tamsay1 ve N >0 i¢in HP* n—inci, Hadamard-

tipli k -basamak Pell sayis1 olmak iizere

L GetVE(k,D) _ detVE(k—1k)
" det V¥ det V¥

esitligi bulunur [23].
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Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisinin Companion matris formundaki iireteg
matrisleri dikkate almarak asagidaki gibi bir siiper-kdsegen matris tanimlanmistir. Bu
matrisin permanent degerleri {iizerinden Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisinin

permanental ifadesi elde edilmistir:

Tanim 3.2.2. I >K (k >3) bir tamsayi olmak iizere r x r boyutlu M"™* = [mit’jk] stiper

kosegen matrisi;
egeri=tvej=t+lise 1<t<r-1,
I=tvej=t+2isel<t<r-2,

1 i=tvej=t+k-3isel<t<r—-k+3,

rk ve
m: =
" i=tvej=t-lise 2<t<r,
2 egeri=tvej=tise I<t<r,

-2 egeri=tvej=t+k—-2ise1<t<r—k+2,
-1 egeri=tvej=t+k-lisel<t<r-k+1,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [23].

Teorem3.2.2. r>k ve k>3 icin,

perM"™ =HR{, ,

esitligi elde edilir.

Ispat: Kanit matematiksel tiimevarim ile yapilacakti. Denklemin r>k i¢in
perM "™ =HPX, , esitliginin saglandigmi kabul edelim. r+1 i¢in de saglandig
gosterilmelidir. Eger perM ™, M"™ matrisinin birinci satirma gdre Laplace agilimi
uygulanarak genisletilir ise,

perM ™ =2 perM " + perM " ...+ perM 3% —2 perM K2k — perM "k

esitligi elde edilir.

38



per™ =%,
perM ™ = HRY, .

perM r—k+3,k — HPk

r+27
perM ™2 = HR,

ve
pel’l\/l r—k+1,k — HPrk

oldugundan perM"** = HPX

)« sonucuna ulagilir.

Tamm 3.2.3. r >k olmak iizere r x r boyutlu N = [nir"jk] matrisi;

egeri=tvej=t+lise 1<t<r-2,
i=tvej=t+2isel<t<r-3,

1 i=tvej=t+k-3isel<t<r-k+2,

n.r’.k: Ve
" i=tvej=t-lise 2<t<r,
2 egeri=tvej=tise 1<t <r-1,

—2 egeri=tvej=t+k-2ise 1<t <r—k+1,
-1 egeri=tvej=t+k-1lisel<t <r-k+1,
0 diger durumda

seklinde tanimlanir.

rxr boyutlu B™ =[b{] matrisi asagidaki gibi,

(r—k)—inci
J
1 1 0 0]
1
Br,k — o Nrfl,k

_O -
elde edilir.
Teorem 3.2.3.
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i. r >k durumunda,
perN™ = —HP*

ii. r>k+1 durumunda,

T
N

perB™ =) HP*

I
o

esitlikleri elde edilir [23].

Ispat: i. Teorem I iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanacaktir.

Denklemin r>K icin sartlarm saglandigmi farz edelim. Hal bdyle olunca denklemin
r+1 icin saglandig1 gosterilmeli. Eger perN"*, N"* matrisinin birinci satirma gore
Laplace agilimi uygulanarak genisletilir ise

pel’N r+1,k — 2 perN r.k + perN r-1,k +eet perN r-k+3k 2 pel’N r-k+2,k perN r—-k+1,k

esitligi elde edilir.
perN™* =HP,,
perN"* =HP,,
peI’N r—k+3,k — HPrlikJrZ’
ve

perN r—k+1,k — HF)rk_k
oldugundan perN"** = HP* sonucuna ulasilir ve bdylece kanit tamamlanir.

ii. Eger perB"*, B"* matrisinin birinci satirma gore Laplace acilimi uygulanarak
genigletilir ise

perB"* = perB"** + perN"**
esitligi elde edilir. Teorem 3.2.2. ve 3.2.3 (i). gbz Oniinde bulundurularak I' {izerinde
tiimevarim yonteminden ispat kolaylikla goriiliir.

r>k+1icin rxr boyutlu bir Q matrisi
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1 1 1 1
11 1
1 -1 1 11
Q =
1 -1 11
1 1 1 -1 1]

seklinde tanimlanir.

Sonug 3.2.2. r >k+1 icin,
det(M ™2 Q) =HPY, ,,
det(N" o Q) =—HP¥,

ve
det(B"* cQ) =—> HP*

esitlikleri elde edilir [23].

Asagidaki sonug ile Hadamard-tipli k-basamak Pell sayilar1 igin toplamsal temsil
verilmektedir.

k >3i¢in HP*, n -inci Hadamard-tipli k -basamak Pell sayis

Sonug 3.2.3. K >3 i¢in HP¥, n-inci Hadamard-tipli k-basamak Pell sayis1 olsun. yani
i

t+.. 1

o= 3 (S
(t,t 0t ) t]_a"'atk

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde t +2t, +...+(K)t, =n—k+1

sartin1 saglamaktadir.

HPK = —

n

t, (tl-i-...-f-tk

O S L Bl 2Rt ) O (R PO

jzﬁ (2D

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde t +2t,+...+(K)t, =n+1

sartin1 saglamaktadir [23].
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Ispat: Teorem 2.2.15 de i. durum igin i=K ve j=1 ve ii. durumu i¢in i=k -1, j=k

olarak alinirsa ispati Hadamard-tipli k-basamak Pell matrisinden kolaylikla goriiliir.

Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisinin tirete¢ fonksiyonu

Xk—l

1-2X— X2 == X2 = 2X 4 X

gk(x) =

seklindedir.
Asagidaki teorem ile iireteg fonksiyonu kullanilarak Hadamard-tipli k-basamak Pell

sayilarinim tstel ifadeleri verilmistir.

Teorem 3.2.4. Hadamard-tipli k -basamak Pell sayilarinin iistel ifadesi asagidaki
gibidir:

Ok (X) = Xk—l exp [i% (2 + X4+ Xk—3 — 2Xk—2 _ Xk—l)i )
i=1

Burada k >3 tiir [23].

Ispat:
In g;(x) —In(L—2Xx—Xx* —- .= X + 2x* " + x¥)
ve
—In(l—-2x—x% = =x* 24 2x* 14 x) :—[—x(2+ X4 X2 2x 2 X —
%xz 2+ X4+ X —2x 2 —x ) o
%x"(2+ X4 X = 2x 2 ) - ]
oldugundan

(24 X4+ X3 2xK 2 X

gk (X) Z (X)'

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.
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Hadamard-tipli k-basamak Pell sayilarmin toplamimi gdz 6niine alalim. O halde n>0

ve k>3 icin,

S, =Y HP!
i~0
olmak iizere ve (K+1)x(k+1) boyutlu L} matrisi asagidaki gibi gdsterilsin:
1 0 - O]
1
I—E =0 HS
_O -

bu durumda (L))" matrisi asagidaki gibi olup tiimevarim yontemi ile goriilebilir:

1 0 0]

Sn+k—2

(L:)n e Sn+k—3 (Hpkp)n

Sn72
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BOLUM 4
4. ARASTIRMA BULGULARI

4. 1. Hadamard-Tipli Pell-p Dizileri

Pell dizisi ve genellestirilmis Pell (p,i)-dizisinin karakteristik polinomlarinin Hadamard-
tipli carpimi kullanilarak yeni bir dizi tanimlanmis olup, bu dizi Hadamard-tipi Pell-p

dizisi olarak adlandirilmistir;

Tanim 4.1.1. n>0 ve p=>3 tamsayilar1 i¢in Hadamard-tipi Pell-p dizisi

ab=af =--.=ab =0veal =1 baslangic degerleri olmak tizere
ar?+ p+1 = 2a‘r?+p a ar?+2 + 2a‘r?+1 - ar? (411)

seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanir [36].

(4.1.1) iliskisini kullanarak, Hadamard-tipli Pell-p dizisinin tirete¢ matrisi

2 0 ... 0 -1 2 -1]

100 0 0 0

01 0 0 00
G=[00 10 0 -0

0 0 0

_0 0 00 J(p+)x(p+l)

seklinde elde edilir ve bu matris Hadamard-tipli Pell-p matrisi olarak adlandirilir. N

tizerinde tiimevarim metodu kullanilarak bu matrisin n-inci kuvveti

an+ p 2anp+ p-1— ar:)+ p-2 —an+ p-1
anp+ p-1 2ar?+ p-2 anp+ p-3 _anp+ p-2
G)= : G : :
ar?+l 2anp - ar?—1 _ar:)
ar:) 2ar?—1 - ar:)—Z _ar?—l

i ] (4.1.2)
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seklinde olup n> p igin(p+1)x(p—2) boyutlu G, matrisi asagidaki gibidir:

_anp+2 + 2a‘np+1 - ar? _anp+3 + 2anp+2 - a‘np+1 e _anp+ p-1 + 2ar?+ p-2 anp+ p-3
_anp+1 + 23.;3 - anp—l _anp+2 + 2anp+l - ar:) Tt _anp+ p—2 + 2ar:)+ p-3 anp+ p—4
p p p p p p p p p
_an—p+3 + 2an—p+2 - an—p+1 _a‘n—p+4 + 2a‘n—p+3 - a‘n—p+2 e —a, + 2a‘n—l —a,,
p p p p p p p p p
L _an—p+2 + 26'n—p+1 - an—p _an—p+3 + 26'n—p+2 - an—p+l e —a,,t Zan—z —a, 3

Ayrica detG, = (—1)*** olduBunu agik olarak goriilmektedir [36].

Matris metodu kullanilarak Hamarad-tipli Pell-p dizisi igin binet formiilii asagidaki gibi

elde edilir:

Lemma 4.1.1. Hamarad-tipli  Pell-p  dizisinin  karakteristik  denklemi

XPH —2%P +x* —=2x+1=0 olup bu denklemin ¢ok kath kokii yoktur [36].

Ispat: f(X)=x""=2xP +x*—2x+1 olsun. Tim P>3 icin f(0)#0 ve f (1)1 oldugu
aciktir. K, f(X) in cok kath kokii olsun o zaman, I ’nin ¢ok kath kok oldugu goz
oniine alndiginda f(r)=0 ve f(r)=0 dir. Simdi, f(r)=r""-2r°+r*-2r+1

oldugunu diisiiniiliirse

P +2r-1
r-2 (4.1.3)

rP

elde edilir. Ayrica, f'(r)=(p+2)r®—2pr°*+2r-2 olup buradan da

o —2r'+2r
(p+)r-2p (4.1.4)

olmalidir. (4.1.3) ve (4.1.4) denklemleri goz 6niinde bulundurularak

=3
r’—3r+2
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esitligine ulasilir. Wolfram Matematica 10.0 [35] uygun yazilimlar1 kullanarak
denklemin P23 icin bir ¢oziimii olmadig: goriiliir. Dolayistyla P23 igin bu esitligi
saglayacak k tam sayisinin varligi noktasinda geliski elde edilir. Bu yiizden f(X)=0

denkleminin ¢ok katli koklerinin olmadigi sonucuna ulagilir. Eger k;,K,,....K ;, G,

matrisinin kokleri ise, 0 zaman Lemma 4.1.1°den ki,k,,...,k , ‘lerin birbirinden farkli

oldugu goriilmektedir. Bu kdkler yardimiyla, K” Vandermonde matrisi

k)" () (k)" ]
(G L () L () R
KP=| : :
K o (Kp)
1 v ..

seklinde tanimlansin ve TP (i, j) matrisi,

[, n+p+i—i ]
kl

n+p+1-i
k;

TP(0, 1) =

kn+ p+1-i
| P+l

seklinde gosterilsin. +1)x(p+1)boyutlu KP(i, j) matrisi, K" matrisinin j-inci
g P P y J J

stitunun TP (i, j) siitun matrisiyle yer degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Teorem4.1.1. N> P igin (G,)" :[gi‘ﬂ olsun. Bu durumda

5o _ BLKP( )
" det KP
dir [36].
Ispat:  k;,k,,....k,, ©Ozdegerleri birbirinden farkli oldugu i¢in G, matrisi

kosegenlestirilebilirdir. D, = (k;,k,,...,K,,,) olsun. Bu durumda D, = (k.k,,....k ;)

matrisi kosegenlestirilebilir oldugundan G K* =KD, esitligi elde edilir. Ote yandan

det K® # 0oldugundan K P matrisi tersinir matristir. Boylece (G,)"KP=KP(D,)"

esitligi saglanir ki, bu da G, matrisinin D, matrisine benzer oldugunu gostermektedir.
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Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan (G,)"KP=KP?(D,)" oldugu

goriilmektedir. Bu durumda

p.nL, p p,ng, p-1 p.,n |, n+p+l-i
oK+ g KT+ g0 =k

p+l
p.nL, p p.ng, p-1 p.n |, n+p+l-i
g97k; +95%5'k; +et Qi =k;
p,ny, p p,ng, p-1 p,n |, n+p+l-i
gi,l I(p+1—|_ gi,2 I(p+1 et gi,p+l - kp+1

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her i,j = 1,2, ....,p + 1 i¢in lineer denklem

sisteminin ¢ozlimiinden

pn _ detK?(i, j)
" det KP

elde edilir.

Sonug¢ 4.1.1. a”, n-incisi Hamarad-tipli Pell-p sayis1 olmak tizere

o _detKP (p+11)  detKP (p,p+1)
det KP det KP

esitligi elde edilir [36].
Asagidaki sonug ile Hamarad-tipli Pell-p sayilar1 i¢in toplamsal temsil verilmistir.

Sonug 4.1.2. P23 igin aP Hamarad-tipli Pell-p sayis1 olsun. O halde
i.

anp = Z [tl +---+tp+1J 2t1+tp (_1) thstt
(1t entpis) ti""’tp+1

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar iizerinde t, +2t, +---+(p+2t,,, =n—p

sartin1 saglamaktadir.

al=— > = X(

ity Gttt

tl +-- 'tp+1 2t1+tp (_:I_)tp,ﬁtm1
tyeento
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olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde t, +2t, +---+(p+Dt_,, =n+1

sartin1 saglamaktadir [36].

ispat: Teorem 2.2.15 de i. durum igin i=P+1ve j=1 ve ii. durumu igin i=p ve

j = p+1 olarak alinirsa ispat Hadamard-tipli Pell-p matrisinden kolaylikla goriiliir.

Hadamard-tipli Pell-p dizisinin Companion matris formundaki {irete¢ matrisleri g6z
oniinde bulundurularak asagidaki gibi bir siiper-kosegen matris tanimlanmistir ve bu
matrisin permanent degerleri {izerinden de Hadamard-tipli Pell-p dizisinin permanental

temsilleri elde edilmistir:

Tamm 4.1.2. v = p + 1 igin v X v boyutlu W,* = [V\/,ij] stiper kdsegen matrisi:

(p+D)—inci
\2

2 0 ... 0 -1 2 -1 0 0 O 0
o ..0 -12 -10 0 .- 0
2 0 .. 0 -1 2 -10 .- 0
0 0 1 0 0O -1 2 -1 0
WP — 0 0 1 2 0 .. 0 -1 2 -1
Y10 0 0 1 2 0 0 -1 2
0 0 0 O 0 1 2 O 0 -1
0 0 0 0 O 0O 1 2 O 0
0 0 0 0 0 O 0 1 0
i 0 0 0 0 0 O 1 2]

seklindedir [36].

Teorem4.1.2. v>p+1ve p=>3igin,
perW,” =ag,

esitligi elde edilir [36].
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Ispat: Esitligin v> p+1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda, denklemin v +1

icin de saglandig1 gosterilmelidir. W, matrisinin ilk satir1 Laplace agilimi ile genisletilir
ise

perW.,?, =2 perW,” — perW,”

v+1 v—p+2

+2perW,”

v—p+l peerEp
esitligi elde edilir.

peerp = avp+p1 peerEerZ = av'?rZ’

perW i = avp+1’ peerEp = a'\/p

v—p+l T

oldugundan perW,}, =a; ,,, esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 4.1.3 v>p+1 icin vxv boyutlu RP :[rinp} matrisi:

egeri=0vej=0icin1l<f<u-1

ve
i=0vej=0+p-1licinl<f<u-p+]
egeri=0vej=0+p-2icin1<t<u—p+1

il ve
R | i=0vej=0+picinl<d <u-p,
egeri=0vej=0-1igin 2<f<r-1
1 ve
i=uvej=u,

diger durumda

seklinde tanimlanir [36].

Tanim 4.1.4 V> p+1 olmak iizere vxv boyutlu F” :[finp] matrisi:

(v—=1) —inci
\X
1 - 1 1 0]

o -

R’ = R,

seklinde tanimlanuir.
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Teorem 4.1.3.

i. v>p+1 igin,

peerp = a\/ﬂ p-1
ii. v> p+1igin,

V+p-2
perkF) = > a’
i=0

esitligi elde edilir [36].
Ispat: i. Teoremi ispatlamak igin Vv iizerinde tiimevarim ydntemini uygulayalim.

Denklemin v= p+1 i¢in saglandig1 kabul edelim. Bu durumda denklemin v+1 i¢in de
saglandig1 gosterilmelidir. Eger RE matrisinin birinci satirma gore Laplace agilimi
uygulanarak perRL genisletilir ise
perR?,, = 2perR? — perR? ., +2perR? ., — perR? ,
esitligi elde edilir.
perRy =aj ., perR’, , =a2,, perRy ., =a7, perR?, =a?,

P _ AP
peer+1 - av+p p

Oldugundan perRb. =al. . esitligi elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

ii. FP matrisinin birinci satirma gore Laplace agilimi uygulanarak perF! genisletilir ise
perF,” = perF,’, + perR’,
esitligi elde edilir. Teorem 4.1.3 (i)’den ve v iizerinde tiimevarim yonteminden ispat

kolaylikla goriilebilir.

Hadamard-tipi Pell-p sayilar1 i¢in determinantal temsiller asagidaki gibi elde edilmistir.

U> p+1igin vxv boyutlu bir Y matrisi
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1 1 1 ]
11 1
I N S
1 -1 1
1 1 1 -1 1]

seklinde tanimlansin.
Sonug 4.1.3. U> p+1 icin,
detW,” oY) =a),

det(R? -Y) =2, ,

ve

V+p-2
det(FPoY)= Y aP

i=0

esitlikleri elde edilir [36].

Hadamard-tipi Pell-p dizisinin tirete¢ fonksiyonu
xP
1-2X+xXPH—2xP + xP*

9,(x)=

seklindedir.

Asagidaki Teorem ile iirete¢ fonksiyonu kullanilarak Hadamard-tipi Pell-p sayilarinin

iistel temsili verilmistir.

Teorem 4.1.4. Hadamard-tipi Pell-p sayilarinin {istel temsili asagidaki gibidir [36]:
=xP w(x_)i _yP-2 p-1 _ Py
g,(X) =x"exp| D 2 (2 —xP 7 +2x° T —x")
i |
1spat:

In =—In(1-2x+Xx"" = 2xP +x"*)

9,(X)
Xp

ve
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—IN(L—2x+xP* = 2xP + xP*) = —[—X(Z— XP2 4 2xP — xP) -
%XZ(Z—XpZ +2XPT—xP)? —

%x”(Z—x”2 +2XPT —xP)" ...

oldugundan

Ingl;(—(pX) B i(XT)i(Z —xP2+2x" = xP)'

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
n>p-3ve p=3 igin
n
S, =2 a’
i—0

olsun. (p+2)x(p+2) boyutlu L, matrisi agagidaki gibi gosterilsin [36]:

Bu durumda (L,)™ matrisi:

w

n+2

(L))" =] Sy (G,)"

Sha

seklinde elde edilir [36].
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢aligmada, Pell dizisi ve genellestirilmis Pell p-dizisinin karakteristik polinomlarma
Hadamard tipli ¢arpim uygulanarak yeni bir dizi tanimlandi ve bu diziye Hadamard-tipli
Pell-p dizisi ad1 verildi. Tanimlanan bu dizi i¢in Hadamard-tipli Pell-p matris ad1 verilen
bir tiretec matris elde edildi ve bu iirete¢ matrisin n. kuvveti, Hadamard-tipli Pell-p

sayilar1 yardimiyla tiretildi.

Daha sonra Hadamard-tipli Pell-p dizisinin karakteristik polinomunun kdokleri
yardimiyla Binet formiilii elde edildi. Ayrica Hadamard-tipli Pell-p dizisinin iireteg
matrisi kullanilarak tretilen bazi matrislerin permanental ve determinantal temsilleri

verildi.

Bunun yani sira Hadamard-tipli Pell-p dizisi igin toplamsal temsil ve iireteg¢ fonksiyonu

gibi bazi 6zellikleri elde edildi.

Son olarak, Hadamard-tipli Pell-p dizisinin iirete¢ matrisi ve {lrete¢ fonksiyonu

kullanilarak Hadamard-tipli Pell-p sayilarmin tistel temsili ve sonlu toplamlari tiiretildi.
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