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Bu calismada, Katugampola tarafindan tanimlanan kesirli integral operatorler araciligiyla

4. anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizliklerinin olusturulmas1 amaclan-
maktadir. Bu baglamda, kesirli integral operatorleri kullanarak esitsizliklere yeni iist sinirlar
elde edilmis ve bazi diger esitsizliklerin bu kesirli integral operator ile elde edilmis esitsizlik-
lerle iligkisi gosterilmistir. Parametrelerin 6zel halleri icin literatiirde mevcut bazi sonuglarla

karsilastirma yapilmistir.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

INEQUALITIES THAT CONTAIN KATUGAMPOLA FRACTIONAL INTEGRALS
FOR S-CONVEX FUNCTIONS

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Doc¢. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Doc. Dr. Abdullah ERGUN

In this study, new integral inequalities for fourth-sense s-convex functions are aimed to be
formed by using fractional integral operations that are formed by Katugampola. In this
regard, new upper limits to inequalities are obtained by using fractional integral operations.
Besides, the relationship between some other inequalities and these fractional integral
operations are demonstrated. As for the special conditions of the parameters, a comparison

has been made with some results that are available in the literature.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI
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SV (h,U)  :h-Konkav Fonksiyonlarin Sinifi
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Q) : Godunova-Levin Fonksiyonu
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L(U) : log -Konveks Fonksiyonlar Sinifi

c(U) : Konveks Fonksiyonlar Sinifi

QC(U) : Quasi -Konveks Fonksiyonlar Sinifi

J(U) : Jensen -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

S*(b) : Starshaped Fonksiyonlar Sinifi

SX(h,A) :A Uzerinde h -Konveks Fonksiyonlar Sinifi

SV (h,A)  : A Uzerinde h -Konveks Fonksiyonlar Sinifi
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1. GIRIS

Neredeyse tiim hesaplamalar bir miktar tahmin icerir ve yaklasim esitsizliklere bagli-
dir. Esitsizlikler istatistik, fizik, miihendislik ve matematigin tiim alanlarinda ¢ok onemli bir
yere sahiptir. Giiniimiizde hala calismalara konu olan degerli bir bagliktir.

Esitsizlikler teorisinin temeli 18.yiizyila kadar dayanmakta olup bu teori lizerine gii-
niimiize kadar Hardy, Mitronovic, Pecaric, Fink, Niculescu, Dragomir ve daha bir¢ok bilim
insan tarafindan eserler literatiire kazandirilmistir. Esitsizlikler teoride en bilinen esitsizlik
tiirleri Simpson esitsizligi, Griiss esitsizligi, Ostrowski esitsizligi, Minkowski esitsizligi ve
esitsizlikler teorisinin gelismesinde 6nemli rol oynayan konveks fonksiyonlar ile iligkili olan
Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881°de Ch. Hermite’nin Mathesis
dergisine gonderdigi bir mektupta elde edilmesine ragmen uzun yillar bu durum anlagilma-
mustir. O kadar ki 1948’de E.F. Beckenbach bu esitsizligin 1893’de Hadamard tarafindan
ispatlandigin1 soylemistir. Ancak bu durum ile ilgili gercekler daha sonraki yillarda anlagil-
mis ve bu esitsizlik ya Hadamard esitsizligi ya da daha ¢ok Hermite-Hadamard esitsizligi
olarak literatiire girmistir. Esitsizlik teori ve konvekslik iizerine daha fazla bulgu i¢in Mitri-
novic and Vasic (1970), Mitrinovic et al. (1993), Akdemir (2012), Pachpatte (2005), Pecari¢
and Tong (1992), Niculescu and Persson (2006), Set (2010), Alomari (2011), Dragomir et al.
(1999), Dragomir et al. (1995), Set et al. (2012) calismalarina bakilabilir. Ayn1 zamanda kon-
veks bir fonksiyonun integral ortalamasi ile ilgili en iy1 bilinen esitsizlik Hermite-Hadamard
esitsizligidir. Hadamard’in esitsizligi konveks fonksiyonlar i¢cin Cauchy Ortalama Deger Te-
oremi agisindan hassastir. Cilinkii Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyonlarin ortalamasi
icin st ve alt sinirlar elde etmemize imkan verir. Konvekslik, piir ve uygulamali bilim-
lerin cesitli alanlarinda onemli bir rol oynar. Konvekslik teorisi son yillarda hizla gelisim
gostermistir. Sonug olarak, literatiirde konveks fonksiyonlarin ¢ok sayida yeni genellemesi
ortaya konmustur. Tanimu bir esitsizlik ile ifade edilen konvekslik kavraminin gecmisi Arc-
himedes’in M.O. 250 yilinda 7 sabit degerini hesaplamasina kadar dayamr. Tarihi ¢cok eski
olmasina ragmen konvekslik ve konveks fonksiyonlar teorisi 19. yiizyilin sonlarinda mate-
matik literatiiriinde yer almigtir. Konveks fonksiyonlar, ilk giinlerden giiniimiize matematigin
tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynamugtir. Son yillarda, literatiirde ¢esitli konveks fonksiyon

siiflarinin birgok yeni tanimi ve 6zelligi ortaya ¢ikmistir. Bunlardan bazilart m-konveks,
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geometrik konveks, log-konveks, s-konveks, h-konveks gibi fonksiyon siniflaridir.

Kesirli analiz kavramu ilk kez Leibniz’e L’Hospital tarafindan 1695 yilinda yazilan

bir mektupta
d"x
dyn
notasyonunda n = % icin ne olacagini sormasi ilizerine Leibniz, "Bu bir paradoks yarati-

yor, ancak bir giin kesinlikle 6nemli sonuglara yol acacak" dedi. Daha sonra bu konu; Euler,
Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann, Liouville, Grunwald ve Letnikov gibi 6ncii bir-
cok bilim insan1 ve arastirmacinin ilgi odag: haline gelmistir. Sonug olarak giintimiize kadar
kesirli analiz yeni kesirli integral ve kesirli tiirev ¢alismalar ile etkisini siirdiirerek gelmistir.

Bu gelisimin Onciisii sayilan bize kesirli tiirev ve integral kavramlarini ilk kez tanitan
matematikci Liouville’in kesirli analize ¢ok biiyiik katkilart olmustur. Kesirli tiiretme mu-
hakemesi iizerine ilk ¢alisma 1819°da Lacroix tarafindan yaymlanmistir. Euler daha sonra
kesirli tiirevi yeniden tanimlamigstir. 17. yiizyildan beri bircok matematikei, kesirli tiirev ve
integral kavramlarini genellestirerek konu hakkinda kapsamli arastirmalar yapmustir. Once-
den, tamsay1 mertebeli modeller kullanilmakta iken giiniimiizde neredeyse tiim reel diinya
problemleri kesirli operatorler ile ¢oziimlenmeye ¢alisilmaktadir. Bununla birlikte, artik ke-
sirli tiirevler ve integraller problemini ¢c6zmek icin ¢ok cesitli yaklasim yontemleri gelistiril-
mistir. Kesirli tiirevler, fiziksel fenomenlerin dogasin1 anlamada 6nemli bir rol oynar ve bazi
fiziksel fenomenleri tanimlarken tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerdeki bosluklar
doldurur.

Arastirmalar, gercek diinyada karsilasilan nesneleri ve modelleri tanimlarken tiirev
ve keyfi mertebeli integral kavramlarinin klasik yontemlere gore ¢ok daha efektif sonuglar
verdigini gostermistir. Modellerin niimerik ¢oziimlerinde daha etkin sonuglar verdigi goste-
rilmistir.

Kesirli tiirevler ve integraller alaninda uzmanlagsmis arastirmacilar yeni operatorleri
tanimlamak suretiyle en iglevsel bulgulara ulasmay1 hedef edinmiglerdir. Kesirli tiirevler ve
kesirli integrallerle ilgili Riemann-Liouville kesirli integral, Hadamard kesirli integral, Katu-
gampola kesirli integral, Caputo-Fabrizio kesirli integral, Atangana-Baleanu kesirli integral,

uyumlu kesirli integral gibi bir¢ok kesirli operator literatiire kazandirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu kisimda, ¢alismamin dayanagi olan kavramlar verilecektir.

Konveks fonksiyonlarla ile ilgili en iyi bilinen esitsizlik Hermite-Hadamard esitsizli-
gidir:

f 1 C R — Rreel sayilarin I aralifinda tanimlanmis konveks fonksiyon ve
a,b € I a < bolsun. Asagidaki esitsizlik konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard
esitsizligi olarak ifade edilir (Hardy et al. (1952)).

f(a—Qi—b) - bia/abf(x)dxg f(a);f(@

Tanim 2.1 (Konveks Fonksiyon): f : A — R gercek degerli bir fonksiyon olmak iizere

fltz+ A —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)

kosulunu sagliyorsa f e konveks fonksiyon denir. Burada x,y € A ve t € [0, 1] dir (Pecaric¢
and Tong, 1992).

Tanmm 2.2 (m-Konveks Fonksiyon): Y : [0,b] — R fonksiyonu m € [0, 1] ve her
x1, 29 € [0,b], T € [0, 1], icin asagidaki esitsizligi sagliyorsa Y fonksiyonuna

m-konveks fpnksiyon denir:
T (rxy +m(l —7)xs) < 7Y (21) + m(1l — 7)Y (x2)

(Marusciac and Breckner, 1985).



Tamim 2.3 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon):
Ry =[0,00)f Ry 2 R wve 0<s<1
olsun. o, >0 o+ B° =1 olmak iizere her u,v € R, icin

flau+ pv) < a®f(u) + B°f(v)
esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyonu denir (Breck-

ner, 1978), (Hudzik and Maligranda, 1994).

Tamm 2.4 (Tkinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon):
Ry =[0,00)f : Ry - R wve 0<s<1
olsun. o, >0 «a+ B =1 olmak iizere her u,v € R, icin

flou+ Bv) < a’f(u) + 5°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyonu denir. Ikinci an-
lamda s-konveks fonksiyonlarin simifi K? ile gosterilir.
Yukarida verilen her iki s- konvekslik tanimi s=1 icin bilinen konvekslige doniisiir

(Breckner, 1978).

Tanmim 2.5 (Dordiincii Anlamda s-Konveks Fonksiyon):
U, X vektor uzaywmn konveks bir alt kiimesi olsun.s € (0,1].ve f : U — R fonksiyonu

asagidaki kosullart sagliyorsa 4.anlamda s-konveks fonksiyondur denir.

FOx + py) < A5 f(2) + ps f(y)

herx,y € Uveher \,u >0 X\ 4+ pu*=1ve

1

FOz+ (1= Ny) <A f(@) + (1= N5 fly), re[o,1]

4.anlamda s-konveks fonksiyonlar K? ile gosterilir (Hudzik and Maligranda, 1994)(Zeynep
etal, 2021).

Ornek2.1 U CR" veke€R, f:U = R fc Klvef(x) = —k olsun. A € [0, 1] ise
asagidaki egitligi yazabiliriz.

fOz+(1-Ny) = —k
= —(A+(1=Xk)
— M= (1 Mk

1

< “XNk—(1-X\¢k
= A f(2) + (1= N f(y)(Zeynepet al., 2021).
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Konveks fonksiyonlar optimizasyon, kontrol teorisi, oyun teorisi, olasilik, istatistik,
biyolojik sistem, ekonomi, tip, sanat, dogrusal programlama ve konveks programlama gibi
bircok alanda 6nemli rol oynamaktadir. Bu nedenle konvekslik, sahip oldugu 6zellikler ve sa-
yisiz uygulama ile giinliik hayatimizda biiyiik bir etkiye sahiptir. s—konveks fonksiyonlarin
birinci ve ikinci anlamda verildigi ¢alismalar ve dordiincii anlamda s—konveks fonksiyon-
lar konvekslik kavraminin literatiirde en bilinen ve iizerine ¢alisma yapilan genellestirmeleri
olarak dikkat ¢cekmektedir. s—konveks fonksiyon siniflarina iligkin yeni bulgulara Kemali
(2022b), Akdemir et al. (2022b), Akdemir et al. (2022a), Alomari and Darus (2008a), Alo-
mari and Darus (2008b), Dragomir and Fitzpatrick (1999), Hudzik and Maligranda (1994),
Ozdemir et al. (2012a), Ozdemir et al. (2012b) ¢alismalarindan ulasilabilir.

Simdi ¢alismanin ikinci nemli motive edici kavrami olan Katugampola kesirli integ-
ral operatorler hakkinda bilgi verilecektir.

Kesirli integrallerin temelleri, Riemann tarafindan gelistirilen integral hesabin bag-
langiciyla yakindan ilgilidir. Pratik miihendislik problemlerinde bir atilim, 1832’de Lio-
uville’deki calismasindan gelmistir. Bu ¢alisma, yeni sonuglar gelistirme ihtiyaci nedeniyle
kesirli analizin gelistirilmesindeki birka¢ konuyu ele almistir. Tarihsel olarak, Riemann-
Liouville kesirli integrali, kesirli hesabin kaynagidir. Riemann-Liouville kesirli integrali esa-

sen n. kez Cauchy tekrarl integral siirecinden elde edilir. n € N i¢in

/ax dt, /atl dts... /t F(ta)dt, = ﬁ /j(l‘ - 1) ()t

yazilir ki burada n yi bir a > 0 sayis1 ile degistirerek tanimlanmig klasik Riemann-Liouville

kesirli integralini alir (Gorenflo and Mainardi, 1997).



Tanmm 2.6 : f € La,b] J¢, fveJS fa >0

b
(2 () = ﬁ / (x— 0 f(t)dt (x> a)

D@ = g [ e—arior @<

Burada I'(or) = [;° e~ "2 dz Gamma Fonksiyonudur (Gorenflo and Mainardi, 1997).

Tanim 2.7

/‘tﬁ{/ thdt,.. /%lﬁf() %;f?;il?ﬁ”—T“Unlﬁthh)

Bu da Katugampola Kesirli Integralini olusturur (Katugampola, 2011).

Tamm 2.8
f € Lla,b aelC Re(a)) > 0

olmak iizere sol tarafli Katugampola kesirli integrali PI?, ile gosterilir ve asagidaki sekilde

tamimlanir:

-« e -1
@) = s | i v

TP — tP)

Benzer sekilde sag tarafli Katugampola kesirli integrali PI;" ile gosterilir ve asagi-

daki sekilde tanimlanir:

-« b p—1
i) = | e 0w <

(@) P —ap)tma
(Katugampola, 2011).

Katugampola’nin operatorleri, A. Erdélyi ve H. Kober operatorlerinin genellemele-
ridir. Son on yilin matematik literatiiriinde tekrarli integraller,teorik ve pratik uygulamalarla
baglantili olarak kesirli integraller kullanilmaktadir.

Remark: Katugampola kesirli integralinde p = 1 segilirse integralimiz Reimann-Liouville

kesirli integraline doniistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. 4.Anlamda s-Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Genel Kavramlar

Teorem 3.1 f : U — R fonksiyonu 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise herx,y € U icin

asagidaki egitsizlik gecerlidir.

x+y) < f(z) + f(y)

ut 2 2%

Ispat \ = p = % icin ispat aciktir (Zeynep et al., 2021).
Sonu¢ 3.1 f: U — R fonksiyonu 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise f<0 dur.

Ornek 2.1 de y = « kabul edersek f(z) < 217+ f(z) olur. Yani (1 — 27%)f(z) < 0
boylece f < 0 bulunur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.2 f : U — R fonksiyonu 4.anlamda s-konveks fonksiyon olsun. Tanim 2.6 daki

esitsizlik her v,y e Uve A\, ;u >0 wve X+ pu < 1igin saglanir.

Ispat .,y c U N p€ R, wve 0< A+ pu<olsun.y =X+ pu, az% ve (=

2=

yazalim. O halde o + 3 = 2 + & = 1 olur.
fQaz+py) = flaye+ Bry)
< asf(yz)+ B f(v)
= a f(yr+(1-9).0)+ B f(ay + (1= 7).0)
o [7 f@) + (L= N7 fO)] + B[ f(y) + (1 = 2)7.f(0)]
= asysfl@) + 055 fy) + (aF + B5)(1—7)°.f(0)
< arysf(@) + By £
= X f(@)+ s f(y)

)

Jensen esitsizligi konveks fonksiyon teorisinde ¢cok onemli bir yere sahiptir. Asagidaki
teorem 4.anlamda s-konveks fonksiyonlar icin Jensen esitsizligini gosterir (Zeynep et al.,

2021) .



Teorem 3.3 f : U — R fonksiyonu 4.anlamda s-konveks fonksiyon olsun.
X1, T2, oy Ty € U Ay Agy ooy Ay € Ryved + do+ ..+ A\ =1
FOUZL + Ao+ oo+ M) < A F(21) + A5 F(22) + oo+ i f ()
Ispat Tiimevarim yontemiyle ispatlayalim. Esitsizlik m=2 icin dogrudur. m= k icin

dogrulugunu kabul edip m=k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

l':)\1$1+)\2$2++)\k+1$k+1

olacak sekilde bir reel say1 ve
X1y g1 €E U A, oy Mg+ 12 0ved; + ..+ g+ 1 =1
en az bir Ay, ..., \p1 1 den kiigiik olmalidir. A1 < 1 olsun.
M+ o+ A =1— et

olur. Budurumda A, < Ap + ... + A\, = A, (32) + ... + (’\A—m) = 1 oldugunda hipotez geregi

A
A A A Ay 1
FGm ot o) S ()7 S @) + ()7 f ().
4. anlamda s-konveksligi kullanarak
A A

A
< A f(rn) + o AL f (@)

1 A A 1
< NS (A_lxl +.t _kxk) + A f(Trga)

elde edilir. Tiimevarimla ispat tamamlanmis olur (Zeynep et al., 2021) .



Teorem 3.4 s; < sy olsun. Eger f : U — R sy 4.anlamda konkav fonksiyon ise f s

4.anlamda konkayv fonksiyon olur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.5 s, < sy olsun. f : U — Rolsun. Eger f € K2, ise f € K, olur (Zeynep et al.,
2021).

Teorem 3.6 Eger f : U — R_ konveks fonksiyon ise f dordiincii anlamda s-konveks fonksi-

yvondur (Zeynep et al., 2021 ).

Teorem 3.7 Eger f : U — R konkav fonksiyon ise f dordiincii anlamda s-konkav fonksiyon-

dur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.8 Eger [ : U — R, ikinci anlamda s-konkav fonksiyon ise f dordiincii anlamda

s-konkav fonksiyondur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.9 f : U — Rvex,y € U olsun. Eger g : [0,1] — Rg(\) = f(Ax + (1 — \)z)
seklinde tanmimgit g fonksiyonu dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise f fonksiyonu da

dordiincii anlamda s-konveks fonksiyondur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.10 Eger f; : U — R_ i=1,2,...m fonksiyonlar: dordiincii anlamda s-konveks fonk-

siyonlar ise o halde
f= Z a; fi
i=1

toplami da dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon olur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.11 Eger f; : U — R_ i=1,2,...m fonksiyonlar: dordiincii anlamda s-konveks
fonksiyonlar ise f : U — R_ f = maxf; fonksiyonu da dordiincii anlamda s-konveks

Sfonksiyon olur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.12 Eger f; : U — R i=1,2,...m fonksiyonlar: dordiincii anlamda s-konkav fonksi-
yonlarise f : U — R f = minf; fonksiyonu da dordiincii anlamda s-konkav fonksiyon olur

(Zeynep et al., 2021 ).

Teorem 3.13 f : U — R_ fonksiyonu dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ve g :
f(U) — R artan ve lineer fonksiyon ise gof : U — R fonksiyonu da dérdiincii anlamda

s-konveks fonksiyondur (Zeynep et al., 2021 ).



Teorem 3.14 ¢ : U — R fonksiyonu dirdiincii anlamda s-konkav fonksiyonve f : g(U) —
R azalan ve lineer fonksiyon ise fog : U — R fonksiyonu da dordiincii anlamda s-konveks

fonksiyondur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.15 f : U — R_veg : R_ — R artan fonksiyon olmak iizere eger f € K2 ve

g € K32 ise gof € K2 dir (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.16 f : U — R, dordiincii anlamda s-konkav fonksgyon ve g : f(U) — R azalan
ve iigiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise gof € K% dir (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.17 g : U — V lineer déniisiim ve f : V — R fonksiyonlari icin eger f € K2 ise
fog € K? tiir (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.18 g : U — R_vef : R_ — R artan fonksiyon olmak iizere eger f € K} ve

g € KYise fog : U — R konveks fonksiyondur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.19 g : U — R_vef : R_ — R artan fonksiyon f konveks fonksiyon olmak iizere

g € KYise fog € K2 olur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.20 g : U — R vef : R, — R azalan fonksiyon olmak iizere eger f € K! ve

g dordiincii anlamda s-konkav fonksiyon ise fog : U — R, konveks fonksiyondur (Zeynep

etal., 2021).

Teorem 3.21 g : U — R, dordiincii anlamda s-konkav fonksiyon ve g : f(U) — R azalan

s-konveks fonksiyon ise fog € K2 olur (Zeynep et al., 2021).

Teorem 3.22 s, < sy g : U — R, dérdiincii anlamda konkav fonksiyon ve f : g(u) — R

azalan s, konveks fonksiyon ise fog € K;lg olur (Zeynep et al., 2021 ).

Teorem 3.23 ¢ : [a,b] — R_ [a,b] de integrallenebilir ve dirdiincii anlamda s-konveks

fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglanir:

14,,a+b 1 b
20 < o= [ bla)e <

s
s+1

[¥(a) + 4 (0)]

(Kemali, 2022a).
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Teorem 3.24 ) [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyon olmak iizere

GT) = — bzp (tx+(1—t)a;rb) dr

T b—al,

seklinde tamimli G fonksiyonu her t € [0, 1] i¢in;

i. Eger ¢ [a,b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise G fonksiyonu
da [a,b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyondur.

ii. Eger 1 [a, b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise asagidaki egit-
sizlik her

t € [0, 1] icin gerceklenir:

(Kemali, 2022a).

Teorem 3.25 Asagidaki gibi [0, 1] araliginda G, ve Gy fonksiyonlar: tammlansin:

1 1 f° ] b
b_ats/a W(z)dz+ (1= 8y (“; >

Gi(t) :=

ve

Galt) 1= —° (w (m+<1—t>“7+b) 4o (tb+(1—t)a;b)>.

s+ 1

Eger v [a,b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise
t € [0, 1] tamumlanir. Burada G(t) Teorem 3.24 te tamumlannusg fonksiyondur (Kemali, 2022a).

Teorem 3.26 ) [a,b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ve G, G
Teorem 3.25 te tamimlanan fonksiyonlar olmak iizere G(t) := max (G (t), Go(t)) t € [0, 1]
asagidaki egitsizlik saglanir:

~ S

<
() < s+1

(0t + wio) + (1= 02050

(Kemali, 2022a).
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Teorem 3.27 [0, 1] araliginda asagida tamuml J(t) fonksiyonu dordiincii anlamda s-konveks

fonksiyondur.

J(t) = 2(bl—a) /b {w (1J2rta—|— 1;t:c) +¢<¥b+ %xﬂ dx

(Kemali, 2022a).

Teorem 3.28 ¢ [a,b] aralaiginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. t € [0, 1] olmak

lizere;

b b
F(t) ::ﬁ/ / Wtz + (1 — t)y)dady

Eger 1 [a,b] araliginda dordiincii anlamda s-konveks fonksiyon ise F(t) fonksiyonu da dor-

diincii anlamda s-konveks fonksiyondur (Kemali, 2022a).

3.2. Katugampola Integral Operator ve Ilgili Esitsizlikler

Tanim 3.1 g karmagsik degerli ve Lebesgue élcii uzayna ait bir fonksiyon ve [u,v] C R
olsun.

HY(u,0) = g : [u.v] —=el|g]| gz < 00

seklinde tanimlanan Hg (u, v) fonksiyonu karmagsik degerli Lebesgue élciilebilir fonksiyon-
larin uzayt olarak adlandirilir. g € Hg (u,v) olmak iizere o Katugampola sag ve sol kesirli

integralleri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

f;(xpfw")a—li(l_?)dw
Pl g(x) = . ’ (p>0)

P glr) = TP (p>0)

(Katugampola, 2011) (Wu, 2020).
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Teorem3.29 p >0, 0<u<w, g:|[u’, v’ — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve

Eger |¢'| s konveks fonksiyon ve g € H?(u,v*) ise

pL(a+1) {’Jf;ﬂg(xp) Iy g(x)

et | o] S

1 P P (2P v? — 2P\ d (vP
AT a 5@~ @)l +al’ —)lg ()]

+(1+a+s)(v” —u’)[1 —Bla+1,s+1)—sBla+1,s+ 1)]|¢'(z")|

Burada «>0,s € (0,1],z € [u,v] B Betafonksiyonudur (Wu, 2020).

Teorem3.30 p > 0, 0 <u <w, g¢: [u’,v°] — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve

Eger |¢'|Ps — konveks fonksiyon |g'| € HY (uP, vP) ise

pPrlla+l) [PIhg@@?) | PLrg) |
2 {(x”—up)a (Up—xp)a} 9(@”)

1

_1
@) o \ 7 i |g (W)P + (25 — Bla+ 1,5+ 1)) (2”)] !
> - GiD)(sTatD) g (u por] «Q , S g\x

1

(vP — xP) a \''r o . 1 voovp|”
+ 2 <Oz+1> _(8+1)<S+Oz+1)|g (U )| +(S+—1—B(@+1,8+1))|g (l‘ )| :|

Burada «>0,s € (0,1],z € [u,v]

B Betafonksiyonudur (Wu, 2020).

Lemma3.1 £ € (0,1), v >0ve f: [k, 7] = Rve0 < k¥ < 7" olmak iizere f (K", T")
araliginda ikinci mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.O zaman Katugampola

kesirli integral operatorii asagidaki esitlik icin gecerlidir:

A 2555_:?)'51 & e )OI )169) - 1(557)

1 1
VR St 2 —tv [t 2 —t¥
_ (=) ; ~) [/ L f (—2 R+ T”)dH—/ e f (—2 ™+ /{”)dt]
0 0

+ x|=

2

(Cakaloglu et al., 2023).
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Sonug 3.2 f : [k¥,7"] — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve (k*,7) 0 < k < T olsun.
Eger |f'| m—konveks fonksiyon ise, o zaman Katugampola kesirli integral operatorii igin

asagidaki egitsizlik elde edilir:

S (e re) ()

(o)
v(th —KY) 1 b
= 4 2v€ +4v <‘f ()] +

(Cakaloglu et al., 2023).

Sonu¢ 3.3 f : [k, 7] — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve (k*,7") 0 < k < T olsun.
Eger | f'| m— konveks fonksiyon ise, o zaman Katugampola kesirli integral operatorii igin
asagidaki egitsizlik elde edilir:

2270 (E+ 1ot (
oy

(‘18 1)+ (L

(=5=) (=5=)
2 2

<1/(T”—/<a”) 1 z 1 .
- 4 vEp+uvp—p+1 2v 42

q+m(2y+1)‘f’ (%) q)é+(

p > lvep ! + ¢t = 1dir (Cakaloglu et al., 2023).

[
~
—
N

<
SN—"
~~
|
~
VR
N
]
2|+
\]
N
~~

+ <=

’

f )

q+m(2y+1)‘f/ (%)

q> ;]

Sonug¢ 34 If f : [k", 7] — R diferansiyellenebilir fonksiyon (K", 7") k¥ < 1" ve [’ €
Ly[kY, 7] olsun. Eger | f'|? m—konveks fonksiyon ise, o zaman Katugampola kesirli integral

operatorii icin asagidaki esitsizlik elde edilir:
v v 1 1-1 1 1
4] < v(t’ —RY) 1
4 vE+1 V€ + 4v
a  m(vé+3v)

Mfl(“y) e () q>;+<’f/“”)

burada q > 1 dir (Cakaloglu et al., 2023).

a  m(vé+3v)
Ty

()

q> ;]
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Sonug 3.5 f : [r¥, "] — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve (k*,7") 0 < k < T olsun.
Eger |f'| is m—konveks fonksiyon ise, o zaman Katugampola kesirli integral operatorii igin

asagidaki egitsizlik elde edilir:

270 (E+ ! ((VIE V() + (I v K 4TV
DI i) - (55T
(r = w)* (=5); (=42)” 2
L v =) - e m v 1) (7 GO+ 17 GO + 1 @)
- 4 vEp®* +vp? —p* +p 2vq + 2q

p,q > 1 (Cakaloglu et al., 2023).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Calismanin bu boliimiinde Katugampola tarafindan tanimlanan kesirli integral operatorler
araciligiyla 4. anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikler elde edilecek-

tir.

4.1. 4.Anlamda s-Konveks Fonksiyonlar Icin Katugampola Kesirli

Integraller Iceren Esitsizlikler

Teorem 4.1 f4.anlamda s-konveks fonksiyon olsun. t € [0,1] wve s € (0, 1] olsun.

1—a l-a l1—a
L 0 < ) + s (S - ) )

(b — ar)* ~ Da)(ap+£) ap  Ztap
olur. Burada T'(o) = [* e~ "2 *dz Gamma Fonksiyonudur.

0
Ispat f4.anlamda s-konveks fonksiyon ise
f(tPa? + (1= t)") < 5 f(a?) + (1= 1) f(V)

yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafim %t‘”’_l ile carpip Odan le integralini alalim:

11—« 11—«

p 1 ap=1 (40P _P\}P 1 ap=1+2 £(p ap=1(1 _ p\L £(pp
F(oz)/ot f(tPaP+(1—t)b )dtSF(a) [/0 (t fa?) +t (1= t)s F(b°))dt

olur.

AS)

Ilk olarak esitsizligin sol tarafin1 gosterelim:

11—«

1‘1 o /0 o F(tPa? + (1 — t7)bP)dt

tPal + (1 — tP)bP = a”

(pt*~ta? — pt?~ 0P )dt = paP~tdw

(t"~taf — "~ 1P)dt = 2P tdx

Ayrica
tPa’ + (1 —tP)bP = a”
tPaf + b’ — tPbP = xP
"=
olur.
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e
‘r<a>/b (@ — oy T

l—«

1 p b P! B 1 P
- (aP — bP) T(a) /a (zp — bp)1_af(xp)l‘p tda = m 154 f(0°)

boylelikle esitsizligin sol tarafini gdstermis oluruz. Simdi esitsizligin sag tarafini1 gdsterelim:

s T f0) < 2 [ [ om0 0= 0 0]
- ?;; [ /0 1(75%“% flaP)dt + /O 1tafHu —th)s f(bp))dt]
< ff(:; [ / (1 ()t 4 / (1 t@f(bﬂ))dt]

Q

1— tocp—&—g

_al P 0 ' ap—1 _ yap—1+2 )

~ b gt [ (et =) prya
B pl—a 1 ) e tap—l-g i
_W{aﬁfﬂaH(a_p_ozﬁf)f(b)'”}

_ pl—a 1 ) i_ 1 ,

~ ) [awff(“”(ap ap+f—’)f(b)]

1 o P (L]
_F(a)ap+§f(a>+F(oz)f(b)<ozp ozp+§)

i)

bulunur.
Sonuc¢ 4.1 Teorem 4.1°de p = 1 icin

L IR S
(b—a) Ian J(b) = I(a)(a+ 1) fla) + INEY! (a I+ oz)f(b)

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.2 Teorem 4.1°de p = 1s = 1 icin

TR 1 1 /1 1
G B0 < iy 0+ i (5~ 1 )

elde edilir.
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Teorem 4.2 f4.anlamda s-konveks fonksiyon olsun. t € [0,1] wve s € (0,1] olsun.

1

P N o pl—oc " 1 pl—a B pl_a ,
T S e @) i e~ Frap) )

olur. Burada T'(o) = [° e “a*~'dx Gamma Fonksiyonudur.

Ispat f4.anlamda s-konveks fonksiyon ise

FEV + (1 —t9)a?) <t f(1) + (1 — )5 f(a)

«@

yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafin prl(—;)to‘f)_l ile carpip Odan le integralini alalim:

1-« 1 1-a 1
1Y / ap—1 P ap—1+£ ap—1 1
(01 F (1 1 (1—17)a? ) dt < [ / (19012 F(19) + 1991 (1 — 0)E f(a?))dt
I'(a) Jo I'(a) Lo
olur.
Ilk olarak esitsizligin sol tarafim gosterelim:
pl—a 1
tP= (PP 4 (1 — tP)a”)dt
[(a) /0
b + (1 — tP)a? = a”
(pt?~ 10 — ptP~ta’)dt = paxP~tdw
(tP~ P — tP~taP)dt = 2P tdx
Ayrica
b + (1 —tP)a” = a”
tPb? 4+ a” — tPaf = o’
o o a—
br — qr
olur.
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11—« b p—1
P ap—1 T
op P
F(a)/a f(x?) dx

tr=1(be — ar)
11—« b p—1
_ P (a—1) z
— tﬂ P d
F(a)/a UGS vl

B T
‘H@L (o —arye

B 1 pl_o‘ P! oNop—l 1 L.
T, T O e = g @)
boylelikle esitsizligin sol tarafin1 gdstermis oluruz. Simdi esitsizligin sag tarafin1 gosterelim

1 p pl-o

W —ar)e Ly f(a”) <

p1

[ oo
{ /0 l(taﬂ—H% f(a?)dt + /O 1 11 — tP)s f(bp))dt}

< E [ [t sanars [ oot =iyl

et

E]

1
o) [f(ap)ap—|—§|(1)+/0 <tap—1 _tap—1+;> f(b”)dt]
B plfa 1 toe tap-i—f
- w2+ (G~ e 100

gl;) [Qpiﬂf@ww( ! ! g) f(bp)]

: Ltap ap+

11—«

0 1 p pl=e o 1 1
Farar 7700+ By ) )

oz_p_ozp—l—f

bulunur.

Sonuc 4.3 Teorem 4.2°de p = 1 igin

1 1 1 /1 1
b—a@ Iy f(a) < Wf(a)er(E— )f(b)

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.4 Teorem 4.2°de p = 1s = 1 icin

1 1

o« flg) <t gy, L (L1
mlb_f()gl“(a)(aJrl)f()+F(a)<a )f(b)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem4.3 p >0, 0<u<wv g: [u’,v°] — R diferansiyellenebilir fonksiyon ve |¢'|

4.anlamda s-konveks fonksiyon olsun.

p°T (o +1) {”f&g(w") PIS g(xP)

] — g(”)

2 (P —ur)>  (vP — xP)™
UETESES L]
- 2 p+2 ap+p+?l
+W@WMW—M)F R N ]
2 p Z4+p apt+p apt+p+?l
g’ (W)lp(v? —af) [ 1 1
+ e P
2 p+L ap+p+t
g (@) |p(v? — =) [T 1 1 1
+ e >
2 p Stp aptp ap+p+ g

olur.

Ispat Teorem 3.30 geregi

pL(a+1) {”f&g(fc”) Iy g(a)
2 (xP —ur)®  (vP — zP)™

} — g(z”)

p(zf —u’)

1
< g / (1 — w*)w g (wPu? + (1 — wP)z?)|dw
0

P _ P 1
+—p(v 5 v )/ (1 —w*)w” g (1 — w’)z”) + wov”|dw
0

saglanir. |¢’| 4.anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan;

P — P 1
< p(x > u )/ (1_wpa)wp—1w§
0

g'(u?)|dw

pT(a+1) {”Lﬁig(aﬁ”) PI)_g(=")
2 (xP —ur)>  (vP — xP)™

} — g(z”)

P _ 4P 1
+M/ (1— wpa)wp_l(l — w§)|g/(:13p)|dw
0
P _ P 1 ,
+M/ (1 _,wpoé),wp—lwg g,(Up)ld’UJ
0
P _ P 1
P Tty 1w (e
0
= lg(u”)|p(x” — u’) /1 (w,,,Hg — wap+p*1+§> dw
2 0
p P _ P 1
+|g($ )|P(2$ u’) / (wp—l . wap+p—1) (1- wg)dw
0
+ |g9(v”)|p(v” — x”) /1 (wp—1+§ - wap+p—1+§) dw
2 0

p J 1
+\g(:v )’0(2?) T ) / (wp—l o wap-i-p—l) (1 _ wf)dw
0
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1
_ |9(Up)|,0<2fp —uf) / <wp*1+§ _ wap+ﬁfl+§> dw
0

1
lg(2”)|p(z? — uP) / <wp*1 el el wap+P*1+§> dw
0

o 2
+ |9(Up)|,0(2“p — a”) /1 (wp—1+§ — wap+p—1+§) dw
0
+ ’g(xp)‘p(;p — ) /1 (wp—l el et wap+p—1+§> dw
0
lg(u?)|p(zP — uP) [wrts wertet? 11
- 2 {H%_aﬁﬂ%}o
+|g(:vp)|p(x/’ — uP) {w_p B wate B wePte N wePtets }1
2 p Z+p aptp apt+p+Z],
lg(v?)|p(vP — zP) [wPts wertet? 11
N 2 [p+§_ap+p+§1o
+|g(x”)|p(vp—xp) [w_p B wate £ wePte N wertrts ]1
2 p f+p aptp aptp+L]
g (w)p(af —w?) [ 1 1
N 2 [p+§_ozp+p+§}
ALICATCETY P T A A
2 p E+p aptp aptp+t
M= L L]
2 p+2 ap+p+?l
L g'@)lp(v? = a?) F __t 1 1 }
2 p L+p aptp apt+p+f
bulunur.

Sonuc 4.5 Teorem 4.3’te s=1 icin

PRl [PRealeh) | )

2 (P —ur)>  (vP — aP)™
< g @)lp(zf —w) [ 1 L
- 2 2p ap+2p
(P P—uf) |1 1 1
MHICATCEN A RS H
2 2p ap+p ap+2p
Jglp -2 111
2 2p ap+2p
'(zr P—xf) |1 1 1
L g'@)lp(v? = a?) [__ N ]
2 2p ap+p ap+2p

esitsizligi elde edillir.
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Sonuc¢ 4.6 Teorem 4.3’te o« = 1 s=1 igin;

‘pF(2) {”fhg(x”) P1,_g(a’)
2 (xP —ur)  (vP — zP)

} —g(z”)

- 2 6p
g @)lp(a? —uf) [ 1]
2 3p ]
g @A)lp(v? — =) T 1
2 L6p ]
L |g'(z?)|p(v? — ) [ 1]
2 | 3p]

‘pF(2) [”I&w(fv”) PI)_g(a*)

esitsizligi elde edillir.
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Teorem 4.4 f : [V, 7"] — R fonksiyonu 0 < k < 7 olmak iizere (k*, ") araliginda dife-
ransiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger |f’| 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise Katugampola

kesirli integral operatorii icin asagidaki egitsizlik saglanir:

e %OIE) ) gy ) =5(=)

olmak iizere

A U(T”—F«'“){ | f'(x")] ‘v 1 1
= 4 2i(v§+v—|—§)+|f(7—)| vE+v (vf+u+Y)2s
|f'(77)] o o 1 }
25 (V€ + v+ L )Hf(li)| vE+v (vE+u+ )2 | ]

Ispat f 4.anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan Lemma 3.1 geregi asagidaki esitsizlik

Ny & {!f’(n”)l/olt”€+”—1(%)5dt

1 2 v\ +
el [ e (355 ) e
0

(
e [ e (4)
(

saglanir:

dt
1 v 1
+ |f/(liv>|/ tv§+v—1 _) dt:|

< U(T — K [|f’ /tv§+v L+ gy
< o1

+ I |/ poé-ro- 1( ;)dt

f, VTUV—
+‘ ;‘ FUEHv=1H 5 gy

+ 1f's |/ prto- 1< ;)dt}

G [w >|( e

4 2% v +v+ Y

)

(s e o)
+ 7" —
v€ + v i(vﬁ +v+7%)
(o)) (et |
+ 1 v
25 vE+v+ 2,
. tuétv tv£+v+§ 1
()
vEtv 9 (v€+v+72)
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(" = K") { /()]
4 25 (v€ + v+ 2)

o 1 1
RGN P (v5+v+§)2i]
N llf’( )|

2:(vE+v+Y)

. 1 1
A U5+U_(v§+v+§)2% }

bulunur.

Sonuc 4.7 Teorem 4.4’te s=1 icin

AT (g WO s 16)) =5 (4)

v(r?=k") | [f(kY) () 1 1
< 222 e 1000 [ = ) + B 1 [ = ] |

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.5 [ : [k’ 7"] — R fonksiyonu 0 < k < 7 olmak iizere (K, ") araliginda dife-
ransiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger | f'| 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise Katugampola

kesirli integral operatorii icin asagidaki esitsizlik saglanir,

1

—

B ((”Iﬁ )+
(7o) (=g =%

1

l =
L) gy 1y el )
M=)+ ) (L - ) ) o

(2+1) s(2+1)
=1

fi(r
_l’_

SR
Q=

Ispat f 4.anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan Lemma 3.1 geregi asagidaki esitsizlik

saglanir:
4 s (L pH)’l’(u' |/ Cavire [0 idt>
i S (v£p+vp p+1);(|f/ | - ‘/ Q—t” idt)
4 < S ) (e [ G [ 1——it)
v€p+vp pt1 0
1 v
v U (v§p+vp p+1)p(|f/( ; /(Rv)‘/o 1__% >
Al < (79 — K (v§p+w p+1)i(|f’é?v)l+§illl+|f( . 21i tgill
1 v v y
G (vgpw pH)p('f’gM;fl:+|f’w>r(t—% Ll

)16) ) =125 < 25 (b

S

L=



k")

D )( Bl
- 4 vép+uvp—p+1 25 (L

1

1 _ 1 ‘
PN )

+

|
1)

(] )i (e
4 vp+tuvp—p+1) \2:(2 1)

bulunur.

Sonuc 4.8 Teorem 4.5’te p = 1 igin;

Al < WJ; = (vgiv);(zzéi);

)

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.9 Teorem 4.5’te p = 1 ve s=1 igin;

a2 M) (e

R

esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calismanin dordiincii boliimii olan Arastirma Bulgulari kisminda, 4. anlamda s—konveks
fonksiyon sinifi igin bazi yeni integral esitsizliklere yer verilmistir. Katugampola Integral
operatorler kullanilarak 4. anlamda s—konveks fonksiyon sinifi i¢in yeni integral esitsizlik-
ler ve genellemeler verilmis olup sonuclarin bazi 6zel durumlarina deginilmistir. Boylece,
calismanin temel amaci olan 4. anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in yeni iist sinirlar bu-
lunmugtur.

Bu tez calismasinda verilen lemmalar veya onlara benzer yeni lemmalar kurularak
4. anlamda s—konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir. Ayrica,
Hermite-Hadamard tipli veya Ostrowski tipli esitsizlikler icin yeni genellemeler ve bircok
yeni esitsizlikler yazilabilir. Konuyla ilgilenen aragtirmacilar, Arastirma Bulgular1 kisminda
kullanilan lemmalari farkli konveks fonksiyonlara ve farkli kesirli integral operatorler kulla-

nilan lemmalara uygulayabilirler. Boylece yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir.
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