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OZET

LINEER OLMAYAN SISTEMLERIN GURBUZ ASIMPTOTIK KARARLILIGININ
EHLICH VE ZELLER YONTEMIYLE BELIRLENMESI

JOHA, Rawana
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Elektrik Elektronik Miihendisligi Ana Bilim Dali

Danisman Dr. Ogr. Uyesi Kamil F. DILAVER

Mayis 2024, 121 sayfa

Bu yiiksek lisans tezinde, karalilik bolgelerinin belirlenmesinde, ikinci derece Lyapunov
fonksiyonlart ile birlikte Ehlich ve Zeller'in gelistirdigi yontem kullanilmistir. Bu yontem
aslinda, kararli denge noktalar etrafinda asimptotik kararlilik bolgesi olarak kabul edilen
bolgeleri karakterize eden gerek ve yeter kosullar saglar. Bu teknik, bu yiksek lisans
caligmasinda polinom yapisindaki lineer olmayan sistemlere uygulanmistir. Caligmada,
ikinci derece Lyapunov fonksiyonlarindan yararlanan ve Ehlich ve Zeller’in 6nerdigi
yontemle elde edilen gerek ve yeter kosullar1 kullanan sayisal bir yaklasim onerilmistir.
Bu yaklasimla x* = 0 denge noktas1 etrafindaki maksimum karalilik bolgesi elde
edilmeye calisilmistir. Bu amagla olabildigince ¢ok sayida ikinci derece Lyapunov
fonksiyonu kullanilmistir. Maksimum kararlilik bdlgesini bulmak i¢in her bir Lyapunov
fonksiyonundan elde edilen kararlilik bolgelerinin birlesimi alinmustir. Onerilen ydntem,
polinom yapisindaki lineer olmayan sistemler igin bir gesit optimizasyon problemi
tanimlama ve onun niimerik ¢éziimiinl igerir. Bu yaklasimin baslica 6zelligi, secilen
ikinci derece bir Lyapunov fonksiyonu ic¢in elde edilebilecek maksimum kararlilik

bolgesinin bulunabilmesidir.

Anahtar Sozcukler: lineer olmayan dinamik sistemler, asimptotik kararlilik bdlgesi, Lyapunov

fonksiyonlari, Ehlich ve Zeller.



SUMMARY

DETERMINATION OF ROBUST ASYMPTOTIC STABILITY OF NONLINEAR
SYSTEMS BY EHLICH AND ZELLER METHOD

JOHA, Rawana
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Electric Electronic Engineering

Supervisor : Dr. Ogr. Uyesi Kamil F. DILAVER

May 2024, 121 pages

In this master's thesis, the method developed by Ehlich and Zeller, along with second-
degree Lyapunov functions, was utilized to determine stability regions. This method
actually satisfies necessary and sufficient conditions characterizing the regions
considered as asymptotically stable regions around stable equilibrium points. This
technique has been applied to nonlinear systems with polynomial structures in this
master's study. In the study, a numerical approach utilizing second-degree Lyapunov
functions and the necessary and sufficient conditions obtained with the method proposed
by Ehlich and Zeller has been suggested. With this approach, an attempt has been made
to obtain the maximum stability region around the equilibrium point x* = 0. To achieve
this, as many second-degree Lyapunov functions as possible have been utilized. To find
the maximum stability region, the union of stability regions obtained from each Lyapunov
function has been taken. The proposed method defines a kind of optimization problem
for nonlinear systems with polynomial structures and involves its numerical solution. The
main feature of this approach is the ability to find the maximum stability region

achievable for the selected second-degree Lyapunov function.

Keywords: nonlinear dynamical systems, asymptotic stability region, Lyapunov functions, Ehlich and
Zeller.
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BOLUM I

GIRIS

Son yillarda, lineer olmayan dinamik sistemler i¢in asimptotik kararlilik bolgesini
belirleme konusu birgok makalede incelenmistir. Incelemelerin cogu, genellikle bir denge
noktasi etrafinda yeterli bir kararlilik bolgesine tamamen izin veren ikinci dereceden aday
Lyapunov fonksiyonlarim1 kullanan yontemlere dayanir (Jerbi, 2017; Jerbi vd,. 2020;
Zakhama vd., 2020; Zakhama vd., 2018; Hamidi ve Jarbi, 2009; Barkana, 2020; Ibrahim
vd., 2022; Hamidi vd, 2011). Mevcut yontemin ana amaci, giivence altina alinmis
kararlilik bolgesinin esdeger yiizeyini, bu bolge denge noktasi etrafindaki kararlilik
bolgesi i¢inde kalacak sekilde, maksimuma ¢ikarmaktir. Bu ¢alismada maksimum sayida
Lyapunov fonksiyonu kullanimiyla en genis giivenli kararli bolgesi belirlenmistir.
Gelistirilen bu sayisal yontem polinom yapisi disindaki lineer olmayan sistem
modellernine de uygunlanabilir. Bu tez ¢alismasinda, karalilik bdlgelerinin
belirlenmesinde, ikinci derece Lyapunov fonksiyonlari ile birlikte Ehlich ve Zeller'in
gelistirdigi yontem kullanilmistir (Tibken ve Dilaver, 2002). Bu yontem aslinda, kararl
denge noktalar1 etrafinda asimptotik kararlilik bolgesi olarak kabul edilen bolgeleri
karakterize eden gerek ve yeter kosullari saglar. Bu teknik bu yiiksek lisans ¢alismasinda
polinom yapisindaki lineer olmayan sistemlere uygulanmistir. Caligmada, ikinci derece
Lyapunov fonksiyonlarindan yararlanan ve Ehlich ve Zeller’in 6nerdigi yontemle elde
edilen gerek ve yeter kosullar1 kullanan sayisal bir yaklasim 6nerilmistir. Bu yaklasimla
x* = 0 denge noktasi etrafindaki maksimum karalilik bolgesi elde edilmeye ¢alisiimistir.
Bu amagla olabildigince ¢ok sayida ikinci derece Lyapunov fonksiyonu kullanilmistir.
Maksimum kararlilik bolgesini bulmak igin her bir Lyapunov fonksiyonundan elde edilen

kararlilik bolgelerinin birlesimi alinmistir.

Onerilen ydntem, polinom yapisindaki lineer olmayan sistemler i¢in bir ¢esit en iyileme
problemi tanimlama ve onun niimerik ¢oziimiinii icerir. Bu yaklasimin baslica 6zelligi,
secilen ikinci derece bir Lyapunov fonksiyonu i¢in elde edilebilecek maksimum kararlilik
bolgesinin bulunabilmesidir. Literatiirden segilen sistem 6rnekleri ile dnerilen yontemin

dogrulugu test edilmistir (Genesio ve Tartaglia, 1985).



Lineer olmayan sistemlerde asimptotik kararli denge noktalart igin kararlilik
bolgelerinden bahsedilebilir. Kararlilik bolgesi icindeki her bir yoriinge zamanla denge
noktasina dogru hareket edecek ve orada sonlanacaktir (Khalil, 1996). Asimptotik kararl
lineer sistemlerde x* = 0 tek denge noktasidir ve kararlilik bolgesi biitin durum
diizlemidir. Zorluk, lineer olmayan sistemlerin kararlilik bolgelerinin belirlenmesindedir.
Kararlilik bolgesini belirlemek icin literatiirde yapilan ¢alismalar mevcuttur (Chesi vd.,
2005; Tibken ve Dilaver, 2002; Hachicho, 2006). Bu g¢alismalarda elipsoidal kararlilik
bolgeleri elde edilmistir. (Trofino, 2000)'da daha karmasik Lyapunov fonksiyonlar
Onerilmistir. (Amato vd., 2006)'daki ¢alismada ikinci dereceden lincer olmayan

sistemlerin 6zel durumu i¢in kararlilik bolgesi belirleme yontemi 6nerilmistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde genel olarak kararlilik tiirleri tanimlanmis ve lineer olmayan
sistemlerin kararliligi incelenmis, ayrica lineer olmayan sistemlerin kararliliginin

belirlenmesinde Lyapunov'un teorisi ele alinmustir.

Gelistirilen algoritmalar Ehlich ve Zeller (Ehlich ve Zeller, 1964) teoremine
dayanmaktadir. Bu teorem, kapali bir aralikta tek degisenli bir polinomun normu igin bir
esitsizlik verir. Gértel, Ehlich ve Zeller tarafindan ispatlanan esitsizligin ¢ok degiskenli
polinomlar igin de gegerli oldugunu gostermistir (Gértel,1987) ve kapali bir bélgede bir
polinomun kesin pozitifligini belirlemek icin kullanilabilecek esitsizlikleri ispatlamistir.
Bu nedenle Ehlich ve Zeller teoremi ve Girtel tarafindan ispatlanan esitsizlikler Bolim

3'de ayrintili olarak agiklanmaktadir.

Daordiincu boélimde, 2. dereceden bir Lyapunov fonksiyonu kullanilarak sistemin denge
noktasi etrafindaki giivence altina alinmig maksimum kararlilik bolgesini belirleyen

numerik en iyileme yontemi sunulmustur.

Besinci béllimde, olasi biitiin 2. dereceden Lyapunov fonksiyonlar1 i¢in bulunan giivence
altina alinmis kararlilik bolgelerinin birlesimleriyle elde karalilik bolgesi literatiirden
secilen ¢esitli sistem drnekleri ile belirlenmistir. Tarama isleme i¢in gerekli bir algoritma
gelistirilmistir, her bir Lyapunov fonkosiyonu igin, en genis giivenli kararlilik bolgesi

elde edilmistir ve bu islem biitiin Lyaponuv fonkisyonlari igin tekrarlanmistir.



BOLUM 11

LINEER OLMAYAN SISTEMLERDE KARARLILIK VE LYAPUNOV
KARARLILIK TEOREMI

2.1 Karahlhik Kavram

Sistem kararliligi, genellikle, bir sisteminin, kabul edilebilir dengeli bir calisma sartinda
bulunmasi ve bir bozucu etki sonrasi tekrar normal denge durumuna donebilmesi olarak
tammlanir. Ornegin gii¢ sistemlerinde gerilim kararlilif1, diinyanin cesitli yerlerinde
meydana gelen enerji sistem ¢okmeleri nedeniyle, gii¢ sistem analizi ve kontrollinde ¢cok
onemli bir konu olmaya baslamistir. Enerji iletim sistemlerinin planlanmasi, kurulmast,
isletilmesi ve kontroliinde kararlilik ¢aligmalar1 yapilarak gii¢ sisteminin galigtirtlmasi

sirasinda kararlilik sinir degerlerinin ihlalinin 6niine gegilebilir.

2.2 Kararhlik Tarleri

Lineer ve lineer olmayan sistemlerin zamanla degisip degismeme durumlarina gore gok
farkli sekillerde kararlilik tanimlar1 verilmektedir. Genelde iki tip kararliliktan bahsedilir.
Bunlardan biri asimptotik anlamda kararlilik digeri ise smirli giris smurli ¢ikis
kararliligidir. Sistemde higbir giris uygulanmadigr halde baslangi¢c kosullar1 altinda
sistemin durumu ve ¢ikisi t— oo i¢in sifira gidiyorsa sistem asimptotik anlamda kararlidir.
Sistemin girigine uygulanan sinirh girisler icin ¢ikist da t— oo i¢in sinirli kaliyorsa sistem

sinirlt giris sinirh ¢ikis kararlidir.

Bir sistemin sinirlt her girise cevabi sinirlt ise o sistem kararlidir. Kararlilik farkli
sekillerde de tanimlanabilir.
) Kararli bir sistem bir bozucu giris karsisinda gecici durum davranisini
gosterdikten sonra tekrar denge konumuna geri donen sistem kararhidir.
i) Bir sistemin impuls cevabi zaman sonsuza giderken sifira yaklasirsa, o sistem
kararlidir.
Sisteme giris, referans degerinden veya bozucu degerden olabilir. Kararlilik kavrami bir
dik koni yardimiyla agiklanabilir. Tabani tizerinde oturan koninin tepesine hafifce

dokunulursa koni hemen yine baslangigtaki denge konumuna gelir. Bu durum kararlt
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davraniga Ornektir. Yan yiizii lizerinde yatik duran koni hafif¢e dokunulunca yan yiizii
lizerinde yuvarlanir ve yine yan yiizii lizerinde kalir. Bu durum sinirda kararliligt
gostermektedir. Tepesi iizerinde, taban1 yukari gelecek sekilde tutulan koni ise birakilinca
yan kenari tizerine diiser bu hale ise kararsiz hal denir (Terzioglu, Mart 2017).

Sekil 2.1. dikey koninin durumlart incelenerek bahsedilen kararlilik durumlarini temsil

etmektedir.

i ™,
/ f(( p
f -: !
o -
/ -
{ T
I | -3
\\____/f \ -
" !
Kararli siurda kararlilik kararsiz -/

Sekil 2.1. Kararlilik kavraminin dik koni ile temsili (Terzioglu, Mart 2017).

Dinamik bir sistemde sistemin bir girise cevabi siirekli artiyorsa veya biiyliyen genlikli
bir titresim seklinde ise bu sistemde kararsizlik mevcuttur. Boyle bir kararsiz ¢alismada,
sistemde doyma olmazsa veya mekanik olarak durdurulmazsa sistem kendine zarar
verebilir; ¢linkii fiziksel bir sistemin cevabi sonsuza kadar artamaz. Bunu tersinde ise 0
sistemde kontrolden bahsedilemez. Bir sistemin cevabi diizglin veya kigtlen genlikli

titresim seklinde azaliyorsa kararlilik var demektir.
2.3 I¢ Kararhhk
Bu Dbolimde homojen durum denklemleri icin denge noktalarinin kararliligina

odaklanacagiz. Lineer olmayan n durumlu otonom bir sistemin durum denklemleri genel

olarak asagidaki gibi tanimlanur.

%x = f[x(t)], x(0) = x° (2.1)



(2.1) esitliginde x(t) € R" sistemin durum vektori, x° € R" ise sistemin baslangic
kosullar1 vektoriidiir. Denge noktalarinda durumlar zamanla degismezler. x* € R"

denge noktalar1 f (x*) = 0 denklem takiminin ¢6ziimii ile belirlenir.

Bir denge noktasinin kararliligi, denge noktasinin yakininda baslayan yoriingelerin
niteliksel davranigini ifade eder. Lineer olmayan bir durum denklemi, her biri farkli
kararlilik 6zelliklerine sahip birden fazla denge noktasina sahip olabilir. Bir sistemin
kararliligindan bahsederken aslinda denge noktalarinin kararliligina isaret edilmektedir

(Williams ve Lawrence, 2007).
Tamim 2.1 Denklem (2.1)'in denge noktas1 x*= 0 vektori olsun.

 Kararh Denge Noktasi: € ve § sifira yakin pozitif degerler olmak {izere
durumlarin baslangi¢ kosullar vektoriiniin normu ||X(O) || < 6 kaldig siirece t
> 0 i¢in durum vektoriniin normu ||X(t)|| < € sartim1 sagliyorsa denge noktasi

kararlidir denir.

+ Kararsiz Denge Noktasi: Denge noktasi kararlilik sartin1 saglamiyorsa kararsiz

denge noktasi adin1 alir.

+ Asimptotik Kararhh Denge Noktasi: Sistem kararlilik sartini sagliyorsa ve

tlim ||1x(t)|| =0 oluyorsa denge noktas1 asimptotik kararlidir.

+ Global Asimptotik Kararhh Denge Noktasi: Durumlarin baslangi¢ kosullar1 ne
olursa olsun denge noktas1 asimptotik kararlilik sartina sagliyorsa, denge noktasi

global asimptotik kararli olur.

+ Ustel Asimptotik Kararh Denge Noktasi: § sifira yakin pozitif deger, A ve k
pozitif sabitler olmak (izere durumlarin baslangi¢c kosullar1 vektoriiniin normu
[|x(0)|]] < 6 oldugunda t = 0 igin [Ix(D|] < ke ~*||x(0)|| sart1

saglaniyorsa denge noktasina iistel asimptotik kararli denge noktas1 ad1 verilir.



+ Global Ustel Asimptotik Kararh Denge Noktasi: A ve k pozitif sabitler olmak
lizere biitiin olas1 baslangic kosullari icin  ||x(t)|| < ke ~*||x(0)|| sarts
saglaniyorsa denge noktasina global (stel asimptotik kararli denge noktasi adi

verilir. (Williams ve Lawrence, 2007).

[

Sekil 2.2. Bir denge noktasinin kararlilik durumlart (Williams ve Lawrence, 2007).

Sekil 2.2'de 1 nolu yoriinge kararli denge noktasina, 4 nolu yoriinge kararsiz denge

noktasina, 2 ve 3 nolu yoriingeler asimptotik kararli denge noktasina igaret etmektedir.

2.4 Ustel Kararhhk

Surekli lineer zamanla degismeyen sistemlerde (LTI), sistem kutuplarmin reel
kisimlariin negatif olmasi sistemin iistel olarak kararli oldugunu anlamma gelir. Ustel
kararlilik, bir asimptotik kararlilik bi¢imidir. Lineer olmayan sistemlerin durum
yoriingeleri iistel bir fonksiyon ile smirliysa, bu sistemler de iistel olarak kararlidir.
Asimptotik kararlilik ve tdistel kararlilik, lineer zamanla degismeyen sistemler igin
esdegerdir. (Anonim1, Mart 2023)

Durum yoriingesinin normu tizerinde agik bir iistel sinir tiiretmek i¢in Lyapunov analizini
kullanabilir. Lineer sistem asimptotik kararli, yani A matrisinin 6zdegerlerinin reel
kisimlar1 negatif olsun. Q = I birim matris segebilir. Bu durumda (Williams ve
Lawrence, 2007).



ATP+PA= —Q (2.2)

Lyapunov denklemi simetrik pozitif tanimli bir P matris ¢6ziimiine sahiptir. V (x) =
xT P x

olarak secilen Lyapunov fonksiyonunun asagida zamana gore tirevini alinmistir.

2V(x) = xT(ATP + PA)x = —xTx (2.3)
SV = —x(0)Tx() (2.4)
S . (P)x(t)TP x(t) (2.5)

5 VIx(®] (26)

Rayleigh-Ritz (Anonim2, Mart 2013) esitsizlik teoremini kullanarak asagidaki w(t)

fonksiyonunu tanimlanabilir.
w(®) = SVIXO] + 75 VIx(O)] 27)

Bu fonksiyonda tim t > 0 icin w(t) < 0 olacaktir. Buradan birinci mertebeden adi

diferansiyel denklem ¢ikar.

SVIX(®)] = = ——V[x(0)] + w(t) (28)

1
Amax(P)
Bu diferansiyel denklemin ¢ézimdi

—1 ¢ t —— (t-1)
V[x(t)] = e max® " V(x,) + fo e Amax(P) w(t)dt (2.9)

olacaktir. t > 0 igin w(t) < 0, dolayisi ile w(t) ’nin bulundugu integral negatif

cikacagindan asagidaki esitsizlik gecerli olacaktir.



1
V[x(D)] < e mmax® V(x,), V t=0 (2.10)

Rayliegh-Ritz esitsizlik teoremini uyguladigimizda (2.13)’deki esitsizlige ulasiriz.

1
Amin(9) K70 %(0) < V(D] < & T V(o) @.11)
N
< Amax(p)e Amax(® Xg X0 (2.12)
1
IxOll < [P0 mni, ) vezo (2.13)

(2.13)’deki esitsizlikte de goriilecegi lizere durum yoriingelerinin normu istel olarak

azalacaktir (Williams ve Lawrence, 2007).

2.5 Lineer Olmayan Sistemlerde Kararhhk Analizi

Lineer olmayan sistem modellerinin kararlilik analizi, lineer sistem modellerinin
kararlilik analizi kadar kolay degildir. Lineer sistemlerin davranisi, zaman bdlgesinde
veya frekans bolgesinde analiz edilebilir. Bununla birlikte, lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin dogrudan ¢oziimii genellikle imkansiz oldugundan ve frekans alani

dontistimleri uygulanamadigindan, lineer olmayan sistemlerin analizi zorlagir.

Lineer olmayan sistemlerinin kararlilik analizi zor olsa da buna uygun teorik araclar

gelistirilmistir. Bunlardan biri Lyapunov Teorisi’nden yararlanmaktir (Slotine, 1991).
2.6 Lineer Olmayan Sistemlerde Bazi Ortak Davranislar
Fiziksel sistemler dogal olarak lineer degildir. Bu nedenle, tim sistemler bir dereceye

kadar lineer degildir. Lineer olmayan sistemler, lineer olmayan diferansiyel denklemlerle
tanimlanabilir (Slotine, 1991).



e (Coklu Denge Noktalari

Lineer olmayan sistemler siklikla birden fazla denge noktasina sahiptir (Slotine, 1991).

e Limit Dongu

Bazi lineer olmayan sistemlerde, yoriingeler harici bir uyar1 olmadan sabit bir genlik ve
sabit bir periyotla hareket ederler. Bu salinimlara limit dongiiler veya kendinden uyarmali

salmimlar denir (Slotine, 1991).

e (Catallasma

Lineer olmayan dinamik sistemlerin parametreleri degistikce, denge noktasinin kararliligi
ve denge noktalarinin sayisi degisebilir. Sistemin hareketinin niteliksel dogasinin
degistigi bu parametrelerin degerleri, kritik veya c¢atallasma degerleri olarak bilinir.
Catallasma olgusu, yani sistem Ozelliklerinin niteliksel degisimine yol acan

parametrelerin nicel degisimi, ¢atallagma teorisinin konusudur (Slotine, 1991).

e Kaos

Kararli lineer olmayan sistemlerde, baslangi¢ kosullarindaki kiigiik farkliliklar sistem
durumlarinin yoriingelerinde yalnizca kiigiik farkliliklara neden olabilir. Bununla birlikte,
lineer olmayan sistemler, durumlardaki degisimin baslangi¢ kosullarmna son derece
duyarli oldugu anlamina gelen, kaos adi verilen bir olgu gosterebilir. Kaosun temel
Ozelligi, durumlardaki degisimin 6ngoriilemezligidir. Lineer olmayan kaotik bir sistemde

durumlarin zamana gére degisimi tahmin edilemez (Slotine, 1991)

2.7 Lyapunov Kararhlik Teorisi

Lyapunov kararlilik teorisi ilk olarak Lyapunov (1892) tarafindan lineer olmayan bir
sistemin kararliligi baglaminda gelistirilmistir. Lineer olmayan bir sistemin kararliligi

Lyapunov fonksiyonlari tarafindan belirlenir (Cifci, 2011).



Dinamik sistemleri tanimlayan diferansiyel denklemlerin veya fark denklemlerinin
¢ozlmleri igin gesitli kararlilik tiirleri tartigilabilir. Bu turlerden en 6nemlisi bir denge
noktasinin yakin civarindaki kararlilik ile ilgili olandir. Aleksandr Lyapunov'un teorisi
x* = 0 denge noktasinin yakin civar kararliliginin belirlenmesini saglar. Basit bir
ifadeyle, bu denge noktasinin yakininda baslayan durum yoringeleri zaman sonsuza
giderken denge noktasinin yakin civarinda kaliyorlarsa, 0 zaman denge noktas1 Lyapunov
anlaminda kararlidir. Denge noktasinin yakininda baglayan durum ydriingeleri zaman
sonsuza giderken sadece denge noktasinin yakin civarinda kalmayip ayn1 zamanda denge
noktasina dogru yonleniyorlarsa denge noktas1 Lyapunov anlaminda asimptotik kararlidir
(Anonim3, Haziran 2023; Vidyasagar, 2002).

Lyapunov Kararlilik Teorisi sistemin enerjisine benzer bir fonksiyon tanimlamaya
dayanir. x* =0 denge noktasi etrafinda sistem enerjisinin yada enerji benzeri
fonksiyonun zamanla azaldigi gosterilebilirse, bu yodriingelerin denge noktasina dogru
yonlendigi anlamina gelecektir. O zaman denge noktas1 Lyapunov anlaminda asimptotik
kararlidir. Genel anlamda (2.1)’deki lineer olmayan durum denklemlerini ele alinabilir.
Bu sistem igin, durum degiskenlerine bagli x = 0 noktasinda sifir degerine sahip, x # 0
noktalarinda pozitif tanimli olan bir V (x) = V (Xq,X3,.,X, ) fonksiyonu tanimlanir.
Tanimlanan bu fonksiyon enerji benzeri bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun x* = 0 denge
noktasinin yakin civarindaki durum degiskenlerine gore tiirevleri siirekli olmalidir.
(2.1)'deki durum denklemleri ile tanimli sistem icin V (x) fonksiyonunun zamana gore

tirevi alinabilir (Williams ve Lawrence, 2007).

VG = T2 00%; + - (0% + -+ 2 (D% (2.14)
X1
- [5—" (X):—:Z(X) ...;T‘;(x)] Iﬂ (2.15)
Xn
av T
=—(Ofx) = (VV)" f(x) (2.16)

V(x) fonksiyonunun zamana gore tirevi olan %V(x) fonksiyonuna bakarak Lyapunov

anlaminda x* = 0 denge noktasinin kararlilig1 belirlenebilir.
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+ Kararl: %V(X) fonksiyonu yart negatif tanimli ise; (%V(X) <0 x=#0),

x* = 0 denge noktasi kararl1 demektir.

« Asimptotik Kararh: %V(X) fonksiyonu negatif tanimli ise; (% Vix) <0, x #

0), x* = 0 denge noktas1 asimptotik kararli demektir; zamana gore tlirevi %V(X)

(yar1) negatif tanimli olan pozitif tanimli bir V (x) fonksiyonuna Lyapunov
fonksiyonu adi verilir. Yukaridaki sonu¢ ©6nemlidir. Cinki x* =0 denge
noktasinin kararlilig1, sistem yoriingelerinin agik bilgisi olmadan dogrudan sistem
enerjisinin azaldigi garanti edilerek belirlenebilir. Bu yaklagim Lyapunov'un
dogrudan yontemi olarak adlandirilir. Bu yodntem, lineer olmayan sistemler
baglaminda son derece 6nemlidir. Cunki lineer olmayan sistemlerde yoriingeleri

analitik olarak belirlemek son derece zordur.

Lyapunov'un dogrudan yontemi x* = 0 denge noktasinin (asimptotik) kararlilig1 igin bir

yeter kosuldur. Basgka bir deyisle, pozitif tanimli bir V(x) fonksiyonun zamana gore tiirevi
olan %V(X) fonksiyonun (yar1) negatif tanimli olmamasi x* = 0 denge noktasinin

kararsiz oldugu anlamina gelmez.

%x =Ax(t) , x(0)=x° (2.17)

(2.17)’daki durum denklemlerine sahip lineer bir sistem i¢in Lyapunov kararlilik analizi
cok daha kolay uygulanabilir. (2.18)’deki denklemde verilen ikinci dereceden pozitif
tanimli enerji benzeri bir Lyapunov fonksiyonu secilir (Williams ve Lawrence, 2007).

V(x) = xTPx= Yij=1 Pj XX (2.18)

(2.18)’deki esitlikte P (n x n) boyutlu simetrik kare bir matristir ve ayn1 zamanda pozitif

tanimlidir. Yani P matrisini biitiin 6zdegerleri reel ve pozitiftir.

0< }\min(P) = }\1 < }\2 < = }\n = }\max(P) (219)
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Simetrik (n x n) bir P kare matrisinin pozitif tanimli olup olmadigini belirleyen diger bir
yontem ise Sylvester Teoremi’dir. Bu yontemde P matrisinin 6zdegerlerini bulmaya
ihtiyac yoktur. P matrisinin asal mindrleri olan ve (2.20)’da verilen butln alt kare
matrislerin determinantlarinin pozitif olmasi1 P matrisinin biitiin 6zdegerlerinin pozitif

oldugu sonucunu verecektir (Anonim4, Haziran 2023).

p p pll p12 p13 pll p12 pln
Py >0, p“ p12| >0,[P12 P2z P23|>0,..,|P1z Pz Panf> 0 (2.20)
2 22 P13 P23 P33 Pin  P2n Pun

P matrisinin pozitif tanimli olmasi, V (x) = x' P x ikinci derece polinomun da pozitif

T
tanimli  olmasin1  saglayacaktir. V(X) fonksiyonun gradientin (g—: (X)) =

2xT P olacaktir. V (x) fonksiyonunun zamana gore tirevini almca (Williams ve
Lawrence, 2007).

V(x) = p11X§ + 2p12 X1Xp + P22X3 (2.21)
ov 2p11Xq 2p12X2> (21311 2p12> X1
oV _ = 2.22
ox <2p12X1 2p,2X; 2p12 2Py (XZ) (2.22)
a_V
x4
v v P11 P12\ /X1
ax a>:<2 =2 (p12 pzz) (Xz) (2.23)
a_V
0Xp
ov _ _ T
¥ =2px, P="P (2.24)
= V() = (x"P)(Ax) (2.25)
= xTPAx+ xTPAx (2.26)
xTPAx)T = xTPAx = xTATPx (2.27)
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% V(x) = xTPAx + xTATPx (2.28)

= xT[ATP + PA]x (2.29)

ATP + PA = —Q seklinde (n x n) boyutlu simetrik bir matristir, Q matrisi pozitif tanimi
ise (ATP + PA) matrisinin negatif tanimli olacagi anlamma gelir. Bu durumda
xT[AT P + PAJx ikinci derece polinomu negatif tanimli demektir. Bu durumda x* = 0

denge noktasimin Lyaponuv anlaminda asimptotik kararli olacagi sonucu ortaya ¢ikar.

Teorem 2.2 Herhangi bir simetrik kesin pozitif tanimli Q matrisi igin (Williams ve
Lawrence, 2007).

ATP + PA = —Q (2.30)
Lyapunov denklemini saglayan kesin pozitif tanimli bir P matrisinin mevcut olmasinin
gerek ve yeter kosulu A matrisinin bitiin 6zdegerlerinin reel kismlarinin negatif olmasidir

(Williams ve Lawrence, 2007).

Ornek 2.1 Lineer bir sistemin sistem matrisi asagidaki gibi olsun.

5 4 e

Basitlik icin Q = I birim matris se¢ilmistir. Birim matris simetrik ve pozitif tanimli bir

matristir. P matrisi simetriktir ve elemanlari asagida verilmistir.

[p11 plz] _pT (2.32)

P12 P22
(2.29)’daki Lyapunov denklemini ¢oziimd.

P v B | R
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_ [ —2p12 —2p32 ]+[_2p12 p11_3p12]
[P11—3P12  P12—3P22 —2p22 P12—3P22

| —4p12 pP11—3pP12 — szz]
[P11—3P12—2P22 2p1,—6py;

(2.33)

ra

Bilinmeyenlerin p;; , pi2 Ve p,; oldugu 3 bilinmeyenli 3 denklem olusur. Bu

denklemleri matrisel formda yazalir ve ¢ozimlenir.

0 —4 017[P11 -1
[1 h —2‘ H _ [ 0] .39
0 2 —611Pb22 -1

P11 0 —4 0711'[-1
Pi2|=1|1 -3 -2 0
P22 0o 2 —6 -1

p— P11 plz] r [3:25 0.25

~ P12 P22 25 0.25 (2.35)

P matrisini belirledikten sonra kesin pozitif tanimlilig1 test etmek igin Sylvester Kriteri

kullanabilir.

P11 P12

|p11| = 125 > 0 ve |p12 p22

| =025 >0 (2.36)

(2.36)’de goriildiigii gibi P matrisinin asal mindrleri pozitif ¢ikmistir. Bu da bize P
matrisinin pozitif tanimli oldugunu soyler. Teorem 2.2°ye gOre A matrisinin
Ozdegerlerinin reel kisimlari negatiftir ve drnekteki lineer sistem asimptotik kararldir.

2.8 Lyapunov Teorisine Gore Kararhhk Yontemleri

Temel Lyapunov teorisi, Lyapunov tarafindan tanitilan iki yontemi igerir, dolayli yontem

ve dogrudan yontem. Dolayli yontem veya lineerlestirme yontemi, bir denge noktasinin
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yakin ¢evresinde lineer olmayan bir sistemin kararlilik ozelliklerinin, esasen onun
lineerlestirilmis modeliyle ayn1 oldugunu belirtir. Yontem, dogasi geregi her zaman lineer
olmayan fiziksel sistemlerde denge noktasinin yakin civarinda gegerli olacaktir.
Dogrudan yontem, sistemin lineer olmayan modelini kullanir. Dogrudan yontem, lineer
olmayan sistemlerin kararlilik analizi i¢in giiglii bir aragtir ve bu nedenle Lyapunov

analizi olarak adlandirilir (Slotine, 1991; Taieb, 2021; Ibrahim vd., 2022).

2.8.1 Lyapunov'un dogrudan yontemi

Lyapunov'un dogrudan yonteminin temel felsefesi, otonom bir sistemdeki enerji
degisimine bakmasidir. Eger fiziksel bir sistem toplam enerjisini zamanla stirekli olarak
kaybediyorsa ister lineer ister lineer olmayan olsun, biitiin enerjisini kaybettiginde bir
denge noktasina oturacaktir. Boylece, enerji benzeri bir fonksiyonun degisimini
inceleyerek bir sistemin kararliligin1 belirlenebilir (Slotine, 1991).

Ornegin, dinamik denklemi esitlik (2.37)’de verilen sekil 2.3'teki lineer olmayan kiitle-

sOnlim-yay sistemini ele alabilir (Slotine, 1991).

mX + bx|x| + kox + k;x3 = (2.37)

bx|x| lineer olmayan soniimii, kox + k;x3 lineer olmayan yay hareketini temsil eder.
Kiitlenin yayin dogal uzunlugundan biiyiikk bir mesafe g¢ekildigini ve sonra serbest
birakildigin1 varsayilir. Ortaya cikan hareket kararli olacak m1? Bu soruyu kararlilik
tanimlarin1 kullanarak cevaplamak ¢ok zordur. Cunkl bu lineer olmayan diferansiyel
denklemin analitik genel ¢oziimii mevcut degildir. Lineerlestirme yoOntemi de

kullan1lamaz ¢iinkii yay denge noktasindan ¢ok uzaga cekilmistir.

Ancak sistem enerjisinin incelenmesi yayin hareketi ve sistemin kararliligi hakkinda fikir
verecektir (Slotine, 1991).

Sekil 2.3 fiziksel bir sistemde enerji kayb1 olup olmadigina iligkin bir ¢alismanin 6rnegini

temsil etmektedir.
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Sekil 2.3. Lineer olmayan bir kitle-sénim-yay sistemi (Soltine,1991)

Sistemin toplam mekanik enerjisi, sistemin kinetik enerjisi ile potansiyel enerjisinin

toplamudir.
V(x) = %mXZ + f(f(kox + kyx3)dx = %mXZ + %koxz + %k1X4 (2.38)

Esitlik (2.38)’deki aday Lyapunov fonksiyonu sistemin toplam enerji fonksiyonudur.

Kararlilik ve mekanik enerji arasindaki iliski su sekilde 6zetlenebilir (Slotine, 1991).

e Sistem enerjinin sifir olmasi sistemin denge noktasinda bulundugu anlamina
gelecektir.

e Toplam mekanik enerjinin zamanla azalip sifira yaklagsmasi denge noktasinin
asimptotik kararliligina isaret eder.

e Toplam mekanik enerjinin artiyorsa denge noktasi kararsiz olacaktir.

Skaler bir fonksiyonun zamanla degisiminin, bu 6rnekte oldugu gibi toplam mekanik
enerjinin, durum vektorinun zamanla degisimini, dolayis1 ile denge noktasinin
kararliligin belirledigi soylenebilir.

Sistemin hareketi sirasindaki enerji degisim orani, (2.38)'deki birinci esitligin tiirevi

alinarak ve (2.37) kullanilarak kolayca elde edilir.

S V(x) = mit + (Kox + K;x¥)x = x(—bx[x[) = —b[x[? (2.39)
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Denklem (2.39), sistemin enerjisinin, bir baslangic degerinden baglayarak, kiitle
yerlesene kadar, yani denge noktasina gelene kadar stirekli olarak azaldigini ifade eder
(Slotine, 1991).

Lyapunov'un dogrudan yontemi, yukaridaki kiitle-soniim-yay sistemindeki kavramlarin
daha karmasik sistemlere genellestirilmesine dayanmaktadir. Bir dizi lineer olmayan
diferansiyel denklemle karsilagildiginda, Lyapunov'un dogrudan yonteminin temel
prosedurd, dinamik sistem icin bir skaler "enerji benzeri” fonksiyon tretmek ve bu skaler
fonksiyonun zaman degisimini incelemektir. Bu sekilde, durumlarin ¢oziimler hakkinda
acik bilgi gerektirmeden, diferansiyel denklem setinin kararliligi hakkinda sonuclar

c¢ikarilabilir (Slotine, 1991).

2.9 Lineer Olmayan Sistemlerde Asimptotik Kararhhk
2.9.1 Kararhhk tanimm

Dinamik sistemin kararliliginin belirlenmesi kesinlikle gerekli bir 6zelliktir ve bu nedenle
kontrol miithendisligindeki diger tiim amaglara gore oncelige sahiptir. Lineer sistemler
icin, bir sistemin kararliligini test etmek i¢in bir¢ok yontem gelistirilmistir. Bununla
birlikte, lineer olmayan sistemlerin kararliliginin arastirilmasi daha zordur, ¢ilinkii
kararlilig1 test etmek igin lineer sistemlere gore ¢cok daha az kriter mevcuttur.

Kararlilik, aslinda sistemdeki bir denge noktasinin kararlilik durumunu belirtir. Bir
sistemin ii¢ olast kararlilik durumu vardir. Sistem bir denge noktasinda ya asimptotik
olarak kararlidir, sadece kararlidir (sinirli kararl) ya da kararsizdir. Bu bélimde, otonom
sistemlerde denge noktasinin kararliligi incelenmektedir. Otonom bir sistemin dinamik

davranis1 genellikle durum uzayi diferansiyel denklemleriyle tanimlanir.
%X = f(x), x(0) = x° (2.40)

(2.40)’deki durum uzayr modelinde x € R™ sistemin durum vektoriini, x° € R ise

baslangi¢ kosullar vektoriinii gostermektedir. Esitlik (2.41)’deki
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f1(x)
fx) = [ % . (2.41)

fn (X)
vektorl lineer veya lineer olmayan fonksiyonlardan olusmaktadir.

Genelligi kaybetmeden, x = 0 ''n otonom sistemin bir denge noktasi oldugunu

varsayilabilir. Bu durumda

f(0) =0 (2.42)
esitligi gecerli olacaktir. Esitlik (2.43) n boyutlu uzayda kiresel bir bolgeyi tanimlar.
Q={xeR"| [xll< r} (2.43)

Asagida , kiresel bolgesine gore kararlilik, asimptotik kararlilik ve kararsizligin

tanimlar1 verilmistir.

Kararhhk: x° € Q, baslangic durumu vektérii icin, her t aninda x(t) yoriingesi R > 0

yarigapl kiiresel bolgenin i¢inde kaliyorsa x* = 0 denge noktasi kararli olacaktir.

x* =0 Kkararhdir. & x(t) € Qp, t € [0,)
Asimptotik Kararhlik: Sistem denge noktas etrafinda kararliysa ve ilaveten, x° € Q,
baslangic durumu vektori igin, x(t) yoringesi artan zamanla x* = 0 denge noktasina
dogru hareket ediyor ve denge noktasinda sonlaniyorsa, x* = 0 denge noktas1 asimptotik

olarak kararhidir denir.

x* = 0 asimptotik kararhdir. & x(t) € Qp, t € [0,) ve Eim x(t) = x*

Durum uzayindaki biitiin olast baslangic durum vektorleri i¢in x* = 0 denge noktasi
asimptotik kararliysa x* = 0 denge noktas1 global asimptotik kararli denge noktas1 adini

alir.
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Kararsizlik : x° € Q. baslangi¢ durumu vektérii igin, her t aninda x(t) yoriingelerinin
icinde kaldigt R > 0 yaricaph kiiresel bir bolge bulunamiyorsa x* = 0 denge noktasi
kararsiz olacaktir (Salle ve Lefschetz, 1967).

Kararh Asimptotik kararli

Kararsizi

Sekil 2.4. Otonom bir sistemin x* = 0 denge noktasi etrafindaki olasi kararlilik
durumlar1 (Salle ve Lafschetz, 1967)

Kararlilik tanimlar1, Sekil 2.4'te iki boyutlu uzay i¢in otonom bir sistemin x* = 0 denge
noktasi etrafindaki grafiksel olarak gosterilmistir (Salle ve Lefschetz, 1967).

Bilinen parametrelere sahip lineer otonom bir sistem i¢in durum uzayr denklemleri su

sekilde yazilabilir:
%X =Ax(), x(0) = x° (2.44)

Esitlik (2.44)’te A sistem matrisi adini alir ve Esitlik (2.45)’te gosterildigi gibi elemanlari

sabitlerden olusan (n x n) kare matristir.

d117 412 d1in
aiz Azp v Azp

A= 1. : : (2.45)
din d2n dnn
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x = 0 noktasi her zaman lineer bir sistemin denge noktasi olacaktir. Sistem matrisi A
dizenli bir matrisise (|A| # 0) x = 0 lineer sistemin tek denge noktasi oldugu anlamina
gelecektir.

(2.44)’teki durum uzay:1 denklemleri, baslangic kosulu x° olan ve (2.46)’da verilen tek

bir x(t) ¢6zum vektorine sahiptir.
x(t) = eAt%° (2.46)

Bu ¢6ziUm durum uzayinda bir yoriingeyi tamimlar. Burada (n x n) e4t kare matrisine

lineer sistemin durum ge¢is matrisi ad1 verilir (Bronstein vd., 2001; Lunze, 1996).

Lineer bir sistemin asimptotik olarak kararli m1 yoksa kararsiz m1 oldugunu belirlemek
i¢cin sistem matrisi A'nin 6zdegerleri bakilir. eAt durum gecis matrisini bulmak gerekli

degildir. Sistem matrisi A'nin tim 6zdegerlerinin ger¢ek kisimlari negatif ise,

lim|[eAt]| = 0 (2.47)

t—oo

olacaktir. Buradan da lineer sistemin asimptotik kararli oldugu sonucu ¢ikar.

A matrisinin 6zdegerlerinin en az birinin gercek kismi pozitif ise, et durum gegis

matrisinin normu artan zamanla iistel olarak sonsuza dogru gidecektir.
tlim lledt|| -» oo (2.48)

Bu sonug lineer sistemin kararsiz oldugunu gosterir (Ludyk,1995; Lunze, 1996;
Vidyasagar, 2002). Lineer olmayan sistemlerde, bir denge noktasinin kararliligi denge
noktas1 etrafinda lineerlestirme ile belirlenebilir. Durum uzayinda x* = 0 denge
noktasinin asimptotik kararliligini arastirmak icin, denge noktasi etrafindaki lineer
olmayan sistem modeli lineerlestirilir. Lineerlestirilmis modelin sistem matris
(Ludyk,1995; Lunze, 1996; Vidyasagar, 2002)

Xzo) (2.49)
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esitligi ile ele edilir. Bu esitlikte

af, of; af,

(ﬁ) — | ofy o . 9f2 (2 50)

0x 0x1 0%, 0xn '
ofy ofy af,

Jacobian matrisi veya Jacobian fonksiyonel matrisi adin1 alir (F6llinger, 1994). x* =0
denge noktasi etrafinda lineerlestirilen modelin asimptotik kararli olmasi, x* = 0 denge

noktasinin asimptotik kararli oldugu anlamina gelir (Khalil,1996a; Lunze, 1996b).

2.10 Lyapunov Teoremine Gore Asimptotik Kararhhk

Lineer olmayan dinamik sistemlerin kararliligini incelemek, lineer sistemlerin
kararliligin1 incelemekten ¢ok daha karmasiktir. Lineer olmayan sistemlerin kararlilik
analizinde kullanilan birka¢ kararlilik kriterinden biri, Lyapunov teoremine gore

asimptotik kararlilik analizidir.

A. M. Lyapunov, dogrudan yonteminde, lineer olmayan sistemin diferansiyel
denklemlerinin agik bir ¢oziimiiniin bilinmedigi varsayimindan yola ¢ikar. Temel fikri,
sistem enerjisinin fiziksel yorumuna dayanmaktadir. Fiziksel bir sistemin enerjisi denge
noktasimin yakininda siirekli olarak diisiyorsa, denge noktas: kararli veya asimptotik
olarak kararlidir. Denge noktasi etrafindaki sistem enerjisinin siirekli olarak azaldig
kanitlanabildigi siirece, lineer olmayan sistemin denge noktasinin kararli oldugu anlamina
gelecektir. Bu yontemle, denge noktasinin kararliligini belirlemek igin, lineer olmayan
sistemin durum denklemlerinin ¢Oziilmesine gerek kalmaz (Salle ve Lefschetz, 1967;
Vidyasagar, 2002).

Lyapunov'un teoremleri bu diisiincenin bir genellestirilmesidir. Bir skaler pozitif tanimh

fonksiyon V(x) asagidaki 6zellikleri sagliyorsa aday Lyapunov fonksiyonu adini alir.

e V(x) ve birinci kismi tiirevleri orijinin etrafindaki kapali bir £ bdlgesinde

sureklidir.
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e V(x) fonksiyonunun Q boélgesinde yalnizca tek bir koki vardir ve bu kok x =
0'da olmalidir. Baska bir deyisle, V(0) = 0.

e V(x) fonksiyonu Q bdlgesi icinde her noktada pozitiftir. Sadece x = 0'da sifir
degerini alir. x = 0 noktas1 V(x) fonksiyonunun izole edilmis minimumudur.

e () bolgesi icinde
2V = VVT Sx= VVT(x) <0 v x(t) € Q (2.51)

esitsizligi saglanir. Burada (VV), V(x) fonksiyonunun gradyanini temsil eder ve
(2.52)’deki ifade ile verilir.

vV (x)
=
| aV(x) |
vV = | o | (2.52)

\aV.(x) /
0xp

Yukarida verilen sartlar1 saglayan V(x) fonksiyonuna Lyapunov fonksiyonu adi verilir

(Salle ve Lefschetz, 1967). Lyapunov fonksiyonlari, enerji kavraminin bir uzantisini
temsil eder. Lyapunov teoreminin ana fikri, bir V(x) Lyapunov fonksiyonunun
oOzelliklerini kullanarak x* = 0 denge noktasinin kararliligini belirlemektir.

Sekil 2.5, iki durumlu lineer olmayan bir sistem i¢in olas1 bir Lyapunov fonksiyonunu ve

onun esdeger ¢izgilerini gostermektedir (Salle ve Lefschetz, 1967).

A Hx) A

F(x) sabit

Sekil 2.5. Iki degiskenli olas1 bir Lyapunov fonksiyonu ve esdeger cizgileri (Salle ve
Lefschetez,1967)
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2.11 Dar Anlamda Kararhlik

Lineer olmayan bir sistem i¢in asagidaki kosullar saglaniyorsa, sistem dar anlamda

kararlidir.

* Durum uzay1 agiklamasi (2.17) ile verilen sistem icin, x = 0 denge noktasi

komsulugunda rastgele bir kapali alan (2'da tanimlanan, pozitif tanimli bir Lyapunov

fonksiyonu V(x) bulunabilirse (%V(x) < 0), x = 0 denge noktasi kararhdir.

» Eger Q) bolgesinde %V(X) < 0ise, 0 zaman x = 0 denge noktasi asimptotik kararl

olacaktir.
2.12 Genel Anlamda Kararhhik

Lyapunov'un kararlilik kriteri tiim durum uzayi i¢in gegerliyse, kararlilik genel anlamda
olacaktir. Dar anlamda asimptotik kararlilik, asagidaki sartlarin saglanmasi ile elde edilir
(FOllinger,1993; Hahn, 1967; Khalil,1996; Vidyasagar, 2002).

*  V(x), tanimlanmis olan Q¢ kapali alaninda pozitif tanimlidir.
*  V(x)'in ilk kismi tiirevleri Q¢'de streklidir.
* C'nin sabit oldugu V(x) = C ylzeyi, Q¢'nin sinirin1 olusturur ve esdeger ylizey

admni alir. Q¢ kapali alan1 asagidaki kiime ile verilebilir.
Qc={x | V) < C}, C>0 (2.53)
V V vektord, x = 0 disinda, Q¢ alaminda higbir yerde kaybolmaz. (VV#0 € Q¢ c
R™)

. %V(X) , Q¢ kapali alaninda negatif tanimlidir.

Yukaridaki kosullar yerine getirilirse, x = 0 denge noktas1 asimptotik olarak kararlidir.

Bu, Q'de baslayan her x(t) yortingesinin zamanla orijine dogru ilerledigi anlamina gelir.

tlim x(t) =0 Vx(t) € Q¢ (2.54)
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Bu kosullar tiim durum uzayinda saglanirsa ve

lim V(x) - o (2.55)

lIx[|—>c0

sart1 gecerli ise, x = 0 denge noktasi genel olarak asimptotik kararli olacaktir.

Daha oOnce bahsedildigi gibi, lineer sistemlerde x = 0 denge noktasi asimptotik
kararliysa, bu denge noktas1 genel anlamda asimptotik kararhidir. Ayrica lineer
sistemlerin genel anlamda asimptotik kararliligi Lyapunov teoremi yardimiyla da
gosterilebilir. Bunun igin ikinci dereceden

V() = xTP x (2.56)
skaler fonksiyonu secilir. Burada P matrisi simetrik ve kesin pozitif tanimlidir. P

matrisinin kesin pozitif taniml1 olmas1 Lyapunov fonksiyonunu da kesin pozitif tanimli

yapmaktadir.
Vx)=xTPx > 0 Vx € R" \{0} (2.57)
Ayrica, V(x) fonksiyonu radyal olarak sinirsizdir.

lim V(x) = lim x"Px - o0 (2.58)

lIx[|—>c0 lIx]|—»c0

V(x) fonksiyonu zamana gore tirevi (2.59)’da verilmistir.
d Vi) d TP x)
q W= & Px

=xTPx + x'P x
= (Ax)TP x+ xT P (Ax)
= xTATP x+ xTPAx
= xT(A™P + PA)x

SV = xT(ATP + PA)x < 0 VxER" (2.59)
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Bundan, (2.56)'deki V' (x) fonksiyonunun bir Lyapunov fonksiyonu oldugu ve sistem
matrisi A olan lineer sistemin Lyapunov'un kararlilik teoremine gore (FOllinger,1993;

Hahn, 1967; Khalil,1996; Vidyasagar, 2002) asimptotik kararli oldugu sonucu ¢ikar.
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BOLUM III
EHLICH VE ZELLER iLE GARTEL TEOREMLERININ TANITIMI
3.1 Ehlich ve Zeller Teoremi
Bu bélimde Ehlich ve Zeller'in teoremi anlatilmaktadir. Teorem hem trigonometrik hem
de cebirsel polinomlar igin gecerlidir (Ehlich ve Zeller,1964).
m. dereceden tek bir degiskenli trigonometrik polinom (3.1)’deki ifade ile verilebilir.
p(0) = ¥ TK jaysin'Bcosk™10 = ¥ (a, cos kO + by sink6) (3.1)

Burada 8 € [0, 2r] acidir ve ay;, agve by € R polinomun katsayilaridir.

p;(8) m. dereceden trigonometrik polinomlarin (P*) kiimesine ait olsun ve (P/™), bir

degiskenli tiim trigonometrik polinomlarin kiimesini tanimlasin.
8 =a+si,  i=12...2Ng (3.2)
noktalarini p; () trigonometrik polinomu i¢in ele alalim. Burada « € [0, 27] araliginda

bir sabit acidir. p;(6) trigonometrik polinomu ayni zamanda 9; noktalarinda (3.3)’deki

esitsizlik sartlarini saglasinlar.
lp1ODI=1, 1i=1,..2Ng (3.3)

Ehlich ve Zeller teoremi (3.4)’teki esitsizligin dogrulugunu bize ispatlar. (Ehlich ve
Zeller,1964)

o1 ()11 = maxlp; ()] < CG) (34)

(3.4)’teki esitsizlikte Ng > m kosulu her zaman saglanmalidir. Burada Ng 9;

noktalariin sayisinin yarisina esittir. Jg, [0, 21] kapali araligini temsil etmektedir.
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llp1(8)]/%e Jo bblgesindeki maksimum norm, (C(Nﬂ)) ise (3.5) denklemiyle elde edilen bir
[}

sabittir.

C (N%) = [cos% - (3.5)

(3.3) esitsizligindeki kabulii biraz yumusatibilir. (3.1)’de verilen m. dereceden p,(6)

polinomu igin secilen 9; noktalarindan olusan kiime 6(Ng, Jg) olsun.
G(NG']G) = {191,192, "'IBZNG} (36)

Bu kiume, Jg kapali araliginin bir alt kiimesi olacaktir.0(Ng, Jg) kilmesindeki bir p(0)

trigonometrik polinomunun maksimum normu

G(NBJS) — 3 i -
Ip@ ocmax (), i=1,..2Np (3.7)

ile tanmimlanir. Segilen ¥; noktalar1 bilindiginden, p(0) polinomunun 6(Ng,Jg)

kiimesinde maksimum normu bulunabilir.

p(0) polinomunu ||p(8)||®™NeJe) normuna béliindiigii zaman

_ p(®)
pl(e) - ||p(6)||9(N9‘]9) (38)

(P/™) kimesine ait olan ve (3.3) sartin1 saglayan ve (3.8)’de verilen p; (0) trigonometrik
polinomunu elde edilir. Ehlich ve Zeller teoremine gore (Ehlich ve Zeller,1964), (3.4)
esitsizligi p(0) polinomundan elde edilen p;(8) trigonometrik polinomu icin gegerli
olacaktir. (3.4) esitsizliginden yola ¢ikarak p(0) trigonometrik polinomu igin (3.9)

esitsizligi bulunur.
Ip@IPe < ¢ (32) (@) 1°Neto) (39)

(3.9) esitsizliginde
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Ip(e)l’e = ggl;(lp(e)l (3.10)

Jo= [0, 2xt] araliginda p(0) polinomunun maksimum normunu temsil eder.

Genel olarak, m. dereceden tek degiskenli cebirsel bir polinom (3.11)’deki ifade ile

gosterilebilir.
p(x¥) = X, aix’, x€ R (3.11)
(3.11) ifadesinde a;, polinomun i-inci dereceli teriminin katsayisini ifade eder.

p1(X), m dereceli polinomlarin (P™) kimesine ait olsun. (P™) kimesindeki butun

polinomlarin J, = [—1, 1] arahiginda, N > m kosulu altinda segilen

% = cos ((212—;)11) , i=1,..,N (3.12)

noktalarinda (3.13) esitsizligini sagladigin1 kabul edelim. Bu noktalar Chebyshev
polinomunun sifirlar1 olduklari igin Chebyshev noktalar1 olarak adlandirilir (Bronstein
vd., 2001).

lp1 (%) <1, i=1,..,N (3.13)
Chebyshev noktalarindan olusan kiimeye

(N, Jo) = {X1, %y, ..., Xn} (3.14)

adr verilebilir. Bu kiime ayn1 zamanda ], kapali araliginin bir alt kiimesi olacaktur.

m. dereceden bir Chebyshev polinomu
T,(x) = cos(m(arccos x)) (3.15)

olarak tanimlanir. Bu polinomun diger bir ifadesi
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T,(x) = % [(X + Vx? — 1)m + (X — Vx? — 1)m] VxeER (3.16)

seklinde verilebilir. Bir Chebyshev polinomunun tiim sifirlar1 ], araligindadir ve tim
Chebyshev polinomlar1 (P/"), m € N, m. derece polinomlar kiimesine aittirler. Cunki

bu polinomlar
IT,xX)| <1, x€]J., me N (3.17)

sartin1 saglarlar. Chebyshev noktalari, |, kapali araliginda optimal olarak dagitilmis
noktalardir. Bu noktalar ], kapali araliginda esit uzaklikta degildirler ve kapali araligin

uglarina dogru yigilma gosterirler (Schwarz, 1997).

(3.4) esitsizligi (P™) kimesindeki cebirsel polinomlar igin de gecerlidir. Cebirsel

polinomlar i¢in gecerli olan bu esitsizlik (3.18)’de verilmistir.
3% Je = X E
lp2 () I/ = maxlp, )] < (5 (3.18)

(3.13) esitsizligindeki kabul biraz yumusatilabilir. m. derecedeki tek degiskenli cebirsel

bir polinom i¢in kapali aralik
J= [ab], b>a, ab € R (3.19)

olsun. Bu kapali araliktaki Chebyshev noktalari

_ atb b-a (2i-Dm .
Xj = = + > cos(—2N ), i=1,.. N (3.20)

formdala ile elde edilirler. ] kapali araliginda bulunan Chebyshev noktalarinin olusturdugu

kiimeye

x(N,]) = {x1,X, o, XN} (3.21)
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ad1 verilebilir. ||px)|*™P p(x) polinomunun Chebyshev noktalarndaki maksimum
normunu temsil etsin. m. dereceden trigonometrik polinomlardaki duruma benzer sekilde

m. dereceden cebirsel polinomlar icin (3.22) esitsizligi gegerli olacaktir

PP < C(F) IpGIFND (322)

3.2 Gartel'in Esitsizlikleri

Gartel (Gértel,1987) (3.22) esitsizliginin, birden fazla degisken igeren polinomlar i¢in de
gecerli oldugunu ispatlamistir. p(x), n degiskenli bir cebirsel polinom olsun. Her bir
degiskenin (3.23)’de verilen kapali araliklarda tanimli olduklarini kabul edilebilir.

]i = [ai,bi], bi > a;, i=1,..,n (323)
Bu durumda biitiin degiskenlerin tanim bdlgesi

J=11 X Jp X .oX Jp (3.24)

ile temsil edilen bir hiperkiip olacaktir. p(x) polinomunun j hiperkiibiindeki maksimum

normu (3.25)’daki ifade ile bulunabilir.

||p(x)||j = max [max l max |p(Xq, Xz, ...,Xn)IH l = mgjxlp(x)l (3.25)

X1€]J1 |X2€]2 Xn€Jn

(3.26)’deki esitsizlikte m;, p(x) polinomunun x; degiskenine gore derecesidir. N; ise J;

kapali araliginda segilen Chebyshev noktalarinin sayisidir.
Ni > m;, i=1..n (326)
Bu varsayimlar altinda, J; araligindaki x; degiskeni i¢in Chebyshev noktalari,

aj+bj bj—aj (2j-1) .
Xjj= = + =, cos (Tn) J=10N (3.27)
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formall ile belirlenirler. x; degiskeni i¢in tanimlanan J; kapali araligindaki N; adet

Chebyshev noktasindan olusan kiime

xi(NLJD) = {Xi1,Xi2, 00 Xin, ) (3.28)
olsun. Bu durumda

x(N,]) = x1(Ny,J1) X x3(Ng, J5) X oo X X, (Np, Jn) (3.29)

seklinde tanimlanan kiime J bolgesi icindeki bitiin Chebyshev noktalarinin kiimesi

olacaktir.  icindeki toplam Chebyshev noktasi sayisi
N = ITL, N (3.30)

carpimiyla elde edilir. Gértel, Ehlich ve Zeller’in ispatladig1 (3.22) esitsizliginden yola
cikarak ¢ok degiskenli cebirsel polinomlar i¢in (3.31) esitsizligini ispatlamigtir.

IpGOI < K [[pG)[IK(N) (3.31)

(3.31) ifadesindeki K bir sabittir. Bu sabit (3.32)’deki ifadede verildigi gibi her bir

degiske ait C sabitlerinin ¢arpimiyla hesaplanir.

= L, ¢ () (3.32)

(3.31) esitsizligi n degiskenli bir trigonometrik polinom igin de gecerlidir. n degiskenli

trigonometrik bir polinom i¢in her bir kapal aralik [0, 2m] olacaktir. Biitiin kapal

araliklardan olusan n boyutlu hiperkiibe

Jo = [0,2m] x [0,2m] X -+ x [0,2m] (3.33)
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ad1 verilebilir. (3.34) esitsizliginde m;, p(0) polinomunun 6; degiskenine gore derecesini
ifade etmektedir. Ng, ise 0; degiskeni icin segilen nokta sayisinin yarisma karsilik
gelmektedir. Ng degerleri (3.34) sartlarini saglayacak bigimde belirlenirler.

Ng, > m;, i=1,..,n (3.34)

Her bir 6; degiskeni igin [0, 2xt] kapal1 araligindaki noktalar

9y = % M j=1,..,2Ng, (3.35)

formali ile elde edilirler. 8; degiskeni i¢in belirlenen noktalarin olusturdugu kiime
ei(Nei' ]ei) = {191,1;191,2: »‘91,2N9i } (3.36)

olsun. ei(Nei,lgi) kiimesindeki Jg. sembolii [0, 2n] kapali araligini temsil etmektedir.

Her bir degisken icin elde edilen (3.36)’daki kiimelerin toplamini

G(Ne,ie) = 91(N91,]el) X ez(Nez,]ez) X ... X en(Nen,]en) (337)

kiimesi ile gosterilebilir. Bu kiime aym zamanda (Jo) hiperkiibiiniin bir alt kiimesi
olacaktir ve segilen noktalarin kiimesini tanimlar. G(Ne, Te) kiimesindeki toplam eleman

sayist
Ne = 2n in=1 Nei (338)
degerine esittir.

n degiskenli cebirsel polinomlar icin gecerli olan (3.31)’deki esitsizlik n degiskenli

trigonometrik polinomlar i¢in de gegerlidir. Bu esitsizlik (3.39)’da verilmistir.

Ip(®)[’e < Kellp(6)]|®NeJe) (3.39)

32



(3.39) esitsizligindeki Kg degeri
Ko = [Iiz1 C (Ne) (3.40)

formilii ile hesaplanan bir sabittir. Gértel ¢calismasinda (3.31) esitsizliginden yararlanarak

Phin = 2 {&+ DY — (k- D) (3.41)
ve
Phax < 2 {®+ DPIRY - ® - Dp ) (3.42)

esitsizliklerinin de gegerli oldugunu ispatlamustir. (3.41) ve (3.42) ifadelerindeki K sabiti
(3.32)'deki formil ile bulunur. pZnin p(x) polinomunun (3.24)'de tanimlanan ]

hiperkiibiindeki minimum degerini benzer sekilde pinax ise ] hiperkuibiindeki maksimum

x(N

degerini ifade eder. pmln ,

p(x) polinomunun (3.29)'de tanimlanan Chebyshev noktalar1

x(NJ) .

kiimesindeki minimum degeri, pmaX

ise maksimum degeridir. (3.41) ve (3.42)
esitsizlikleri n degiskenli trigonometrik polinomlar igin de saglanir. Trigonometrik

polinomlar i¢in gegerli olan esitsizlikler (3.43) ve (3.44)'de verilmislerdir.

pmm > % {(Ke n 1)p?n(11:]19 Jo) — (Kg — 1)p1(‘il(ie.ie)} (3.43)
Py < % {(Ke + 1)pfn(ie’ie) (Kg— 1) il(lljle Ie)} (3.44)

(3.43) ve (3.44) ifadelerindeki Kg sabiti (3.40)'daki formdal ile bulunur. pmm p(6)

trigonometrik polinomunun (3.33)'de tanimlanan Jg hiperkiibiindeki minimum degerini,

benzer sekilde pmax ise o hiperkiibiindeki maksimum degerini ifade eder. p 6(NoJ e), p(6)

min
8(Nog.jo);
pmax

polinomunun (3.37)'de tanimlanan kiimedeki minimum degeri, ise maksimum

degeridir.
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3.3 Ornekler

Onceki alt boliimlerde ele alinan matematiksel teoriler, bu bolimde ti¢ 6rnek tizerinden
aciklanmaktadir (Dilaver, 2008).

3.3.1 Ornek 3.1

Bu 6rnekte besinci dereceden (3.45)'de verilen tek degiskenli trigonometrik polinom ele

alimmustir (Dilaver, 2008).

(3.45)

p(8) = >+ % (cose+ cos 36 C°S59)

9 25
Bu polinom igin Jg = [ 0,21] kapali araliginda 2Ng = 16 nokta kullanilmistir (Ng = 8).

_ (@i-Dm

Y;
2Ng

, i=1,...,2Ng (3.46)

(3.46)'daki formiille hesaplanan noktalarin olusturdugu kiime (3.47)'de verilmistir.

m 3m 5m 7m 9m 11m 13w 15m 17w

OWe.Jo) ={1¢ 1616 'T6°'T6 " 16 ' 16 ' 16 16"
lom 2in 23 2w 27m 29 3imy (3.47)
16 16 16 16 16 16 16

p(0) polinomunun 6 (Ng,Jg ) kiumesindeki minimum ve maksimum degerleri ile

maksimum normu (3.48)'de verilmistir.
Ip(8)II°MeIo) = 2,966, p 07 = 0.176 ve poay’® = 2.966 (3.48)

min max

C sabitinin degeri

m nm.]" 1 N
C (N—e) = [Cos(m)] = |cos(32)| =18 (3.49)
olarak elde edilir. Ehlich ve Zeller teoremine gore
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@1 < ¢ () Ip(@[°Mel® = 53388 (350)

oldugu sonucuna varilir.

Girtel'in ispatladigi (3.43) ve (3.44) esitsizlikleri kullanilarak p(6) polinomunun Jg
kapali araliginda minimum degeri i¢in bir alt sinir ve maksimum degeri i¢in bir {ist sinir

bulunur. Alt ve st sinirlar (3.52) ve (3.53)'de verilmislerdir.

Pien < P(O) < Py, 6 € Jo (3.51)

P = 2 {(C (Nﬂe) +1) ppan™® = (C (Nﬂe) — 1) ppa’®} = —094 (3.52)

P < 5 (€ (&) + 1) pmac™ = (¢ () = 1) p™®’} = 4.08 (3.53)
’ v =p(6)

Ustsinir =4.0812

T ~ p(8)

Pl

o 8

Altsinir= —(0,9396
a2l Secilen bir nokta

1 L L 1 1 1 L
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 3.1. Secilen 16 nokta icin Ornek 3.1°deki p(0) polinomunun alt ve iist smirlar
(Dilaver, 2008)

Sekil 3.1'de besinci dereceden (3.45)'de verilen tek degiskenli trigonometrik polinom Jg
kapali araliginda segilen 16 nokta igin p{gax i¢in st sinir, plgin icin alt sinir ve p(0)

polinomu grafiksel olarak gosterilmistir (Dilaver, 2008).
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3.3.20rnek 3.2

Bu ornekte (3.54)'de wverilen (cglncl dereceden cebirsel polinom segilmistir
(Dilaver,2008).

p(x) = x3+ 2x? —11x— 12 (3.54)

Bu polinom i¢in Chebyshev noktalar1 (3.55)'daki formiil kullanilarak J = [—4, 3] kapali

araliginda hesaplanmislardir.

—4+3  3—(—4) co Qi-1m

Xj = — + > s( N ), i=1,..,N (3.55)

Bu hesaplamada Chebyshev noktalarmin sayisi N = 9 alinmistir. Dokuz Chebyshev

noktasindan olusan kiime (3.56) 'de verilmistir.
x(N,]) = {2.95,2.53,1.75,0.7,—0.5,—1.7, —2.75, —3.53, —3.95 } (3.56)

p(x) polinomunun x(N, ]) kiimesindeki minimum ve maksimum degerleri ile maksimum

normu (3.57)'de verilmistir.
IpIXND =19.77, piP = —1977 ve  pias = 12.58 (3.57)
N = 9 Chebyshev nokta sayisina gore C sabitinin degeri

c(x)= [cos(%)]_1 = [cos(g)]_1 == (3.58)

bulunur. Ehlich ve Zeller teoremine gore p(x) polinomunun ] kapali araligindaki

maksimum normunun
IpGOIN < € () IPGOIFND = 22.82 (359)

oldugu sonucuna varilir.

36



Girtel'in ispatladigi (3.41) ve (3.42) esitsizlikleri kullanilarak p(x) polinomunun ] kapali
araliginda minimum degeri i¢in bir alt sinir ve maksimum degeri i¢in bir iist sinir bulunur.

Alt ve iist sinirlar (3.60) ve (3.61)'de verilmislerdir.

Pain 25 {(C (F)+ 1) = (¢ (§) - 1) piaP} = 2227 (3.60)
o 1€ (2)+ 20— (¢ (2) - 1)) - 1500 oo
PC) =€ [Prin» Pmax] VX €] =[~4,3] (362)

Sekil 3.2'de tiglincii dereceden tek degiskenli cebirsel polinom ] kapali araliginda N = 9

Chebyshev nokta sayisina gore p{nax icin st sinir, p{nin icin alt siir ve p(x) polinomu

grafiksel olarak gosterilmistir.

20 T
Y=p(x)

Ustsinir = 15,0802

0 -
§ x
\ /
5 /
\ ."l
Job Secilen bir nokta \ /
/
/
15+ \ /
Altsinir= —22 26
o0l 22,2688 ___)
_25 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Sekil 3.2. N=9 Chebyshev noktasi i¢in Ornek 3.2.'deki p(x) polinomunun alt ve Gst
smirlari (Dilaver, 2008)
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3.3.30rnek 3.3

Bu ornekte (3.63)'de verilen iki degiskenli cebirsel polinom ele alinmistir (Dilaver,2008).
px) = 1+x; + x5, x € R? (3.63)
Fonksiyon x, degiskenii¢in J; = [a;,b;] = [—2, 1] kapali araliginda, x, degiskeni i¢in

J, = [ay,b,] = [—3,2] kapali araliginda incelenmistir. Bu durumda iki degisken i¢in

tanim bolgesi

J = [a1,b1] X [az,b,] = [-2,1] x [-3,2] (3.64)
dikdortgeni olacaktir. Polinomun x,; degiskenine gore derecesi m; = 1, x, degiskenine
gore derecesi m, = 2'dir.

Her bir degisken icin N; = N, = 3 Chebyshev noktas1 aldigimizda J bolgesi icindeki
toplam Chebyshev noktasi sayisi

N= [N = NN, =9 (3.65)

ve (3.27)'deki formulle hesaplanan Chebyshev noktalarindan olusan kiime

(1) (o) (55).,59). (o9 (95) 3.

_ _ 3.66)
(509.(58)

x(N]) =

olarak bulunur.

] dikdértgen bolgesi ve bu bolge icindeki Chebyshev noktalari Sekil 3.3'te gosterilmistir.
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Slegillenx‘tlair nokta

Sekil 3.3. Ornek 3.3 i¢in Chebyshev noktalar1 ve J dikdortgeni (Dilaver, 2008)

p(x) polinomunun x (N, T) kiimesindeki minimum ve maksimum degerleri ile maksimum

normu (3.67)'de verilmistir. K sabitinin degeri

IpeOIF®) =89, p*™ = _g55 ve pXM) = g9 (3.67)

max

(3.69)'daki esitsizligi saglayan K sabiti

= IT2,C (%) =231 (3.68)

olacaktir. p(x) polinomunun j dikdortgensel bélgesindeki maksimum normunun
IpGOIT < KIIpGlI* ™) = 20.56 (3.69)
oldugu sonucuna varilir.

Girtel'in ispatladigi (3.41) ve (3.42) esitsizlikleri kullanilarak p(x) polinomunun ]

bolgesindeki minimum degeri i¢in bir alt sinir ve maksimum degeri i¢in bir iist sinir

bulunur. Alt ve iist sinirlar (3.70) ve (3.71)'de verilmislerdir.

min max

Phin = 2 (& + DL — - DOV = ~6.74 (3.70)
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1 N, N,
Phax < 2 {K+ DprY — (K~ Dp ) = 15,00 (3.71)
Sekil 3.4'de  bolgesinde, N = 9 Chebyshev noktasmda hesaplanan p), ., icin dist sinir,

pznin icin alt smir ve ] bolgesindeki p(x) polinomu grafiksel olarak gosterilmistir
(Dilaver,2008).

px ,.‘czg =l+x+x3

Ustsmir

Sekil 3.4. N=9 Chebyshev noktas1 i¢in Ornek 3.3.'deki p(x) polinomunun alt ve st
sinirlari
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BOLUM IV

POLINOM YAPISINDAKI LINEER OLMAYAN SiISTEMLERDE BELLI BiR
IKINCI DERECE LYAPUNOV FONKSIYONU iCIN MAKSIMUM
KARARLILIK BOLGESININ BELIRLENMESI

Bu bolimde ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonu kullanilarak polinom yapisindaki bir
sistemin x* = 0 denge noktas1 etrafindaki maksimum guvenli kararlilik bolgesinin
belirlenmesine yonelik Gértel esitsizlikleri yardimiyla gelistirilen sayisal bir yontem

tanitilmaktadir.

4.1 ikinci Dereceden Bir Lyapunov Fonksiyonu I¢in Kararhiik Bélgesinin

Belirlenmesi

Eger bir lineer olmayan sistemin denge noktasi asimptotik kararlilik ise, denge noktasi
etrafinda Qp ile temsil edebilecegimiz bir kararliligi bolgesi vardir. (4.1)'deki durum
uzay1 denklemlerinden elde edilen ve (4.2) sartin1 saglayan biitiin x(t) yoriingelerinin

baslangi¢ durumlar1 x* = 0 denge noktasinin Qy kararlilik bolgesini olustururlar.

x(t) = f(x) (4.2)
tlLrglo x(t) =0 (4.2)

Qg kararlilik bolgesi asagidaki kiime ile ifade edilebilir:

0= {x € R"

lim x(t) = o}, x(®e g (4.3)

Burada x° vektorl x(t) yoriingesinin baslangig durumunu ifade etmektedir (Follinger,
1993; Khalil,1996).

Lineer olmayan sistemler igin Lyapunov teoremini kullanarak Qg kararlilik bélgesini tam
olarak belirlemek neredeyse imkansizdir. CUnkid bu bolgeyi belirleyebilecek bir

Lyapunov fonksiyonu bulacak bir yontem yoktur. Ancak uygun bir kesin pozitif taniml
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bir V(x) Lyapunov fonksiyonu bulabilen bazi yontemler mevcuttur. Lyapunov asimptotik
kararlilik sartlarin1 saglayan kesin pozitif tanimli bir V(x) fonksiyonu vasitasiyla

tanimlanan

Q. ={x | V(x) <C} (4.4)

bolgesi i¢inde Lyapunov kararlilik sartlar1 saglaniyorsa, baska bir deyisle bu bélge i¢inde

*

baglayan x(t) yorungeleri x* = 0 denge noktasinda sonlaniyorlarsa Q. bolgesi Qg

kararlilik bolgesinin icindedir, yani alt kiimesidir.

Q, € Qg (4.5)

Q., x* = 0 denge noktasi i¢in bir glivenli kararlilik bolgesi olarak adlandirilir (Follinger,
1993; Khalil,1996). O ve Q. bolgeleri ne kadar buyilik olursa, x* = 0 denge noktasi

cevresindeki sistem kararliligi o kadar saglam (robust) olacaktir.

Lyapunov teoremi ile yapilan kararlilik analizinin olumsuz yoni, bu teoremin asimptotik
kararlilik i¢in sadece yeter kosul olmasidir. Ayrica, V(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde
edilen guvenli kararlilik bolgesi Q., gergek kararlilik bolgesi Qz'min sadece bir kismini
kapsar. Lyapunov kararlilik kriterlerini saglayacak uygun bir V(x) Lyapunov
fonksiyonunun bulunamamasi, x* = 0 denge noktasinin kararsiz oldugu anlamina
gelmez. Ancak, en biiylk kararlilik bolgesi olan Qz'y1 bulmay: saglayacak Lyapunov
fonksiyonunu belirleyecek bir yontem yoktur (Salle, 1967). Literatirde, mimkin
oldugunca biiyiik bir giivenli kararlilik bolgesini tespit etmek amaciyla optimal bir
Lyapunov fonksiyonu iiretmeyi amaglayan bir dizi yayin bulunmaktadir (Chesi vd., 2002;
Chiang ve Thorp, 1989; Levin, 1994; Hamidi vd., 2013; Tibken ve Hachicho, 2000; Jerbi
vd., 2014; Chesi, 2009; Dilaver ve Tibken, 2006; Pang ve Zhang, 2015; Tesi, 1994; Chesi
vd., 2003; Xue vd., 2020; Polcz ve Szederkényi, 2021; Coutinho vd., 2020), Asagida,
basit bir 6rnek Gzerinden Lyapunov teoreminin nasil uygulandigi gosterilmektedir.

Sekil 4.1'de iki boyutlu dizlemde, x* = 0 denge noktasi etrafinda giivenli bir Q.
kararlilik bolgesi gosterilmektedir. Bir kararlilik bolgesinde, VV ve x(t) vektorleri sekil
4.1'de gorildigi gibi da bir a¢1 olusturur.
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Sekil 4.1. Iki durumlu lineer olmayan bir sistem icin giivenli bir kararlilik bolgesi Q
(Tibken, 2000)

4.1.1 Ornek 4.1

Asagidaki 2 durumlu bir sistemin polinom yapisindaki durum uzayi denklemlerini ele
alinmaktadir (Tibken, 2000).

1= H& = —x

).(2 = fz(X) = _XZ + X%XZ (46)

Sistemde tek bir denge noktasi bulunur ve bu denge noktasi orjindedir. x* = 0 denge
noktasinin kararlihigi (4.7)'daki Jacobian matrisinin yardimiyla belirlenebilir (Tibken,
2000).

of;  of;
of _ 0X1 OXZ

(&) — | o, of, (4.7)
0X1 aXZ

Eger sistem denge noktasi etrafinda lineerlestirilirse, (4.8) esitligindeki lineer durum

uzay1 denklemleri elde edilir.

%(t) = Ax(t) = (Z—f)|=0 x(t) = (‘O1 _01) (2) x(0) = xO (4.8)

Lineerlestirilmis bu model i¢in durum gegis matrisi (4.9)'da verilmistir.
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cAt (e(;t Qt) (4.9)

tlim lle4t]] = 0 olmas1 x* = 0 denge noktasinin asimptotik kararli oldugunu sdyler.
—00

Lineer sistemin asimptotik kararliligi Lyapunov teoremi yardimi ile de gosterilebilir.

Bunun icin (4.10)'daki aday Lyapunov fonksiyonunu kullanilabilir.

V) = x}+ x3 = x'Px

_ 1 0\ X1
= (X1 X2) (0 1) (Xz) (4.10)
ikinci dereceden aday Lyapunov fonksiyonunu olusturan

P = ((1) (1)) (4.11)

matrisi simetrik ve kesin pozitif tanimlidir, ayn1 zamanda (2.59)'deki sart1 da saglar.

weeea=(y 00 D6 DG D=0 L) e

matrisi kesin negatif tanimlidir. Bu sonu¢ V(x) fonksiyonunun uygun bir Lyapunov
fonksiyonu oldugunu gésterir. V(x) fonksiyonunun (2.59) sartin1 saglamasi orijindeki
denge noktasinin asimptotik kararliligini garanti altina alir. Lineer olmayan bir sistemin
x* = 0 denge noktasi asimptotik kararli ise bu nokta etrafinda her zaman bir kararlilik
bolgesi Q bulunur. Ancak, genellikle Qg kararlilik bolgesini belirlemek zordur. Bunun
yerine, Lyapunov teoremi kullanarak giivence altina alinmis bir kararlilik bolgesi Q.
hesaplanabilir. Bu 0Ornekte (. bolgesi Lyapunov fonksiyonundan yararlanarak
(4.13)'deki kiime ile tanimlanmistir (Tibken, 2000).

Q.={xeR? | Vx)=x2+x%(<C}, C>0 (4.13)

Ikinci dereceden kesin pozitif tanimli polinomlar, Lyapunov'un asimptotik kararlilik

analizi i¢in gereken kosullar1 biri hari¢ dogrudan saglarlar; ancak kapali Q. bolgesinde
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bu polinomlarin zamana gore tirevlerinin kesin negatif tanimli olmasi kosulunun da
saglanmasi gerekir (Tibken, 2000). Bu nedenle, Lyapunov fonksiyonu olarak kabul edilen
V(x) polinomunun bu kosulu saglayip saglamadigi kontrol edilmelidir. Eger V(x)
polinomunun uygun bir Lyapunov fonksiyonu oldugu kesinse, bu kosul sayesinde Q.
bdlgesinde Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tlirevinin kesin negatif tanimli oldugu

bir sabit esdeger C yuzeyi belirlenebilir. Lyapunov fonksiyonunun zamana gore turevinin

d d
TV = V)TEX = (VW) ()

= (2x1  2xp) ( o )

—X, + X% X,
= —2x% — 2x5 + 2x3x5

=-2x2+ 2x5(x2—-1) < 0 (4.14)

sartinin X* = 0 denge noktasinin asimptotik kararliligin1 gostermek icin saglanmasi

gerekir.
-1<x <1 (4.15)
degerleri i¢in (4.14) kosulu saglanmis olur. Bu durumda x* = 0 denge noktasinin

asimptotik kararli oldugunu ve bu nokta etrafinda her zaman bir kararlilik bolgesi Qg

bulundugunu anlamina gelir (Tibken, 2000).
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Sekil 4.2. Ornek 4.1'deki (4.6) sistemi i¢in giivence altina alinmis kararlilik bolgesi Q4
(Tibken, 2000)

Kosul (4.15), asagidaki bolgeyi tanimlar

Q, ={xeR| -1<x <1} (4.16)

Q, bolgesi %V(x) fonksiyonunun kesin negatif tanimli oldugu bolgeyi ifade eder. (4.16)
bolgesi ise (4.14)’deki esitsizlik sartinin saglandigi bolgenin bir alt kiimesidir. (4.14)
bolgesi (4.17)'de verilen Q;; kiimesi ile gosterilebilir (Tibken, 2000).

o ={xer| SV < 0} (4.17)

Lyapunov Teoremi'ne gore, giivence altma alinmis bir kararlilik bélgesi, (; bélgesinin
bir alt kiimesi olmalidir. Eger Q. kiimesi le bdlgesinin bir alt kiimesi olarak segilirse, o

zaman bu Q. kiimesi (4.6) sistemi igin bir giivence altina alinmis kararlilik bolgesi

olacaktir. Bolgeler arasindaki bu baglanti (4.18)'de matematiksel olarak verilmistir

(Tibken, 2000).

Q. €9y € Qp (4.18)
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Lyapunov fonksiyonun esdeger yiizeyini C = 1 secildiginde
O, ={x€R?| x2+x3 <1} (4.19)

kararlilik bolgesini elde edilir. Bu bolge Q‘l«, kararlilik bolgesinin bir alt kiimesidir ve
guvenli bir kararliik bolgesi tanimlar. Sekil 4.2'de (4.6) sestimi igin Q;, Q}, ve (O,
guvenli bolgeleri grafiksel olarak gésterilmistir (Tibken, 2000).

4.2 Polinomiyal Sistemler igin Giivenli Kararlihk Bélgelerinin Hesaplanmasa.

Daha 6nce belirtildigi gibi, genellikle kontrol miihendisliginde, dinamik bir sistemin
denge noktasinin kararliligini incelemek gereklidir. Eger denge noktasi asimptotik kararli
ise, bir sonraki adim olarak giivence altina alinmig bir kararlilik bdlgesi Q. 'nin
belirlenmesi gerekebilir. Bu boliimde temel kavramlar tekrarlanmaktadir (Vidyasagar,
2002).

(4.20)'de n durumlu lineer olmayan otonom bir sistemin genel durum uzay1 denklemleri

verilmistir.
Sx=f(x), x(0) = x° (4.20)

(4.20)'deki durum uzayir denklemlerinde x € R™ vektOri sistemin durum vektorin,
x% € R™ vektori baslangic durumunu ve f(x) € R™ bilesenleri n degiskenli
polinomlar olan vektori temsil eder. Sistem (4.20) asagidaki iki sarti yerine getirmelidir
(Vidyasagar, 2002).

Birincisi x* = 0 sistemin bir denge noktasidir, ikincisi ise bu denge noktasi asimptotik

kararhidir.

Ik kosul, genel olarak herhangi bir kisitlama olmadan saglanabilir. Eger sistemin orijinde
bir denge noktas1 yoksa, herhangi bir denge noktas: (Vidyasagar, 2002) koordinat
doniigimii ile x = 0 noktasina gekilebilir. X%, (4.21)'de durum uzay1 denklemleri verilen

sistemin bir denge noktas1 olsun.
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£=g(%) , %0)=%° (4.21)
X =% - %, (4.22)

(4.22)’deki durum doniisiimiiyle bu denge noktasi x = 0 noktasina ¢ekilmis olur.
Dontisiimden sonra olusan lineer olmayan sisteminde x* = 0 bir denge noktasidir. Yeni
olusan sistem modelinde %X = %,f(x) = g(x+x*) ve x* = %% — & olacaktrr.
Dontistim, sistemin kararliligini degistirmez. Eger x* denge noktas1 asimptotik kararli ise,
x* = 0 denge noktasi asimptotik kararli demektir ve X* etrafindaki Qg karalilik
bolgesinin sekli x* = 0 denge noktasi etrafinda degismeden kalir. Sekil 4.3’te X~

sistemin denge noktasi X = 0 noktasina ¢ekilmis grafiksel olarak gdsterilmistir

(Vidyasagar, 2002).

?

10 o

Qg ‘ x(1)

(1) = flx)

Sekil 4.3. ¥ € R? denge noktasinin orijine kaydirilmas1 (Vidyasagar, 2002)

Bu bolimde giivenli kararlilik bolgesi Q ¢’yi belirlemek igin (4.23)’deki ikinci derece
Lyapunov fonksiyonlarindan yararlanilacaktir (Vidyasagar, 2002) .

V(x) = xTPx (4.23)
Daha once de bahsedildigi gibi P matrisi simetriktir ve kesin pozitif tanimlidir. Amact
Lyapunov kararlilik teorisinden yararlanarak (4.24) ifadesi ile verilen gilivenli karalilik

bolgesi Q. icin uygun bir C esdeger yiizeyi belirlemektir.

Q. ={x| V) <C} (4.24)
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(4.20)’deki sistem igin secilen Lyapunov fonksiyonun zamana gore tirevi

d
aV(x) = xTPx+ xTPx

= fx)TPx+ x"TPf(x) < 0 (4.25)

giivenli karalilik bolgesi (). igindeki her noktada (x = 0 hari¢) kesin negatif tanimli
olmalidir (Follinger,1993; Khalil,1996). Sekil 4.4’de iki boyutlu diizlemde x* = 0 denge
noktas1 etrafindaki kararlilik bolgesi 'nin bir alt kiimesi olan giivenli bir kararlilik

bolgesi Q. gosterilmistir.

i
LOFx) =0

Mx) <0 Fx)<0

:i (—\\ﬁﬂ b j *1
I \&C) Flx)<0 ‘

V=0 |

T Flx)<0 P
|l (x)=10 I' Fixi=0

|I ;}[_‘_] =) J:'[-\') =0 ;-
* i

Sekil 4.4. iki boyutlu diizlemde giivenli bir kararlilik bolgesi Q. (Follinger,1993;
Khalil,1996).

Bu boliimiin amaci, segilen bir Lyapunov fonksiyonu i¢in, giivenli kararlilik bolgesi
Q. nin kararlilik bolgesi Q g’nin i¢inde kalacak bi¢imde esdeger yiizey C'nin degerini
maksimize etmektir. C degeri ne kadar biiyiik olursa, (. bolgesinin n boyutlu uzaydaki
alani veya hacmi de o kadar biiyiik olur. Bu amaca ulagsmak i¢in yontemlerin kullanildig:
cesitli yayinlar bulunmaktadir (Dilaver, 2002; Genesio vd.,1985; Hachicho ve Tibken,
2002; Tesi vd, 1996; Tibken, 2000; Tibken ve Hachicho, 2000; Hughes ve Chraibi, 2011).

Sekil 4.5, iki durumlu bir sistemin mumkin olan en buyiik giivenli kararlilik bolgesi Q.

ornegini gostermektedir. ) g kararlilik bolgesi tiim durum uzaymni kapsiyorsa, x* = 0

denge noktasi genel (global) asimptotik kararlidir ve Q g’nin toplama alan1 tiim R™'dir.
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S
x>0t
rﬁ- Pix)=0

Mx)=C"

V<0

Sekil 4.5. iki boyutlu diizlemde miimkiin olan en biiyiik giivenli kararlilik bolgesi Q.
(Follinger,1993; Khalil,1996).

4.3 Guvence Altina Alinmus Maksimum Kararhlhik Bolgesinin Sayisal Hesaplama

Yontemi.

Bu kisimda, uygun bir ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonu igin C ‘nin maksimum
degeri C*’1n belirlenmesini saglayan ve (3.43) ile (3.44)’deki Giértel esitsizliklerinden
yararlanan nimerik bir hesaplama yontemi tanitilacaktir (Tibken, ve Dilaver, 2002).
Kapali alan Qf sistemin guvenli bir kararlilik bolgesi olmalidir. Bunun anlami, Qf

icindeki her x durum vektorunin (4.25) esitsizligini sagladigidir.

V(x) = x'Px=C , x € R" (4.26)
denklemi C’nin sabit olmasi durumunda n boyutlu uzayda bir elipsoid tanimlar. C sabiti
ne kadar biyuk olursa, Q¢ kapali alanin1 temsil eden elipsoidin hacmi de o oranda buyuk
olur.

Bir sonraki 6rnek, yukaridaki teoremi iki boyutlu diizlemde gostermektedir (Tibken, ve
Dilaver, 2002).

4.3.1 Ornek 4.2

Ikinci dereceden kesin pozitif tanimli (Tibken, ve Dilaver, 2002).
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V() = (X1 X2) (g; Ei) (2) , P=PT >0

= p1X: + 2P, X1X, + P3X3 (4.27)

polinomu x* = 0 bir denge noktasi olan otonom bir sistem i¢in uygun bir Lyapunov

fonksiyonu olsun.
V() = pixi +2p; XX, + p3x; =C (4.28)

denklemi Sekil 4.6'da gosterildigi gibi, V(x) = C bir elips tanimlar.

/4
LV C //
5 il >
\ P3 G
\\ o
N

C
P1— 2

- N~ =X
~ &
Py
\\\\ C
e

Sekil 4.6. Fonksiyon V(x) = C ile tanimlanan elips (Tibken, ve Dilaver, 2002).

(%1,%,) koordinat sisteminde elips (4.29) denklemiyle tanimlanir.

88 _ (4.29)

a2 b2

(4.29) denkleminde a ve b pozitif sayilar olup, elipsin alan S (4.30) ifadesi ile hesaplanir
(Leupold vd., 1991).

S= mab (4.30)
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(4.29) denklemi, (4.31)’deki koordinat doniisiimii kullanilarak elde edilir (Bronstein vd.,
2001).

%1\ _ [ cosa sinay (X1
(f(z) B (— sina  cos a) (Xz) (4.31)
Ters doniisiim (4.32)’de verilmistir (Leupold vd., 1991).

X1\ _ (cosa —sina )?1)
(Xz) B (sin a cosa ) (f(z (4.32)
Esitlik (4.32)’deki x; degiskeni terimi cosa X; —sina X, Ve x, degiskeni terimi

sina X; +cosa X, ile degistirildiginde, (4.28)’deki Lyapunov fonksiyonu X; ve X,

degiskenlerine bagl olarak elde edilir.

V(®) = (picos?a + pssina+ p,sin2a)k? +
(p; sin®a + p5 cos?a — p, sin 2a)R3 +

(p3 sin 2a — p4 sin 2a + 2 p, cos 2a)X; X, (4.33)
(4.33)’de Lyapunov fonksiyonu X, ve X, degiskenlerine bagli olarak tanimlanmuistir.
(4.33)’deki Lyapunov fonksiyonunun (4.29)’daki elips denklemine esit olabilmesi i¢in
R1.R, teriminin katsayisi sifir olmalidir.

(p3 — p1) sin2a + 2 p, cos2a =0 (4.34)

(4.34) denkleminden a agisinin degerinin

_ 1 2p;
a= - arctan(—pl_ p3) (4.35)

olmasi gerektigi bulunur. Eger a, (4.35)’de bulunan deger secilirse, 0 zaman
VR) = k%2 + k82 = C (4.36)

olacaktir. (4.36)’daki denklem (4.29)’dakine doniistiirldiigiinde
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Ki o2 ko o2 _ %, 88 _
EX1+?X2—a—2+b—2—1 (437)

— | - £
a= [~ ve b= o (4.38)
Elipsin alan1 ise

_ _ mC
S=mab= N (4.39)

olacaktir. (4.39) ifadesinde k; ve k, sabit sayilardir. (4.39) ifadesinden anlasilacagi
uzere, S alan1 C degeri ile dogru orantilidir.

(4.40)’daki gibi simetrik ve kesin pozitif tanimli bir (n X n) matris

P11 Piz2 = Pin

Pi2 P22 ™ Pon

P= (4.40)

p1n pZn pnn

Cholesky ayristirmasi yardimu ile (4.41)’de verilen biri digerinin transpozu olan (n X n)

iki matrise bolunebilir (Horn, 1999; Schwarz, 1997; Stoer,1994).

P=LTL (4.41)

(4.41)’deki L matrisi (4.42)’de verilen Ust G¢gensel bir matristir.

/111 li, Liz .. lln\
0 lpp Iz o+ g

L= ko 0 133 oo 13[1) (442)
O 0 - 0 Iy,

Matris L'nin elemanlar1 (4.43)’de verilen ifadelerle belirlenir (Schwarz, 1997; Stoer,
1994).

o
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li1 = v P11

ly; = ? j=2,..,n
11
J(pll it i=2,..,n
L = .( — Vi kil ), i=2,.,n—1,j=i+1, .. ,n (4.43)

L matrisi kullanilarak (4.20) sistemine
% =Lx (4.44)

durum doniisimii yapalim, burada X yeni durum vektoridir. X’ya bagl sistemin yeni

durum uzay1 modeli (4.45)’te verilmistir.

= f(® = Lf(L1®) , %(0)=R0=Lx° (4.45)
(4.45)’deki yeni durum uzayr modelinde de X* = 0 sistemin bir denge noktasidir.
(4.27)’de verilen Lyapunov fonksiyonu yeni durum vektorl cinsinden (4.46)’da ifade
edilmistir.

V(x) = xTPx =xTLTLx = 8T8 = V(%) (4.46)
(4.46) ifadesinde Lyapunov fonksiyonu X durum vektdri cinsinden en basit ikinci derece
polinoma dontismiistiir. C esdeger ylizeyi V(x) fonksiyonu i¢in n-boyutlu uzayda bir

elipsoidi, V(%) fonksiyonu icin ise n-boyutlu uzayda bir kiireyi tanimlar (Schwarz, 1997;
Stoer, 1994). Sistemin

=R , %0) =% (4.47)
yeni durum uzayi modeli i¢in

={&|V® < ¢}, €C>0 (4.48)
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n boyutlu uzayda Lyapunov sartlarinin saglandig: kiiresel gilivenli bir kararlilik bolgesi
olsun. Bu kabul, Q. icinde baslayan her durum yériingesinin Q. icinde kalacagi ve
zamanla X* = 0 denge noktasinda sonlanacagi anlamina gelir. Bu durum (4.49)’da

matematiksel ifade edilmistir (Schwarz, 1997; Stoer, 1994).

lim g =0 V& (t) € Q¢ (4.49)

Déniisiim matrisi L, Q. ve Q. giivenli kararlilik bolgeleri arasinda lineer bir doniisiim
saglar. Kararlilik bolgeleri arasindaki bu doniisiim (4.50)’de matematiksel olarak

anlatilmistir.
M) € 0 & x()=L1g(t) € O (4.50)

Eger (4.49) ve (4.50) deki kosullar birlikte degerlendirilirse (4.51)’deki sonug¢ ortaya

cikar.

tlim R() = tlim Lx(t) = L tlim x(t) =0 Vv x(t) € Q.

L tlim xt) =0 = tlim x(t) =0 vV x(t) € Q. (4.51)
tlim x(t) =0 vV x(t) € Q. (4.52)

(4.52) her bir durum ydringesi x(t) icin Q. ellipsoidal bolgesinde gegerli oldugundan
dolayi, (4.53)’deki gergek sistem igin £, giivenli bir kararlilik bolgesi olacaktir.

d
=X =f00, x(0) = x° (4.53)

Sekil 4.7'de, giivence altina alinmis kararlilik bolgesi Q. ve Q. arasindaki iliski iki

boyutlu diizlemde grafiksel olarak gosterilmistir.
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Hix) =C  |x L %

Sekil 4.7. 1ki boyutlu diizlemde Q. ve Q¢ arasindaki iliski (Tibken, ve Dilaver, 2002).

(4.47)'deki sistemin asimptotik kararliligi, Lyapunov'un kararlilik teorisi kullanilarak

ViR = 1'% (4.54)

Lyapunov fonksiyonu ile incelenebilir. X* = 0 denge noktasinin asimptotik kararli olmas1
durumunda amag, n-boyutlu uzaydaki kiiresel Q. bélgesinin hacmini maksimize etmek
ve bunun icin gerekli olan C* esdeger yiizey degerini belirlemektir. O, bolgesinin
hacmini maksimize etmek, aralarindaki lineer iliskiden dolayr Q. giivenli kararlilik
bolgesinin hacmini de maksimize etmeyi saglayacaktir. (4.54)’de tanimlanan Lyapunov
fonksiyonu, giivenli kararlilik bolgesinin mevcudiyeti i¢in gerekli olan U¢ kosulun ikisini

dogrudan saglar.

Ik kosul, V(%) fonksiyonunun ve gradyaninin sirekli olmasidir. ikinci kosul, V(8)'in
kesin pozitif tanimli olmas1 gerekliligidir. Ugiincii ve en énemli kosul, V(X)'in zamana
bagl tiirevinin kararlilik bolgesinde kesin negatif tanimli olmasidir. Bu tgunct 6zellik
sayesinde giivenli bir kararlilhik bolgesi Q. veya (4.54)’deki Lyapunov fonksiyonu ile
elde edilebilecek en biiyilk giivenli kararlihk bolgesi Q.+ hesaplanabilir. (4.54)’deki

Lyapunov fonksiyonunun zamana bagli tiirevi (4.55)'de verilmistir.
V&) =28T2 = 25T f®) (4.55)
(4.55)'deki polinom kararlilik bolgesinde kesin negatif tanimli olmalidir. Bagka bir

deyisle
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PR = —V® (4.56)

polinomu Q. bolgesi icinde kesin pozitif taniml1 olacak demektir. p(&) polinomunun k.
dereceden bir polinom oldugunu kabul edelim. Sonraki adimda, Ehlich ve Zeller
Teoremi'nin (Ehlich ve Zeller,1964) uygulanmasindan 0nce, kartezyen koordinatlarindan
kiresel koordinatlara gecilecektir. Kartezyen koordinatlardan kiresel koordinatlara

dontisiim formiilleri (4.57)’de verilmislerdir.

<>

1 =r1 cosB;cosB, - cosB,_, cosO,_;

X, =1 cosB;cosB, - cosB,_, sinB,_,

K3 =1 cosB; cosB, - cosO,_3 sinB,_,
R =1 cosB;cos0O, -+ cosO,_; SinO,_jq1
R, =rsin0, (4.57)
(4.57)’deki denklemlerde, r n-boyutlu kirenin yaricapimmi ve 6;, i =1,..,(n—1),

acilar1 temsil ederler. (4.54)’deki Lyapunov fonksiyonunun kiresel koordinatlardaki

ifadesi
V&) = V(r,08,,0,,..,0,_1) = r? (4.58)
olacaktir. Kompakt bir gosterim icin 0= (0,,0,..,0,_)7 ve y =

(r,0,,05,..,0,_1)T vektorlerini  kullanalim. (4.56)’daki  polinom, kiresel

koordinatlarda

p()’z) =D (I', el i 92’ bR 9n—1) = p( r, e) = p(Y)
= a; %+ a4+ a,r? (4.59)

seklinde ifade edilecektir. Burada katsayilar a;, i= 2,...,k, 0;,06,,...,0,_1 acilarinin

fonksiyonlaridirlar.

p(r,0) = a; r¥+ ap_; r* 14+ a,r? (4.60)
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polinomu Q. giivenli kararlilik bolgesinde kesin pozitif tanimlidir. r yarigap oldugundan
pozitif degerli bir degiskendir. Maksimum r* yari¢gapini belirlemek amaciyla Gartel’in

(Gartel, 1987) calismasinda ispatlamis oldugu (4.61) esitsizliginden yararlanacagiz.

Phin 2 % {(K + 1)px(m) - (K- 1)pX(N’D} (4.61)

min max

(4.61) esitsizliginde ] n-boyutlu uzayda kapali ve smirh bir kompakt bolgeyi temsil eder.

x(N,]), J bolgesi icindeki Chebyshev noktalarindan olusan kiimedir. ( pznin), j bolgesinde
pfrf?n’j) ve pﬁfj) , p fonksiyonunun Chebyshev

noktalarinda alabilecegi en kii¢iik ve en biiyiik degerlerdir. K, (3.32) formull ile

p fonksiyonunun minimumudur.

hesaplanan sabit bir sayidir. Eger (4.61) esitsizliginin sag tarafi sifirdan biiyiikse, ya da
farkl bir ifadeyle,

x(NJ) x(NJ)
K+ Dpi. —K=Dppax. > 0 (4.62)
oluyorsa, p fonksiyonunun n-boyutlu uzayda r yaricapli J kiiresel bolgesindeki en kiigik
degerinin pozitif oldugu, baska bir deyisle p fonksiyonunun J bélgesinde kesin pozitif

tanimli oldugu sonucuna varilir.

y(N.J) y(NJ)
K+ Dpi, — K=Dppae” > 0 (4.63)
(4.62) esitsizligini (4.63)’deki sekilde yazilabilir. Burada y(N, T) n-boyutlu uzayda r
yaricapli | Kiiresel bolgesindeki Chebyshev noktalarmin  kiimesidir.  (4.63)
esitsizligip( r, 0) fonksiyonunun r yarigapli kiresel bir bélgede kesin pozitif tanimli

oldugunu gosteren bir yeter kosuldur.

p(r,8) fonksiyonunun n degiskeninden biri r yaricapi, (n—1) adedi ise agisal
degiskenlerdir. Acisal degiskenlerden 6, agisi [ 0, 21t | kapali araliginda deger alirken,
diger agisal degiskenler [ O, 1 | kapali araliginda deger alirlar. r degiskeninin Chebyshev
noktalari, [ 0, r] kapali araliginda bulunurlar.

] kiiresel bolgesindeki Chebyshev noktalarinin toplam sayisi (4.64) formiilii ile bulunur.
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N=[,N (4.64)

(4.64) formillnde N; i. degiskene ait Chebyshev noktalarinin sayisini temsil eder. Eger

(4.63) esitsizligi saglaniyorsa, (4.65) esitsizlikleri de otomatikman saglanacaktir.

(K+ 1) pliD - (K= pELD > o0, Lj=1,..,N (4.65)
N, . NJj . . <

B < polih) < P, i=1.0.K (4.66)

(4.65) esitsizliginde y[i], y[j] r yarigaph J kiiresel bolgesindeki, y(N, T) kiimesine ait olan
iki Chebyshev noktasini temsil etmektedirler. (4.65) esitsizligi aslinda birbirinden farkli

N? adet esitsizligin tek bir esitsizlikle gosterimidir.

(4.63)’deki esitsizlik kullanilarak, belli bir r yarigapr i¢in p(r,0) fonksiyonunun r
yarigapli ] kiiresel bélgesinde kesin pozitif tanimli olup olmadig: test edilebilir. (4.63)
sartinin saglanmasi bizi p(X) polinomunun J bolgesinde kesin pozitif tanimli oldugu

sonucuna vardirir.

y(NJ) y(NJ) (% 7
K+Dp,, — K=Dppax >0 =2 p(r,0)=p(R) >0 Vx €] (467)
Amag (4.65) esitsizliklerini kullanarak, maksimum esdeger yiizey C*’1, maksimum
yarigap r*'1 bulma yoluyla belirlemektir. Ciinkii tek basma (4.63) esitsizligi maksimum
yari¢ap r*'t bulmak igin yetersiz kalacaktir.

~

Jo = Jo, X Jo, XX Jo,_, = [0,2n] x [0,m] X ..x [0,m] (4.68)

acilar iizerinden tanimli n-1 boyutlu uzaydaki dikdortgensel kapali bolgeyi gostersin. r
yaricapt i¢in aralik belirlenmemistir. Maksimum yaricap1 bulabilmek icin r yarigapi
bilinmeyen bir parametre olarak kabul edilmistir. (4.65) esitsizliklerinin ¢dziim kiimesi
ile maksimum yarigap i¢in bir aralik belirlenebilir. Bu araliktaki r degerleri igin | kiiresel
bolgesinde, p(r,0) polinomu kesin pozitif tanimli olacaktir. Araligin st siniri,

maksimum yarigap r* icin bir iist siniridir. ] kiiresel blgesindeki Chebyshev noktalarmin
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sayist ne kadar arttirilirsa, r* i¢in bulunan st sinir r*’in ger¢ek degerine o kadar yakin

olacaktir. Daha sonra r*? ile maksimum esdeger yiizey C* belirlenir.

r yarigapi bilinmeyen bir parametre olarak kabul edildiginden, p( r, 8) fonksiyonu simdi
6; acilarindan olusan (n — 1) adet degiskenden olusacaktir. Agilar igin Jo kapali bolgesi
bilindiginden bu agilar igin Chebyshev noktalar1 hesaplanabilir. Degisken sayisi
azaldigindan Chebyshev noktalarmin toplam sayisi degisir ve toplam nokta sayisi

(4.69)’daki formiille bulunur.
No = [T No, (4.69)
p(r, 6) fonksiyonu simdi sadece agilardan olusan 9; Chebyshev noktalarinda hesaplanir.

p(r,9) = al r¥+al_, r*¥ 1+ ...+ al r?

= r? (a}( rk=2 4 al _, rk=3 +---+ai2) , 9; € G(N,T) ,i=1,..,Ng (4.70)

(4.70) denkleminde, 6 (N,]) degiskenleri agilardan olusan Chebyshev noktalar
kiimesini temsil eder. al katsayilar1 Chebyshev noktalarmin fonksiyonlaridirlar ve 9; €
R™~1 Chebyshev noktalar1 bilindiginden, her katsay: ait, t = 2,...,kbilinir ve sabittir.
p(r,9;) polinomu Chebyshev noktalarinda degiskeni yalnizca r yarigapt olan k.

dereceden tek degiskenli fonksiyona donisiir.

(4.65) esitsizlikleri (4.71)’deki matematiksel ifade ile verilebilir.

K+ 1) ply) — K—1p(y;) = K+ Dp(r,9) — K- Dp(r,9;)
= (K+ D(aj r* +aj, 1+ ap r?)
— K-1D(a r*+a_ r¥ 4 a)r?)
= [(K+ Dak— (K- Da, |r* + [(K+Dal_, -
K—Da_ Jr*? + -+ [(K+1) a, — (K—1)a), |r?
=a) rk+ a)_ 4 ale?

= r? (ag rk=2 4 aE_lrk‘3 + et aizj) >0 (4.71)
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N . Lj, - ]
(4.71) esitsizliklerinde a, terimleri
a) = K+1al— K—1a ,t=2,..k, i,j=1,..,Ng (4.72)

ifadelerine karsilik gelmektedirler ve Chebyshev noktalarinda tanimlandiklari igin
sabittirler.

(4.71) esitsizliklerinde r? (r # 0) her zaman pozitif olacagindan NZ adet olan bu
esitsizlikler (4.73)’te verilen esitsizliklere doniisiirler.

all k24l k3 pgall > o0, gj=1,..,K2 (4.73)

p(r, 6) fonksiyonunun n-boyutlu uzayda hangi r yarigapli kiiresel bélgede kesin pozitif
tanimli oldugunu belirlemek icin 6nce tim Ny adet Chebyshev noktasinda p(r, )
fonksiyonunu pozitif yapacak r yaricap degeri arastirilmalidir. Ny adet olan bu

esitsizlikler (4.75)’de verilmistirler.

p(r,9) >0 & alrk 2+ al_;r*3+..+a,> 0 (4.74)

=~

al r¥ 24+ al_r*3+..4al> 0 ,i=1,..,Ng (4.75)

(4.75) esitsizliklerinin ¢dziim kiimesi r € [0,r*]\ {0}, kiiresel yapidaki ] glivenli

kararlilik bolgesinin maksimum yarigap1 r* i¢in bir iist sinir verecektir.

Eger (4.75) esitsizliklerinin ¢6zim kiimesi bos kiime ise, (4.23) polinomu (4.20) sistemi
icin uygun bir Lyapunov fonksiyonu degil demektir. (4.75) esitsizlikleri maksimum
yarigap r”* i¢in bir tist sinir verdiklerinden gerek kosullari olustururlar. (4.75) esitsizlikleri
aynt zamanda (4.73) esitsizliklerinden de tdretilebilirler. (i = j) , yani 6; =

0; olacagindan (4.73) esitsizlikleri (4.76) esitsizliklerine doniisiirler.
(K+ Dp(r,9) — (K=Dp(r,9) =2p(r,9%) > 0 (4.76)

-~

= p(riﬂi) >0; izl,...,Ne
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(4.76)’daki her esitsizligin ¢Oziimii r* yarigapt ig¢in bir aralik belirler. (4.76)

esitsizliklerindeki i. esitsizlik i¢in ¢oziim aralig1 asagidaki kapali aralik olsun.
s = [ 0,rly] (4.77)
dis » Ldis

Rid1$ kapali araliginin {ist sinir1 rfm, i. esitsizligi saglayan en kicuk pozitif reel sayidir.
(4.76)’da verilen tiim Ng esitsizligin saglandig1 kapal aralik, her bir esitsizlik icin

bulunan kapali araliklarin kesisim kiimesidir ve bu kiime (4.78)’de tanimlanmuistir.
Rd1$ = r]i=61 1dl$ = [ 0, rd1$] (478)

Ry, kiimesinin iist smir rq,g , p(r, 6) fonksiyonunun kesin pozitif tanimli oldugu n-

boyutlu uzaydaki kiresel bolgenin maksimum yarigapi r* i¢in bir iist sinirdir. Bu, su

anlama da gelir:
r" < Trgg (4.79)

(4.79)’da r* maksimum yarigapin ger¢ek degerini gostermektedir.

-~

(K+Dp(r,9) — K—Dp(r,9) = a) r*+ ..+a)r> > 0, i,j=1,..,Ng
=>pr8)=p(R) >0,V X€ ] (4.80)

(4.80)’de verilen N3 adet esitsizlik maksimum yarigap r* igin yeter kosullari temsil
ederler. Bu esitsizliklerin ¢6zim kiimesi maksimum yarigap r* i¢in bir alt sinir verecektir.

(4.80) esitsizliklerindeki i. esitsizlik i¢in ¢6ziim kiimesi (4.81) kapali aralig1 olsun.
Ri, =[0,r] (4.81)

i

i - .
Rj. kapali araliginin tist siniri ry,

i. esitsizligi saglayan en kiiciik pozitif reel sayidir.
(4.80)’de verilen tiim N3 esitsizligin saglandig1 kapali aralik, her bir esitsizlik icin

bulunan kapali araliklarin kesisim kiimesidir ve bu kiime (4.82)’de tanimlanmustir.
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* NZ i *
Ri, = N2 R, =[0.ri] (4.82)

Rj. kiimesinin st smirt rj. , p(r,0) fonksiyonunun kesin pozitif tanimli oldugu n-

boyutlu uzaydaki kiiresel bolgenin maksimum yarigap: r* igin bir alt sinirdir. Bu, su

anlama da gelir:
i, <r’ (4.83)

Eger (4.79) ve (4.83) esitsizlikleri birlestirilirse, maksimum yarigap: r* (4.84)’deki

aralikta bulunacaktir sonucu ortaya ¢ikar.

= - 1 (4.84)

(4.28)’deki Lyapunov fonksiyonunun maksimum C* esdeger yiizeyinin bulundugu aralik
(4.85)’de verilmistir.
Ce = C" =< Cgy (4.85)

c* = r*? oldugundan (4.85)’deki alt ve {ist sinirlar

G = ()" ve Ciy= (viy) (4.86)

degerlerine sahip olacaklardir.

(4.23)’deki Lyapunov fonksiyonunun Cj, esdeger ylizeyine gore tanimlanan
i¢

Q. = {x]| V& <Ci}, € >0 (4.87)

kiimesi Chebyshev noktalarinin sayisina bagli olarak V(x) Lyapunov fonksiyonu igin
(4.20)’deki sistemin Xx* = 0 denge noktasinin n-boyutlu uzayda garanti altina alinmis en

blyuk elipsoidal giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

63



4.3.2 Ornek 4.3

Bu Ornekte, 6rnek 4.1'deki otonom sistem durum uzayi denklemleri kullanilmistir
(Tibken, 2000; Tibken, ve Dilaver, 2002). Sistemin durum uzay1 denklemleri (4.88)’de

verilmistir.

d

—X; = —X

dt 1 1

d

X2 = X+ X2 X, (4.88)

(4.89)’daki 2. derece polinomu aday Lyapunov fonksiyonu secilirse,

Vix) = x?+ x5 = x'Px

_ 1 0\ (%1
= (X1 X2) (0 1) (XZ) (4.89)
Simetrik ve kesin pozitif tanimli

P = ((1) (1’) (4.90)

matrisi Cholesky ayristirmas: kullanilarak (st iggen ve alt Uggen matrislere ayrilir
(Tibken, 2000; Tibken, ve Dilaver, 2002). Ust iicgen matris L'nin elemanlar1 (4.43)’te
tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile belirlenir. Hesaplamalardan sonra, ust

ucgen matris L

L = ((1) (1)) (4.91)

olarak olusur. ikinci adimda, L matrisi ile (4.92)’de verilen durum déniisiimii yapilir.
g = Lx (4.92)

L matrisi birim matris oldugundan, yeni durum vektorii X ve sistem durum vektoru x

Ozdestir. Dontlisiimden sonra, ne sistemin (4.88)’deki durum uzay denklemleri ne de
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(4.89)’daki Lyapunov fonksiyonu degisir. Bu nedenle, X yerine x durum vektorini
kullanmaya devam edilebilir (Tibken, 2000; Tibken, ve Dilaver, 2002).

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (4.89)’daki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagli

tirevini alindiginda (4.93)’teki polinom olusur.

d d
l P e, |
T Vix) =2x 3 2x' f(x)

=@ 2 (_y ,wex)

— X, + X2 X,

= —2x% — 2x3 + 2x3x3 (4.93)

(4.93)’teki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bolgesi (). i¢inde kesin negatif tanimli

olmalidir. %V(X) polinomunun Q. i¢inde kesin negatif tanimli olmasi

p(x) = — %V(x) = 2x? + 2x5 — 2x3x2 (4.94)
polinomunun ayni Q. bolgesi iginde kesin pozitif tanimli olacagi anlamina gelir.
X; =rcos0; X, =rsin0; (4.95)

dontisiimiint uygularirsa p(x) polinomunun (4.96)’da verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesini elde edilir.

p(r,08;) = 2r%cos? B; + 2 r?sin? B; — 2 r*cos? 0,sin? 0,
p(r,0;) = —2r*cos? 0;sin? B, + 2r?
= r?2(—2r?%cos?0;sin? 0; + 2) (4.96)

Bundan sonraki incelemede p(r, 8; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni, Jo, =

[0, 21t] kapal1 araliginda degisecektir. Diger degisken r yarigap1 bilinmeyen parametre

olarak kabul edilecektir.
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Segilen Ng, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng, ,Jq, ), elemanlar ise
944 1 = 1,...,Ng,, Olsunlar.

p(r, 8; ) polinomunun segilen Ny, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0 denge
noktas1 etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r? her

zaman pozitif olacagindan (4.97)’de verilen Ng_ adet esitsizligin saglanmas: gerekir.

ahr’+a), > 0, i=1,..,Ng (4.97)
(4.97) esitsizliklerinde
al, = —2cos?9,;sin?9;; ve a, =2 (4.98)

degerlerini temsil ederler. (4.97) esitsizliklerinin ¢oziimiinden (4.88)’deki sistemin
(4.89)’da kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yarigap1 r* igin bir iist smir olan rg,; degeri elde edilir.

(K+ Dp(r,915) — (K= Dp(r,9;) > 0, i,j=1,..,Ng (4.99)

1

(4.99)’de verilen Ngl adet esitsizlik maksimum yarigap r* igin yeter kosullar1 temsil
ederler. Bu esitsizliklerin ¢oziim kiimesi maksimum yaricap r* i¢in bir alt sinir olan
rj. degerini verir.

Secilen 200 adet noktada (4.97) ve (4.99) esitsizliklerinin ¢6ziimiinden maksimim yarigap
r* igin (4.100)’de verilen kapali aralik bulunur.

r € [rf ,rh, | =[1.9991,2.0001] (4.100)
C = (r')? (4.101)

oldugundan C* esdeger yiizeyi (4.102)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

C* € [Ci, ,Chy | =[3.9963,4.0002] (4.102)
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Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapal1 araliginda segilen 200 adet nokta ile belirlenen
Qg = x|V =xi+ x5 < Cf, =3.9963 } (4.103)

dairesi (4.88) sistemi icin (4.89)’daki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

buylk glvenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 4.8 6; degiskeni i¢in segilen nokta sayisina bagli olarak alt simir rj, ve tist sir rgls

degerlerinin degisimini gostermektedir.

24 = -

*
| Tais
22|
f

0 20 40 60 B8O 100 120 140 160 180 200
Nokta sayisi

Sekil 4.8. Secilen nokta sayisina bagl olarak r* i¢in alt ve {ist sinirlar

Sekil 4.9°da 6; degiskeni i¢in secilen 30 adet nokta i¢in (4.104)’de tanimlanan Qci*c en

blyuk guvenli kararlilik bolgesi ¢izilmistir. Bu bolge iginde (4.88)’deki durum uzay

denklemleri tanimlanan sistem asimptotik kararli olacaktir.

Qg = {x | V(x) = x#+ x} < Cj, =3.8616 } (4.104)
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Sekil 4.9. 30 adet nokta i¢in en buyuk guvenli kararlilik bolgesi

4.3.30rnek 4.4

Bu ornekte incelenecek otonom sistem durum uzayi denklemleri (4.105)’te verilmistir
(Chiang ve Thorp, 1989; Tesi vd., 1996; Tibken ve Dilaver, 2002).

d

axl —X; +2X{ X,

d

iz T T X (4.105)

(4.106)’daki 2. derece aday Lyapunov fonksiyonu se¢ilmistir.

V(x) = 0.33x%+ 0.498 x,x, + 0.376x2

= G x (033 0249) (2)

0.249 0.376
= xT'P x (4.106)
Simetrik ve kesin pozitif tanimli
_ (033 0.249
= (0249 0376) (4.107)
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matrisi Cholesky ayristirmas: kullanilarak alt Giggen ve Ust iiggen matrislere ayrilir. Ust
ticgen matris L'nin elemanlar1 (4.43)’te tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile
belirlenir.

Hesaplamalardan sonra, Ust Gi¢ggen matris L

L= (05745 04335)

0 0.4337 (4.108)

olacaktir. Ikinci adimda, L matrisi ile (4.109)’da verilen durum déniisiimii yapilir.

(3)= (7% 055y (30 (4109

dontlisimden sonra sistemin X; ve X, durum degiskenlerine bagl (4.110)’daki durum

uzay1 modeli elde edilir.

d
d A A
a2 T T X (4.110)

(4.46) denkleminden anlasilacag {izere, durum doniisiimii Lyapunov fonksiyonunu yeni

durum degiskenleri cinsinden (4.111)’deki yapiya gevirir.

7®) = &% = &2 + &2 (4.111)

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (4.111)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagh

tiirevini aldigimizda (4.112)’deki polinom olusur.

% 32¢ S o2 $3
= (28, 2%,) ( X1 +8.027 X1 X, 16;0465 X1X5 + 8.0196 X5 )
-3,
=2 (—%% — 85— 16.0465%7 %5 + 8.027 %3 %, +8.0196 %, %3 (4.112)
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(4.112)’deki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bolgesi Q icinde kesin negatif

d e o . PO . .
taniml1 olmalidir. EV(X) polinomunun () i¢inde kesin negatif tanimli olmas1

p&®) = -V(®
= 2 (82 + 8% +16.0465%28% —8.027%3 %, —8.0196 %, &3) (4.113)
polinomunun ayn1 Q¢ bolgesi i¢inde kesin pozitif tanimli olacag anlamina gelir.
(4.114)

%, =rcosB; , X, =rsin 6,

dontisiimiint uygulanirsa p(X) polinomunun (4.115)’te verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesini elde ederiz.

p(r,8,) = 2(16.0465 cos?0, sin®0,; — 8.027 cos30, sin 6,
—8.0196 sin30, cos0;) r* + 2 r?
= sin 20, (8.0233 sin260; — 8.027 cos?6; — 8.0196 sin?0; )r* + 2 r?
r? [ sin20; (8.0233 sin20; — 8.027 cos?0; — 8.0196 sin?0, )r? + 2]  (4.115)

Bundan sonraki incelemede p(r, 8; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni, Jo, =

[0, 21t] kapali araliginda degisecektir. Diger degisken r yaricapr bilinmeyen parametre

olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng_ adet Chebyshev noktasinin olusturdugu kiime 8(Ng_,Jg, ), €lemanlar: ise

914 1 = 1,...,Ng,, Olsun.

p(r,8; ) polinomunun segilen Ng  noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktas1 etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r?
her zaman pozitif olacagindan (4.116)’de verilen Ng_ adet esitsizliin saglanmas1 gerekir.

ahbr’+ay, > 0, i=1,..,Ng (4.116)
(4.116) esitsizliklerinde
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al, = sin2(9;) (18.0233 sin2(9,;) — 8.027 cos?(9y;) — 8.0196 sin?(9y;) ) (4.117)
al, =2 (4.118)
degerlerini temsil ederler. (4.116) esitsizliklerinin ¢6ziimiinden (4.110)’daki sistemin

(4.111)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonu ile tanimlanan giivenli kararlilik bélgesinin

maksimum yarigapi r* igin bir {ist siur olan rg,, degeri elde edilir.
K+ Dp(r,9;;) — (K—Dp(r,9;) > 0, i,j=1,..,Ng, (4.119)

(4.119)’da verilen Nél adet esitsizlik maksimum yarigap r* i¢in yeter kosullar1 temsil

ederler.

Bu egsitsizliklerin ¢dziim kiimesi maksimum yarigap r* i¢in bir alt sir olan rj; degerini

Verir.

Secilen 189 adet noktada (4.116) ve (4.119) esitsizliklerinin ¢oziimiinden maksimim
yarigap r* igin (4.120)’de verilen kapali aralik bulunur.

[ri.ras | =[0.9933,0.9983] (4.120)
C' = ()2 (4.121)
oldugundan C* esdeger yiizeyi (4.122)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

[Ci. , Céys | =10.9866,0.9966] (4.122)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2m] kapali araliginda segilen 189 adet nokta ile belirlenen

Qc; = {x | V() = 033x% +0498x,x, + 0.376x3 < 0.9866} (4.123)
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elipsin ylzeyi ve i¢i (4.105) sistemi icin (4.106)’daki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla

bulunabilecek en buytik glvenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 4.10 6, degiskeni igin secilen nokta sayisina bagli olarak alt smir rj; ve tist sir réls

degerlerinin degisimini gdstermektedir.

Sekil 4.11°de 6, degiskeni icin secilen 40 adet nokta i¢in (4.124)’de tanimlanan chf«g en
buylk giivenli kararlilik bolgesi ve (4.116)’daki Ng, adet esitsizligin ¢dziimii ile

belirlenen ve (4.125)’te tanimlanan Q.+ bolgesi ¢izilmistir.
Caus 008

Qg = {xI V() = 033x] +0.498x,x, + 0376x5 < 0.8303} (4.124)
ve alan
Oy, = (x| V() = 033xf +0.498x,x, + 0.376xF < 1.0278} (4.125)

12 /F}E}s
| ]
08
*

06f Tic

0.4

0.2 . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Nokta sayisi

Sekil 4.10. Segilen nokta sayisina bagli olarak r* igin iist ve alt sinirlar

72



[

M(x) =0,8303

-6

Sekil 4.11. 40 adet nokta icin en biiylik giivenli kararlilik bolgesi Qci*c

Ellich ve Zeller teoremine dayanan algoritma, diger algoritmalardan farkli olarak
maksimum kararlilik bolgesi Q'nin sinirlarinin  gercek degerinin belli bir aralikta
belirlenmesini saglar ve tamamen lineer esitsizliklere dayanir. Bu sebeple bu yontem

lineer programlama algoritmalarini kullanilmaya uygundur.
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BOLUM V

POLINOM YAPISINDAKI LINEER OLMAYAN SiSTEMLERDE iKiNCi
DERECE LYAPUNOV FONKSiYONLARI YARDIMIYLA BULUNABILECEK
MAKSIMUM GUVENLI KARARLILIK BOLGESI

Bu bolimde, 4. bolim’de Ehlich ve Zeller teorisine dayali olusturulan niimerik
optimizasyon yontemini 2. dereceden olasi biitiin aday Lyapunov fonksiyonlarina
uygulamak ve herbiri yardimiyla elde edilecek giivenli kararlilik bolgelerinin birlesim
kiimesini belli bir sistem ic¢in bulmak amag¢lanmistir. Bu sayede 2. derece Lyapunov
fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilebilecek en genis giivenli kararlilik boélgesinin
belirlenecektir. Yapilan ¢alisma, dort farkli polinom yapisindaki lineer olmayan sistem
uzerinden 6rneklendirilecektir. Verilen 6rneklerin hepsinde 6nce farkli 2 adet Lyapunov
fonksiyonu icin sistemin giivenli kararlilik bolgeleri belirlenecek ve gosterilecektir. Daha
sonra 2. dereceden olasi biitiin aday Lyapunov fonksiyonlarmin kullanimiyla en genis

giivenli kararlilik bolgesi tespit edilecektir.

5.1 ikinci Derece Lyapunov Fonksiyonlarim Belirleme Yontemi

Ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonlarini en genel bigimde

V(x) = p;1xi + 2py X1X; + P3x3 (5.1)

seklinde yazilabilir. Bu fonksiyonlarin aday Lyapunov fonksiyonlari olabilmeleri i¢in
kesin pozitiflik sartin1 saglamalar1 gerekir. Sylvester Teoremi’ne gore bu fonksiyonlarin

kesin pozitif olmalar1 p; > 0 Ve p;.p; > p5 sartlarinin saglanmasina baghdur.

Genellemeyi bozmayacak bicimde p; katsayr degerini p; = 1 alinabilir. Bu durumda

aday Lyapunov fonksiyonlarinin kesin pozitiflik sartt p; > p3 esitsizligine indirgenir.

V(x) = x2 +2p, x4, + p3x5 = C (5.2)
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denklemi iki boyutlu uzayda Sekil 5.1°de goriildiigii gibi yatay eksenle arasindaki ag1

a*olan bir elips tanimlar. a* agisinin degeri

« _ 1 2p2
at = 2arctan(l_ p3) (5.3)

denklemiyle elde edilir.

Sekil 5.1. yatay eksenle arasindaki ac1 a*olan bir elips

(5.3) esitliginden p5 katsayisinin degeri

tan(2 a*)— 2p,
tan(2 o*)

p; = (5.4)

denklemiyle belirlenir. (5.2) esitliginde verilen aday Lyapunov fonksiyonunun kesin
pozitiflik sartin1 saglamasi p; > p3 olmasina baghdir. (5.4) ifadesini bu esitsizlikte

yerine koyarsa

tan(2 a* )— 2p, 2

tan(2 a*) > P2 (5.5)

olmasi gerektigi sonucu elde edilir. tan(2 a* ) degerinin negatif ve pozitif olmasina gore

p- katsayina bagli ikinci dereceden esitsizlikler elde edilir.
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a) Birinci Durum tan(2a*) > 0

Budurumda tan(2 a*) = |tan(2 a* )| alinabilir. Bu kosul altinda ikinci derece esitsizlik

|tan(2 «*)| p,2 + 2p, — |tan(2a*)| < 0O (5.6)

olacaktir. (5.6) esitsizliginin saglanmasi i¢in p, katsayisi

—-1— /1+ |[tan(2 a*)|? -1+ /1+ |tan(2 a*)|?
[tan(2 a*)| < P2 < |tan(2 a*)| (5'7)

araliginda bulunmalidir.

b) ikinci Durum tan(Z a*) < 0

Bu durumda tan(2 a*) = —|tan(2 a*)| alabilir. Bu kosul altinda ikinci derece
esitsizlik
[tan(2 a* )| py2 — 2p, — [tan(2a*)| < 0 (5.8)

olacaktir. (5.8) esitsizliginin saglanmasi i¢in p, katsayisi

1- 1+ |[tan(2 a*)|? 1+ 1+ [tan(2 a*)]|?
|tan(2 o*)| < Pz < [tan(Z o*)| (59)

araliginda bulunmalidir.

(5.7) ve (5.9) araliklarinda bulunan herhangi bir p, degeri i¢in p5 katsayisi (5.4) ifadesi

ile elde edilir. Boylece

V(x) = x2 + 2p, X1X, + p3X3 (5.10)
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kesin pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonu kurulur. Bu Lyapunov fonksiyonu i¢in 4.
bolim’de tanitilan yontemle x* = 0 denge noktasinin maksimum asimptotik kararlilik

bolgesi belirlenir.

a*agist [0, m] kapali bolgesinde diizenli araliklarla degistirildiginde ve p, katsayisi igin
(5.7) ve (5.9) araliklarinda belli sayida degerler alindiginda iki boyutlu diizlemde olas:
bltun ikinci derece Lyapunov fonksiyonlari taranmis olur. Herbir Lyapunov fonksiyonu
icin bulunan kararlilik bolgelerinin birlesim kiimesi verilen polinom yapisindaki bir
sistem icin ikinci derece Lyapunov fonksiyonlar1 ile elde edilebilecek maksimum

kararlilik alanim1 verecektir.

5.2 Ornekler

5.2.1 Ornek 5.1

Bu ornekte durum uzay1 denklemleri (5.11)’de tanimlanan otonom sistem kullanilmistir

(Levin, 1994).

d

T = —2X1 + X1Xp

d

EXZ = — XZ + X1X2 (511)

a) (5.12)’deki 2. derece polinom 1. aday Lyapunov fonksiyonu secilmistir.

Vi(x) = x2+ x2 = xTP;x

= (X1 Xp) ((1) (1)) (2) (5.12)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

P, = ((1) (1’) (5.13)
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matrisi Cholesky ayristirmas: kullanilarak iist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
Ucgen matris L, 'nin elemanlar1 (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir.

Hesaplamalardan sonra, Ust tiggen matris L,

L, = ((1) (1’) (5.14)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.15)’de verilen durum déniisiimii yapalir.
R =L; x (5.15)

L, matrisi birim matris oldugundan, yeni durum vektorii X ve sistem durum vektori x

Ozdestir.
Déniisiimden sonra, ne sistemin (5.11)’deki durum uzay denklemleri ne de (5.12)’deki
Lyapunov fonksiyonu degisir. Bu nedenle, X yerine x durum vektorl kullanmaya devam

edilebilir.

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.12)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl

tirevini alindiginda (5.16)’daki polinom olusur.
%Vl(x) = 2xTf(x) = —4x? + 2x2x, — 2x5 + 2x,X3 (5.16)

(5.16)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bélgesi Q¢ icinde kesin negatif

d . .. . .
tanimli olmalidir. avl (x) polinomunun Q, iginde kesin negatif taniml1 olmasi

p1(x) = — %Vl(x) = 4x? — 2x2x, + 2x3 — 2x,X3 (5.17)
polinomunun ayni1 )¢, bdlgesi i¢inde kesin pozitif tanimli olacagi anlamina gelir.

X; =Ty c0sB; , X, =r; Sin06; (5.18)
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doniisiimiinii uygulanirsa p, (x) polinomunun (5.19)’da verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesi elde edilir.

p1(r1,0,) = 2r2(1 + cos?0;) — r3} sin26; [cosB; + sinO,] (5.19)

Bundan sonraki incelemede p;(ry,0; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapalr araliginda degisecektir. Diger degisken r; yaricap: bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng_ adet Chebyshev noktasinin olusturdugu kiime 8(Ng_ ,Jg, ), elemanlar ise

915 1 = 1,...,Ng_, olsun.

p;(ry,08; ) polinomunun secilen Ng, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktas etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r?

her zaman pozitif olacagindan (5.20)’da verilen Ng_ adet esitsizligin saglanmas: gerekir.

al;r+al, > 0, i=1 ..., Ng, (5.20)
(5.20) esitsizliklerinde
al; = —sin29;; [cos9y; + sindy;] ve al, =2(1+ cos?9y;) (5.21)

degerlerini temsil ederler. (5.20) esitsizliklerinin ¢oziimiinden (5.11)’deki sistemin
(5.12)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yarigapi ry i¢in bir iist sinir olan r;dlS degeri elde edilir.

(K+1) ps(ry,915) — (K =1 py(ry,955) > 0, i,j=1,..,Ng, (5.22)
(5.22)’de verilen Nél adet esitsizlik maksimum yarigap ry igin yeter kosullar1 temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap rj i¢in bir alt sinir olan

ry i degerini verir.
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Secilen 249 adet noktada (5.20) ve (5.22) esitsizliklerinin ¢dziimiinden maksimim yarigap

r; i¢in (5.23)’de verilen kapali aralik bulunur.

ri € [rii Tias | =[14218,1.4228] (5.23)
Ci = (r)? (5.24)

oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.25)’deki kapali aralikta yer alacaktir.
C; € [Cii ,Clay | = [2.0216 ,2.0244] (5.25)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali aralifinda segilen 249 adet nokta ile belirlenen

Q¢ ={x|V® =x2+x3 < Cj; =20216 } (5.26)

Cl,ig

dairesi (5.11) sistemi icin (5.12)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.2 6; degiskeni icin secilen nokta sayisina bagl olarak alt sinir r;ic ve st sir

r1,ais degerlerinin degisimini gdstermektedir.

ES
T
e 1.d1s

£
Ty ic

100 150 200 250
Nokta sayisi

Sekil 5.2. Segilen nokta sayisina bagli olarak r;" i¢in alt ve Ust sinirlar
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Sekil 5.3’de V;(x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.11) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

/C;.: ic

C;:c

-1.5 =1 -0.5 0 0.5 1 X4 1.5

Sekil 5.3. 249 adet nokta i¢in V; (x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiytik giivenli kararlilik bolgesi

b) (5.27)’deki 2. derece polinom 2. aday Lyapunov fonksiyonu secilmistir.

V,(x) = 0.33x? + 0.498x,x, + 0.376x3 = xT Px

= (o %) (0%230 06.2347960) (2) (5:27)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

P, = ( 0.33 0.2490)

0.2490 0.376 (5.28)

matrisi Cholesky ayristirmasi kullanilarak {ist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
Ucgen matris L,'nin elemanlart (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir.
Hesaplamalardan sonra, tst tiggen matris L,

L, = (0.5745 0.4335)

0 0.4337 (5.29)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.30)’de verilen durum déniisiimii yapilir.
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%=L, x (5.30)

Ikinci adimda, L, matrisi ile (5.31)’de verilen durum doniisiimii yapilir.

(2)= (7% 95 () 531

doniisiimden sonra sistemin X; ve X, durum degiskenlerine baglh (5.32)’deki durum

uzay1 modeli elde edilir.

d
SR = —2.9995%; + 4.0455%,%; + 1.9991 %, — 4.0437 23

2%, = — R, + 1.7406%,%, — 1.7398 %3 (5.32)

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.27)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl

tirevi alindiginda X; ve &, durum degiskenlerine gore (5.33)’deki polinom olusur.

%vz(x) = 2xT f(x) = —5.9990 &2 + 8.0910 £2%, + 3.9982 &%, — 282 —

4.6062 %,%2 — 3.4796 %3 (5.33)

(5.33)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bélgesi Qc, iginde kesin negatif

d . - . .
tanimli olmalidir. EVZ (x) polinomunun Q, i¢inde kesin negatif taniml1 olmast.

d
po(¥) = = = V()

= 5.9990 &2 — 8.0910 R?%, — 3.9982 &R, + 282 + 4.6062 £,83 + 3.4796 %5 (5.34)
polinomunun ayn1 Q¢, bélgesi i¢inde kesin pozitif tanimli olacagi anlamina gelir.
X; =T, c0s0; , X, =T, sinB; (5.35)

Dontstimini uygulanirsa  p,(x)  polinomunun  (5.36)’da  verilen  kutupsal

koordinatlardaki ifadesini elde edilir.
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p2(ry,0,) = [5.9996 cos?0; — 3.9982 cos 0, sin®; + 2sin? B, ]r5 +
[ —8.0910 cos? 0, sin B, + 3.4796 sin3 0,] r3 (5.36)

Bundan sonraki incelemede p,(r,, 0, ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali araliginda degisecektir. Diger degisken r, yarigapt bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng, ,Jq, ), elemanlart ise

Y, 1 = 1,...,Ng_, Olsun.

p2(rz, 0,1 ) polinomunun segilen Ng, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktas etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olabilmesi igin gerek kosuldur. r2

her zaman pozitif olacagindan (5.37)’da verilen Ng, adet esitsizligin saglanmasi gerekir.

absr+ab, > 0, i=1,..,Ng, (5.37)
(5.37) esitsizliklerinde

ah; = —8.0910 cos? 9, sin9,; + 3.4796 sin> 9, (5.38)
ab, =5.9996 cos?9,; —3.9982cos9,;sind,; + 2sin? 9,; (5.39)

degerlerini temsil ederler. (5.37) esitsizliklerinin ¢6ziimiinden (5.11)’deki sistemin
(5.27)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yarigapi r; i¢in bir iist smir olan r, 4,; degeri elde edilir.

(K+1) pa(ra92;) — (K —1) pa(rz,9,5) > 0, ij=1,..,Ng, (5.40)
(5.40)’da verilen Ngl adet esitsizlik maksimum yarigap r; icin yeter kosullari temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap r; i¢in bir alt sinir olan

ri degerini verir.
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Secilen 277 adet noktada (5.37) ve (5.40) esitsizliklerinin ¢dziimiinden maksimim yarigap

15 icin (5.38)’de verilen kapali aralik bulunur.

r; € 1 ,Toms | =[0.6812, 0.6822] (5.41)
C; = (r)? (5.42)
oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.43)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

C; € [C3ic . Coay | = [0.4641 ,0.4654] (5.43)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali aralifinda segilen 277 adet nokta ile belirlenen

Q= {x| Vo(x) = 033x} +0498x;x, +0376x5 < C;; = 04641 } (5.44)

C2i

elipsi (5.11) sistemi igin (5.27)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.4 6, degiskeni icin secilen nokta sayisina bagl olarak alt sinir 1‘3,1g ve st sinir

r5,ais degerlerinin degisimini gostermektedir.

*
/T
08 2.dig
I Ve 7
o7t ...
06}
05+ Tt
Taic
04
03}
0.2
0.1F
0 50 100 150 200 250 300
MNokta sayisi

Sekil 5.4. Secilen nokta sayisina bagli olarak r, igin iist ve alt sinirlar
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Sekil 5.5°de V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.11) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

Sekil 5.5. 277 adet nokta icin 1/, (x) Lyapunov fonkisyonu ile elde edilebilecek en
biiyiik giivenli kararlilik bolgesi

QCL‘; ve QC;,ig bolgelerinin her biri farkli Lyapunov fonksiyonlariyla bulunan en biiyiik

givenli kararlilik bolgeleri olduklarindan bunlarin birlesimlerinden olusacak bolge de

x* = 0 denge noktas1 etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olusturulacaktir.

Qe U Q- (5.45)

Cl,ig C2,i<;

bolgesi Sekil 5.6°de gosterilmistir.

Sekil 5.6. V; (x) ve V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en blyik guvenli
kararlilik bolgelerinin birlesiminden olusan giivenli kararlilik bolgesi
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Sekil 5.7.’da Jo, = [0, 2m] aralifinda a” agisin1 degerinin degistirilmesiyle elde edilen
18000 adet 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonunun kullanimiyla x* = 0 denge

noktasi etrafinda elde edilmis en genis giivenli kararlilik bolgesi gosterilmistir.

Sekil 5.7. 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonlarinin kullanimiyla elde edilmis en
genis glivenli kararlilik bolgesi

5.2.2 Ornek 5.2

Bu ornekte durum uzay1 denklemleri (5.46)’de tanimlanan otonom sistem kullanilmistir
(Levin, 1994).

d

X1 = — X +2 X2X,

d

aXZ = — X2 (546)

a) (5.47)’deki 2. derece polinom 1. aday Lyapunov fonksiyonu secilmistir.

V,(x) = x2+ x5 = xTP, x

- xa () 9G) a1

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

P, = ((1) (1)) (5.48)
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matrisi Cholesky ayristirmas: kullanilarak iist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
Ucgen matris L, 'nin elemanlar1 (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir.

Hesaplamalardan sonra, Ust tiggen matris L,

L, = ((1) (1’) (5.49)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (4.50)’de verilen durum déniisiimii yapalur.

X = L x (5.50)
L, matrisi birim matris oldugundan, yeni durum vektori X ve sistem durum vektori x
Ozdestir. Doniistimden sonra, ne sistemin (5.46)’deki durum uzay denklemleri ne de

(5.47)’deki Lyapunov fonksiyonu degisir. Bu nedenle, X yerine x durum vektori

kullaniimaya devam edilebilir.

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.47)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl

tirevi alindiginda (5.51)’daki polinom olusur.
%Vl(x) =2xTf(x) = —2x? + 4x3x, — 2x5 (5.51)

(5.51)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bdlgesi Q¢ icinde kesin negatif

d . .. : .
tanimli olmalidir. avl (x) polinomunun Q| iginde kesin negatif taniml1 olmas1

p1(x) = — %Vl(x) = 2x% + 2x3 — 4x3x, (5.52)
polinomunun ayni ()¢ bolgesi iginde kesin pozitif tammli olacagi anlamina gelir.

X; =T; cosB; , X, =r; sinB, (5.53)
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doniisiimiinii uygulanirsa p; (x) polinomunun (5.54) da verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesini elde edebilir.

p1(ry,0;) = 2r? — 2rf sin20; cos? 0, (5.54)

Bundan sonraki incelemede p;(rq,0; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali araliginda degisecektir. Diger degisken r; yarigapt bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ny, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng, ,Jq, ), elemanlart ise

915 1 = 1,...,Ng_, olsun.

p;(ry,08; ) polinomunun secilen Ng, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktasi etrafinda giivenli bir kararlilik bdlgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r?

her zaman pozitif olacagindan (5.55)’da verilen Ng_ adet esitsizligin saglanmas: gerekir.

alsr+al, > 0, i=1,.,Ng (5.55)
(5.55) esitsizliklerinde
al 3 = sin29;; cos?9;; ve aj, =1 (5.56)

degerlerini temsil ederler. (5.55) esitsizliklerinin ¢6ziimiinden (5.46)’deki sistemin
(5.47)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yari¢api ry i¢in bir iist sinir olan rj ais degeri elde edilir.

(K + 1) pl( rl,'slli) - (K - 1) pl( 1"1,191']-) > 0 ) 1,] = 1, ...,Nel (557)
(5.57)’de verilen Ngl adet esitsizlik maksimum yarigap rj icin yeter kosullar1 temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap rj i¢in bir alt sinir olan

ry i degerini verir.
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Secilen 223 adet noktada (5.55) ve (5.57) esitsizliklerinin ¢dziimiinden maksimum

yarigap r; ic¢in (5.58)’de verilen kapali aralik bulunur.

ri € |1l Tias ]| = [1.2403,1.2413] (5.58)
Ci = (r)? (5.59)

oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.60)’deki kapali aralikta yer alacaktir.
C; € [Cii ,Ciay ]| = [1.5384 ,1.5408] (5.60)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali aralifinda segilen 223 adet nokta ile belirlenen

Q. = (x| VOO = x}+ x5 < Cf; = 1.5384] (5.61)

C1i

dairesi (5.46) sistemi icin (5.47)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.8 0, degiskeni igin secilen nokta sayisia bagli olarak alt smir ry;. ve iist sir

r;dl$ degerlerinin degisimini gostermektedir.

0.9

0.8

0.7

0.6

05 . . . .
0 50 100 150 200 250
Nokta say1s1

Sekil 5.8. Segilen nokta sayisina bagl olarak 7y igin alt ve {ist sinirlar
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Sekil 5.9°de V;(x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.46) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

Sekil 5.9. 223 adet nokta icin V; (x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiyiik giivenli kararlilik bolgesi

b) (5.62)’deki 2. derece polinom 2. aday Lyapunov fonksiyonu secilmistir.

V,(x) = x% 4+ 1.50909 x;x, + 1.13939x3 = xT Px (5.62)

= (a X) (0.71545 1(?'173594359) (2)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

= (L, 07545

0.7545 1.13939 (5.63)

matrisi Cholesky ayristirmas: kullanilarak iist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
ucgen matris L,'nin elemanlari (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile
belirlenir.

Hesaplamalardan sonra, Ust tiggen matris L,

L, = (1 0.7545)

0 0.7550 (564)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.65)’de verilen durum déniisiimii yapilir.
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R = L, x (5.65)
Ikinci adimda, L, matrisi ile (5.65)’de verilen durum doniisiimii yapilir.

%1\ _ (1 0.7545\ (X1

(fcz) - (0 0.7550) (Xz) (5.66)

doniisimden sonra sistemin X; ve X, durum degiskenlerine bagli (5.67)’daki durum

uzay1 modeli elde edilir.

d

T8 = R+ 26490 K%, — 5.2043 2,83 + 2.6471 13

d . a

EXZ = XZ (567)

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.62)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagh

tirevi alindiginda X, ve &, durum degiskenlerine gore (5.68)’deki polinom olusur.

d
aVZ x) =2xTf(x)

= —282 — 282 + 5.2980 %38, — 10.5886 R28% + 5.2942 &, &3 (5.68)

(5.68)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bélgesi Q¢, iginde kesin negatif

d . - . .
tanimli olmalidir. EVZ (x) polinomunun Q, iginde kesin negatif taniml1 olmas1

= 282 + 283 — 5.2980 %38, + 10.5886 K23 — 5.2942 %, %5 (5.69)
polinomunun ayni (¢, bolgesi iginde kesin pozitif tammli olacagi anlamina gelir.
X; =T, c0s0; , X, =T, sinB; (5.70)

dontigiimiint uygulanirsa p, (x) polinomunun (5.71)’de verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesini elde edilir.
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p2(ry,0,) = 2r? + [ —2.6490 cos?0, sin20; — 2.6471sin%6; sin 20 +
2.6471sin226, | r* (5.71)

Bundan sonraki incelemede p,(r,, 0, ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali aralifinda degisecektir. Diger degisken r, yarigap1 bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng, ,Jq, ), elemanlart ise
9,4, 1 = 1,...,Ng, , olsun. p,(r,6;) polinomunun secilen Ng, noktada pozitif
degerlere sahip olmasi, x* = 0 denge noktas: etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi
olabilmesi i¢cin gerek kosuldur. r? her zaman pozitif olacagindan (5.72)’da verilen

Np, adet esitsizligin saglanmasi gerekir.

absr+ah, > 0, i=1,..,Ng (5.72)

2
(5.72) esitsizliklerinde

ah; = —2.6490 cos?0; sin20; — 2.6471sin?0; sin 20 + 2.6471sin?20, (5.73)
ah, =2 (5.74)
degerlerini temsil ederler. (5.72) esitsizliklerinin ¢oziimiinden (5.46)’deki sistemin

(5.62)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yari¢api r; i¢in bir iist sinir olan r; ais degeri elde edilir.

(K+1) pa(rz92;) — (K —1) pp(rz9z) > 0, i,j=1,..,Ng, (5.75)
(5.75)’da verilen Ngl adet esitsizlik maksimum yarigap r; icin yeter kosullari temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap r; i¢in bir alt sinir olan

ri degerini verir.
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Secilen 195 adet noktada (5.72) ve (5.75) esitsizliklerinin ¢oziimiinden maksimim yarigap

15 icin (5.76)’de verilen kapali aralik bulunur.

r; € |15 ,Tsms | = [0.8688,0.8698] (5.76)
G = () G77)
oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.78)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

C; € [C3ic 1 Coas | = [ 0.7548,0.7565] (5.78)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali aralifinda segilen 195 adet nokta ile belirlenen

Q= {x| V,(x) = x} +1.50909 x,x, + 1.13939%3 < C};. =0.7548} (5.79)

C2i

elipsi (5.46) sistemi igin (5.62)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.10 8, degiskeni icin secilen nokta sayisina bagl olarak alt sinir 1‘3,1g ve list smir

r3,ais degerlerinin degisimini gdstermektedir.

U‘g A
0.8

\ *
0.7 ¥
0.6
0.5

0.4

03
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Nokta sayisi

Sekil 5.10. Secilen nokta sayisina bagli olarak r, icin iist ve alt sinirlar
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Sekil 5.11°de V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.46) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

1.5
] '
[ ~ /CZ‘[g
\ ~_
\ N
05 \ “
. Q.
AN . 2
\ e
0 h ™
\\ AN
~ \\
. N
0.5 \‘
\
J
1 S
15 :
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5

Sekil 5.11. 195 adet nokta icin V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiytik giivenli kararlilik bolgesi

Qci,ig ve chlic bolgelerinin her biri farkli Lyapunov fonksiyonlariyla bulunan en biiyiik

giivenli kararlilik bolgeleri olduklarindan bunlarin birlesimlerinden olusacak bdlge de

x* = 0 denge noktas1 etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olusturulacaktir.

Qo U Qg (5.80)

Cl,i(; C2,i<;

bolgesi Sekil 5.12°de gosterilmistir.

Sekil 5.12. V; (x) ve V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en biyik glvenli
kararlilik bolgelerinin birlesiminden olusan giivenli kararlilik bolgesi
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Sekil 5.13’taJg, = [0, 2m] arahiginda o agisin1 degerinin degistirilmesiyle elde edilen
9000 adet 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonunun kullanimiyla x* = 0 denge

noktasi etrafinda elde edelmis en genis giivenli kararlilik bolgesi gosterilmistir.

Sekil 5.13. 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonlariin kullanimiyla elde edilmis en
genis glivenli kararlilik bolgesi

5.2.30rnek 5.3

Bu ornekte durum uzay1 denklemleri (5.81)’de tanimlanan otonom sistem kullanilmistir

(Levin, 1994).

d

X=X + X1x§ + Xf

d

X2 = X+ X2X, + X3 (5.81)

a) (5.82)’deki 2. derece polinomu 1. aday Lyapunov fonksiyonu segilmistir.

V,(x) = x2+ x5 = xTP, x

- X1 Xp) ((1) (1’) (2) (5.82)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli
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P, = ((1) (1’) (5.83)

matrisi Cholesky ayristirmasi kullanilarak {ist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
ucgen matris L, 'nin elemanlar1 (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile
belirlenir.

Hesaplamalardan sonra, Gst Gi¢cgen matris L,

L, = ((1) (1)) (5.84)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.85)’de verilen durum déniisiimii yapalir.

R = L; x (5.85)
L; matrisi birim matris oldugundan, yeni durum vektorii X ve sistem durum vektori x
Ozdestir.

Dontistimden sonra, ne sistemin (5.81)’deki durum uzay denklemleri ne de (5.82)’deki
Lyapunov fonksiyonu degisir. Bu nedenle, X yerine x durum vektorl kullanmaya devam
edebilir.

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.82)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagh

tirevi alindiginda (5.86)’daki polinom olusur.
%Vl(x) = 2xT f(x) = —2x% — 2x3 + 4x3x5 + 2xT + 2x3 (5.86)

(5.86)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bdlgesi Q¢ icinde kesin negatif

taniml1 olmalidir. %Vl (x) polinomunun Q, iginde kesin negatif taniml1 olmasi

p1(x) = — %Vl(x) = 2x? + 2x5 — 4x2x5 — 2x7 — 2x3 (5.87)
polinomunun ayni1 )¢, bdlgesi i¢inde kesin pozitif tanimli olacagi anlamina gelir.

X; =Ty c0sB; , X, =r; Sin06; (5.88)
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doniisiimiinii uygulanirsa p; (x) polinomunun (5.89) da verilen kutupsal koordinatlardaki

ifadesi elde edilir.

p1(r1,0;) = r? + rf (— cos?0, sin?0; — cos*0; — sin*0, ) (5.89)

Bundan sonraki incelemede p;(rq,0; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali araliginda degisecektir. Diger degisken r; yarigapt bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng_ ,Jq, ), elemanlart ise

915 1 = 1,...,Ng_, olsun.

p;(ry,08; ) polinomunun secilen Ng, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktasi etrafinda giivenli bir kararlilik bdlgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r?

her zaman pozitif olacagindan (5.90)’da verilen Ng, adet esitsizligin saglanmasi gerekir.

aj,rf+aj, > 0, i=1,..,Ng (5.90)
(5.90) esitsizliklerinde
al , = — cos?0, sin?0, — cos*0; —sin*6, ve aj, =1 (5.91)

degerlerini temsil ederler. (5.90) esitsizliklerinin ¢6zuminden (5.81)’deki sistemin
(5.82)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yari¢api ry i¢in bir iist sinir olan rj ais degeri elde edilir.

(K‘l‘ 1) pl(rl,slli) - (K - 1) pl(rl,{)l']‘) > 0, 1,] = 1, ...,Nel (592)

(5.92)’de verilen Ngl adet esitsizlik maksimum yarigap ry i¢in yeter kosullart temsil
ederler.
Bu esitsizliklerin ¢dziim kiimesi maksimum yarigap ry icin bir alt smir olan ry ;. degerini

Verir.
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Secilen 88 adet noktada (5.90) ve (5.92) esitsizliklerinin ¢oziimiinden maksimim yarigap

r; i¢in (5.93)’de verilen kapali aralik bulunur.

ri € [rii Tias ]| =[0.9991,1] (5.93)
Ci = (r)? (5.94)

oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.95)’deki kapali1 aralikta yer alacaktir.
C; € [Cii ,Clay | =[0.9980 ,1] (5.95)

Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali araliginda segilen 88 adet nokta ile belirlenen

C1i

Q. = (x| VOO = x}+ x5 < Cf; = 0.9980] (5.96)

dairesi (5.81) sistemi icin (5.82)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en
blyuk givenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.14 6; degiskeni i¢in secilen nokta sayisina bagh olarak alt sinir r;ig ve st siir

r1,ais degerlerinin degisimini gdstermektedir.
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Sekil 5.14. Secilen nokta sayisina bagli olarak ;" icin Ust ve alt sinirlar

Sekil 5.15°de V; (x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.81) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.
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Sekil 5.15. 88 adet nokta icin V; (x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiyiik giivenli kararlilik bolgesi

b) (5.97)’deki 2. derece polinomu 2. aday Lyapunov fonksiyonu secelim.

V,(x) = x? +1.50909 x;x, + 1.13939x2 = xT Px (5.97)

= (a x2) (0.7é45 1(?'173594359) (2)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

_( 1 0.7545
P2 = (0.7545 1.13939) (5.98)

matrisi Cholesky ayristirmas kullanilarak iist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
Ucgen matris L,'nin elemanlart (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir. Hesaplamalardan sonra, Ust tiggen matris L,

L, = (1 0.7545) (5.99)

0 0.7550

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.100) de verilen durum déniisiimii yaplir.
R = L, x (5.100)
Ikinci adimda, L, matrisi ile (5.100)’de verilen durum déniisiimii yapalir.
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(- )

doniistimden sonra sistemin X; Ve X, durum degiskenlerine bagli (5.102)’daki durum

uzay1 modeli elde edilir.

d
aﬁl == _)/Zl - 1.9986 52%)?2 + 2.755 )21)?2 + )/Zi
2%, = — %, + /1%, — 1.9986 %,%3 + 2.7529 83 (5.102)

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.97)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagli

tirevi alindiginda X, ve &, durum degiskenlerine gore (5.103)’deki polinom olusur.

2V, (0 =2x" f(x)

= —%2 — 2 — 0.9986 238, + 3.755 K282 + %% — 1.9986 %,%3 + 2.7529 %%  (5.103)

(5.103)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bolgesi Qc, icinde kesin negatif

d 2 .. . .
taniml1 olmalidir. p” V,(x) polinomunun Q, i¢inde kesin negatif taniml1 olmasi

d
po(x) = = = V()

= %2 + %3 + 0.9986 3%, — 3.755 R85 — R + 1.9986 &,%3 — 2.7529 %5 (5.104)
polinomunun ayni )¢, bdlgesi i¢inde kesin pozitif tanimli olacagi anlamina gelir.
X; =T, cosB; , X, =T, sinB; (5.105)

dontisimiinii  uygulanirsa  p,(x) polinomunun  (5.106)’da  verilen  kutupsal

koordinatlardaki ifadesi elde edilir.

p,(ry,0;) =r? +[0.9986 cos30, sin®; — 3.755 sin?0; cos?0; — cos*0; +
1.9986 cos 0, sin30; — 2.7529sin*0, | r* (5.106)
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Bundan sonraki incelemede p,(r,, 0, ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali aralifinda degisecektir. Diger degisken r, yarigap1 bilinmeyen
parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng_ adet Chebyshev noktasinin olusturdugu kiime 8(Ng_ ,Jg, ), elemanlar ise
95, 1 = 1,...,Ng_, olsun.

p2(rz, 6, ) polinomunun segilen Ng, noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktas etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olabilmesi igin gerek kosuldur. r2

her zaman pozitif olacagindan (5.107)’da verilen Ng, adet esitsizligin saglanmas: gerekir.

absr+ah, > 0, i=1,..,Ng, (5.107)
(5.107) esitsizliklerinde

ah; = 0.9986 cos30, sin0; — 3.755 sin?0; cos?0; — cos*0; +

1.9986 cos 0, sin30; — 2.7529sin*0, (5.108)
ah, =1 (5.109)

degerlerini temsil ederler. (5.107) esitsizliklerinin ¢6ziimiinden (5.81)’deki sistemin
(5.97)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yarigapi r igin bir list sinir olan r; 4,5 degeri elde edilir.
(K+1) pa(ra92;) — (K —1) pa(rz,9,5) > 0, ij=1,..,Ng, (5.110)

(5.110)’da verilen Nél adet esitsizlik maksimum yarigap r; igin yeter kosullart temsil
ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap r; i¢in bir alt sinir olan

. e
I degerini verir.

Secilen 92 adet noktada (5.107) ve (5.110) esitsizliklerinin ¢dziimiinden maksimim

yarigap r; i¢in (5.111)’de verilen kapali aralik bulunur.
ry € [r5; ,T5ms | =[0.5621,0.5631] (5.111)
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G = (1)) (5.112)
oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.113)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

C; € [C3i ,Coa | = [ 0.3160,0.3171] (5.113)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali araliginda segilen 92 adet nokta ile belirlenen

Q= {x | v,(0 = x} 4150909 x;x, + 1.13939x3 < C3; = 0.3160} (5.114)

C2i

elipsi (5.81) sistemi igin (5.97)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek en

blyik glvenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.16 6, degiskeni i¢in secilen nokta sayisina bagli olarak alt sinir r;ig ve tist sinir

I3 a5 degerlerinin degisimini gdstermektedir.
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Sekil 5.16. Secilen nokta sayisina bagli olarak r, igin iist ve alt sinirlar

Sekil 5.17’de V, (x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.81) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.
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Sekil 5.17. 92 adet nokta icin V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiyiik giivenli kararlilik bolgesi

QCL‘; ve QC;,ig bolgelerinin her biri farkli Lyapunov fonksiyonlariyla bulunan en biiyiik

giivenli kararlilik bolgeleri olduklarindan bunlarin birlesimlerinden olusacak bdlge de

x* = 0 denge noktasi etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olusturulacaktir.

(5.115)

* U *
C1,i¢ C2ic

bolgesi Sekil 5.18’de gosterilmistir.
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Sekil 5.18. V; (x) ve V,(x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en buyik gtvenli
kararlilik bolgelerinin birlesiminden olusan giivenli kararlilik bolgesi
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Sekil 5.19°da Jo, = [0, 2m] araliginda a” agisin1 de@erinin degistirilmesiyle elde edilen
18000 adet 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonu kullanimiyla x* = 0 denge noktasi

etrafinda elde edilmis en genis giivenli kararlilik bolgesi gosterilmistir.

Sekil 5.19. 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonlarinin kullanimiyla elde edilmis en
genis glivenli kararlilik bolgesi

5.2.4 Ornek 5.4

Bu 6rnekte durum uzayr denklemleri (5.116)’de tanimlanan otonom sistem kullanilmistir

(Levin, 1994).

d
axl = - X1
%XZ = —X, + X%, (5.116)

a) (5.117)’deki 2. derece polinomu 1. aday Lyapunov fonksiyonu segilimistir.

Vi(x) = x2+ x2 = xTPx

— (X1 X2) (é (1’)(2) (5.117)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

P, = ((1) (1)) (5.118)
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matrisi Cholesky ayristirmasi kullanilarak iist {icgen ve alt liggen matrislere ayrilir. Ust
Ucgen matris L, 'nin elemanlar1 (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir. Hesaplamalardan sonra, (st tiggen matris L,

L, = ((1) (1’) (5.119)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.120)’de verilen durum doniisiimii yapilir.
R = L; x (5.120)

L; matrisi birim matris oldugundan, yeni durum vektorii X ve sistem durum vektori x

Ozdestir.

Doniistimden sonra, ne sistemin (5.116)’deki durum uzay denklemleri ne de (5.117)’deki
Lyapunov fonksiyonu degisir. Bu nedenle, X yerine x durum vektori kullanmaya devam
edilebilir.

Lyapunov kararlilik teorisine gore, (5.117)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl

tiirevini aldigimizda (5.121)’daki polinom olusur.
%Vl(x) =2xTf(x) = —2x? — 2x2 + 2x2x3 (5.121)

(5.121)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bolgesi Q¢, icinde kesin negatif

d . .. : .
tanimli olmalidir. avl (x) polinomunun Q| iginde kesin negatif taniml1 olmasi

p1(x) = — %Vl(x) = 2x? + 2x5 — 2x2x3 (5.122)
polinomunun ayni ()¢ bolgesi iginde kesin pozitif tammli olacagi anlamina gelir.

X; =T; cosB; , X, =r; sinB, (5.123)
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donlisimiinii  uygulanirsa  p;(x) polinomunun (5.124)’da  verilen  kutupsal

koordinatlardaki ifadesi elde edilir.

p1(ry,01) = —r°cos” 0,sin“ 64 + .
(ry,09) 2cos? 0 20, +1 (5.124)

Bundan sonraki incelemede p,(ry,0; ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali aralifinda degisecektir. Diger degisken r; yaricapi bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng_ adet Chebyshev noktasinin olusturdugu kiime 8(Ng_ ,Jg, ), elemanlar ise
944 1 = 1,...,Ng, , olsun. p;(ry,6;,) polinomunun secilen Ng noktada pozitif
degerlere sahip olmasi, x* = 0 denge noktasi etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi
olabilmesi icin gerek kosuldur. r? her zaman pozitif olacagindan (5.125)’da verilen

Np, adet esitsizligin saglanmasi gerekir.

aj,rf+aj, > 0, i=1,.,Ng (5.125)
(5.125) esitsizliklerinde
al , = —cos?0,sin?0, ve aj, =1 (5.126)

degerlerini temsil ederler. (5.125) esitsizliklerinin ¢oziimiinden (5.116)’deki sistemin
(5.117)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bélgesinin

maksimum yarig¢api1 rj i¢in bir {ist sinir olan r;dlS degeri elde edilir.
(K + 1) pl( rl,'slli) - (K - 1) pl( 1"1, '81']') > 0 ) 1,] = 1, ...,Nel (5127)
(5.127)’de verilen Nél adet esitsizlik maksimum yarigap rj igin yeter kosullart temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap rj i¢in bir alt sinir olan

ryi degerini verir.
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Secilen 200 adet noktada (5.125) ve (5.127) esitsizliklerinin ¢éziimiinden maksimim
yarigap rj i¢in (5.128)’de verilen kapali aralik bulunur.

ri € [ 1l Tias ] =[1.9991,2.0001] (5.128)

oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.130)’deki kapali aralikta yer alacaktir.
C; € [Cii »Clag | = [3.9963,4.0002] (5.130)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali araliginda segilen 200 adet nokta ile belirlenen

Qe = {x| VOO = xf + x5 < Cj; =3.9963]) (5.131)

C1i

dairesi (5.116) sistemi igin (5.117)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek

en biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.20 6, degiskeni i¢in secilen nokta sayisina bagli olarak alt sinir r‘;ig ve tist sinir

r1,ais degerlerinin degisimini gdstermektedir.

24 = -

*
|/ Tais
22+t
f

AL

*
ic

0 20 40 60 8O 100 120 140 160 180 200
Nokta sayisi

Sekil 5.20. Secilen nokta sayisina bagli olarak rj igin {ist ve alt sinirlar
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Sekil 5.21°de V, (x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.116) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

Sekil 5.21. 200 adet nokta icin V; (x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiyiik giivenli kararlilik bolgesi

b) (5.132)’deki 2. derece polinom 2. aday Lyapunov fonksiyonu segilmistir.

V,(x) = x2 +1.50909 x;x, + 1.13939x3 = xT Px (5.132)

= (a x2) (0.7%;45 19i73594359) (2)

Simetrik ve kesin pozitif tanimli

b= (.1 0.7545)

0.7545 1.13939 (5.133)

matrisi Cholesky ayristirmasi kullanilarak {ist iiggen ve alt iiggen matrislere ayrilir. Ust
ucgen matris L,'nin elemanlari (4.43)’de tanimlanan Cholesky ayristirmasi formiilleri ile

belirlenir. Hesaplamalardan sonra, st tiggen matris L,

_ (1 0.7545
Lz = (0 0.7550) (5.134)

olarak olusur. ikinci adimda, L, matrisi ile (5.135) de verilen durum déniisiimii yaplir.
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= lax (5.135)
Ikinci adimda, L, matrisi ile (5.135)’de verilen durum doniisiimii yapilir.

%1\ _ (1 0.7545\ (X1

(fcz) B (0 0.7550) (Xz) (5.136)

donilisiimden sonra sistemin X; ve X, durum degiskenlerine baglh (5.137)’daki durum

uzay1 modeli elde edilir.

d
T8 = %+ 0.9993 %%, — 19972 %483 + 0.9979 13
2%, = — %, + %1%, — 1.9986 %,%% + 0.9986 %3 (5.137)

Lyapunov Kkararlilik teorisine gore, (5.132)’deki Lyapunov fonksiyonunun zamana bagl

tirevi alindiginda X; ve &, durum degiskenlerine gore (5.138)’deki polinom olusur.

d
aVZ x) =2xTf(x)

= 2[-%2 — %2 + 0.9993 3%, — 0.9972 8282 — 1.0007 %,%3 — 0.9986 %]  (5.138)

(5.138)’daki polinom herhangi bir giivenli kararlilik bolgesi Q¢, icinde kesin negatif

d . - . .
tanimli olmalidir. EVZ (x) polinomunun Q, iginde kesin negatif taniml1 olmas1

d
= - —V
p2 (%) dt 2 (%)
= 2[—8% — %32 + 0.9993 3%, — 0.9972 £2%2 — 1.0007 %,%5 — 0.9986 %3] (5.139)

polinomunun ayni (¢, bolgesi iginde kesin pozitif tammli olacagi anlamina gelir.
X; =T, c0s0; , X, =T, sinB; (5.140)
dontigimiini  uygulanirsa  p,(x) polinomunun  (5.141)’da  verilen  kutupsal

koordinatlardaki ifadesi elde edilir.
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p2(ry,0,) =r? +[0.9993 cos30, sinB; + 0.9972 sin?8, cos?0, +
1.0007 cos 0, sin®0; — 0.9986 sin*6, | r* (5.141)

Bundan sonraki incelemede p,(r,, 0, ) polinomundaki 2 degiskenden 6, degiskeni,
Jo, = [0,2m] kapali aralifinda degisecektir. Diger degisken r, yarigap1 bilinmeyen

parametre olarak kabul edilecektir.

Secilen Ng, adet Chebyshev noktasmin olusturdugu kiime 6(Ng, ,Jq, ), elemanlar: ise
9,5 1 = 1,...,Ng,, olsun.

p2(r2,0; ) polinomunun segilen Ng  noktada pozitif degerlere sahip olmasi, x* = 0
denge noktasi etrafinda giivenli bir kararlilik bdlgesi olabilmesi i¢in gerek kosuldur. r2

her zaman pozitif olacagindan (5.142)’da verilen Ny, adet esitsizliin saglanmas1 gerekir.

absr+ah, > 0, i=1,..,Ng, (5.142)
(5.142) esitsizliklerinde

ah 3 = 0.9993 cos®6; sin6; + 0.9972 sin?6; cos?6, + 1.0007 cos 0 sin®0; —
0.9986 sin*6, (5.143)
ab, =1 (5.144)

degerlerini temsil ederler. (5.142) esitsizliklerinin ¢6ziimiinde (5.116)’deki sistemin
(5.132)’de kullanilan Lyapunov fonksiyonun ile tanimlanan giivenli kararlilik bolgesinin

maksimum yarigapi r igin bir Gist sinir olan r; 4,5 degeri elde edilir.
(K+1) pa(ra92;) — (K —1) pa(rz,9,5) > 0, i,j=1,..,Ng, (5.145)
(5.145)’da verilen Nél adet esitsizlik maksimum yarigap r; i¢in yeter kosullar1 temsil

ederler. Bu esitsizliklerin ¢6ziim kiimesi maksimum yarigap r; i¢in bir alt sinir olan

. e
I degerini verir.
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Secilen 172 adet noktada (5.142) ve (5.145) esitsizliklerinin ¢dzimuinden maksimim

yarigap r; i¢in (5.146)’de verilen kapali aralik bulunur.

r; € 155 ,Toms | = [0.9607,0.9617] (5.146)
G = (1) (5.147)
oldugundan C; esdeger yiizeyi (5.148)’deki kapali aralikta yer alacaktir.

C; € [C3ic 1 Coai | =1 0.9229,0.9249] (5.148)
Sonug olarak, Jg, = [0, 2] kapali aralifinda segilen 172 adet nokta ile belirlenen

Qe = {x| Vo(x) =x§ +1.50909 x;x, + 1.13939 x5 < C;; = 0.9229} (5.149)

elipsi (5.116) sistemi icin (5.132)’deki Lyapunov fonksiyonu yardimiyla bulunabilecek

en biiyiik giivenli kararlilik bolgesini verecektir.

Sekil 5.22 6, degiskeni icin secilen nokta sayisina bagl olarak alt sinir 1‘3,1g ve list smir

r;,dl$ degerlerinin degisimini gostermektedir.

';. ais
1r A /
[LAFAVAV WP SN

09 r
0.8 r \v-ﬂ

07

06

051

0.4

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Nokta sayisi

Sekil 5.22. Secilen nokta sayisina bagl olarak r; i¢in iist ve alt sinirlar
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Sekil 5.23’de V, (x) Lyapunov fonksiyonu ile bulunabilecek (5.116) sisteminin x* = 0

denge noktasi etrafindaki en biiyiik kararlilik bolgesi verilmistir.

15
o a,
1 T~
\ ‘\\
05) N\ /
\\ N
0 . “ \\\
\\ \\\
h AN
N\
0.5 \
~ ‘
-1 J
.—//
-156
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.8

Sekil 5.23. 172 adet nokta icin V, (x) Lyapunov fonksiyonu ile elde edilebilecek en
biiytik giivenli kararlilik bolgesi

Qci,ig ve chic bolgelerinin her biri farkli Lyapunov fonksiyonlariyla bulunan en biiyiik

giivenli kararlilik bolgeleri olduklarindan bunlarin birlesimlerinden olusacak bdlge de

x* = 0 denge noktas1 etrafinda giivenli bir kararlilik bolgesi olusturulacaktir.

Q

U *
Cl,i(; C2,i<;

(5.150)

bolgesi Sekil 5.24°de gosterilmistir.

05/ \
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-2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Sekil 5.24. V; (x) ve V,(x) Lyapunov fonksiyon ile elde edilebecek en biytk guvenli
kararlilik bolgelerinin birlesiminden olusan giivneli kararlilik bolgesi
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Sekil 5.25.°da Jg, = [0, 2m] arahiginda o agisin1 degerinin degistirilmesiyle elde edilen
18000 adet farkli Lyapunov fonksiyonu kullanimiyla x* = 0 denge noktasi etrafinda

elde edilmis en genis gilivenli kararlilik bolgesi gosterilmistir.

Sekil 5.25. 2. dereceden farkli Lyapunov fonksiyonlarinin kullanimiyla elde edilmis en
genis glivenli kararlilik bolgesi
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BOLUM VI

SONUC

Bu calismada, belirli bir ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonu icin n-boyutlu bir
polinom sisteminin kararlilik bdlgesinin en biiyilik alt kiimesini belirleyen bir yontem
sunulmustur. Ehlich ve Zeller teoremi araciligiyla, en biiyiik seviyeli C* ylzeyini
hesaplayan sayisal bir algoritma gelistirilmistir. Bu ylizey, n-boyutlu uzayda cekim
alanmin elipsoid seklinde olan en biiyiik alt kiimesini tanimlar. Calismada verilen

ornekler, bu yeni algoritma tarafindan elde edilen sonuglar1 gostermektedirler.

Yontemin avantaji Qc- ile adlandirilan elipsoid bolge igin i¢ ve dig yaklasimlar

Uretebilmesidir.

Uygulanan algoritmayla ve mumkun olan ¢ok sayidaki ikinci dereceden Lyapunov
fonksiyonu kullanilarak polinom yapisindaki bir sistem i¢in x* = 0 denge noktasi
etrafindaki en genis guvenli kararlilik bolgesi belirlenebilir. Bu yontemin en ¢nemli
avantajlarindan biri sonuglarin Lyapunov fonksiyonuna bagli olmasidir. Ayrica elde
edilen kararlilik bolgesinin sinirlar1 gercek degerine ¢ok yakindir Bazi galigmalarda
Lyapunov fonksiyonundan bagimsiz sonuglar elde edilirken, bu ydntemin polinom
yapisindaki lineer olmayan sistem modellerine uygulanmasi, gergek kararlilik bolgesine
¢ok yakin elipsoidal bir kararlilik bolgesi elde etmeyi kolaylastirir. Bu yontem, sadece
belli bir denge noktasinin asimptotik kararliligini belirlemekle kalmaz, ayn1 zamanda

kararlilik bolgesinin esdeger yiizeyini maksimuma ¢ikarmayi saglar.

Ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonlar: belli bir yonteme gore taranarak, her bir
Lyapunov fonksiyonu ile bulunan kararlilik bdlgelerinin birlesiminden ikinci derece
Lyapunov fonksiyonlar ile elde edilebilen kararlilik bolgesinin en buyik alt kiimesi

hesaplanabilir.

Ehlich ve Zeller teorisi; polinom yapisindaki lineer olmayan sitemlerin kararlilik
bolgelerini belirlerken dogrusal yapida esitsizlikler olusturmamizi saglar. Bu bir gesit
optimizasyon islemidir. Bu esitsizlikler iyilemedeki kisitlamalari tanimlar. Lineer

programlamayla bu optimizasyon probleminin c¢6ziminden belli bir Lyapunov
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fonksiyonu i¢in maksimum kararlilik bdlgesi belirlenir. Bu ¢alismada dogrusal

esitsizlikler olusturularak optimizasyon probleminin ¢oziimii saglanmistir.

Maksimum kararlilik bélgesini belirlemek i¢in Ehlich ve Zeller teorisine dayali olarak
geligtirilen bu yontemin polinom yapisindan farkli lineer olmayan sistemlere

uygulanabilirligi ileriki ¢alismalarda arastirilabilir.

Bu c¢alismada sunulan sayisal optimizasyon yontemi polinom yapisinda olmayan
sistemlere de uygulanabilecek sekilde diizenlenebilir. Ilerdeki ¢alismalar polinom
yapisinda olmayan sistem modelleri i¢in uygun bir optimizasyon algoritmasi gelistirmek

olacaktir.
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