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OZET

Belirli Tip Fonksiyon Sinif1 i¢in Kesirli Reaksiyon ve Kesirli Kine-

tik Enerji Denklemleri

Bu tezde, kompleks integral gosterilisinin ¢ekirdegi iki degiskenli olan bir fonk-
siyon sinifi tanimlanmistir. Tanimlanan bu fonksiyon sinifina ait olmasi gereken
fonksiyonlarin kompleks integral gosterilislerindeki ¢ekirdegin o6zellikleri incelen-
mistir. Bu siniftan alinan keyfi bir fonksiyon i¢in kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik
denklemleri elde edilip ¢ozulmistiir. Son olarak, elde edilen bu denklem ve ¢oziim-
lerdeki fonksiyonlarin kompleks integral gosterilislerindeki ¢ekirdekler ozel seci-
lerek farkli tipte yeni kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklemleri ve ¢oztimleri
elde edilmistir. Boylece, hem literatiirdeki ¢alismalari icine alan bir ¢alisma olmus
hem de literatiire yeni kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklemler ve ¢ozumleri
elde ederek katkida bulunulmustur.

Tezin bir kismi 35. Ulusal Matematik Sempozyumunda "Kesirli Reaksiyon Denk-

lemi ve Kesirli Kinetik Denklemleri Uzerine" baglig1 altinda sunulmustur.
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ABSTRACT

Fractional Reaction and Fractional Kinetic Energy Equations for a

Certain Type of Function Class

In this thesis, a class of functions with a two-variable kernel for the representation
of complex integral notation has been defined. The properties of the kernel in the
complex integral representations of functions belonging to this defined class have
been examined. Fractional reaction and fractional kinetic equations for an arbitrary
function taken from this class have been derived and solved. Finally, by specifi-
cally selecting the kernels in the complex integral representation of the functions
obtained from these equations and solutions, new types of fractional reaction and
fractional kinetic equations and their solutions have been obtained. Thus, this study
encompasses existing literature and contributes to the literature by obtaining new

fractional reaction and fractional kinetic equations along with their solutions.

A part of the thesis was presented at the 35th National Mathematics Symposium

under the title "On Fractional Reaction Equation and Fractional Kinetic Equations.
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SEMBOL LISTESI

DV f(t) . f(t) fonksiyonunun v. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali
['(&) :  Gamma Fonksiyonu

(&, x) :  Eksik Gamma Fonksiyonu

(&, x) :  Eksik Gamma Fonksiyonu

LA{f(t);s} : f(t) fonksiyonunun Laplace donusumu

f(x)*g(x) : f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin konvolisyonu

E,(z) :  Mittag-Leffler fonksiyonu

Eqp(2) :  Wiman fonksiyonu

EZ' /5(2) :  Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

Mpyth (z) : Eksik I-fonksiyonu
<7’)Il',7;;li,r(z) . Eksik I-fonksiyonu

Iyya,r(2) : I-fonksiyonu

Lo (2) :  Eksik H-fonksiyonu

Voar(2) :  Eksik H-fonksiyonu

p\I’q(r)(z) :  Fox-Wright Eksik W-fonksiyonu

p\I’q(y)(z) :  Fox-Wright Eksik W-fonksiyonu

p15(2) :  Eksik Genellestirilmis Hipergeometrik Fonksiyon
pVq(2) :  Eksik Genellestirilmis Hipergeometrik Fonksiyon
H;f é"(z) :  Fox’in H-fonksiyonu

p Y (2) :  Fox’in W-fonksiyonu

pFq(2) Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon
fz;ln(z) Eksik H-fonksiyonu

Vpa (2) . Eksik H-fonksiyonu



1 GIRIS
1.1 Kesirli Hesabin Kisa Tarihi

Kesirli hesap, klasik analizin bir uzantisi olarak yaklasik 325 yil once ortaya ¢ik-
mistir. 1695 yilinda Leibniz ve I'Hospital’in aylarca siiren mektuplasmalari sonucu
kesirli hesabin ilk temelleri atilmistir. O yi1ldaki mektuplasmalarin birinde Leibniz,
L'Hospital’e su soruyu sordu [47]:

- Leibniz: "Tamsay1 mertebedeki tiirevin anlami, tamsay1 olmayan mertebeler-
den turevlere anlam kazanacak bicimde genellestirilebilir mi?"

L’'Hopital bu sorunun cevabini merak etmis ve Leibniz’e su soruyla cevap yaz-
mistir?

- UHopital: Ya turevin mertebesi % olursa?

Leibniz kesirli hesabin tohumlarinin atildig: giin olarak kabul edilen 30 Eyliil
1695 tarihli mektubunda su cevabi verdi:

- Leibniz: "Bu bir paradoksa yol acacak ve bir giin bundan faydali sonugclar ¢ika-
rilacaktir.”

Leibniz tarafindan ortaya atilan kesirli tiirev problemi, sonraki yillarda da de-
vam etmistir[12, 47]. Kesirli hesap i¢in L'Hopital ve Leibniz tarafindan yapilan ilk
¢alismalarinin ardindan, Avrupa’nin en iyi matematik dahisi olan Euler tarafindan
1730’da L'Hopital ve Leibniz’e benzer su soru sorulmustur [12]:

- Euler: "n pozitif bir tamsay1 iken ve p = p(x), x degiskenine bagl bir fonksiyon

n
olmak uzere Zx’,f orani her zaman cebirsel olarak ifade edilebilir. Peki, n kesirli bir

say1 ise nasil bir oran olusturulabilir?”

18.yy’in sonlarina dogru, 19.yy’in onemli ve buyuk matematikgileri olan Lag-
range, Laplace, Lacroix, Fourier, Riemann, Green, Holmgren, Grunwald, Letnikov,
Sonini, Laurent, Nekrassov, Krug, Weyl ve digerleri, kesirli turev ile ilgili ¢aligma-
lar1 gelistirmislerdir [25, 42, 45]. Bu dahi matematikgiler arasinda Lacroix, 1819

yilinda, Leibniz ve L'Hospital’in arasinda gegen % mertebeden tirevi x fonksiyonu



fein 1/2

bi¢ciminde ilk kez dogru hesaplayan kisi olmustur [28]. Lacroix, bu hesaplamay1
1819 yilinda yayinlanan matematik tizerine yazdig: 700 sayfalik kitabinda yer ver-
mistir [28]. 11k olarak, m pozitif bir tamsay1 olmak tizere, y = x™ fonksiyonunun n.
mertebeden turevini hesaplayan asagidaki formuli elde etmistir:

dar m!

Bu formiilde faktoriyel sembolunu bir genislemesi olan

I'(z) = j e *x*dx,
0

ile taniml1 Gamma fonksiyonu ile yer degistirerek, bir polinom fonksiyonunun ke-

sirli tiirevinin formuliini a ve B kesirli sayilar olmak tizere,

r(ﬁ + 1) xﬁ—a

paxf = LB pa
T TB-a+l)

bi¢iminde elde etmistir. Lacroix Bu formulde 6zel olarak a = % ve p =1 segerek,

r'(2) X
D2, — 12_o X
* YT T32)” -

formulunt hesaplamistir. Bulunan formiildeki en ilging olay ise, f = 0 secerek elde

edilen sabit fonksiyonun kesirli tiirevinin sifirdan farkli olmasidir. Ciinkii

1
I[(1-a)

D1 =D¢x" = x % #0.

Kesirli tirevlerin dogrusallik 6zelliginden yola ¢ikarak gelistirilen Lacroix’nin
yontemi, herhangi bir analitik fonksiyonun kuvvet serisi a¢ilimini terim terime tii-
reterek uygulanabilir. Ancak bu yontem genellikle kabul edilebilirlikten oldukg¢a

uzaktir, ¢inku kullanilan fonksiyon sinifi oldukga kisitlidir.



Bu erken teorik gelismelerle es zamanli olarak, kesirli hesaplamalarin ilk pra-
tik uygulamalarinin da ortaya ¢ikmas: dikkat ¢ekicidir. Bu baglamda, bunlarin ilki
olan Abel’in 1823’teki kesfidir [1, 2, 16]. Abel, Tautochrone problemine iligskin in-
tegral denklem ¢ozuimuni inceledi ve ¢6zumiin, bir integral donustimle elde edi-
lebilecegini ve bu dontisumun yar1 tiirev olarak ifade edilebilecegini kesfetti. Abel

tarafindan kesfedilen integral dontsum

A:r(x—g)—mf(.g)dg, A = sabit . (1.1)
0

bi¢imindedir. Daha sonra Abel, bu dontsiimiin sag tarafini bir fonksiyonun % mer-

tebeden kesirli tiirevi olarak asagidaki bicimde ifade etmistir:
d—l/?.

Abel’in bu ¢ozum1, Joseph Liouville tarafindan ilgi gormis ve ardindan Liouville’in,
1832 civarinda kesirli hesaplamalar ile ilgili yaptig1 ilk ve ciddi ¢alismalarinda kay-
dettigi ilerlemeler potansiyel teori problemlerinin uygulamalarinda kendine yer
bulmustur [32, 33, 34, 35]. Liouville, teorik gelismelerinde, n’nin tamsay1 merte-

bedeki tiirevler icin bilinen sonuglari kullanarak baglamistir. Ornegin
Dneax _ aneax
X - ’
ifadesi n’1n tamsay1 olmayan mertebesi igin
DZe™ = a%e™, (1.2)

biciminde genellestirilir. Fourier agilim1 kullanilarak, bircok fonksiyon kompleks

uslerin birlesimi olarak ifade edilebilir. Ornegin,

fx)= icne“n", Re(a,) >0

n=0



Yine, kesirli turevin dogrusalligini kullanarak, Liouville bir fonksiyonun «. merte-
besindeki turevi i¢in

D{f(x) = chage“”x,

n=0
ifadesini elde etmistir. Bu formil, kesirli tiirev i¢in Liouville’in ilk formuluadur [32,
33]. Ancak, bu formiil, Lacroix formiilii gibi fonksiyon sinifinin sinirli olmasindan
dolay1 kesirli tiirevin genel bir tanimi olarak kabul edilmemistir. Bu problemi ¢oz-
mek icin Liouville,

I= J th-le™>dt,  p>0,x>0
0

integrali yardimu ile ikinci bir kesirli turev formiuli elde etmeye ¢alismistir ve gui-

numiuzde ikinci Liouville formulu olarak bilinen

o F(a i ﬁ)x—a—[;’

Dext = (1) f e,

>0
formulunu tiretmistir.

Simdiye kadar anlatilan tanimlarin higbiri kesirli turevin genel bir tanimi i¢in
uygun bulunmamaistir. Daha sonraki yillarda, bir¢ok matematikgi tarafindan benzer
formiiller elde edilmistir. Ornegin, Greer [17], Liouville’in elde ettigi (1.2) formii-

linu kullanarak trigonometrik fonksiyonlarin kesirli tiirevleri igin
- na . . T .
Dge'™* = g“ (COST+181n7)(COS(ZX+ZSII‘1ax), (1.3)

formulunu turetmistir.

Joseph Fourier, bir f fonksiyonu ve bu fonksiyonun tirevleri i¢in

DIf(x) = - fmf((:)fwt”cos[t<x—s>+%]dtd(s,

- 27-( —00 —00

integral gosterilisini elde etmistir [15]. Fourier, bu gosteriliste, n € IN U {0} say1s1



yerine a € IR say1sin1 yazarak

DEf(x) = fmf(£>f°°t“cos[t<x—e>+?]dtda

2 —00 00

sonucunu elde etmistir.

Kesirli kalkuliisuin gelismesindeki en biiytk ¢alisma G. F. Bernhard Riemann’in
[51] ogrenci iken yazdig1 ancak olimiinden sonra 1892°de yayinlamis oldugu ca-
lismadir. Riemann 1853’te bir Taylor serisinin genellestirilmesi tizerine ¢alismis ve
belirli bir integral yardimiyla tamsay1 olmayan uislere sahip kuvvet serilerine uygu-

lanabilen asagidaki tanimi turetmistir:

D% f (x) = ﬁf (= )% F(E)E + (),

Bu tanim, kesirli integralin bugtin kullanilan en yaygin tanimlarindandir. Riemann,
integralin alt sinirindaki belirsizlikten dolayi, tanimina tamamlayici bir fonksiyon
olarak ¢(x) fonksiyonunu eklemistir. Fakat kesirli integralin bugiinkii taniminda
problem yaratacak bu tiir bir tamamlayici fonksiyon yoktur. Riemann ve Liouville’in
her ikisi de bu problemi ¢6zememelerine ragmen, bugiinkii Riemann-Liouville ta-
nimi ortaya ¢ikmaistir.

Bu olusuma yol actig1 bilinen en eski ¢alisma, N. Ya. Sonin 1869°da [66], Ca-
uchy’nin integral formilunu keyfi mertebeden turevlere ulasmak i¢in bir baslangi¢
noktasi olarak kullanmistir. 1872’de, A. V. Letnikov bu tanimi1 genisletmis [30, 31]
ve her ikisi de kapal1 bir kontiir integrali ile kesirli tirev tanimini vermeye calis-

mustir. Cauchy’nin tamsay1 mertebesinden tiirevler i¢in

n : (t)
[ = ;ziL(tfz)ant’

integral formilunde n yerine a! = I'(1 + a) yazilarak kesirli Cauchy integral for-

milu tamsay1 olmayan mertebeden turevlere genisletilmistir. Ancak, tam say1 ol-

mayan degerlere dogrudan genisletme, kontiir icinde bir dallanma noktas: varlig:



sorununu beraberinde getirir. Bu durumda, uygun bir kontur se¢imi, Sonin ve Let-
nikov’un calismasinda ele alinmayan bir dallanma kesimini icermesi gerekebilir.
En sonunda Laurent, Riemann-Liouville kesirli integralin gunumiuzdeki tanimini
olusturmak i¢in, Sonin ve Letnikov’un kullandig1 kapali devre yerine, Laurent don-
gusu olarak adlandirilan bir agik devre konturunu tercih etti [29]. Bu sekilde, kesirli
integralin tanimina yeni bir perspektif getirdi. Buglin, Riemann-Liouville kesirli in-

tegrali

D¢ f(x)= %Jx(x— t)* 1 f(t)dt, Re(a)>0 (1.4)

biciminde tanimlidir. Bu tanimda ¢ = —oo segilirse ifade Liouville kesirli integraline,
¢ = 0 alinirsa ifade Riemann kesirli integraline indirgenir. Bu sebepten oturu, keyfi
bir ¢ alt sinir1 i¢in (1.5), Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir. Bu
tanim literatiirde en ¢ok kullanilan kesirli integral operatoruniin tanimidir. Kesirli
integrasyon ve turevleme gosterimleri arasindaki fark yalnizca (1.5) ifadesindeki
a parametresinin isaretindedir. Ancak, kesirli integrasyondan tiireve gecis, (1.5)'un
sag tarafina negatif bir a ekleyerek dogrudan gerceklestirilemez. Sorun, sag tarafin-
daki integralin negatif mertebeler i¢in 1iraksak olma egiliminde olusudur. Bununla

birlikte, analitik devam yontemi ile literatiirde ¢ok iyi bilinen

1 x _
(W)f (x—t)f 1f<t>dt),

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi ortaya ¢ikar. Burada, n =[a],0< f =n-a <1

D& f(x) = Dix’ f(x) = DI [Dek f ()] =

d?’l
xn

d

olmak uizere a’dan buyiik en kiigiik tamsayidir.

Hemen hemen ayni yillarda, Grunwald ve Letnikov, ¢esitli sayisal yontemlerin
turetilmesinde kullanilan farkli bir kesirli tiirev tanimini ortaya koymuslardir [18].
Liouville’den farkli bir yaklasimla Grunwald (1867), bir fark bolumuiniin limiti ola-
rak farkli bir tiirev tanimi vermistir. Tamsay1 mertebeden tiirevleri belirli integ-
ral formulleri ile gostermeyi basarmis ve Riemann’in belirli integralinin sonlu bir

alt sinir olarak yorumlamistir. Ancak Liouville i¢in ayni1 seyi soylemenin mumkin



olmadigini alt sinirin —co olmasi gerektigini gostermistir. Literatiirde, Grunwald-

Letnikov kesirli tiirevi

Y (1 C | Fee—kn)
B20) L
SLDY f(x) = lim (x) = lim

a>0
h—0 h¢ h—0 he ’

bi¢ciminde tanimlidir. Letnikov bu tanimin uygun kosullar altinda Riemann ve Li-
ouville tarafindan verilen tanimlara indirgenebildigini gostermistir [30]. Bu tanim
temelde kesirli turevleri yaklasik olarak hesaplamak icin cesitli sayisal yontemlerin
turetilmesinde kullanilmaktadir. On dokuzuncu ytizyilin bu konu uzerinde ¢alisan
diger bir isim O. Heaviside’'dir [23]. Heaviside’in gesitli fizik ve mithendislik prob-
lemlerini ¢ozmek igin gelistirdigi kesirli hesap operatort, genellestirilmis tirevlerin
uygulanmasinda etkili bir rol oynar.

Weyl ve Hardy [19, 20, 70], 1917°de Lebesgue ve Lipschitz siniflarina ait fonksi-

yonlarin differentegrallerinin 6zelliklerini incelemis ve 0 < @ < 1 olmak uzere,

If@(x)z%a)f_ (x— 0" (), If¢<x>:ﬁf (t—x)* L p(r)dt,

esitliklerin sag tarafindaki integrallerin yakinsak olduklar1 varsayimi altinda ke-
sirli integarllerin yazilabilecegini gostermistir. Buradaki, I ¢(x) integrali, Riemann-
Liouville kesirli integral tanimindaki ¢ — —oco durumudur, ve genellikle Weyl kesirli
integrali olarak da adlandirilir. Literaturde, bu integrallere ayn1 zamanda sirasiyla,
sag ve sol Liouville kesirli integralleri denir.

Daha sonra 1927°de Marchaud, Grunwald-Letnikov kesirli tiirev tanimini gelis-

tirerek

. a (= (Af) a [ f)-flx-1)
MDE f(x) = )L dt:r(l_a)L Tra 4t a>0

[(l1-a tl+a

integrali ile gosterilen ve literatiirde kendi ismiyle anilan Marchaud kesirli tiire-

vini tanimlamigtir [52]. Bu kesirli tiirevin kokeni Grunwald-Letnikov kesirli tiireve



dayandigindan belirli kosullar altinda Riemann-Liouville kesirli tirevine de indir-
genir.
Kesirli hesap ile ilgilinen bir diger matematik¢i olan M. Riesz, 1938 yilindan

sonra bir dizi makale yayinlamis ve literatiirde Riesz Potansiyeli olarak bilinen

1 ® t

K1 = f Ll)_adt, Rea >0, a=1,3,5,..
2F(0c)cos(%) —oo [t =]

kesirli integralini tanimlamistir [53, 54]. Bu integral ile Riemann-Liouville kesirli

integralleri arasinda
1

Rra _ (70 a
1= (1% +1%) QT(“T”))
bi¢iminde bir iligski mevcuttur.

Riemann-Liouville kesirli tirevinin uygulamalarindaki zorluklarindan biri, adi
turev operatori yerine Riemann-Liouville kesirli turev operatori kullanilarak elde
edilen bir kesirli diferansiyel denklemin siradisi baslangi¢ kosullarina sahip olma-
sidir. Ozellikle, kesirli diferansiyel denklemin ¢oziimiintin elde edilebilmesi icin
belirli kesirli integrallerin ve turevlerin baslangi¢ anindaki degerlerinin bilinmesi
gerekmektedir. Caputo, uygulamalarda klasik baslangi¢ kosullarina sahip kesirli
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in Riemann-Liouville kesirli tirevinin tanimini
yeniden insa etmistir 7, 8].

Caputo, (n —1). mertebeden suirekli turevlere sahip olan bir f fonksiyonu igin,

kesirli turevi

DEFO)= s | =9 (di) f(s)ds,

(n—a)
integrali ile vermistir.

Bu turev operatoruntu viskoelastisite ile ilgili ¢calismasiyla literature kazandiran
ilk kisi Rabotnov [50] olmasina ragmen, giinimiizde Caputo tiirev operatorii olarak
bilinmektedir. Bu tiirev operatoriiniin Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii ile
aralarinda saglam bir bag vardir ve bir¢ok bilim dalinin uygulamalarinda oldukg¢a
sik kullanilmaktadr.

Yirminci yuzyilin ikinci yarisina yaklasildiginda kesirli hesap kendine oldukca
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genis bir calisma alan1 bulmustur. Oyle ki 1974 yilinda New Haven'da "The First
Conference on Fractional Calculus and its Applications" baslig1 altinda sadece ke-
sirli hesap teorisi ve uygulamalari ile ilgili ilk konferans diizenlendi. Ardindan ayn1
yil, Oldham ve Spanier tarafindan ¢alismalar1 1968’e dayanan kesirli hesap lizerine
ilk kitap yayinland1 [45]. O zamandan beri gunuimize kadar bircok matematikgi
tarafindan kesirli hesap teorisi ve uygulamalar1 tizerine gesitli kitaplar yazilmaya
devam etmistir [9, 10, 24, 26, 25, 38, 41, 42, 44, 48, 55, 56, 58].

Bu konuda basilan ve sadece bu konuda yayin yapmaya devam eden ilk dergi
1998 yilinda yayin hayatina baslayan "Fractional Calculus & Applied Analysis" isimli
dergidir. Son olarak, bu konuda yapilan ilk konferans 2004 yilinda Bordeaux’da
"Kesirli Turev ve Uygulamalar1" baslig1 altinda dizenlenmistir ve her iki yilda bir

yapilmaya devam etmektedir [36].

1.2 Riemann-Liouville Kesirli Operatorleri ve Laplace Dontisumu

Bir onceki bolimde Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Caputo, Weyl kesirli
tirev ve integral operatorleri gibi glinimuzde bir¢ok alanda kullanilan farkl: tiirde
kesirli tiirev ve integral operatorii tanimi vardir (7, 8, 18, 31, 30, 32, 33, 34, 35, 51,
70]. Ozellikle fizik ve miihendislik problemlerinin modelleme stiresince kullanilan
kesirli tiirev ve integral operatorleri modelleme yapabilmek icin ihtiya¢ duyulan
kesirli diferansiyel denklemlerin yap: taslarini olusturmaktadir. Bu tur denklem-
leri ¢ozmek i¢in klasik diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metotlarindan biri olan
integral donustmlere de ihtiya¢ vardir. Bu bolumde, tez boyunca elde edilecek olan
kesirli diferansiyel denklemleri olusturmak ve ¢6zmek icin gerekli literatiirde en
sik kullanilan Riemann-Liouville kesirli turev ve integral operatorleri ile Laplace
dontisumunun tanimlar: verilecektir. Ayni zamanda yine bu operatorler ve dontisu-
min bazi 6zelliklerine yer verilecektir. Ek olarak tez boyunca kullanilacak olan 6zel

fonksiyonlarin tanimlar: ve 6zel durumlari verilecektir.

Tanim 1.1 Bir f(t) fonksiyonunun v. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integ-



rali, integralin varligi kosulu altinda

D7V f(r)= %V)J;T(T—U)v_lf(ﬁ)dﬁ, Re(v)>0 (1.5)

bi¢iminde tanimlidir [25, 42, 45]. Buradaki I'(.) fonksiyonu literaturde ¢ok iyi bili-

nen Gamma fonksiyondur ve
[(o)= J " Lexp(-1)dt, Re(c)>0
0

bi¢ciminde tanimhidir [3, 13, 46].

Tanim 1.2 Literatiirde, Re(o) > 0,x > 0 olmak tzere y(o,x) ve I'(0,x) ile gosterilen

Eksik Gamma fonksiyonlar1 sirasiyla

T
y(o,7) = f us! exp(—u)du,
0

I'(o,7)= f uLexp(-u)du,
T
bi¢iminde tanimlidir [3, 13, 46] ve su 6zellige sahiptir:
y(o,t)+T(0,7)=I(0), (Re(o)>0).

Tanim 1.3 Bir f(7) fonksiyonunun Laplace doniisimd, integralin varlig1 kosulu al-

tinda

F(s) = L{f(1);s} = J- exp(—st)f(t)dt, Res>0 (1.6)
0
biciminde tanimlidir [11] ve ters Laplace doniisumi

f(Tr)= L7YF(s);1) = — Jc+mexp(sr)F(s)ds, Res>0 (1.7)

c—ico

bi¢iminde tanimlidir [11].
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Tanim 1.4 f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin konvolisyonu

(F *g)x) = fo f(D)glx - ),

bi¢ciminde tanimlidir.

Bu tanima gore, f *g = g* f oldugu asikardir. Literatiirde ¢ok iyi bilinen Laplace

doniisumi i¢in konvolisyon teoremi asagidaki bicimdedir [11].

Teorem 1.1 L{f(x)} = F(s) ve L£{g(x)} = &(s) olsun. Bu durumda

bicimindedir.
Bu teoreme gore, bir f(f) fonksiyonunun v. mertebeden Riemann-Liouville ke-
_ I

sirli integralinin Laplace dontisiimii, £{f(x)} = F(s) ve L{t""1} = S—VV) olmak tizere

Lz:{tv—l}z:{f(t)} =sPF(s) ,p>0 (1.8)

LD (01 = 555

olarak hesaplanir [42].
Kesirli hesapta en sik kullanilan 6zel fonksiyonlar Mittag-Leffler fonksiyonu ve
genellemeleridir. Bu fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar: iceren, kesirli hesapta sikca

kullanilan Laplace dontisimleri su sekildedir.

Tanim 1.5 Mittag-Leffler tarafindan tanimlanan ve ismiyle anilan fonksiyon Re a >

0 ve her z € C i¢in

(o) Zn
Eal2) = ZF(an+ 1)

n=1
biciminde seri gosterilisine sahiptir [43].

Bu fonksiyonu iceren Laplace dontsimii

LA{E, (x2%);st =51 (1 —xs79)"! (1.9)

11



bi¢imindedir.

Tanim 1.6 Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak da bilinen Wiman fonk-

siyonu Rea > 0, Re § > 0 ve her z € C i¢in

- zt"
E,p(2) = Zm

n=1

biciminde seri gosterilisine sahiptir [71].

Bu fonksiyonu igceren Laplace dontusumu
E{zﬂ_lEa,ﬁ (xz“);s}:s_ﬁ(l —xs7o)! (1.10)

bi¢cimdedir.

Tanim 1.7 Prabhakar tarafindan tanimlanan Rea > 0,Ref >0,Rey >0veherze C

icin

biciminde seri gosterilisine sahiptir [65].

Bu fonksiyonu iceren Laplace donusumu

E{zﬂ_lEy

ap (XZ");S} =5 (1-xs79)7 (1.11)

bi¢cimdedir.
Simdi tezin amacinda rol oynayacak olan 6zel fonksiyonlar1 ve 6zel durumlarini

tanimlayalim:

Tanim 1.8 Bansal ve Kumar tarafindan tanitilan W10 (z) ve W0 (2) ile goste-

12



rilen eksik I-fonksiyonlarinin Mellin-Barnes tipi integral yardimiyla gosterilisi

(u1; Ui, X), (Ml‘, Ui)2 n (”i& Uif)n+1,pg

(r Hg;;gw(z): (r U;;;;’;N z ’ (1.12)
(U]; ‘/])l'ml(vjfl ‘/]f)m_'_l,q[
1
=— | K(&x)z¢d 1.13
2 J, (&x)z7=d¢ (1.13)

bi¢imindedir [5]. Burada

D=y = Uy, TTT (v + V;€) [TT (1 - ;- Usé)
':1 1:2
K(&,x) = ———— ! - , (1.14)
o .n1r(1—vje—vje£),n1r<uie+U1-gé)
= J=m+ 1=n+

ve

(uy, U1, x), (4, Uj), , (g, Uig)

Npmn (z)= Opmn 1z ' ntlpe (1.15)
(7}]', ‘/j)l,m' (vje’ ‘/jg)m%-l;‘ﬁ
1
= — | L&, x)z7%4d¢, 1.16
2 J, (&,x)z7°dE (1.16)

bi¢imindedir. Burada

n

y(1—uy — Uy &, %) i T(vj+V;&) [TT (1 -u; - U;é)

(%) = ——— 7! ” =2 , (1.17)
gzl[. [ 1T(1 —vje - Vie&) l_llr(uie+ Uic€)
=1|j=m+ i=n+

bi¢cimindedir. Buradaki L uygun bir integral egrisi olmak tizere, 0 <n < p, ve 1 <
m < g, olacak sekilde m,n,pe,qp € No,i =1,...,pg,j = 1,...,q¢ bigiminde ve Uy, Vi €
R", u;,v; € C ve x > 0 olmak iizere, K(&,x) ve IL(, x) fonksiyonlar: (1.14) ve (1.17)

bi¢ciminde tanimlidir.

(1.12) ve (1.15) ile tanimlanan fonksiyonlar parametrelerin 6zel se¢imi ile asag1-

daki 6zel fonksiyonlara indirgenir:
(i) (1.12) ve (1.15)ile tanimlanan fonksiyonlarda x = 0 secilirse Saxena tarafindan

13



tanimlanan

(u1, Uy, 0), (”i! Ui)z,n (ui€1 Uif)n+1,p€
(”I]]', V')l,m’ (vj€1 ng)nﬁ—l,qg
(i, Uiy, (i Uie) i p,
z

v~,V~) ,(v~ % )
( J 1,m’ \710 7t m+1,q¢ |

(T)Im,l’l

peder |?

_ mn
Pesqer

(1.18)

~

fonksiyonu elde edilir [59].

(ii) (1.12) ve (1.15) ile tanimlanan fonksiyonlarda r = 1 secilirse py = p ve g, = ¢

olmak lizere, Srivastava tarafindan tanimlanan

(1, U1, %), (3, Ui )y, (13, Ui) i

P,t},l

(7/]', V.)Lm'(v]" ‘/j)m+l,q

(l/ll, Ul,x), (u" U)

= Iz i (1.19)
('U]', Vj)l,q
ve
(V)Imr” (I/Il, Ul,x),(ui, U,‘)Z,n(ui, Ui)n+1,p

p.g.1

(7/]', V] )1,m ’ (7/]', V] )m+1,q

(ulf Ul,x), (ui; Ui)

, 2p
= Vpa |2 y (1.20)

bi¢ciminde eksik H-fonksiyonlari elde edilir [4, 69].

(iii) (1.12) ve (1.15) ile tanimlanan fonksiyonlarda r =1, m =1, n=p, = p, q, =

qe+l=q+1,vi=1-v, Gj=1,..,9+1),u;=1-u;,(i=1,..,p),v1 =0, V; =1 ve
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z = —z secilirse

(1 —Uuy, Ul,x),(l —Uuj, Ui)z,n(l —Uuj, Ui)

F)ILP — n+1,p
paril 0,1),(1-v;,V;
( ’ );( v]l ])2’q
(uy, Uy, x), (u;, Us)
=%z vee (1.21)
(vj'Vj)l,q
ve
1,p (1 — Uy, Ul,x),(l —Uuj, Ui)z,n(l — U, Ui)n+1,p
fpas11| 7 0,1),(1-v;,V
(0, );( —Vj j)2,q
(u1, Uy, x), (u;, Us)
=" |2 i (1.22)
(vj"/j)l,q

bi¢ciminde Srivastava tarafndan tanimlanan eksik Fox-Wright W-fonksiyonlar1

elde edilir [69].

(iv) (1.12) ve (1.15) ile tanimlanan fonksiyonlarda r =1, m =1, n =p, = p, q¢ =
ge+l=q+Lvi=1-v,(j=1.,9+1), u; =1-u;, (i =1,..,p), v441 =0,

Vq+1 =1,z=-2,Uy=1,(i=1,..,p), V]-g =1,(j=1,..,9+1), ve z=—z segilirse

(1-ug,1,x),(1-u;,1), (1 —u;1)
L) Gt PRI TR el (1.23)
parid (0,1),(1-v;,1)
’ ’ ]l 1,q
(ul’x)’(ul)z,p
= )z (1.24)
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ve

(1-uy,1,x),(1=u;,1), (1 —u;1)
_, 1 2,p v 2p+l,p (1.25)

(0,1),(1 —v]-,1)1’q

(1.26)

bi¢iminde Srivastava tarafindan tanimlanan eksik genellestirilmis hipergeomet-

rik fonksiyonlar elde edilir [68].

(v) (1.12)ile tanimlanan fonksiyonda r = 1 ve x = O se¢ilirse, { =1, py=pveqr=q

olmak uzere

(uy, Uy, 0)’ (1, Ui)Z,n (uj, Ui)

(vj’ V])lm ! (vj' Vj)m+1,q

(uit Ui)l,p (1 27)

(v]" \/j)l,q

(F)Im n n+1,p

2] _ m,n
g1 & _HP'Q 2

bi¢iminde Fox’in H-fonksiyonu elde edilir [40, 67].

(vi) (1.12) ve (1.15) ile tanimlanan fonksiyonlarda r =1, m =1, n = p, = p, q¢ =
qe+1=1+qvi=1-v;,(j=1.,9+1), u; =1-u;, (i =1,..,p), vge1 =0,

Vis1 =1, 2= -z ve x = 0 secilirse

Iy Lp (1—uy, Uy, 0), (1 =1, Up)y (1 =13, U)o
Ip,q+1,1 —Z (1.28)
(0,1),(1—vj,\/j)1q
(u-,U-)
=,z (1.29)
(vj"/j)l,q

biciminde Fox’in W-fonksiyonu elde edilir [40, 67].

(vii) (1.12) ile tanimlanan fonksiyondar=1,m=1,n=p,=p,q,=qr+1 =1+,

vi=1l-v,(j=L.,9+1),u; =1-u;, (i=1,..,p),v51 =0, Vo1 =1,2=-z
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Ue=1,(i=1,...p), Vie=1, (j=1,..,9+1) ve x = 0 secilirse

(1-u1,1,0),(1—u;, 1), , (1 —u;1)
2 S (1.30)

(1-v;1),(1 —v]-,1)1,q

= F |z ’ (1.31)

bi¢ciminde genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon elde edilir [14, 40, 67].

Tanim 1.9 Srivastava ve meslektaslar1 tarafindan tanitilan [69], 7;%”(2) ve f;n"qn(z)
ile gosterilen eksik H-fonksiyonlarinin Mellin-Barnes tipi integral yardimiyla gos-

terilisi

- _ (u, Upsaq :x), (u;, U ;) o, (15, Uj)
T(z)=Thr |2 & & 7 (1.32)
(v],‘/])l,m'(v],‘/];ﬁ])m.'_l,q
1 _
= | G(&,x)z7¢dE, 1.33
i | Gtemetas (1.33)

bi¢cimindedir. Burada

[T(1-u;—U & %)™ ﬁ F(v]- + V]cf) [T(1—u;—U;&E)]"
o) = j=1 =2 , (1.34)

[ [r(1-v-v;e)" 11 T+ i)

j=m+1 i=n+l

ve

(ulr Ul;al : X), (uit Ui;ai)z,nr (ui’ Ui)n+1,p

Vo B =7, |2 (1.35)
(vj; Vj)l,m’(v]" V];ﬁ])m+1,q
1
-~ 1= =&
=5 Lg(é,x)z dé, (1.36)
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bi¢cimindedir. Burada

=

[y (1 =1y = U &)1 T1T(vj+ V;&) [T (1= ;- U &)
7E )= = — )

[ [F(1=v-ve)]" 11 Tw+ue)

j:m+1 ]:1’[+1

bi¢cimindedir. Buradaki L uygun bir integral egrisi olmak tizere, 0 <n <pvel <m <

g olacak sekilde m,n,p,q e Ng,i=1,...,p,j =1,...,q biciminde ve U;, V; e R", u;, v

r Vi i €

]
C ve x > 0 olmak iizere, g(&,x) ve G(&,x) fonksiyonlar1 (1.37) ve (1.34) bi¢ciminde

tanimlidir.

(1.32) ve (1.35) ile tanimlanan fonksiyonlar parametrelerin 6zel se¢imi ile asag1-

daki ozel fonksiyonlara indirgenir:

(i) (1.32) ve (1.35) ile tanimlanan fonksiyonlarda i = 1,...,n i¢in a; = 1 ve j =

m+1,..,4q icin [Sj = 1 secilirse

(ul) Upl: x)’ (l/li, Ui;l)z,n'(ui' Ui)

T z n+1,p
P9
(Vi) (2 V3 1)
(uq, Uq,x),(u;, U;)
= L' |2 e (1.38)
pq (v' V)
]’ 19
ve
Sl (1, Ups 12 x), (5, Uis 1), (143, Ui
pA )
(v]'; V~)1’m,(1}]‘, ‘/j’l)m+l,q
_ ol (ul,Ul,x),(ui,Ul-)z’p (1 39)
= Vpag v .
(”I]]', j)l,q

biciminde eksik H-fonksiyonlar: elde edilir [4, 69].

(ii) (1.32) ve (1.35) ile tanimlanan fonksiyonlarda i = 1,..,ni¢cin a@; = 1, j = m +

1,..,qiginﬁj:1,m:1,n:p,q:q+1,v]-:1—vj, (G=1,.,9+1),u;=1-u;,
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(i=1,..,p), V441 =0, Vg1 = 1 ve z = —z secilirse

(1 —Ll],Ul}l IX), (1 — U, Ui;l)z,p’ (1 — U, Ul)

f;;’,z-rl 2 p+1L,p
(0,1), (1—v]-,V]-)Lq
(uy, Uy, x), (u;,U;)
= w2 v, (1.40)
(v]"V]')l,q
ve
—p,g+1 (1_u11U1;1 :x)’ (1_uirUi;1)2,pl (1_111'; Ui)p+l,p
Yip |77
(0,1), (1‘”i'Vf)z,q'(l‘”J'"’J"l)q+1,q
(uy, Uy, x), (u;,Uj)
= w2 e (1.41)
(vj"/j)l,q

bi¢iminde Srivastava tarafindan tanimlanan eksik Fox-Wright W-fonksiyonlari

elde edilir [69].

(iii) (1.32) ve (1.35) ile tanimlanan fonksiyonlarda i = 1,..,ni¢cin @; =1, j = m +
1,..,qigin[3’]~:1,m:1,n:p,q:q+1,v]-:1—vj,(j:1,...,q+1),ui:1—ui,
i=1,.,p),v41=0,V,1=1,V.=1,U; =1 for (i =1,...,p) ve z = —z segilirse
i =1,..,p), v, 0, V, LVi=1LU=1for(i=1,..,p ili

f[l),q+1 _, (1_”1:1;1:x)l(l_”i;1;1)2,p;(1_Uiyl)p+1'p
P
(1—v]-,l)l,q,(l—v]-,l,l)qﬂ’q
(ul,x),(u-)
E v (1.42)
(vj)l,q
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ve

(1-up, Uplix), (1-u, Ui;l)z,pf(l —u;, Uj)

(0,1),(1-v;,V;), (1 v],V],l) g

—pq+1 p+l,p

1,p —Z

(ullx)’ (ui)2,p

(v,

bi¢iminde Srivastava tarafindan tanimlanan eksik genellestirilmis hipergeomet-

= V4| , (1.43)

rik fonksiyonlar elde edilir [68].

(iv) (1.32)ile tanimlanan fonksiyondai=1,..,nigina; =1, j =m+1,...q igin [3’]- =1

ve x = 0 secilirse

=m,n (l/ll, Ulll : O)I(uil Ui;l)zln,(ui, Ul)

I,pq . n+l,p
’ (V]',V]‘)l ( ]’V]’l) m+1,q
= H |z (5, Ui p (1.44)
’ (vj"/j)lq

bi¢ciminde Fox’in H-fonksiyonu elde edilir [40, 67].

(v) (1.32) ve (1.35) ile tanimlanan fonksiyonlarda i = 1,...,ni¢in a; = 1, j = m +
1,.,q i¢in Bi=l,m=1,9g=q+1,n=p,v;=1-v;, (G=1.,9+1),u;=1-u;,

(i=1,..,p),v41 =0, Vgy1 =1, 2= -z ve x = 0 secilirse

fp’q_,_l , (1—141,U1;1 : 0), (1—141', Ui;l)Z,p' (1 — U, Ui)p+1,p
1,p -
(011); (1 _7/]', Vj)l,q
(u" U)
= p\Ifq z ' VLp y (145)
’V]"/])l'q

bi¢iminde Fox'in W-fonksiyonu elde edilir [40, 67].

vi) (1.32) ile tanimlanan fonksiyonda i = 1,...,n icin a; = 1; j = m+ 1,...,g icin
y ] ¢ j ] q 1¢

ﬁj =1;j=m+1,..,99=q+1,m=1,n=p, v = 1—v]~, (j=1,.,9+1),u;=1-u;,
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(i=1,.,p), 0541 =0, Vg1 =1,z2=-z U; = V; = 1 ve x = 0 secilirse

—1p (1-uy,1;1:0), (1—ui,1;1)2’p, (1—ui,1)p+1’p
l"p’qH -z
(0,1), (1—v]~,1)1'q
(ul‘)llp
— qu e , (1.46)
vj)l,q

biciminde genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu elde edilir [40, 67].

2 MATERYAL VE YONTEM

Kaotik hareket gosteren dinamik sistemlerin anormal reaksiyonunu ve reaksiyon
kinetigini agiklamak icin, kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklemler tizerinde
durulur. 1994 yilinda Zaslavsky [74], Hamiltonian Kaos i¢in kesirli reaksiyon denk-
lemini incelemis ve daha sonra 1997 yilinda Saichev ile birlikte reaksiyon denklem-
lerinin ¢éztimleri ve uygulamalari tizerine tartismiglardir [57]. Basit bir tiretme-yok
etme mekanizmasi i¢in incelenen kesirli reaksiyon denklemi 2000 y1linda Haubold
ve Mathai tarafindan ve 2002 yilinda Saxena ve meslektaslar: tarafindan genisletil-
mistir [60, 61, 62].

Bu bolimde daha once Haubold, Mathai, Saxena ve meslektaslar1 tarafindan ve-
rilen kesirli reaksiyon denklemlerinin birlestirici ve genisletici bir ¢6zumu [22, 60,
61] tzerinde durularak, bu konu ile ilgili Saxena Mathai ve Haubold’un "Solution of
the fractional reaction equation and the fractional diffusion equation" isimli ¢alis-
mas1 ve Mathai ve Haubold'un "The Fractional Kinetics Equation and Thermonuc-
lear functions" isimli calismalarinin kisa bir 6zeti verilecektir [22, 64].

Bu bolumde elde edilmis sonuglarin ¢ogu, genellestirilmis Mittag-Leffler fonksi-
yonlar1 ile ifade edilmistir ve bu ifadeler, sayisal hesaplamalar i¢in uygun bir yapi
sunar [22].

Gunes benzeri bir y1ldizin teorik modellemesi, y1ldizin i¢sel yapisini ve evrimini

anlamak i¢in temel bir ¢cerceve sunar. Bu modelleme, belirli varsayimlar altinda ger-
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ceklestirilir: Yildizin kiiresel simetriye, donmesizlige ve manyetik alan olmamasina
sahip oldugu dusunuliir [22]. Ayrica, termal ve hidrostatik denge kosullar: karsila-
nirken, kimyasal bilesimin homojen olmadig: bir durumu ele alir [22].

Bu teorik modelleme, y1ldizin 6zelliklerini karakterize eden kitle, parlaklik, yu-
zey sicakligi, yaricap, merkezi yogunluk ve merkezi sicaklik gibi parametreleri ice-
rir. Yildizin i¢ yapisini tanimlayan dort adet bagimsiz, lineer olmayan, birinci de-
receden diferansiyel denkleme ek olarak, denklem durumu, niikleer enerji tiretim
hiz1 ve opaklik gibi ek bilgilerle desteklenir [22].

Yildizin evrimi, kimyasal bilesiminin degisimini agiklayan ikinci bir diferansi-
yel denklemler sistemi tarafindan yonetilir. Bu kinetik denklemler, her bir kimyasal
turun yok olma ve tretme hizlarini tanimlar. Bu evrimsel stiregler, biyokimyasal re-
aksiyonlardan alinan modelleme yontemlerinden ilham alir ve kimyasal reaksiyon
aglari, dengesiz durumlar ve salinimlar gibi karmasik olgular icerir [22].

Termontukleer reaksiyonlarin kararlilik incelemeleri, hentiz tam olarak ¢oziime
kavusmamis olup, bu reaksiyon zincirlerinde olasi kararsizliklarin Guines gibi yil-
dizlarda dikkate alinmasi gerektigine dair bir farkindalik vardir [22].

Reaksiyon kinetigi ve geri bildirim mekanizmalarinin karmasikligini anlamak
amaciyla temel bir denklem tzerinde durulmaktadir. Bu denklem, reaksiyon mik-
tarini temsil eden X(t)'ye odaklanmakta olup, ‘il—)f terimi ile reaksiyonun yok etme

hiz1 d, ve uretme hiz1 p, arasindaki dengeyi ifade etmektedir:

Genel formdaki bu denklemde, yok etme ve tiretme hizlar1 d, ve p,, reaksiyon mik-
tarina X’e bagli fonksiyonlar olarak dustinulur: d, = d,(X) ve p, = p,(X). Bu baglilik,
reaksiyonun karmasikligini artirir ¢iinkii yok etme veya uretme, anlik reaksiyon
miktar1 X(f)’ye ek olarak ge¢misteki degerler X(t),7 < t tizerinden de belirlenir.

Matematiksel olarak, bu bagimlilik su sekilde ifade edilebilir:

dX

E = _dr(Xt) + pr(Xt)r
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burada X; fonksiyonu, ge¢misteki reaksiyon miktarini temsil eder: X, (t*) = X (t — %),

* > 0. Ozel bir durumu ele alarak,

dX
E = —OCX(t),

denkleminde a > 0 sabiti ile ifade edilen durum, reaksiyon miktarinin azaldigini
belirtir. Bu ifadeler, reaksiyon kinetigi ve geri bildirimin karmasikligini vurgulaya-
rak, glines benzeri yildizlarin i¢sel yapisinin anlasilmasina katki saglar [22].

Sonug olarak, yildizlarin kompleks i¢ yapilari ve evrimsel sureglerine dair teorik
bir cerceve sunarken, gelecek boliimlerde daha genis kapsamli sonuglarin ¢ikarila-
cagina isaret eder.

Yazarlar, calismalarinda diferansiyel denklemin standart ¢cozumunu tartisirken,
daha sonra kesirli diferansiyel denkleme genisletip ¢cozmuslerdir [22].

Tirlerin uretimi ve yok edilmesi, i tirunun X; say1 yogunlugunu zaman i¢inde
degistiren kinetik denklemlerle agiklanir. (ocv),,,, m ve n turlerini iceren bir etkile-
sim icin reaksiyon olasilig1 olsun. i tiirinu tireten veya yok eden tim reaksiyonlar

uzerinden toplam hesaba katilirsa,

dx;
e inxjwv)ij + ZXle<av>kl, (2.1)
]

k,1=i

kinetik denklemi elde edilir [21]. p kutle yogunluguna sahip bir gaz i¢in 7 tiiriniin

X; say1 yogunlugu, bollugu Y; ile temsil edilmek uzere

X;: X; = pNy =L,

i i P AAi

bagintis1 ile verilir. Burada N4 Avogadro sayis1 ve A; kiitle biriminde i turtinun
kitlesidir. i turtinun yok edilmesi i¢in j tura tarafindan belirlenen ortalama omur

Tj(i) ve A;(i), j turt ile etkilesimde bulunan i tiirinin bozunma hizini temsil etmek

uzere
A.(i)— 1 —;i'<()l/>"—‘)N4 ].<()L>"
] I](l) ] H A] v’
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bagintisi ile verilir [21]. Bu denklem, (2.1) kinetik denklemi igin (ov);;'nin fiziksel

onemini ortaya koyar. (2.1) denklemi

X,
dt

=-X;yi+X;6; = —(y; — 0;)X;, (2.2)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada a;, birim hacim basina birim zamandaki istatistiksel
olarak beklenen i tiirinun yok edilen reaksiyon sayisidir. Ayni zamanda a; reaksi-
yonun ilerleme hizinin bir élciisiidiir. Ote yandan X;6;, sabit bir X; i¢in bir birim
hacim basina birim zamandaki istatistiksel olarak beklenen i turuniin uretilen re-
aksiyon sayisidir. i turtinin say1 yogunlugu X; = X;(t), zamanin bir fonksiyonu iken,
(0V)n, termoniikleer fonksiyonlari icerdigi i¢in [21], sadece gazin sicakligina bagl
degil ayn1 zamanda ¢ ve N;’ye de bagli olmadig1 varsayilmaktadir. Buna gore, (2.2)

denklemi i¢in tg farkli durum s6z konusudur:

ai:yi—éi:O, a; <0 ve a;>0.

Bu durumlarin ilki olan a; = 0 durumu, X;’nin zaman i¢inde degismedigi anlamina
gelir, yani X;, i tirunu igeren ileri ve geri reaksiyonlarin dengede oldugu bir de-
ger halini alir ve bir sabit nokta olarak adlandirilir. Bu durumun disindaki «; < 0
durumunda, i tirunun tretilmesinin ve a; > 0 durumunda, i turtnin yok edilme-
sinin On plana ¢iktigini gosterir. @; > 0 durumu igin, t = 0 anindaki i tiirinun say1
yogunlugu X;(t = 0) = X ile verilmek tzere asagidaki baslangi¢c-deger problemi
gerceklenir [22]:

= —aiXi(t). (23)

Bu problem i¢in ¢ozumiin

Xi(t) = Xoexp(-a;t),

oldugu asikardir. Bu ¢ozimdeki ustel fonksiyon, degiskenin degerine bagli olarak

degiskenin yok olma hizinin degerine orantili oldugu lineer bir tek boyutlu diferan-
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siyel denklemin ¢6zimunu temsil eder [22].
Haubold ve Mathai [22], (2.3) denkleminde i indisini ihmal edip, Riemann in-

tegral operatorii oDy ! ile gosterilmek iizere
X(t) - Xo = —aoD; 1X(1), (2.4)

biciminde integre etmislerdir. Daha sonra, bu denklemde (D;! Riemann operatorii
yerine v. mertebeden (D; ¥ Riemann-Liouville kesirli integral operatoru kullanarak,

(2.3) denklemine karsilik gelen
X(t)—Xog=-a"qD;VX(t), (2.5)

kesirli kinetik denklemini ve Laplace donusumunu kullanarak ¢ozimunu

_ o (_1)k vk
) _XO;M(M) , (2.6)

biciminde elde etmislerdir[22]. Bundan sonraki ¢alismalarinda Saxena, Mathai ve
Haoubold [64] tarafindan daha genel olan birlestirilmis kesirli reaksiyon denklem-

leri Uzerine ¢alismislar ve asagidaki teoremi ispat etmislerdir.

Teorem 2.1 Re( ) >0,a;>0,j € Nvef(t), R" iizerinde taniml1 belirli bir fonksiyon

olsun. Bu durumda,
s
X(t) - Xof (t) Z ajoD; ' X(t (2.7)

birlestirici reaksiyon denklemi ¢ozulebilir ve ¢ozum rq,...,r, olmak tzere r{ +... +
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r,—1 = I kosulunu saglayan tum negatif olmayan tamsayilar olmak tzere

00 (l)' n—-1 "
X0=Xo) 0" ) 5l [(ae)

1=0 r+..4r,_1=l pu=1

ZV+1 1
ff t—uy= ETY ey (- w) du, (2.8)

olarak elde edilir [64].

Saxena, Mathai ve Haoubold ayni ¢alismada, bu teoremin 6zel hallerini incele-

mis ve asagidaki denklemleri ve ¢ozumleri elde etmislerdir. Teorem 2.1’ de v; =

jv,a; = (?)cjv (j € IN) secilirse, asagidaki genellestirilmis kesirli kinetik denklem ve

¢Oozumunu veren teorem elde edilir [64].
Teorem 2.2 Re(v)>0, ¢ >0 ve f(x) € R ise, o zaman asagidaki denklem saglanir:

X(t) = Xof (£) = —Z(':)CWD;WX(t), (2.9)

r=1

ve ¢ozumu su sekildedir:

Odt_[ f)E, | [=c"(t—u)"]du, (2.10)

burada E”

v,1’

genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonunu temsil etmektedir [64].

Bu teoremde n = 1 ise, Hille ve Tamarkin’in 1930’da verdigi asagidaki sonug elde

edilir [64].

Onerme 2.1 Re(v)>0,c>0ve f € R olmak tizere,
X(t)=Xof(t) ==c¥oD; VX (1), (2.11)
integral denkleminin ¢6zuimu:

t
X(t) :XO%L f(T)E, [-c"(t-1)")dT, (2.12)
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olarak verilir. Burada E, Mittag-Leffler fonksiyonunu temsil etmektedir [64].

3 BULGULAR ve TARTISMA

Literatiirde bir¢ok calismada, Teorem 2.1 ve Teorem 2.2’de verilen kesirli reaksi-
yon ve kesirli kinetik denklemler icin secilen f(t) 0zel fonksiyonlar i¢in elde edilen
denklem ve ¢oziimleri uygulamalarda oldukga yararli sonuglar elde edilmesini sag-

lar. Ornegin, Choi ve Kumar [27], n=1 ve

m n
[T (v;+V;&) [T (1 —v; - V;€)
- B =1 j=1
QpKIqK’TK;p(é) TP 9k Px
Z Ty ]—[ Iw(l_ij_VjKS) l_[ Iw(uiK'i'UiKS)
k=1 j=m+l j=n+1

olmak uzere

(ui! Ui)l,n’ [TK (Ui UiK)]n+1,pK:f
R N

1 _
=5 Qe ep(&) (1) cde (3.1)

f(t) =t IN[H = MNP |t

L

icin

X(t) - Xt Ny hto (i Uiy [T (i Une i1,

et v 1% =—cy oD; " X(t)
(Vj; j)l,m,[TK(ij’ jK)]m+l,q,<;p

(3.2)
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kesirli kinetik denklemin ¢ozimunu

o

X(1)=Xot*2 ) (~egt")"
k=0
m,n+1 o (1 - A, U); (ui; Ui)l,n: [TK (uiKl (2 - A—vk, G)’ UiK)]n+1’pK;p
X NPK+L‘7K+1'T’<;p ht v Y
DR T
(3.3)

olarak bulmustur. Burada fonksiyonun kompleks integral gosterilisi incelendiginde
cekirdegin, yani Qp o ..(s) fonksiyonunun tek degiskene bagl oldugu goériilmek-
tedir. Literaturdeki bir¢ok ¢alismada kesirli reaksiyon ve kinetik denklemler bu se-
kilde integral gosterilisinde ¢ekirdegi tek degiskene bagli 6zel fonksiyonlar i¢in in-
celenmis ve ¢oztiilmustir. Tezin bu bolumiinde, iki degiskenli ¢cekirdek yardimiyla
tanimlanan 6zel bir F fonksiyon sinifi tanimlanarak, bu fonksiyon sinifi i¢in kesirli
reaksiyon ve kesirli kinetik denklemlerinin farkl: tipte 6zel halleri ve ¢oziimleri in-

celenecektir.

Tanim 3.1 &£(t) fonksiyonu, asagidaki kosullar: saglayan belirli bir ¢ekirdek fonksi-

yonu [E(&, x) i¢in Mellin-Barnes tipi bir kontur integral temsili ile tanimlanir:

E(t) L J E(&,x)t ¢ dE.
L

T 2mi
Burada:
* [E(&, x) gekirdek fonksiyonu analitik,

* L =L;(ceR), kompleks diuzlemde c gercel bir say1 olmak izere dogrusal bir

yol olarak secilir. Bu yol, ¢ —ico noktasindan c¢ + ico noktasina uzanair.

* t reel olmayan bir sayidir ve t # 0 olmalidir.

Bu genel tanim altinda, £(t) fonksiyonu, gesitli analitik ¢ekirdek fonksiyonlari

[E(&, x) i¢in integral temsili ile ifade edilir. Bu tanim ile £(¢) fonksiyonunun hangi
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tiurden cekirdek fonksiyonlarina sahip oldugu ve integralin nasil hesaplandig: ge-
nel bir sekilde agiklanir. Cekirdek fonksiyonunun daha spesifik 6zellikleri bu genel

tanimi1 daha fazla kisitlayarak belirlenebilir.

Tanim 3.2 [E(&, x) analitik bir ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere asagidaki ozellikler

gerceklensin:

(1) P(&,x) ve Q(&, x) analitik fonksiyonlar olmak tizere,

IE(E, x) =

bi¢iminde kesirli bir fonksiyon olarak ifade edilebilsin.

(2) E(&,x) gcekirdek fonksiyonu, & ve x ‘e bagli olarak sinirli olsun, yani

lim E(&,x) =0,

|&]—>00
olsun.

(3) E(&,x) fonksiyonunun belirli bir R > 0 yari¢apinda yani || < R i¢cinde analitik

olsun.

Bu kosullar1 saglayan [E(¢,x) cekirdek fonksiyonlari, asagidaki gibi bir fonksiyon

sinifini olusturur:

F = {E(t) |E(t) = 27111_ L g((‘zi)) t4dE,L=Lio(ceR) t # o}.

Burada F kumesi, gesitli £(¢) fonksiyonlarini igeren bir siniftir. Bu fonksiyonlar, ta-
nimi1 belirtilen kosullar: ve ¢ekirdek fonksiyonlarini sagladiklar: siirece bu kiimede

yer alir.

Teorem 2.1 ve Teorem 2.2°de verilen kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklem-

leri £ € F olmak uzere

f(t) =271 (atth),
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fonksiyonu i¢in incelenirse tezin amacina hizmet edecek olan asagidaki ana iki te-

orem elde edilir:

Teorem 3.1

X(t) - Xot* L& (atth) = Z aj oD; ' X(t) (3.4)

kesirli reaksiyon denkleminin ¢ozimu

) n—1 T
1), (=a;t™)
_ _1\pP ’7 p+ 1
X(t)—XOE (-1) E (K1 Knl | | i) Z (7)!
p=0 K+ +Ky_1=p n=1 7=0

n—1

L vpartd-l ] T(8 - pé)

XY 27 J;IE(E,x)F( n-1 ]

aMrEdE,  (3.5)
VIT+O+ ) Vi1 — pé
n=1
bi¢gimindedir. Burada £ (a’\t") fonksiyonu iki degiskenli ¢ekirdege sahip kompleks

bir integraldir.

Ispat:

po-1

—J E(&,x)t " a e de, (3.6)
L

fty=t71e (ate) = o

olmak uizere fonksiyonun Laplace donusumu

CIf(t)s) = f(5) = —— j E(&, x)T(6 - )5 da e de, (3.7)
L

271

kullanilarak (3.4) kesirli reaksiyon denkleminde esitligin her iki tarafina Laplace

dontsumu uygulanir ve £{X(t);s} = X(s) yalniz birakilirsa

[ Be oo peesvaea
1 1
27 l+a;sVi+..4+a,57"

X(S) :XO

’
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elde edilir. Bu esitlik duizenlenirse

n
Zajs_vf <l4+ais™
j=1

kosulu altinda

1

n-1 ¢
0 [ 2 aj+15_vj+l)
X(s) = Xo=— Lm(g,x)sﬂé—ér(a - pE)aNde Yy (1)

=0

j=1

27-(1 (1 +a15_v1 )€+1

bi¢iminde yazilabilir. Burada

Sl (p)! Lk,
(ZXK]: Z mrl[xﬂ,

k=1 ki+..+k,_1=p p=
binom a¢ilim1 uygulanirsa

1
X(s) = Xo-— LIE(é,xﬂ‘(é —p&)a ¢

n-1

n—1 k, | — L Mne1tpE=o
o (p)' {nljl (a17+l) I}S n=1
—_1)\P . d ,
ALV L W (e ¢

p=0 ki+..+k,_1=p

bi¢ciminde yazilir. Bu fonksiyonda, iyi bilinen

L1 {5_7 (1 — as"g)_é;t} = ty_lE‘ﬁS,y (atﬁ)

31



formiula kullanilarak ters Laplace dontisumii uygulanirsa

00 ()' n-1 r
X(H)=Xe) (-1 )~ —<k1>!.f)<kn_1>! (aml)}

p:O k1+...+kn_1:p 77:1
n-1 i
Z V,]+1—}4£+(§—1

XL, IE(cf,x)l"(é—,ucf)a_’\‘E =t E€+}H (—art™)|dé,
211 Jp 5

¢ozumune ulasilir. Bu ¢coziimde

- C+ 1), (—apt")*
E€+}H (_altvl)zz ( :_1 )e (—ar ™) }
vpilgl Va1 —HEFO =0 I‘(Vlr[ + Zl Vi1 — ]45 at 5](’()!
7]:
oldugu bilindiginden ¢6ziim
X=X, (1) (p)! ] ) (1) (—agt™)"
()= OZO(_ ) y +Z ) (K )! U(“W“ Z (7).
p= Kit..+Ky_1=p 17_1 =0
n-1
Y vy to-1 (65—
s it L E(&, x) (0= pé) a MrEdE,
27 g n-1
Clvit+6+ 2 vy —pé
n=1
biciminde elde edilir. m
Teorem 3.2
X(t) - Xot* € (aht) = - (;)CPVOD;P”X(t) (3.8)

kesirli kinetik denkleminin ¢ozumu

I T G A T(6-pHE) e _ae

bicimindedir. Burada £ (a*\t/‘) fonksiyonu iki degiskenli ¢cekirdege sahip kompleks

bir integraldir.
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Ispat: (3.8) kesirli kinetik denklemi igin verilen f(t) = t‘s‘lé'(a"t”) fonksiyonunun
integral gosterilisi (3.6) esitliginde verilmistir. Bu fonksiyonun (3.7) ile verilen Lap-
lace donustimii kullanilarak, (3.8) kesirli kinetik denkleminde esitligin her iki tara-

fina Laplace donustimii uygulanir ve £{X(¢);s} = X(s) fonksiyonu yalniz birakilirsa
s'7 1

X(s) = Xo———r 5 — fLIE@,x)r(é - uE)sh A,

(s¥ +cv)" 2mi

Burada, kuvvet serisi a¢ilimi varsayilarak ve |c”| < |s¥| kosulu altinda, yukaridaki

denklem su sekilde ifade edilebilir:

_1)k ]
X =0 ) DEheto | e s o e s,

Ters Laplace dontusumu alinarak, denklemin ¢oziimu asagidaki bigimde bulunur:

_ - (”)k(_cv)k Y 4 L(o—pué&) _ & A&
X(0=X0) 0 LIE(émmt rade.
k=0

n =1 durumunda, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2, Bansal K.M., Kumar D, Harjule P.
ve Singh J.’nin 2020’deki ¢alismasina indirgenir [6].

Simdi bu ana iki teorem igin 6zel [E(&,x) ¢ekirdek fonksiyonlar: segerek elde
edilecek olan denklemleri ve ¢ozuimleri inceleyelim.

Teorem 3.1 de [E(&, x) fonksiyonu yerine (1.14), (1.17), (1.37) ve (1.34) referansla-
rinda tanimlanan K(&, x), IL(&, x), g(&,x) ve E(E,x) fonksiyonlar1 secilirse asagidaki

kesirli reaksiyon denklemleri ve ¢oziimleri elde edilir.

Onerme 3.1 Teorem 3.1 de [E(&, x) = K(&, x) secilirse,

peer ( v

: (ul’Ul’x)’(u'l U) ,( €) €
X(t) = Xt 1O pmn | ppgh b il e Sl e Z ajoD; UX(t
1)]', j)l ( ],V]g m+1,q,
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kesirli reaksiyon denklemi elde edilir ve ¢ozimu

IoS) 1 - !
(p)! = X p+1 ﬂlt“)
X(t)=X -1)P o (e M ]
(t) OZ( ) Z (k)1 (kp ) ]—[ Oy11) Z
p=0 K1+t Ky_1=p n= =
HZ]v s1+6-1 (ur, Uy, %), (1 =0, ), (13, Ui)y, (Ui, Uif)nﬂ,l?e
x t1= 1 (T) ;”f”'*'ql . tﬂa/\
(+1,90+1,
(vJ" V]')l,m’(l B o 1121 V;7+1’14)’(Vj’ ng)mﬂ:w

fonksiyonudur.

Onerme 3.2 Teorem 3.1 de E(&,x) = IL(&, x) secilirse,

- (ulyUlyx);(u'rU') l( f’ f
X(t)— Xt pmn kg i &V & Z ajoD;

pbe et
v; V-) ( V
( i Vi e \ Vi Jf m+1,q¢

kesirli reaksiyon denklemi elde edilir ve ¢ozumu

00 -1 00 T
(p)! [ " (p+1), (—art™)
X t :X —1 p — RS 1 T
( ) 0;( ) K1+ ; = (Kl)!"'(K”—l)! ]T[(ar]H) Z’ (T)!
p= 1+... n—1=p r]_l =0
HZI Vy41+0—1 (ullUll ) (1 0, I’l) (uu )z'n;(uie; Ui€)n+1, ¢
x 1= ! (y) ym,n+1 t”aA p
Pevdeat (v V) 1-vit-6- Z y (v' V; )
" 1 =1 b B ATE Y5 i1,
fonksiyonudur.

Onerme 3.3 Teorem 3.1 de [E(&,x) = E(E,x) secilirse,

(up Ul;al : X), (M,', Ui;ai)z,n' (uzi

X ()= Xot* T,y |t
P4 (v]-,V]-)1 (]' ]’ﬁ])mﬂq

n+1p -V
Z ajoD; " X(t
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kesirli reaksiyon denklemi elde edilir ve ¢ozimu

00 n—1 00 T
K, (p+1),(-a;t™)
OIS NRUND W | R A
p=0 K1t tKy 1=p n-1) n=1 =0 )

(ul) Ul;al : x), (ui; Ui;ai)z,nl (1 - 51 V)’ (ui; Ui)n+1,p

=m,n+1
x T th gt n-1 , (3.10)
p+1,q+1
(”J"Vj)l,m'[l_Vl'[_é_qglvnﬂ' (]’ ]’ﬁl)m+1,q
fonksiyonudur.
Onerme 3.4 Teorem 3.1 de [E(&, x) = g(&, x) segilirse,
(uy, U aq : x), (u;, U )5 ., (4, U;) L .
X(t) = Xt 1y gt I B W e (O}
(25 Vi), (03 Vi Bi) e =

kesirli reaksiyon denklemi elde edilir ve ¢oztimu

= (p)! i o | = (p+1), (—ay )"
X(t) = Xo Z(—l)P Z e (61;7+1) Z )] 1
p=0 K+ +Ky_1=p n=1 =0

(ullUl;al ZX),(UZ', Ui;ai)z,n’( b l’l) (ull )n+1,p
—m,n+1

Xy th gt n—1
p+1,9+1
(1/], V]) [1 VIT—0- Z Y+ H ]’(v]" Vj;ﬁj)mﬂ,q

n=1

, (3.11)

fonksiyonudur.

Teorem 3.2 de [E(&, x) fonksiyonu yerine (1.14), (1.17), (1.34) ve (1.37) referansla-
rinda tanimlanan K(&, x), IL(&, x), G(&, x) ve (&, x) fonksiyonlar1 secilirse asagidaki

kesirli kinetik denklemler ve ¢ozumleri elde edilir.

Onerme 3.5 Teorem 3.2 de [E(&, x) = K(&, x) secilirse,

Ff ‘M ‘7 ‘7

r

=- Z(;)CPVOD;P”XU), (3.12)

p=1
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kesirli kinetik denklemi elde edilir ve ¢cozumu

o0 k
X(t) = X, Z (r)k (k_|C ) t0+vk 1
k=0 '

(T) prm,n+1 t”aA (Uly Ul; ) (1_5 V) (ull )zn'(ui€: Ui€)n+1,p€
Pe+1,9e+1,7
(vj,v]-)1 (1=8-vkp), (v}, Vic)

m+1,q,

fonksiyonudur.

Onerme 3.6 Teorem 3.2 de [E(&,x) = IL(&, x) segilirse,

X(t)_XOt(S—l( )Imn t'ua/\ (1/[1, Ul;X);(Mi, Ui)z,nr(”iex Ui€)n+l,p€

peqer
v,V) (v~,V~ )
(] j 77 Vi) mi,q,

r

= Z(;)CPVOD;’”XU), (3.13)

p=1

kesirli kinetik denklemi elde edilir ve ¢coztimu

00 vk
X(t) = X, Z (r)k (k_‘c ) t6+vk—l
k=0 ’

x(V) mn+1 t"a/\ (u1;U1; ) (1 5 I’l) (uw )M,(Mie, Ui€)n+1,p€

Pe+1,90+1,7 (v], V]) ,(1=0-vk, P‘)' (vj' Vj[)m+1;l]€

fonksiyonudur.

Onerme 3.7 Teorem 3.2 de [E(&, x) = @(E,x) secilirse,

(u11 Ul;al : X), (ui; Ui;ai)z,nr (Ui; Ui)

(v]’VJ) (]; J'ﬁf)m+1,q

r

?Z(z:)“’voD;‘”X(t), (3.14)

p=1

_ S—1FM M|y A n+l,p
X(t)-Xot*'T, . |t'a
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kesirli kinetik denklemi elde edilir ve ¢cozumu

e N )
X(t)_XOZ ot
k=0
(u, Uy aq 2 x),(u;, U ), ., (1 =0, 1), (4, Uj)
Ty | et T o Ee | 35
(”i’VJ‘)l,m'(l‘b_Vk'P‘) (v J'ﬁJ)mn,q
fonksiyonudur.

Onerme 3.8 Teorem 3.2 de [E(&, x) = g(&, x) segilirse,

(up, Upsay :x), (u;, Ui a4), 4,5 (4, Uj)
(”J"Vj)l (]’ ]'ﬁj)mﬂ,q

r

= Z(;)CPVOD;’”X(t), (3.16)

p=1

a 1 a n+l,p
X(t) - Vo [t

kesirli kinetik denklemi elde edilir ve ¢ozumu

o v k(=) sk
X(t)_Xoé 0
(u, Uy aq 2 x), (v, U 4), ., (1 =0, 1), (1;, Uj)
T e G T
(v V1), (1= 0= vho ), (v, VisBy),
fonksiyonudur.

Bu onermelerde bulunan 6zel fonksiyonlarin 6zel durumlari incelendiginde asa-

gidaki sonuclar elde edilir:

Sonug 3.1 Onerme 3.1 veya Onerme 3.2 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve

¢ozimunde x = 0 segilir ve (1.18) ile verilen bagint1 kullanilirsa

(ui, Uiy (uie, Uie)
X(t)= X0t pmn Ngrgh| UL l"”p" ZJO D, "X(t)

U', L ) ( ’
( ] ] ]g ]€ m+ q?
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bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

0 n-1 0 VT
X()=X) ((1P Y e Knl [ J(ay)” Z(pﬂ)zi)—!alt )

p=0 Koty =P n=1 =0
T vperso-d (1-0, m (43, Ui (62 Uie)ur

(l -V T—- o0 — ;721 V17+1’ l’l)’(vj’ ‘/j)l,m’<vj€’ Vﬂ)m+l,q/

’

bi¢ciminde bu denklemin ¢6ziimu elde edilir.

Sonug 3.2 (i) Onerme 3.1 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢6ziimiinde
r = 1 segilirse ve (1.19) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.3 de
verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢oziminde i =1,..,ni¢in a; =1 ve j =

m+1,.,qi¢in B; = 1 secilir ve (1.38) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

y (11, Uy, x), (u, Uy),y,,
X(£) - Xot*irm | at Z aj oDy
(v],V])
Lg

bi¢ciminde kesirli reaksiyon denklemi ve

i n—1 VAT
X(t)=XoZ(—l)p Z PTI fT I—[ ayn) K,, Z(P+1)(i)!a1t )

p:O Ki+..+Ky_1=p n=1 =0
Z Vyr1t+0-1 (1—5,]/1),(1/[1, Ulix);(ui' Ui)z,p
X t1=! I“"if” that n-1 ,
q+1
l-vt-06- 17; V1o 4 ;(Vj, Vj)l,q

bi¢ciminde bu denklemin ¢oziimu elde edilir.

Benzer bi¢gimde,

(ii) Onerme 3.2 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢oziimiinde r = 1 secilirse
ve (1.20) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.4 de verilen kesirli

reaksiyon denklemi ve ¢oziminde i = 1,...,ni¢in a; =1 ve j =m+1,..,q i¢in
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B; = 1 segilirse ve (1.39) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

(ul,Ul,x),(ul-, Ui)z, 1 -V
X(t) = Xt~ 17/p o fh gt Pr= Zaj oD; ' X(1),
(v]"/])lq j=1

bi¢ciminde kesirli reaksiyon denklemi ve

e n—1 o0 VAT
X(t)=XoZ(—l)p Z T T I—[ %1 Z(PH)EE)—!alt )

Knl

p:O Ki+..+Ky_1=p n=1 =0
Z Vyr1t+0-1 _— A (1 _5',1/[)1(”1' Ullx)'(uir Ui)z,p
n=1 y )
X1 p+1,q+1 tha

n-1 ,
1=viT=0— L Vir1 M ,(v]-,Vj)l
n=1 A

bi¢ciminde bu denklemin ¢oztimu elde edilir.

Sonug¢ 3.3 (i) Onerme 3.1 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢6ziimiinde
r=1,m=1,n=pp=p,q,=q¢+1 = q+1,vj =1-v;, (j=1,.,g+1),u; =1-u;, (i =
1,.,p),v1 =0, V] =1, z= -z segilirse ve (1.21) ile verilen bagint1 kullanilirsa,
ya da Onerme 3.3 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢oziimiinde i =
L.,nigina;=1,j=m+1,.,qicin g; =1, m=1,vi=1-v;,(j=1,..,9+1),

=1-u;, (i=1,..,p), vge1 =0, Vg1 = 1, z = —z segilir ve (1.40) ile verilen

bagint1 kullanilirsa,

(Ml, Ulrx)'(uir Ui)z, 1

S r
X(t) - Xot* ™t | e
(v]; ‘G)l,q ]:1

bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

p=0 K1+ +Ky_1=p r;:l =0
z Vo1 +6-1 (L=0,p), (uy, Uy, x), (4, Uj)y
p+1\Ilq(_1;)1 tPaA n—1 y
(R e
’7: ’
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bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumu elde edilir.

Benzer bicimde,

(ii) Onerme 3.2 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozumiinde r =1, m =1,
n=pr=p,q=qc+1 :q+1,v]~ =1 -7, j=1.,9+1),u;=1-u;, (i=1,..,p),
v =0, V] =1, z = -z segilirse ve (1.22) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da
Onerme 3.4 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢éziimiinde i = 1, ..., 7 i¢in
a;=1,j=m+1,. ,qlgm[)’]_l g=q+1,m=1,n= p,v; =1- vj, (j=1,...,9+1),
up=1-u;, (i =1,..,p), vg41 = 0, Vg1 = 1, z = —z segilir ve (1.41) ile verilen

baginti kullanilirsa,

(ulbe ) uv ] V]
Z aj oDy " X(t
)lq

-1 g ?)
X(t) - Xot*™" " | that

(v V;

bi¢ciminde kesirli reaksiyon denklemi ve

—

o O (e ) L § oD ™)
XO=X) 0 Y e L@

p=0 Kit+..+K,_1=p n=1 =0
nzlv +o-1 ) (1=0,p), (uy, Uy, x), (1, Uj)y
X 117! p Wl et n-1 (07)) ,
l-vit=6-Y vpir,pu|,vi, V;
= n+ Vi

bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumu elde edilir.

Sonu¢ 3.4 (i) Onerme 3.1 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢6ziimiinde
r=1l,m=1,n=pr=p,gr=q¢+1=g+L,v;j=1-v;,(j=1..,9+1),u;=1-u,
(i=1,.,p),v1=0, Vo1 =1,z=-2Uy=1,(i=1,..,p), Vie=1,(j = 1,...q+1)
, z=—z segilirse ve (1.24) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.3 de
verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢ozimunde i = 1,...,ni¢in i = 1,...,,n i¢in
Bi=lLq=q+l,m=1n=p,vi=1-v;,(j=1.,q9+1),u;=1-u;, (i=1,..,p),
Vg1 =0, Vo1 =1, V;=1,(j=1,..,9+1), U =1, (i =1,..,p), z= —z secilir ve
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(1.42) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

- 1/[1, ; —V;
o-1 A
X(t)=Xot"" I |tha \ E aj oD, ' X(t

bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

e n-1 00 VT
X(t) = Xo Z(—l)p Z () y)! Kn N l_[ ay11) K" Z(P"’l)r(i)—!alf )

p:() Kit..+Ky_1=p 7]:1 =0
S | a-am
x 171 L _.|tha n—1
p+11gq+l1 ’
[1 —MT-06- WZ v,7+1,,u],(bj)l’q

bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumu elde edilir.

Benzer bi¢imde,

(ii) Onerme 3.2 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozumiinde r =1, m =1,
n=p¢=p,q=qct+1=q+1,vij=1-v;,(j=1.,9+1),u;=1-u;, (i=1,..p),
Vg1 =0, Vg1 =1L, z=-2 Uyp=1(=1..,p), Vie=1,(G=1..,9+1),z=-z
secilirse ve (1.26) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.4 de verilen
kesirli reaksiyon denklemi ve ¢ozumunde i =1,..,ni¢in ; =1,9=q+1,m=1,
n=p,vi=1-v;, (j=1L.,9+1), u;=1-u;, (i=1,..,p), vgr1 =0, Vo1 = 1,
Vi=1, j=1,.,9+1),U; =1, (i =1,..p), z=—z segilir ve (1.43) ile verilen

bagint1 kullanilirsa,

! a,x
X(1) - Xot*™ Ly, |that @ Z aj \D; ' X(t)
(b;)
1 1,q
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bi¢ciminde kesirli reaksiyon denklemi ve

Y © 1 oyl e D a)”
= —_1)\P [ L N Ul T
X(t) Xo;( 1) . ; ()] U(QWH) Z Gl
p= 1+ +Ky_1=p n=1 =0
nil Vyr1+06-1 \ (1 -0, ﬂ)l (ultx)'(ai)z,p
x 17! 17g+1 tha n—1 ,
=1 4

bi¢ciminde bu denklemin ¢oziimu elde edilir.

Sonug 3.5 Onerme 3.1 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢éziimiinde r = 1 ve
x = 0 segilirse ve (1.27) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.3 de verilen
kesirli reaksiyon denklemi ve ¢ozimunde i = 1,..,ni¢in @; = 1, j = m+1,...q i¢in

Bj =1 ve x = 0 secilir ve (1.44) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

o-1 pymn | ey A (s, Ui)l'P . v
X(t)— Xot H,." (tra = Za]- oDy " X(t),
(v]"/])l,q ]:1

bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

00 -1 0 T
(p)! [ 2 (p+1), (-a;t™)
X(t)=X -1) _— ’ v
0=X) 0 ) e )
p= Ki+.+Ky_1=p r]_l =0
”il V,I+1+6—1 1 (1 - 6,’/!),(141', Ui)l,p
X 17! HY o | n-1 ,
l-vit-0- Zlv,ﬁl,y ,(vj,Vj)lq
= ,

bi¢ciminde bu denklemin ¢6ztiimu elde edilir.

Sonug 3.6 Onerme 3.1 veya Onerme 3.2 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve
¢ozumunde r =1, m=1,n=pr=p,qe=qr+1 =g+, v;=1-v;, (j=1.,9+
D, u=1-u;, (i=1,.,p), vge1 =0, Vg =1, z = -z secilirse ve (1.29) ile verilen
bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.3 veya Onerme 3.4 de verilen kesirli reaksiyon
denklemi ve ¢ozimunde i = 1,..,ni¢cin a; =1, j=m+1,.,qicin f; =1,9=q+1,

m=1,n=p,vi=1-v,(Gj=1L.,9+1),u;=1-u;, (i=1,.,p), v441 =0, Vpuy = 1,
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z = —z, segilir ve (1.45) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

X(t) - Xot° ' W t"a/\ Z aj oD; ' X(t)

P4 ‘7
(v 4 )
] ] l’q

bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

e n-1 o0 VT
X(t) = Xo Z(—l)p Z () y)! Kn N l_[ A1) K" Z(P"’l)r(i)—!alf )

p:() Kit..+Ky_1=p 7]:1 =0
PR (1=0,p), (ui, Ui)y
x =1 p+1\1’q+1 th gt n-1 ,
- V1T_5_11;1 v (v Vj)l,q

bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumu elde edilir.

Sonug 3.7 Onerme 3.1 de verilen kesirli reaksiyon denklemi ve ¢oziimiinde r = 1,
m=1n=pe=p,qr=qe+1=q+1,vi=1-v;,(j=1..,9+1),u;=1-u;, (i=1,..p),
V1 =0, Vo1 =1,z2=-2A;=1,(i=1,..,p), Bjr=1,(j = 1,....q+1), x = 0 segilirse ve
(1.31) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.3 de verilen kesirli reaksiyon
denklemi ve ¢6zuminde j = 1,..,nicin a; =1; j=m+1,..,qicin f; =1;9=q+1,
mzl,n:p,vjzl—v]-, u,=1-u;,vy=1,Vi=1,z=—z, Ui:Vj:I,x:OSegilirve

(1.46) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

n
X(t) = Xot* ™t By that| P =Y a;D; X(t

(b3),,,

bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

© (p+1), (—at1)"
— _1\P K’I (p+ T 1
X0=X0) 0" ) G e g H (o)™
p= 1+-... n—1=pP 17_1 =0
Zv,+1+b 1 \ (1_51ﬂ)7(ai)1,p
X 1= 11 Fge1 [tha n-1 ,
p [1—1/1"[ 6 Zviﬁl’:”)’(b]')lq
n=1 ,
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bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumiu elde edilir.

Sonug 3.8 Onerme 3.5 veya Onerme 3.6 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢ozii-

minde x = 0 segilir ve (1.18) ile verilen bagint1 kullanilirsa

(M',U') (M'g,U'g) 4 _
X(t) = Xoto™t o Npgh| T T ULm R T Lpe (;)Cp”th’”X(t),
1

peqe7
(7/]', ‘/j)l,m’(v][, ‘/jg)m+l,qg p=

bi¢iminde kesirli kinetik denklemi ve

X=X iwtéwk—llmn (1 =0, 1), (i, Ui)y oy (i Uig) i,
=Xy k! peqer z S k \V4 \% ,
k=0 (1-6-v ff‘)’(”j’ i)l,m’<vf€’ J[)m+1,qz

biciminde bu denklemin ¢6ziimu elde edilir.

Sonu¢ 3.9 (i) Onerme 3.5 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oziimiinde r = 1
segilirse ve (1.19) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.7 de verilen
kesirli kinetik denklem ve ¢oziminde i = 1,..,nigcina; =1ve j=m+1,..,q

i¢in B; = 1 segilir ve (1.38) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

(ul; Ul,x),(u-, U) L _
X(t) _Xoté_lrpfflq!n th gt ir“il2,p __ Z(r)CPVODt va(t),

biciminde kesirli kinetik denklemi ve

P

’

ok (16, 1), (uy, Uy, x), (u;, Uy)
X(t) :XO Zwtb-l-vk—lrpﬂiﬁ;il t’,[a,\ l’{ 1 1 1 i)2

— ! (1—5—vk,,u),(v]-,Vj)Lq

bi¢ciminde bu denklemin ¢oziimu elde edilir.

Benzer bicimde,

(ii) Onerme 3.6 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢éziimiinde r = 1 segilirse
ve (1.20) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.8 de verilen kesirli

kinetik denklem ve ¢oziminde i =1,..,ni¢in a; =1 ve j =m+1,..,q igin ﬁ]- =1
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secilirse ve (1.39) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

(u1; Ul,x),(u', U) L _
X ()~ Xt~y g A P (;)chth PYX(1),
1

(vj’ Vj)l'q p=

bi¢ciminde kesirli kinetik denklemi ve

xu):xoiiﬁﬁitﬁﬁfﬁ“*lymT”l g | 17O # i D), (4 U ,
K p+la+
K (1-6-vkp),(v;,V}), L

bi¢ciminde bu denklemin ¢oztiimu elde edilir.

Sonug¢ 3.10 (i) Onerme 3.5 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢éziimiinde r =
Lm=1,n=p,=p,qe=qe+1=9+1,v;=1-v;, (Gj=1,.g+1),u;=1—-u;, (i=
1,..,p),v1 =0, V] =1, z= -z segilirse ve (1.21) ile verilen bagint1 kullanilirsa,
ya da Onerme 3.7 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢éziimiinde i = 1,...,n
icin al-:1,j:m+1,..,qigin[3’]~:1,q:q+1,m: L,n=p,vi=1-v, (j =
Loog+1),ui=1-u;, (i=1,..,p), vg41 =0, Vg1 = 1, z = —z secilir ve (1.40) ile

verilen bagint1 kullanilirsa,

] (uq, Uy, x), (43, U;) r B
X(t) =Xt w | i#at A (;)cpvth PYX (1),
1

(vj"/j)l,q p=

biciminde kesirli kinetik denklemi ve

© k — .17
X(t)zXOZ(r—)k(_CV) vkt gD g (1=06,p), (uy, Uy, %), (15, Uiy p )
k! p+1 “g+1
— ! u—é—vkﬂ)ﬁpm)q

bi¢ciminde bu denklemin ¢6ziimu elde edilir.

Benzer bicimde,

(ii) Onerme 3.6 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oziimiinde r = 1, m = 1,

n=p;=p,q=qet+1=q9q+1,vi=1-v;,(j=1..,9+1),u;=1-u;, (i=1,..p),

v1 =0, V] =1, z = -z segilirse ve (1.22) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da
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Onerme 3.8 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢6ziimiinde i = 1,...,n icin
a;=1,j=m+1,..,qi¢in [3’]- =l,9=q+1,m=1,n=p,v;i=1-v;, (j=1,..,9+1),
up=1-u;, (i =1,..,p), vg41 = 0, Vg1 = 1, z = —z segilir ve (1.41) ile verilen

bagint:1 kullanilirsa,

S (Ml, Ul,x),(w, U) r _
X(f) = Xot51 p\yq(y) g =i | (;)vath va(t),

bi¢ciminde kesirli kinetik denklemi ve

s 1’) (_CV)k - (]_—6,]4),(“1,Ul,X),(ui,Ui)zr
X(t):XOZ—( Ll |t ’

k=0 ) (1—5—1/](,}4),(1)]', Vj)l,q

bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumu elde edilir.

Sonug 3.11 (i) Onerme 3.5 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oztimiinde r =

Lm=1,n=pr=p,gr=q¢+1=q+1,v;j=1-v;,(j=1,...q+1),u; =1-u;, (i =
Lewp)vge1 =0, Vyu=1,2=-2A;,=1,(i=1,..,p),Bj,=1,(j=1,...,9+1),
z = —z segilirse ve (1.24) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.7 de
verilen kesirli kinetik denklem ve ¢ozumunde i = 1,...,n i¢in i = 1,...,n i¢in
aj=1,j=m+1,.,qicin ﬁj =1,g=q+1,m=1,n=p, v = 1—v]-, (j=1,...,9+1),
uy=1-u;, (i =1,..,p), Vg1 =0, Vo =1, V; =1, (j=1.,9+1), U =1,

(i=1,..,p), z=—z segilir ve (1.42) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

S (u ,X),(El') - -
X(1) - Xot*™ I, [0 ' R —Z(;)vath PYX (1),
1,9 p=1

(85),

bi¢ciminde kesirli kinetik denklemi ve

00 vk
X(t) = X, Z (r)k (_C ) t6+vk—l

1-6,u),(uy,x),(a;
PR LA
k! p+l™q
— ! (1—5—Vk,]/£),(b]')1’q

bi¢ciminde bu denklemin ¢oztimu elde edilir.
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Benzer bi¢cimde,

(ii) Onerme 3.6 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oziimiinde r = 1, m = 1,
n=p;=p,q=qe+1=q+1,vi=1-v;,(j=1..,9+1),u;=1-u;, (i=1,...,p),
Vg1 =0, Vguu =1L, z=-2 A =1,(i=1,..,p), Bjy=1,(j=1,..,q+1),z= -z
segilirse ve (1.26) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.8 de verilen
kesirli kinetik denklem ve ¢ozimunde i = 1,..,ni¢in a; =1, j =m+1,..,q i¢in
Bi=lLq=q+l,m=1n=p,vi=1-v;,(j=1,.,9+1),u;=1-u;, (i=1,..,p),
Vge1=0, Vo1 =1, Vi =1,(j=1..,9+1),U; =1, (i = 1,..,p), z = —z segilir ve

(1.43) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

§ ai,Xx),\a; —-pv
X(t)=Xot*™" ,y,|that ( 1(17))( 2 =—Z(;)C’”0Dtp X(t),
ill,g p=1

bi¢iminde kesirli kinetik denklemi ve

= ()i (—c")F seis (1 =0, 1), (u1,x),(a;),,
X(t) = X, Z( )k (k‘ ) O+vk=1 pi1Varl gt p )
— ! (1 —6—Vk,]4),(b]')1’q

bi¢ciminde bu denklemin ¢oztimu elde edilir.

Sonug 3.12 Onerme 3.5 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oziimiinde r = 1 ve
x = 0 segilirse ve (1.27) ile verilen baginti kullanilirsa, ya da Onerme 3.7 de verilen
kesirli kinetik denklem ve ¢ozumunde i = 1,..,nigina; =1, j=m+1,..q i¢in g; =1

ve x = 0 secilir ve (1.44) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

. (u;, Uj) o (r _
X (1) = XtV Hpu et | =—Z( )cpvth PYX(t),
v]"/])],q p:1

bi¢ciminde kesirli kinetik denklemi ve

X(t) = X, Z%tm" 'H +1+q§1 tha l P,
P : (1-6-vk,p), ( s ])
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bi¢ciminde bu denklemin ¢ozumiu elde edilir.

Sonug 3.13 Onerme 3.5 veya Onerme 3.6 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢6-
zimunde r=1,m=1,n=p,=p,q =q+1=q+1L,v;=1-v;, (j=1,.,9+1),
up=1-u;, (i=1,..,p), vge1 = 0, Vg1 =1, z= -z, x = 0 secilirse ve (1.29) ile verilen
bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.7 veya Onerme 3.8 de verilen kesirli kinetik
denklem ve ¢ozumunde i = 1,..,nicin @; =1, j=m+1,.,qicin f; =1,g=g9+1,
m=1,n=p,vi=1-v,(Gj=1L.,9+1),u;=1-u;, (i=1,.,p), 441 =0, Vpuy = 1,

z = -z, x = 0 secilir ve (1.45) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

- (uj, Ui)],p r F
X(£) - Xot*™ )W, | tha? - —Z(p)CpVth PYX(t),

q (vj’vj)l,q

bi¢iminde kesirli kinetik denklemi ve

= )k (1=6,p),(u;, Uj)
— ! (1—6—1/]{,]4),(11]',‘/]')1"1

bi¢ciminde bu denklemin ¢oztimu elde edilir.

Sonug 3.14 Onerme 3.5 de verilen kesirli kinetik denklem ve ¢oztimiinde r = 1,
m=1Ln=pe=p,qr=qe+1=q+1,vi=1-v;,(j=1..,9+1),u;=1-u;, (i=1,..p),
Vgs1 =0, Vo1 =1,2z=-2Upp=1,(i=1,..,p), Vie=1,(j = 1,..,9+ 1), x = 0 segilirse
ve (1.31) ile verilen bagint1 kullanilirsa, ya da Onerme 3.7 de verilen kesirli kinetik
denklem ve ¢ozumunde j = 1,..,ni¢cina; =1; j=m+1,..,qigcin f; =1, 9=q+1,
m:1,n:p,v]~:1—v]-,u,-:1—u,-,v1 =1,Vi=1,z=-z, UZ-:V]-:I,x:OSegilirve

(1.46) ile verilen bagint1 kullanilirsa,

o-1
X(t) - Xot*! E, . )
( j)l,q p=1
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bi¢ciminde kesirli kinetik denklemi ve

> r -V k S _ (1_6114)1((’11')1,
X(t):XOZ( )k(k‘ ) po+vk 1p+1P6]+1 thgh p

k=0 ' (1_5_Vk”“’)’(bf)1,q

bi¢ciminde bu denklemin ¢6ziimu elde edilir.

4 SONUCLAR

Bu boliimde, tez boyunca elde edilen sonuglar verilecektir. iki degiskenli ¢ekirdek
yardimiyla tanimlanan 6zel bir fonksiyon sinifi tanimlanarak bu fonksiyon sinifi
icin ¢ozulen kesirli reaksiyon ve kesirli reaksiyon denklemleri ve ¢oztimleri asagi-
daki sonuglar ile verilmistir.

Iki degiskenli cekirdek yardimiyla tanimlanan 6zel bir fonksiyon sinifi ve ozel-
likleri su sekilde verilmistir:

E(t) fonksiyonu, asagidaki kosullar1 saglayan belirli bir ¢ekirdek fonksiyonu [E(&, x)

icin Mellin-Barnes tipi bir kontiir integral temsili ile tanimlanir:

E(t) L J E(&, x)t¢dE,
L

" 2mi
Burada:
* [E(&, x) gekirdek fonksiyonu analitik,

* L =L;(ceR), kompleks duzlemde c gercel bir say1 olmak izere dogrusal bir

yol olarak secilir. Bu yol, ¢ —ico noktasindan ¢ + i «c noktasina uzana.
* t reel olmayan bir sayidir ve t # 0 olmalidir.

[E(&, x) analitik bir ¢cekirdek fonksiyonu olmak tizere asagidaki ozellikleri gercekle-

sin:
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(1) P(&,x) ve Q(&, x) analitik fonksiyonlar olmak tizere,

P(¢, x)
Q(&,x)’

E(&,x) =

biciminde kesirli bir fonksiyon olarak ifade edilebilsin.

(2) E(&,x) gekirdek fonksiyonu, & ve x ‘e bagli olarak sinirli olsun, yani

lim E(&,x) =0,

|&]—>00
olsun.

(3) [E(¢,x) fonksiyonunun belirli bir R > 0 yarigapinda yani |£| < R i¢inde analitik

olsun.

Bu kosullar1 saglayan [E(¢, x) ¢ekirdek fonksiyonlari, asagidaki gibi bir fonksiyon

sinifini olusturur:

F = {S(t) | E(t) = 2111, J; g(éi)) t7¢dE,L=L;.o,(ceER),t = 0},

Burada F kumesi, gesitli £(¢) fonksiyonlarini igeren bir siniftir. Bu fonksiyonlar, ta-
nimi1 belirtilen kosullar: ve ¢cekirdek fonksiyonlarini sagladiklar: siirece bu kiimede
yer alir.

€ € F olmak tizere

ft) =17 (aer),

fonksiyonu icin genel kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklemlerin ¢6zuimunu

veren asagidaki iki teorem ispatlandu:

Teorem 4.1
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kesirli reaksiyon denkleminin ¢ozimu

1) n—1 T
K, (p+1), (—ayt"r)
x=X0) (10 ) [ () y @ -
p=0 K1+t 1=p n-1) n=1 =0 )
ZVH—I‘*‘a 1 o—
woimt T L ey I "‘5) aAEEdE ) (4.2)
2mi Jp I‘(v11+6+ = 1V17+1 ;45)

biciminde elde edildi. Burada & (a/\t/“) fonksiyonu iki degiskenli ¢ekirdege sahip
kompleks bir integraldir.

Teorem 4.2

X(t) - Xoté—lg(a%f*) =— (;)CPVODt_va(t), (4.3)
1

kesirli kinetik denkleminin ¢ozumu

o b (e ()t gt L(E—pE) e i

bi¢imindedir. Burada E(a/\t") fonksiyonu iki degiskenli ¢ekirdege sahip kompleks

bir integraldir.

Bu iki teoremin uygulamasi olarak literatiir taramasi sonucu ¢ekirdegi ¢ift degis-
kenli olan dort adet fonksiyon sonucu kesirli reakisyon ve kesirli kinetik denklemler

ve ¢ozumlerini veren asagidaki onermeler elde edilmistir:

Onerme 4.1

(ul,Ul,x),(u-,U-) 1( €I €
X(t) = Xoto O | ihgh v e B L Z ajoD;
777

peqer
(v Vi), o (07 Vie)
m+1 q¢
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kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozumu

> il K > p+1 Elltvl)T
X=X 0 ) | [ (ea)” Z
p=0 Ki+...+Ky_1=p h= 1 n=1 =0
tr;ziv R i (u1, Up,x), (1 =0, 1), (15, Ui) 5 (Uies Uig) i1 p,
Xt ’ a

Pe+1,90+157
(Vj’ V]')l,m’ (1 —VIT-0- 112'1 Vil ﬂ)’ (Vj’ ng)mﬂ:w

biciminde elde edildi.

Onerme 4.2

_ (ulyUlyx);(u"U') l( f’ f
X(t)— Xt pmn kgt 4 &Y L Z ajoD;

beqer
v; V-) ( V
( i V5 e \Vi7 Jf m+1,q¢

kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozimii

00 n—1 T
(p+1) (-a;t™)
_ _1\P Kn
SRS YRVIND SR | (W pl o
p=0 K+t 1=p n-1) n=1 =0 ’
"Zl V,7+1+b 1 (ullUll ) (1 b ”l) (ull )Z,n'(uiel Uie)n+1,p€
x 1= (y) ym,n+1 t”aA

Pe+1,9¢+157

biciminde elde edildi.

Onerme 4.3

(up Ul;al : X), (M,', Ui;ai)z,n' (uzi

X(t) = Xot* ' T,y |tha?
P4 (v]-,V]-)1 (]' ]’ﬁ])mﬂq

n+1p Z ]()D X

52



kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozumu

oS) n-1 0 1 B VT
X()=Xo) (-1P ) AN ) Z(p+ )T(i)'alt )
p=0 K1+ +Ky_1=p n-— n=1 =0 .

(“11 Ul;al : X), (ui) Ui;ai)zlnl (1 - 6' [/l), (ui' Ui)n+1,p

-1
(Vj;Vj)me(l_VlT_é_:gV”“’ ) ( Vjs ]’ﬁ])m+1,q

—=m,n+1
><I‘p+1 q+1 th a

biciminde elde edildi.
Onerme 4.4

(u, Upsaq : x), (uj, Uiy ), 0 (4, Uj) "

+1, -V
P = Z(/l]'th ]X(t),

X(t) - Xt Ly | gt
. (v]" ‘/j)l,m’(vj’ Vj;ﬁj )m+1,q j=1

kesirli reaksiyon denklemi ve ¢cozimii

0 n—1 00 T
K, (p+1) (-a;t™)
RO WU w |y PR RLRES
p=0 K1+ tKy_1=p n-1) n=1 =0 '

(ull Ul;al : X), (ui; Ui;ai)z,nl (1 -9, P‘)’ (Ui; Ui)n+1,p

n—1
v],‘/]) [1—VlT—é_ﬂglVy].{.l;ﬂ]l(vjl‘/j;ﬁj)m_’_l!q

—m,n+1
><7/p+1 q+1 tV a (

4

bi¢ciminde elde edildi.

Onerme 4.5

X(t)—XOté_l (T )Imn t”l(/‘l/\ (ulf Ulfx))(uir Ui)z,nr(uifl Uif)m.l,pg

FZ ‘M ‘7 ‘7
] ] ,m ] ]f m+ q[
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kesirli kinetik denklemi elde edilir ve ¢cozumu

0 k
X(t) = X, Z (r)k (k_|C ) to+vk 1
k=0 '

(T) pm,n+1 t”aA (Uly Ul; ) (1_5 V) (ull )2 nl(“i& Ui€)n+1,p€
Pe+1,9¢0+157
(vjoVj), (1= 0 =vk ), (v, Vie)

m+1,q,

fonksiyonudur.

Onerme 4.6

X(t)_XOté—l( )Imn t’/la/\ (ull Ulyx)z(uiy Ui)2,n'(ui€; Uif)nﬂ,pé

Pesqer
0o Vi), (43 Vi)
(] J it m+1,q¢

r

" Z(;)vath_pVX(t),

p=1

kesirli kinetik denklemi ve ¢ozimu

(o) vk
X(t) = X, Z (r)k (k_‘c ) t6+vk—l
k=0 )

X()/) m,n+1 t’la/\ ('l/l],U], ) (]' 6 ”l) (ull )2,11’(“1[’ Uie)n+1,p€

Pe+1,90+1,7 (v], V]) ,(1=0—vk, P‘)' (vj' Vj[)m+1;l]€

bi¢ciminde elde edildi.
Onerme 4.7

(ul; Ul;al : X), (ui; Ui;ai)z,nf (uir Ui)

(vJ’VJ) (J' ]’ﬂ])m-!—l,q

r

=—§:C%”dxmxm,

p=1

— 1,
X(t) = Xot* T, [tha? P
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kesirli kinetik denklemi ve ¢cozimu

© k
X(t) = X, Z (r)k (k_|C ) tb+vk 1
k=0 '

—m,n+1 uoA (ull Ul;al : x),(ui, Ui;ai)z,nf (1 - 5} ]/l), (ui; Ui)n+1,p

(”i*‘/j)l,m'(l_é_”k’”) ( Vi J'ﬂi)

m+1,q

bi¢ciminde elde edildi.
Onerme 4.8

(u1; Ul;al : X), (Mz', Ui;ai)z,nl (uir Ui)

(v]’V]) ( vjr ]'ﬁ])mﬂ,q

r

= Z(;)vath_pVX(t),

=1

1,
X ()= Xty | tha? P

kesirli kinetik denklemi ve ¢cozimu

_ - (r)k (_Cv)k o+vk-1
X(=x, ) e,
k=0
N n+l 1 (ul; Ul;al : X), (ui, Ui;ai)z,nf (1 -9, ]/l), (ui; Ui)n+1,p
7/p+1 q+1 t'a - ’
(v, V), (L0 =), (03, VisBy)
bi¢ciminde elde edildi.

Bu onermelerde bulunan 6zel fonksiyonlarin 6zel durumlari incelendiginde asa-

gidaki kesirli reaksiyon ve kesirli kinetik denklemler ve ¢6ztimleri elde edilmistir.

Sonug 4.1
(”i’ Ui)l n(”i€l 1€ n+1
, P
X(t)=Xot®™h Ipvn | that ¢ E a; \D ),
(vj"/j)l ( vie ]g m+1,q¢
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kesirli reaksiyon denkleminin ¢ozimu

_ K?] (p+1) (—art™)
x0=%0) (100 Y O (o))
p=0 Ki+..+Ky_1=p n= 1 n=1 =0
"il V77+1+(5*1 (]‘ - 6 l’l) (ul' ) 1,n (uig’ Uie)n+1,p€
-1 m,n
x £ peqer z ’

(1 “VIT=0- ;,gl V”“’ﬂ]’ (v]-, V])lm (ng’ Vﬂ)mﬂ,qe

fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.2

(ull Ul: ) MZ,

(v V)l‘7 ZJOD

A

_ o-lymmn | p A
X(t) = Xot® T | tha

kesirli reaksiyon denkleminin ¢6ziimii

00 n-1 00 T

K, (p+ 1), (=art™)
X(t)=X -1)P 4 a
W=x0) (1 Y B A )2
p:O Ki+..+Ky_1=p n=1 =0
nil Vyp1+0-1 (1 -0, ]/t), (Mp Ullx);(uil Ui)z,p
X 171 Tp’if;}rl that n-1 ,
l-viT-0 _;721 Vi1 B '(Vj'vj)l,q

fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.3

(ull Ull ) uz;

.’ D
(]’V])1q ZJO

X(t) = Xot" oyt | tat
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kesirli reaksiyon denkleminin ¢ozimu

00 n—1 00 T
(p+ 1), (=a:t™)
X(t) = Xo E (-1)° E o)l | | 17+1 o E ET)'
p=0 K1+ +Ky_1=p = 1 n=1 =0 ’
HZ] Vyr1+0-1 1 A (1 -9, ,”)l(ull Ullx)'(uil Ui)z,p
e m,n+
x ! 7p+1,q+1 tha

n-1 ,
1_]/1'-[_5_ Zvrﬁ_l;l’l ’(v]"/])l
n=1 A

fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.4
(u1;U1; ) 14, ]
X(t) - Xt w | ##at " Z a; oD; "
(1)], ‘/])1 q
kesirli reaksiyon denkleminin ¢6ziimii
00 n-1 00 T
(p+1), (-at™)
X(H)=Xo Y (-1)F ik :
(=X) (1 ) (K1 Kn N I_[ at) ") (o)
p=0 K+ +K,_1=p n=1 =0
Z Vyr1t+0-1 (1_5114))(”11 Ul,x),(ul-, Ui)z,p
X t" ! p+1\Ijq(£)1 t'u(/l/\ n—1 y
1—1/1’(—6—1721 Vi1 B ’(vj’vj)l,q

fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.5

(ull Ulz ) le,

2p D
(]"/])lq ZJO

- (v)
X(t) - Xot*™' ¥ | that
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kesirli reaksiyon denkleminin ¢ozimu

) n—1 T
+1) (-a;t")
AR NETND S | ) JILES
p=0 K1tk 1=p n-1) n=1 =0 ’

(L=0,p), (uy, Uy, x), (1, Uj)y

= ) A
x 171 W kg n-1
p+1 Tg+1 . ’
[1 -MT—-0— ’7221 Vs B | (vj, Vf)l,q

fonksiyonu olarak elde edildi.

Sonug 4.6

. ul, ,
o-1 A
X(t) = Xot*! L, | ta \ E a; D,

bi¢ciminde kesirli reaksiyon denklemi ve

) n—1 T
1), (=a ™)

& _1\P "17 (p+ 1

S NE D N § R
p=0 K+ +K,_1=p 1 n- 1 n=1 =0
Z Vy1+0-1 ) (1 —6,}4),(”1,96),((11')2'17
X 17! [.q|tha n-1
p+1 q+1 ’
[1_V1T_6_]7§1 Vr]+1:ﬂ]:(b1)l,q

bi¢iminde bu denklemin ¢6ziimu bulundu.

Sonug 4.7

al }
(1 Z]ODV]X

X(t)=Xot*™" yy,|t'a’
(b )1 q
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bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemi ve

) n— l T
1), (—a;t™)

= —1)° Ky (p+ 1

p= K1+ +Ky_1=p r]_l =0
HZ] Vyp1+0-1 \ (1 —5,[4),(1/[1,)(),(611')2’,)
X 1= Var1|tla n-1
p+1/q+1 s
(1 —-VT- 0— qgl V17+1rl/‘)l(bj)l,q

bi¢ciminde bu denklemin ¢6ziimi ispatlandi.

Sonug 4.8

X(£) = Xot*~t Hn t"a/\ Z aj \D;
vjr ])Lq

kesirli reaksiyon denkleminin ¢6ziimiui

o] n-1 Y1\T
K, (p+1) (-a1t™)
SRS WRTAND w1} f R
p=0 K1t tKy 1=p n-1) n=1 =0 )
v v, 1461 : (1=6,p), (ui, Ui)y
X =1 HYo | n-1 ,
1=viT=0—- L Vs ,(vj,Vj)l
=1 A
bi¢iminde bir fonksiyon olarak bulundu.
Sonug 4.9
X(t) - Xot*™! W | tha Z]OD
”JfVJ)
g
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bi¢iminde kesirli reaksiyon denklemin ¢ozimu

00 -1 o) T
(p)! I | P+ (art™)
X(t)=Xo ) (-1)° ! ’
p= K+ +Ky_1=p n=1 7=0
"zlv o1 (1=0, ), (u;, Ui)y
x 1= W |tha n-1
p+1 Fq+l1 ’
TR o
n=1 1
bi¢imindeki fonksiyon olarak bulundu.
Sonug 4.10
X(t) - Xot*™! F,|t'a? (@)1 Z D,"
— A0 g 0
P-4 b]) 7]
Lq
kesirli reaksiyon denkleminin ¢6ziimii
co n-1 T
K, (p+1), (-a1t™)
= -1 P 1
X(0=x0) (10 ) i AL () y el
p= K+ +K,_1=p n=1 =0
Zv,+1+6 1 \ (1_6:,”);(5’1')1,[;
X 1= i1 Fger|tHa n-1 ,
n=1 4
fonksiyonu olarak elde edildi.
Sonug¢ 4.11
~ (i, Ui)y,, (tie Uie) - -
X (1) = Xoto™h pmn g | Vb R e (r)cPVODt PYX (1),
(V]', ‘/j)l’ml(ngl ‘/jf)m+1’q€ p=1 p

bi¢cimindeki kesirli kinetik denklemin ¢6ztimu

e ST it (=0, ), (tir Uy (Wit Uit p
X(t) XOZTt ez
k=0 ' (1=0-vk, p), ( Vjr J) (ng' ng)m+1,qg

s
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fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.12

) (uq, Uy, x), (43, U;) r _
X(t) _XOtb_lrpn,Zn t”a/\ 1 1)2,p - _ (r)cpvth va(t),

bi¢cimindeki kesirli kinetik denkleminin ¢ozimu

)k

S PR, ) (1—5,]/1),(M1,U1,x),(u.’U.)
X(t) :XOZM“’”"”TP”??ZL e i»Ui)a,p
k=0

(10, (1),

’

fonksiyonu olarak bulundu.

Sonug 4.13

(Mp Ullx)'(u') U) 4 _
X(£) = Xot> Ly | ¢4 e (r)cpvth PYX(t),

kesirli kinetik denklemi elde edildi ve ¢ozumu

’

o ok (1-06,u),(uy, Uy, x), (u;, U;)
X(t) :XO Zwtb-FVk—ly;’i?Lil t’,[a,\ 1 1 2;P

L ! (1 —5—vk,y),(v]-,vj)l,q
olarak bulundu.

Sonug 4.14

N (l/ll, Ullx);(u" U) L _
X(t) =Xt w | t#at S (;)cpvth PYX (1),
1

(vj' V‘)l,q p=

bi¢cimindeki kesirli kinetik denklemin ¢ozumu

() (=) ke r (1=6,p), (uy, Uy, x), (u;, Up),,
X(5)=Xg ) gt e P

£ ! (1 —5—vk,y),(v]~,vj)l’q
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fonksiyonu olarak elde edildi.

Sonug 4.15

N (ul; Ul,x),(u', U) L _
X(t) _Xotb—l p\yq(y) t}/la/\ 1 1/2,p - _ (T)vath va(t),

(vj'V]')l,q p=1 p

kesirli kinetik denklemi elde edildi ve ¢ozumu

= xS O sk G || (78 (80, U, (15, Uiy,
k=0 (1-6-v 1”‘)1(7/]'1 j)l,q
olarak bulundu.
Sonug 4.16
: (uq,x),(a;) r _
X(t)=Xot*™" T, | ta ! SR 22 (r%Pmﬂzpfqu
bj)l,q - P

bi¢imindeki kesirli kinetik denklem bulundu ve ¢oziimu

- —cyk (1-0,p),(uy,x),(a;)
X(t) — XO (r)k( c ) tb+1/k—1 I‘ +1 t'ua/\ ’/l 1 ! 2,p ,
k! p+17q
— ! (1_6_Vk”4)’(bj)1,q
bi¢ciminde elde edildi.
Sonug 4.17

i ar,x),(a; ! _
X(1) - Xot> ™y, |t#at (a1,%), (4i)a :—Z(;)cPVODt PYX(t),
p=1

(bi)y,,

bi¢cimindeki kesirli kinetik denkleminin ¢ozuimu

’

o0 ]" —CV k B B (]. —5,’,{),(1/[1,3(),(01)2'
X(t):XoZ( (=) sk L Van |t p

= K (L=5-vkp), (b)),
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bi¢ciminde elde edilmistir.

Sonug 4.18

) (u;, U;) B
X(t) - Xot* ! Hyo' | that AL (;)C’”th PrX(t),

(Uj, V.)l,q p=1

bi¢cimindeki kesirli kinetik denklemin ¢ozumu

‘X’ k — . .
X(t) :XOZMtO‘FVk—l Hm,TiH'l . t}'la/\ (1 6;]”)1(”1; Ul)l,p ,
k! p+lg+ i
k=0 : (1 —b—vk,/,t),(vj,Vj)Lq
bi¢iminde bulundu.
Sonug 4.19
(u., U) r ~
('U]‘, V.)l,q p:l

kesirli kinetik denklemi elde edildi ve ¢ozumu

© _cv)k (1-90,p),(u;, Uy)
X(t) — XO (r)k( c ) t6+vk—1 \I] +1 t]la/\ I/l ! ! 1'p ,
k! p+1 79
o ! U—é—vkyL@PW%ﬂ
bi¢iminde ispatlanda.
Sonug 4.20
o-1 a| (@) =1\ pv PV
X(t) —Xot qu t"a = - Cp ODt X(t),
(@%ﬂ e

bi¢cimindeki kesirli kinetik denklemin ¢ozumu

_CV)k Stvk_1 woA (1—5,]4),(&1')1’;7
k! t p+1Fq+1 tha

— ! ﬂ—é—vky%@»

>

T

2
Mg
=
S

1,9
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bi¢cimindeki fonksiyon olarak elde edildi.
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