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OZET

ZAMAN GECIKMELI BiR SURDURULEBILIR TURiZM MODELI-
NIN DINAMIGI VE HOPF CATALLANMASI

Bu ¢alismada, koruma alanlarini ziyarete gelen turistler, ¢cevre kirliligi ve sermaye
stoku arasindaki iliskileri surdiirulebilir turizm baslig: altinda dikkate alarak, bir
cevre koruma alani modeli olusturulacaktir. Bu model ziyaretgi turistlerin, ¢evre
kirliliginin ve sermaye stokunun dinamigini tanimlayan tu¢ adet dogrusal olma-
yan adi diferansiyel denklem sistemi ile modellenmistir. Cevre koruma harcamalar:
ve surdurulebilir turizmin gelisimi i¢in, arastirmacilarin buyuk bir kismi sosyo-
ekolojik sistemlerin analizi; ekolojik, sosyal ve ekonomik faktorlerin beraber de-
gerlendirmesini mumkun kilan ¢esitli modellemeler gelistirip bunlar tizerine ¢alis-
malar yapmaktadir. Bu ¢alismalar surdurulebilir turizm igin bir stratejik planlama
yapabilme olanag:1 saglamaktadir. Turistik tesisler sosyo-ekolojik sistem kabul edil-
digi gibi benzer sekilde ¢evre koruma alanlar1 da sosyo-ekolojik sistem kabul edil-
mektedir. Koruma alanlarinin ¢ekiciligi bolgeye gelecek turist sayisini arttiracak ve
bu durum ekonomik anlamda kalkinmaya katki saglasa bile bilingsiz kitle turizmi
nedeniyle ekolojik olarak bolgeye zarar verecektir. Ayrica bolgenin gekiciligi ne-
deniyle artan turist sayis1 belli bir esikten sonra kalabalik etkisi yaratip, bolgenin
cekiciligi i¢cin olumsuz bir etkiye neden olacaktir. Turizm kalkinma igin bir arag-
tir fakat bu ara¢ duzgin kullanilmazsa ekosistemin yenilenebilir ve yenilenemeyen
dogal kaynaklarinin kalitesini bozabilmektedir. Bu baglamda koruma alanlarinin
gunumiuzde ¢ok fazla zarar gormesi tizerine, yapilan ¢alismalar her zaman biz aras-

tirmacilar i¢in yol gosterici olmustur.

Bu calismada tasarlanan modelde dinamikler kurgulanirken gercege ve mantiga
uygun olacak sekilde tasarlanmistir. Onerilen modelde ziyaretgilerin sermaye ve
ekonomik anlamda olumlu bir etkisi oldugu dusunuliirken ekosistem baglaminda
cevreye karsi olumsuz bir etkisinin oldugu dustiniilmektedir. Ayrica turistlerin ser-

mayeye katkis1 sayesinde, sermayedeki artis ve bu artisin getirisiyle sermayenin
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bir kismi ¢evrenin iyilestirilmesi, temizlenmesi yani onarimi i¢in kullanilmakta-
dir. Oncelikle modelin pozitif bir denge noktasinin varlig1 gosterilecektir. Ardin-
dan bu denge noktasinin kararlilik ve ¢atallanma analizi yapilacaktir. Zaman gecik-
mesi ¢atallanma parametresi olarak secildiginde pozitif dengenin yakininda Hopf
catallanma analizi yapilacaktir. Olusturulan modelde Hopf ¢atallanmasinin varlig:
ve kararlilig1 analiz edilerek incelenecektir. Hopf ¢atallanmasi matematiksel ¢atal-
lanma teorisinde bir sistemin denge ¢coziimuniin kararliliginin degismesi ve periyo-
dik bir ¢ozimun ortaya ¢ikmasi ile ilgilidir. Catallanan periyodik ¢6ztiimiuin kararli-
1181 ve Hopf ¢atallanmasinin yonu ile ilgili formiiller, normal form teorisi ve merkez

katman teoremi uygulanarak gosterilecektir.



ABSTRACT

DYNAMICS AND HOPF BIFURCATION OF A SUSTAINABLE
TOURISM MODEL WITH TIME DELAY

In this study, an expenditure model for an environmental protection area will be
proposed, taking into account the relationships between tourists visiting the pro-
tected areas, the environmental pollution, and the capital stock. This problem is
modeled by a system of three nonlinear ordinary differential equations that describe
the dynamics of visiting tourists, the environmental pollution, and the capital stock.
For environmental protection expenditures and the development of sustainable to-
urism, most researchers analyze socio-ecological systems. They develop and work
on various models that make it possible to evaluate ecological, social, and economic
factors together. These studies provide the opportunity to make strategic planning
for sustainable tourism. Both touristic facilities and environmental protection areas
are accepted as socio-ecological systems. The attractiveness of the protected areas
will increase the number of tourists visiting the region. Even if this contributes to
economic development, it may also ecologically damage the region due to mass to-
urism. In addition, the increasing number of tourists due to the attractiveness of the
region will create a crowding effect after a certain threshold and will cause a ne-
gative effect on the attractiveness of the region. Tourism is a tool for development,
but if this tool is not used properly, it can degrade the quality of the renewable and

non-renewable natural resources of the ecosystem.

In the model designed in the study, the dynamics are designed to be in accordance
with reality and logic. In our model, while the visitors have a positive effect in terms
of capital and economy, it is thought that they have a negative effect on the environ-
ment in the context of the ecosystem. In addition, thanks to the contribution by the
tourists to the capital, a part of the capital is stable used for the improvement of the
environment. It is shown that the system possesses a positive equilibrium solution.

If is shown that without time delay, this station is stable. When the time delay is
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selected as the bifurcation parameter, a Hopf bifurcation analysis is performed near
the positive equilibrium. The existence and the stability of Hopf bifurcation in the
proposed model is analyzed. Hopf bifurcation is associated with the change of sta-
bility of an equilibrium solution and the emergence of a time periodic solution. The
formulas for the stability of the bifurcated periodic solution and the direction of the
Hopf bifurcation are analyzed by applying the normal form theory and the center

manifold theorem.
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1 GIRIS
1.1 Model

Gunumiuzde bir¢ok ¢alismanin koruma alanlarini konu alma sebebi dogal ekosis-
temin bozulmasidir. Korumali bolgeler artik yalnizca ikonik dogal manzaralari, ok-
yanus manzaralarin1 kaydetmek ve nesli tikenmekte olan yabani hayvanlara yasam
alani saglamak i¢in degil, ayn1 zamanda cesitli yerel topluluklarin ge¢imine katkida
bulunarak turizm gelirleri yoluyla sivil ekonomileri ayaga kaldirmak, ulus ekono-
misine katki saglamak ve turizm ile saglanan gelirin surdiriilebilir olmasi agisindan
onemli bir yere sahiptir [1]. Calismamizin kokeni, Paulo Russu’nun 2004 yilinda
koruma alanlar1 tizerine tasarladigi [2] modelinin ¢atallanma ve kararlilik analizine
dayanmaktadir. S6z konusu ¢alismadaki model, asagida verilen zaman gecikmeli ti¢

boyutlu ¢evre koruma harcama modelidir.

V(t) = myE(t) + myK(t) —aV>(t)
E(t)=r(P-E(t))-bV(t—7)+cnV(t—1) (1.1.1)

K(t)=(1-n)V(t-1)-SK(t).

Modelde kullanilan degiskenler su sekildedir; V ziyaretgi sayisi, K sermaye stoku
ve E cevrenin kalitesidir. Verilen parametrelerin tumu pozitif sabitlerdir ve su se-
kildedir: m; ¢evre kalitesinin ziyaret¢i degisim hizi uizerindeki etkisi ve m, sermaye
stokunun ziyaret¢i degisim hizi tizerindeki etkisidir. a parametresi kalabaliklagsma
etkisini temsil eder. Yani ziyaret¢i sayisi, korunan alanin ziyaretgiler agisindan ¢e-
kiciligini giderek olumsuz yonde etkilemektedir. b, ziyaretgi basina kirlilik degisim
oranidir ve P, kabul edilebilir maksimum kirlilik seviyesidir. r parametresi kirlili-
gin, cevre kalitesinin degisim hizi tizerindeki etkisini temsil eder. 7 ¢evrenin iyiles-
tirilmesi i¢in ayrilan sermaye payini temsil eder. ¢ bu payin etkinligini temsil eder. 9,
belirli ekonomik sebeplerden (enflasyon gibi) dolay1 sermaye stokunun azalmasini

ifade eder. Son olarak 7, etkileri daha sonra tartisilacak olan zaman gecikmesidir

[2].



Ayrica Caraballo T. ve arkadaslar1 Russu’'nun onerdigi gecikmeli ¢cevresel savunma
harcamalari modelinde gecikmenin olmadigi durumda dengenin kararlilig1 hak-
kinda farkli sonuglar elde etmislerdir. Zaman gecikmeli modelde denge ve Hopf

catallanmasinin kararliligina iliskin daha ayrintili bir analiz sunmuslardir [3].

Russu (1.1.1) modeliyle ilgili temel sorun, genel olarak kabul edilebilir maksimum
kirlilik dizeyini tanimlamanin mimkiin olmamasidir. Aslinda (1.1.1) modeline gore
P = P —E kirliliginin zaman arttikca maksimum tolere edilebilir kirlilik olan P’1 ag-
mas1 mumkiuindur. Modeldeki bu eksikligi asmak i¢in asagidaki gibi yeni bir model
onermekteyiz.

V=0, V(t—1)=v,V(t —T)P(t) + v3K(t)

P =p,V(t)=p,P(t) (1.1.2)

K = k1V(t—T)—k3K(t).

Bu yeni modelde V degiskeni korunan alana gelen ziyaretgi sayisini, K degiskeni
ise sermaye stokunu temsil etmektedir. Cevre kalitesi olan E yerine, degisken ola-
rak kirlilik diizeyi olan P kullanilmistir. Bu modeldeki parametreler sunlardir: v;,
toplulugun bolgeyi 6vme oranini temsil eder. v,, ziyaretgilerin degisim hizi tzerin-
deki kirlilik etkisini, v3 ise ziyaretgilerin degisim oraninin sermaye stokuyla oran-
til1 oldugunu temsil etmektedir. Ote yandan, p; ziyaretgilerin kirlilik oraninin de-
gisiminin etkisidir ve p, ¢evrenin kendi kendini temizleme yetenegidir. k; turizm
ziyaretgilerinden elde edilen geliri temsil etmektedir. Sermaye stoku k3 oraninda

amortismana tabi tutulmustur.

Zaman gecikmesi bir ¢ok ¢alismaya konu olmustur [4]. Bunun ana sebebi zaman ge-
cikmesi olan bir modelin dinamiklerini incelemek ve dolayisiyla bu modele gercek
hayata dair bir anlam kazandirmaktir. Cinku bir¢ok farkli modelde kurgulanan
senaryolarda gerceklesen sureglerin ¢ogunlugu kelimenin tam anlamiyla "aninda"
gerceklesmemektedir. Kisaca zaman gecikmesi olmayan herhangi bir model iyi ih-

timalle bir yaklasimdir [5]. Bir¢ok ¢alismaya konu olan zaman gecikmesi farkli mo-



dellerde farkli anlamlar tasimaktadir. Ornegin bazi popiilasyon temelli dinamikleri
incelemek i¢in tasarlanan modellerde biyolojik tirlerin gelisme ve olgunlasma pe-
riyodu [6], [7], [8] canlinin veya organizmalarin ¢ogalirken gecen kulugka stiresi [9],
sinir biliminde tasarlanan bir modelde sinirlerdeki noronlar arasi iletisimde gegen

sure [10] olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Calisma kapsaminda kullanilan modelde 7 gecikme parametresi incelendiginde ise
ziyaretgi sayisinin, ziyaretci sayist ve sermaye stokundaki degisimi 7 zaman gecik-
mesiyle etkileyecegi anlamina gelmektedir. Zaman gecikmesi, ziyaretgilerin koru-
nan alanlarla ilgili bilgileri yaymas1 ve yoneticinin ¢evreyi korumak igin geliri da-

gitmasi i¢in gereken stireyi modeller.

Daha once tartisildig: gibi, calismada kullanilan modelin en temel fark: ¢evre kali-
tesi degiskeni E yerine kirlilik P teriminin kullanilmasidir. Zira 6nerilen ana mode-
lin dayandig1 Russu [2]'nun ¢alismasinda, maksimum tolere edilebilir kirliligin ta-
nimiyla ilgili bir sorun bulunmaktadir. Ozellikle [2]'de, P kirlilik seviyesinin tolere
edilebilir maksimum kirlilik seviyesi P altinda kalmas1 gerektigi gosterilmemistir.
Yani, herhangi bir baglangi¢ kosulu i¢in ve her t > 0 i¢cin P(t) < P oldugu gosterile-
memistir. Boylece cevresel kalite degiskeni E(t) = P — P(t)'nin zamanla negatif hale

gelmesi mumkundiir. Ancak [2]'de E’nin her zaman pozitif oldugu varsayilmakta-

dir.

Bu eksikligin ustesinden gelmek i¢in, dinamik bir degisken olarak cevre kalitesi

yerine kirliligi iceren (1.1.1) modeline alternatif olarak (1.1.2) modelini oneriyoruz.

2 LITERATUR TARAMASI

Bu bolimde ¢alismanin baslangi¢c ve gelisimi asamasinda literatirde bulunan bir
¢ok calisma ve kurgu uizerinde incelemelerde bulunulmustur. Bu calismalardaki
yontem ve ilerlemelerden yararlanilmistir. Calismalarda kurgulanan model, karar-
lilik analizi, simtilasyonlar vb. gibi bir cok detay1 inceledik. Ilk olarak [11] calismas1

incelediginde genel transandantal fonksiyonlarin sifirlar1 tizerine bir temel teorem



olusturuldugu gozlemlenmistir. Temel teoreme dayanarak, bazi tstel polinomlarin
kararliligini arastirmak, yani tstel polinomlarin tim sifirlarinin negatif gercel ki-
simlara sahip oldugu kosullar1 bulmak i¢in bir ayristirma teknigi gelistiriliyor. Tek-
nik, D-ayristirma ve t-ayristirma yontemlerini birlestirerek ¢oklu gecikmeli dife-
ransiyel denklemleri incelemek i¢in kullanilabilir. Uygulama olarak ise (2.0.1) sek-
linde verilen bilesik optik rezonatorleri modelleyen iki gecikmeli bir skaler denkle-

min kararlilig1 ve ¢atallanmasi incelenmistir.

2(t) = —ax(t) + [f (x(t—= 1) + f (x (= 12))]. (2.0.1)

Cogu modelleme calismasi birden fazla fiziksel veya biyolojik stireci icermektedir.
Tum fiziksel veya biyolojik suire¢lerin tamamlanmasi zaman almaktadir. Bu nedenle
birden fazla zaman gecikmesi dogal olarak meydana gelir ve daha ileri modelleme
calismalarinda dikkate alinmalidir. Bu tir dogal sureglerin dikkatlice formule edil-
mis modelleri genellikle birden fazla gecikmeyi ve gecikmeye bagli parametreleri
icermektedir. Ancak birden fazla ayrik gecikme ve gecikmeye bagli parametreye sa-
hip modellerin kararlilik analizi i¢in genel ve pratik bir teori mevcut degildir. Bir

diger arastirmada (2.0.2) modeli ¢alisilmistir [12].

S'(t) = bS(t)(1 = S(t)) = pe” ™" S(HI (t—11)
I'(t)= e ™SI (t—11) — e S(t—1) (t— 7, — T) —dI(t) (2.0.2)

R'(t) = Be"S(t —1)I (t— 1y — T) — dR(t).

Burada S, I ve R sirasiyla duyarli, enfekte ve iyilesmis populasyonu belirtir; b ve d
dogum ve 6lum oranini temsil eder; § enfeksiyon katsayisidir; 7; gizli donemdir; t
enfeksiyondan iyilesmeye kadar gegen suredir. Arastirmanin temel amaci, iki ayr1
zaman gecikmesi ve gecikme bagimli parametre ile bir modelin istikrar analizinden
kaynaklanabilen genel bir asamali denklemin kararlilik degistirme 6zelliklerini in-
celemek i¢in pratik bir geometrik yontem sunmaktir. Basit ve gostergeli orneklere

ek olarak, iki ayr1 gecikme SIR(Susceptible-Infectious-Recovered) modelinin ¢alis-
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masinda yontemin ayrintili bir uygulamasi sunulmaktadir.

Calismamizin kokeni olan Russu’nun modeli iizerinden farkli bir tartisma yaratan

bir diger model ise (2.0.3) sistemidir.

V(t) = 611V(t— Tl) —612V2 (t—’l’l) + WZK(t)
E(t) = nE(t) + ro(P— E(t)) — (b—ci)V (¢ — ) E(t) (2.0.3)

K(t)=(1-n)V (t—15) - K(£).

Burada ise iki zaman gecikmesine sahip bir ¢evre koruma alani modelinin dinamik-
leri incelenmektedir. Burada ziyaretci, cevre kalitesi ve sermaye arasindaki iliskiye
deginilmekte ve stirdurtilebilir bir strateji sunulmaktadir. Analitik sonuglar icin ce-
sitli simulasyonlar tasarlanmistir. Bununla beraber ulasilan sonug ¢evre harcama-
lar1 i¢in baz1 parametre kosullar: altinda, ¢evre korumaya yonelik turizm kullanici
ucretlerinin urettigi toplam gelir payinin 7; ve 7, gecikmeleriyle iliskili oldugunu

gostermektedir [13].

3 MATERYAL VE YONTEM

3.1 Sabit Noktanin Kararlilik Analizi

f : R" — R" bir fonksiyon olsun. Adi diferansiyel denklem sistemi (ADD) baslangic

kosuluyla ele alinmistir.

% =x=f(x),  x(0)=x. (3.1.1)

Eger f, x( civarinda bir Lipschitz suirekli fonksiyonu ise, denklem ¢, = 0 baslangi¢
zamanini iceren bir I araliginda tek bir ¢oztime sahiptir. Bu durumda bu tek ¢6ziim
su sekilde gosterilmistir.

(PtXO, tel.



{¢": t € R} donusum ailesi, (3.1.1) ile ilgili evrim operatorii olarak bilinmektedir. ¢’
temel olarak x, baslangi¢ kosulunu ¢t zamanindaki ¢6zim degeriyle esler. Boyle bir
¢ozum i¢in,

{p'xo:tel}cr,

egrisi, xo baslangi¢c kosulundan gecen yoriinge olarak adlandirilmaktadir. R” i¢in-
deki tum yoringelerin bir arada gosterilmesi, (3.1.1)’nin faz portresini tanimlar.

Denge ¢oziimii (veya sabit nokta) ile (3.1.1)’in,

x(t) = x, VteR, (3.1.2)

seklinde bir ¢ozumu kastedilmektedir. Burada x* € IR” bir sabittir. Bu, x*’in f donii-

sumunin bir sifir1 oldugu anlamina gelir. Yani,

fx) =0,

Ornek 3.1 Skaler ADD,

x=x%-1,

x = %1 seklinde verilen iki denge ¢6zuimune sahiptir.

Denge ¢oziimlerinin (dengelerin) (yerel) kararliligi, bir ADD’nin dinamik davrani-
sinin analizinde onemli bir rol oynar. Bir denge ¢oziimunun (yerel) kararlilig1 asa-
gi1daki sekilde tanimlanir.

Tanim 3.1.1 Eger tum ¢ > 0 igin,

lIxo — x| < & = ||p'xo — x*

<e, V>0, (3.1.3)

onermesini saglayacak bir o > 0 varsa, (3.1.1)’in x* denge ¢oziimiine yerel ve notr

olarak kararli denir.

(3.1.1)'nin x* denge ¢6zumi, notr olarak kararli degilse kararsiz olarak adlandirilir.

Sezgisel olarak, t = 0 baslangi¢c zamaninda notr olarak kararli bir denge ¢oziimii x*’a



yakin olan yoriingeler her zaman x*a yakin kalir [14].

Tanim 3.1.2 (3.1.1)’nin x* denge ¢ozumi, eger notr olarak kararliysa ve

lxo = "] < 6 = lim [¢*x0—x*|| =0, (3.1.4)

onermesini saglayan bir o > 0 mevcutsa, yerel ve asimptotik olarak kararlidir.

Dolayisiyla x* denge ¢ozuimune yakin yoriingelerin x*a t — oo olarak yaklasmasi

sebebiyle, asimptotik kararlilik notr kararliliktan daha gugludur.

S6z konusu tanimlarin yerel nitelikte oldugunun vurgulanmas: 6nemlidir. Baska bir
deyisle, denge noktas1 etrafindaki kiiciik perturbasyonlar: dikkate alan kararlilik

analiziyle ilgilidirler.

Bir denge ¢oziimiiniin yerel kararliligi, asagida ozetledigimiz dogrusal kararlilik

analizi ile belirlenebilir.

f=(f,. fm) : R" > R" vektor alaninin Jakobiyen matrisini,

[ 9h I I ]
ox; Odx, T dx,
9 9fp 9
Df(x) — (9?61 afz axn
fm 9fm fm
| dx; dxp T dx, |

ile gosterelim.
Teorem 3.1.1 x*, (3.1.1)’'nin bir denge ¢6zumi olsun ve Df(x*), x*’daki Jakobiyen

matrisi olsun. Ayrica Ay,..., A, degerleri ise D f(x*) 'in 6zdegerleri olsun.

* x = x" sabit noktasinin yerel ve asimptotik olarak kararli bir denge ¢6zuimu
olmasi i¢in, D f (x*) matrisindeki tim 6zdegerlerin tiim gercel kisimlarinin ne-

gatif olmasi gerekir.

* Denge ¢ozimunun kararsiz olmasi i¢in 6zdegerlerden en az birinin gergel kis-

minin pozitif olmasi gerekir.



Jakobiyen matrisinin 6zdegerleri negatif gercel kisimlar ile sifir gercel kisimlardan
olusan bir kombinasyon gosteriyorsa, sabit noktanin kararlilik ozelliklerini belirle-

mek i¢in daha ayrintili bir analize ihtiyag¢ vardir.

3.1.1 Merkez Katman Teoremi

(3.1.1) sistemini ele alalim ve x = x* sabit noktasinin bir denge ¢6ztimu oldugunu

varsayalim. Bu denge ¢6ziimiinden y(t) sapmasini asagidaki gibi ifade ederiz.

x(t) = x"+y(t).

[fadeyi (3.1.1)’e koyarak ve Taylor Teoremi’ni kullanarak asagidaki denklemi elde

ederiz.

y=Df(x)y+R(y), peR" (3.1.5)

Dogrusal olmayan terimler ise,

R(y) = O(lyI?)

ile ifade edilir. Ayrica (3.1.5) dengesinin y = 0 oldugunu not edelim.

Lineer cebirin temel tanimindan, R" vektor uzayinin sirasiyla negatif, sifir ve pozi-
tif gercel kisimli 6zdegerlere karsilik gelen D f(x*)'1in 0zvektorleri tarafindan geri-

len(span) ti¢ ayrik Vi, V. ve V,, alt uzayina ayristirilabilecegini biliyoruz.
R'=V,eV. ®V,. (3.1.6)

IT,: R" -V, II. : R" - V. velIl, : R" - V, izdusum operatorleri olsun. Daha sonra
D f(x*) dogrusal operatorunun bu uzaylara kisitlamasini asagidaki sekilde tanimla-
yabiliriz.

A= Hst(x*)’ A= Hch(X*)f Ay = Hqu(x*)-

(3.1.6) ile her y € R" ve baz1 y; € V;, y. € V,, v, € V, icin benzersiz bir sekilde



yazilabilir.

V=Ys+VctYu

(3.1.1) ana denklemini bu uzaylarin her birine izdusiirerek asagidaki ifadeleri elde

ederiz.
pS :Asys'l_Rs(ys:yc:yu)y (317)
3}6 :ACyC+RC(ys!yclyu); (318)
yu = Auyu +Ru(yslyc:yu)- (319)

Burada R;, R, ve R, dogrusal olmayan R operatoruntiin sabit, merkez ve kararsiz alt

uzaylara izdusumleridir.

Bu dogrusal olmayan vektor alaninin analizi asagidaki teorem ile ifade edilir.

Teorem 3.1.2 C**! (burada k > 1) i¢inde tanimlanan ve f(0) = 0 kosulunu saglayan
f :R" > R” vektor alanini ele alalim. A, f’nin orijindeki turevini temsil eden A =
Df(0) matrisi olarak ifade edilsin. Bu vektor alani kararli (V?®), kararsiz (V") ve

merkez (V°) altuzaylarina yol agar.

* Herhangi bir ¢ pozitif degeri icin M yerel merkez katmanini tanimlayabiliriz.
Bu katman, ¢(x.) noktalarinin toplami olarak tanimlanabilir; burada ¢ : V° —
R" ve 1t ¢(x.) = x. esitligini saglayan bir Ck fonksiyonudur. Ayrica x., |x.| < &

kosulu ile V¢ alt uzayina aittir.

* M merkez katmani f vektor alaninin yerel akisi altinda invaryant kalir. Bu,
eger bir x noktas1 M icinde yer aliyorsa, o zaman x’in f akisina gore evrimles-
tirilmesiyle elde edilen X(t,x) noktasinin, t'nin yeterince kiiciik degerleri i¢in

M iginde kaldig1 anlamina gelir.
* Merkez katman M, orjinde merkez altuzay1 Vye tegettir.

* Ozellikle, baslangi¢ noktasinin yeterince kiigiik bir komsulugu iginde kalan
ve global olarak sinirli olan herhangi bir yortinge, tamamen M merkez kat-

maninin sinirlari iginde yer alir.



* Pozitif sonsuza dogru yonelen f ile birlikte orijine yaklasan her x(¢) yorungesi
icin merkez katman M tizerinde pozitif bir sabit # ve ilgili bir y(¢) yortingesini
kesfedebiliriz. Daha da onemlisi, ¢ pozitif sonsuza yaklastiginda, x(t) ile y(t)

rlt .

arasindaki fark, e'* uistel fonksiyonuyla olgeklendirilerek sifira yonelir.

3.2 Hopf Catallanmalar:

[ki boyutlu bir sistemi ele alalim. Sistemin denge noktasini kararli varsayalim.
kontrol parametresi degistik¢e kararliligini kaybetmesinin nedenleri Jakobiyen mat-
risinin o0zdegerleriyle ilgilidir. Denge noktasinin kararli olmasi i¢in, hem A; hem de
A, 6zdegerlerinin gergel kisimlari, Re A < 0 olan sol yar1 duzlemde yer almasi gerek-
mektedir. Tkinci dereceden denklemin gercel katsayilarina bagli olarak belirlenen
ozdegerler i¢in iki farkli durum vardir. Ya her iki 6zdeger de gercel ve negatiftir (Se-
kil (1)) ya da bu 6zdegerler karmasik esleniktir (Sekil (2)). Sabit noktanin kararsiz
olmasi i¢in 6zdegerlerden en az birinin veya muhtemelen her ikisinin y degistikge

sag yar1 duzleme gecmesi gerekir[15].

Im .:l [‘I‘J."I 1
.
* ° Red Red
°
(a) (b)
Sekil 1 Sekil 2

3.2.1 Kritik-uistii Hopf Catallanmasi

Kritik-tistit Hopf Catallanmasi, tistel sonumlenme sergileyen fiziksel bir sistemde

meydana gelir ve kiiciik bozukluklarin salinim davranisi yoluyla kademeli olarak

10



denge durumuna yerlesmesine neden olur. Bu, bozukluklarin baslangicta ‘¢inla-
mas1’ ve ardindan zamanla zayiflamasi olarak gorsellestirilebilir (Sekil (3)). Bununla
birlikte, eger bir kontrol parametresi y degisirse, salinimlarin azalma hizi yavaslar
ve sonunda p kritik bir degere ulastiginda biiyumeye dogru gecis yapar. Daha once
stabil olan denge durumu kararsiz hale gelir. Bu gibi durumlarda sistem, onceki ka-
rarl1 durumun etrafinda merkezlenen, limit dongusiu olarak bilinen kiguk genlikli,
sintizoidal bir salinim olarak ortaya c¢ikan onemli bir degisiklige ugrar (Sekil (4)).

Bu gecise Kritik-iistii Hopf Catallanmasi denir [15].

" AW

Sek113 ( )]/l<l/lc Sek114 ‘M>I/lc

Kritik-usti Hopf ¢atallanmasi, kuiguik, neredeyse eliptik ve yoriingesel olarak kararl:
bir sinir dongiisuyle ¢evrelenirken faz uzayinda kararsiz bir spirale dontstiugu bir
senaryoyu ifade eder. Ancak catallanmay ifade ederken daha kolay anlasilabilmesi

i¢in iki boyutlu durumu ele alacagiz.

Basit bir 6rnek ele alalim,

r':]/tr—r3

(3.2.1)

0 =w+br’.
Sistemin karakterizasyonunu ifade eden ti¢ parametremiz var. y orijinindeki denge
noktasinin kararliligini etkiler. w sonsuz sekilde tekrarlanan ki¢tik salinimlarin fre-

kansini belirler. Son olarak b daha buiyuk genlikli salinimlar i¢in genlik ve frekans

arasindaki iligkiyi yonetir[15].

Sekil (5) farkli p degerleri igin faz portreleridir. » = 0 "in orijini, ¢ < 0 oldugunda
sabit bir spirale karsilik gelir ve donme yonu w’nin isaretiyle belirlenir. p = 0 ol-
dugunda, orijin yavas cebirsel bozunumla sabit bir sarmal olarak kalir. Son olarak,

p > 0 oldugunda, r = /p 'da sabit limit donglisii meydana gelirken, baslangi¢ nok-
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tasinda kararsiz bir sarmal ortaya ¢ikar.

w>0

Sekil 5

Catallanma sirasinda 6zdegerlerin davranisini analiz etmek igin, Jakobiyen matri-
sinin belirlenmesini basitlestiren Kartezyen koordinatlara bir dontusim uygulanir

[15].

Bu dontisum, degiskenlerin x = rcos6 ve y = rsin6 olarak ifade edilmesini igerir.

Daha sonra bu Kartezyen gosterim kullanilarak daha ileri analizler yapilabilir.

X =7cosO —rOsinf

= (yr—r3)c059—r(w+br2)sin9

(3.2.2)
= (y— [x2 +y2])x— (a) + b[x2 +y2])y
= ux — wy + O(x°).
Benzer sekilde (3.2.3)’deki gibi ifade edilebilir.
D= wx + uy + O(x°). (3.2.3)
Sonug olarak, baslangi¢ noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi,
—w
. . (3.2.4)
w p
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Yani Jakobiyen matrisi asagidaki ozdegerlere sahiptir.

A=uTFiw (3.2.5)

Beklendigi gibi, p negatif degerlerden pozitif degerlere dogru ilerledik¢e, 0zdeger-

ler imajiner eksenin solundan sagina dogru gecis yapar.

3.2.2 Kritik-alt1 Hopf Catallanmasi

Hopf catallanmalar: kritik-tistii veya kritik-alt1 sekillerde ortaya ¢ikabilir [16]. Kritik-
alt1 senaryo, mithendislik uygulamalarinda ¢ok daha dramatik ve potansiyel olarak

tehlikeli olabileceginden ozellikle dikkate degerdir [15].

Bu durumu saglayan iki boyutlu bir sistem ornegini ele alalim,

r':,ur+r3—r5

(3.2.6)
0 = w + br?

Daha onceki kritik-tistii durumdan onemli bir fark, yortingeleri aktif olarak baslan-

gi¢ noktasindan uzaklastiran kararsizlastirici kiibik terimin (r%) isaretidir [15].

u<0 u>0

Sekil 6

Sekil 6’da gosterilen faz portreleri bu sistemin dinamiklerini gostermektedir. y < 0
oldugunda, sistemdeki ¢ekiciler orijindeki kararli sabit nokta ve kararli limit don-

gusudur. Bu iki ¢ekici arasinda kararsiz bir kesikli dongt vardir. y artmaya devam
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ettikce kararsiz ayrik dongi, baslangi¢ noktasindaki kararli sabit nokta etrafinda

yavas yavas daralmaya baslar [15].

Kritik-alt1 Hopf Catallanmasi p = 0 oldugunda meydana gelir. Iki ¢ekici arasindaki
bu kararsiz dongiinin genligi sifirlanir ve orijindeki kararli sabit nokta kararsiz hale

gelir. > 0 sonrasinda sistemdeki tek ¢ekici, kararli limit donguisti haline gelir [15].

Sistemdeki buiyuk genlikli salinimlar bir kez baslatildiginda p sifira dondurulerek
durdurulamaz. Bu salinimlar yalnizca y = —1/4 kadar devam eder.

Ornek 3.2 Asagida verilen sistemin Hopf catallanma analizini yapalim.

x:/ux—y+xy2

y=x+py+y’

Coziim: Baslangi¢ noktasinda, Jakobiyen matrisi A = ’A ile verilir. A'in ozde-
L op
gerleri A = p+1i, matrisin izi T = 2 ve determinanti A = y? + 1 > 0’dir. Sonug olarak,

p sifira yaklastikca orijin sabit bir sarmaldan kararsiz bir sarmala dogru gegis yapar.

Bu bulgu, Hopf catallanmasinin y = 0’da gergeklestigini gostermektedir [15]. m

Catallanmanin turunu belirlemek icin sayisal entegrasyon ve mantiksal akil yt-
rutmeyi kullanabiliriz. Sistemi kutupsal koordinatlara donustiirerek arastirmamaizi
ilerletebiliriz [15].

F=ur+ry’. (3.2.7)

Asagida verilen bilgilerin dogrulanmasi gerekmektedir. Sonug olarak 7 > ur oldugu
belirlenebilir. Bu esitsizlik, y > 0 i¢in r(t) bilyiimesinin en az rge#' kadar hizli oldu-
gunu gosterir. Yani tum yoruingeler sonsuza itilir. Sonug olarak, y > 0 i¢in stiphesiz
kapali yoruingeler yoktur. Ozellikle, kararl bir limit cevrimi kararsiz sarmali kap-

samaz. Sonug olarak catallanma kritik-tuistii olarak siniflandirilamaz [15].

Catallanmanin bozulmas: i¢in, y = 0 oldugunda orijinin dogrusal olmayan bir mer-

kez gibi davranmasi gerekir. x ekseninden bakildiginda 7’nin tamamen pozitif ol-
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dugu acgik oldugundan, kapali yoriingelerin var olmasi hala imkansizdir [15].

Bir tarama stuireci yoluyla, ¢atallanmanin kritik alt1 oldugu sonucuna varilabilir. Bu
¢ikarim ayni zamanda u = -0, 2 i¢in gorsellestirilmis bir faz portresini gosteren Sekil

7 tarafindan da desteklenmektedir.

Sekil 7

Kritik alt1 catallanma baglaminda beklendigi gibi, gozlemlenen faz portresi, kararh
sabit noktayi saran kararsiz bir sinir dongiisiiniin varligini ortaya koymaktadir. Us-
telik bu ilmik neredeyse eliptik bir sekil sergiliyor ve hafifce kivrilan bir spirali

cevreliyor. Bu ozellikler her iki Hopf ¢atallanma tipini de temsil etmektedir.

4 MODEL VE ANALIZ

4.1 Ana Sistemin Iyi Konulmuslugu

Bu bolumde oncelikle (1.1.2) modelinin (1.1.1)’den farkli olarak iyi konulmus ol-
dugu gosterilecektir. Negatif olmayan baslangic verilerine sahip ¢oztimlerin gelecek
tim zamanlar i¢in negatif olmadig1 gosterilecektir. Sonugta ¢ozumler kureseldir,
yani her zaman icin vardir. {1k adim olarak (4.1.1) teoremi kanitlanmigtur.

Teorem 4.1.1 V(0)>0,P(0)>0,K(0)>0i¢in V>0,P >0,K > 0ise, o zaman (1.1.2)

modelinin (V(t), P(t),K(t)) ¢ozumu yerel varolus zamanina kadar negatif olmayan
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bir ¢ozum olarak kalir.

Ispat. (1.1.2) sistemini kompakt formda yazalim.

d
d—‘t‘ = f(u), u=(V,P,K).

Burada f = (f}, f2, f3), (1.1.2) sisteminin sag tarafi tarafindan tanimlanan vektor ala-
nidur. Ispat, Efendiev tarafindan 6nerilen f vektor alaninin negatif olmayan ortanta
isaret ettigini garanti eden [17] yontemine dayanmaktadir. Ispat1 tamamlamak i¢in
yalnizca f;(0,P,K), f,(V,0,K), f3(V,P,0) ifadelerinin tum V >0, P > 0, K > 0 igin

negatif olmadigini kontrol etmemiz gerekiyor. Bu durum, kolayca kontrol edilebilir.

f2(v101K) :plv > 0

f(V,P,0) =k V >0

Bu nedenle sistemimiz iyi konulmustur. m

4.2 Zaman Gecikmesiz Sistemin Pozitif Dengesinin Varlig1 ve Ka-

rarlilig:

Bu bolumde sistemde herhangi bir gecikme olmadiginda yani 7 = 0 oldugunda sabit
nokta analizi gerceklestirilecektir. Ilk olarak, gecikmesiz sistemin bir ¢ekici olan tek
ve bariz olmayan bir dengeye sahip oldugu gosterilmistir.

Onerme 4.1 (1.1.2) sistemi bariz olmayan tek bir dengeye sahiptir.
F=(V,, Py, Ky). (4.2.1)

Burada,

_ P2k +uspoky Ly, (4.2.2)

VOO = = [o¢]
vop1ks P2 kj

16



Ispat. U¢ dinamik sistem denklemi V =0, P = 0 ve K = 0 esitlikleri kullanilarak

¢ozuldugunde,
-v3K V. kW V.
V=B o p _Plle g K1V (4.2.3)
vy — V2P p2 ks
K ve P, V, ile degistirilirse,
MV k
G N N | DR S A i R VA (4.2.4)
;)—’2’1\/00 - P2 k3

Yani, V, cinsinden (4.2.5) seklinde verilen ikinci dereceden bir denklem elde edilir.

+ —) V., =0. (4.2.5)

Yukaridaki denklemin sifirdan farkli ¢6ziimi olan V, asagidaki gibi belirlenir.

ks+vsk
. v1p2ks +v3paky
% vop1k3

Onerme 4.2 F = (V,,P..,K,,) cekici bir denge noktasidur.

Ispat. F = (V,,, P, K,) i¢in hesaplanan Jakobiyen matrisi asagidaki sekilde verilir.

v — 1P -1V 3

](F) = P1 —p2 0 . (4.2.7)

J(F) matrisinin karakteristik denklemi (4.2.8) seklinde verilmistir.

B+ A2+ A+1;=0. (4.2.8)
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Burada,

Iy =—tr(J(F)) =v1 —voPo —p2 — k3
Iz =—V1pyt VQPZPOO - U1k3 + 'l)2k3POO + p2k3 +7V,P1 Vo — ‘[)3k1 (429)
13 =—det(J(F)).

Ayriyeten A, J(F)'in 0zdegerini belirtir. Ayrica det(J(F)), (4.2.10) seklinde kolayca

hesaplanabilir.
det(]):AH +A12+A13. (4210)
Burada,
p O
Ayp =ap (1) = (v1 —v2P)p2ks
0 —ks
0
A =an(-0)*2| P17 e v, (42.11)
ki —ks
P1 —P2
Apz =aps(-1)'"? = v3p2ky,
ki 0

seklinde ifade edildikten sonra verilen Jakobiyen matrisinin determinanti (4.2.12)

seklindedir.

det(J) = viparks —voprks Py — vop1k3 Voo + v3p2ky
(4.2.12)

= v1paks +v3paky — 2vap1ks Ve,

Daha sonra J(F) 6zdegerlerinin kararliligini incelemek i¢in Routh-Hurwitz Teoremi

kullanilmistir. Routh-Hurwitz Teoremi’ne gore

7, >0, Z,>0, ;>0 (4.2.13)

ve

HzIzll—Z3>O (4214)
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ise J(F) ‘nin tum o0zdegerleri negatif gercel kisimlara sahiptir. (4.2.6) denklemindeki
Vo degeri yerine yazilip det(J), Z, ve tr(J) degerleri hesaplanirsa, tim parametreler

pozitif sabit oldugundan (4.2.15) ifadesi elde edilir.

v3poki 2
—=r= —p5 —p2ks3
tr(J) = ks 2 <0
p2
det(]) = —v1prks —v3p2k; <0 (
4.2.15)
2 k
_z-z = lez +p2k3 + —vslfz 1 >0
3
k 21)2 k2 2v 2k
H- vlvii?z L 3kl722 1 +V1P§ +p§k3 + % +p2k§ +2v3p,ky > 0.
3

Dolayisiyla (4.2.13) ve (4.2.14) kosullarinin saglandig: gosterilir.

4.3 Zaman Gecikmeli Sistemdeki Denge Noktas1 I¢in Hopf Catal-

lanmasi1

(4.2.1)’deki F denge ¢ozuimii, sisteme 7 gecikmesi de eklendiginde hala bir denge

¢ozimudir. Yani F ana sistemin bir denge noktasidir.

Bu dengedeki bir pertiirbasyon ele alinarak denge noktasi (4.3.1)’'de yeniden ince-

lenmisgtir.

X,(t) = P(t) - P, (4.3.1)

Perturbasyona ugrayan degerler icin sistem (4.3.1), (4.3.2) seklinde ifade edilir.
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dx,(t) _dv(t)
dt  dt
= v (Xy(t=71)+ Vo) =02 (Xq (t = T) + Voo ) (Xo(f) + P +

v3 (X3(t) + Koo
dX,(t) dP(t)
dt dt
= 01 (X (£) + Vi) = pa (Xo(£) + Py) (4.3.2)

= p1Xi(t) = p2Xo(t)
aX5(t)  dK(t)
dt  dt
=k (X1 (t = T) + voo) — k3 (X3(t) + Kio)

= lel(t - T) - k3X3(t)
Sistem yeniden duzenlendikten sonra (4.3.3) biciminde olur.
Xy =1 Xy (£ =1) =02 Xy (£ = T)Xp(t) = v2 Xy (£ = T) Pog — 02 X5(8) Vo + 13 X3(1)

Xy = p1 X (t) — p2Xo(t) (4.3.3)

X3 = lel(t — T) - k3X3(t)

(X1,X5,X3) =(0,0,0) asikar ¢oziimii (4.3.3) sisteminin denge ¢ozuimudur. Simdi he-
defimiz ise asikar denge ¢coziimuntin kararliligini belirlemektir.
(4.3.3) sistemine karsilik gelen karakteristik denklem (4.3.4) seklindedir.

A— (vl e AT - vzpooe"\T) -1V, v3

P1 A+p, 0 |=My+Mpp+M;3=0 (4.3.4)
kye 0  A+ks

20



burada M;;, M, ve M3 determinantin kofaktorleridir.

/\+p2 0
My =ap (-1

0 /\+k3
= (A + (v2poo —v1) €M) (A+ p2) (A + k3)

P1 0

kl 6_/\T A+ k3

Mj; = ay(-1)'*?

=172 Vo (A + k3)
pie " A+p;
Mz =aps(-1)'*3
kle_’\T 0

=-V3 (/\ + pz) (kle_’\r).

Dolayisiyla (4.3.5) denklemi elde edilir.

A%+ ((p2 +K3)) A% + (p2ks + p1va Vi) A + (P1vaks Vi) + [(v2 P — v1) A2+

—_— | — | [ —
ap ap aj bO
(4.3.5)
((v2Po = 1) (P2 + P3) = v3k1))A + (V2P = 1) p2ks —v3p2ky)]e 47 = 0.
bl b2
Burada (4.3.5) denkleminin katsayilari (4.3.6) olarak verilmistir.
ag = p +ks
ay = paks +p1v2 Vo
ay = p1vaks Ve
(4.3.6)

bo = VZPoo - V1
by = (V2P —v1) (P2 + k3) —v3ky

by = (vo Py —v1) poks — v3pok;.
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Yani 7 > 0 oldugunda elde ettigimiz karakteristik denklem (4.3.7) seklindedir.

/\3+€lo/\2+a1/\+(12+(bo/\2+b1/\+b2)€_/\T =0. (437)

Rouche Teoremi'ne gore, T gecikme parametresini degistirdikce, (4.3.7) denklemi-
nin kokleri de surekli olarak degisecektir. Koklerin sayisi, katliliklar: dikkate alina-

rak, ancak hayali eksende bir kok belirirse veya onu gecerse degisebilir.

Sanal eksende A = iw(w > 0) kokinin bulundugu senaryo ele alinmistir. Bu koku

(4.3.7) denkleminde yerine yazarak (4.3.8) denklemi elde edilir.

—iC()3 - aowz + aliw +dy+ (-bo&)z + b]la) + bz)e_in =0. (438)

e'“T = cos wt +isin wt ifadesi (4.3.8) denkleminde yerine yazilirsa, (4.3.9) denklemi

elde edilir.

—iw® —agw? + ayiw + a, — byw? cos wT + byw?isin wT+

(4.3.9)
biiwcoswT + bywsinwtby coswt —byisinwt = 0.
(4.3.9) denkleminin sanal ve reel kisimlari ele alinmistur.
Re(w) : —agw? + ay — byw? cos wt + by wsin wt + by cos wt = 0. (4.3.10)
Im(w): @° +ayw + byw? sin wT + by w cos wt — by sin wt = 0. (4.3.11)

(4.3.10) ve (4.3.11) denklemlerinin yeniden diizenlenmesi (4.3.12) ve (4.3.13) ifade-

lerini verir.

agw’ —a, :(b2—b0w2)cosw’[+b1wsinw’c. (4.3.12)

a)3—a1w:blwcosw7+(b0w2—b2)sinwr. (4.3.13)
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Her iki denklemin taraf tarafa karesi alindiginda,

2 .
agw4 —2apa,0% + a% = (bz - bowz) cos® wt + 2(b2 - boa)z) biwcoswtsinwt

+biw?sin® wt
w® = 2a; 0% + a%wz = b%(u2 cos’ wT + 2(b0w2 - bz) biwcoswtsinwt

2 2.2
+(b0a) —bz) sin” wt,

ve taraf tarafa toplandiginda t degiskenini ortadan kaldirir, (4.3.14) denklemi elde

edilir.
6 4, 2.2, 2 4 2,2 _32 2 2 2 2
W° =2a1w* +ajw” +ajw” —2apa,w” + a5 = bjw” + ((bjw” —by)
! ’ 2 = b +((45 ) (4.3.14)
= 2w’ + biw* - 2bgbyw? + b3,
Buradaki ifadeler toparlandiginda (4.3.15) ifadesi elde edilir.
@b+ (a3 — 2a; = b)w* + (a2 - 2aga, — b? + 2byby)w? + (a3 —b3) = 0,
(4.3.15)
p q n
(4.3.15) ifadesindeki degiskenler (4.3.16) biciminde verilmistir.
z=w?
2 2
p=ay—2a;-b
0 0 (4.3.16)
q= a% — 2610612 - b% + 2b0b2
n=a3-b3.
Dolayisiyla (4.3.15) denklemi (4.3.17) denklemine donustr.
s(z):z3+pzz+qz+n:0. (4.3.17)

Dolayisiyla tigtincti dereceden bir polinom elde edilmistir. Bu denklemin koklerinin
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isaretleri bulunmak isteniyorsa Onerme 4.3 kullanilacaktir.

Onerme 4.3

. —p+ VA

A:p2—3q§0, 7 = (bl—aobo)a)g+(a0b2+a2b0—a1b1)w§—a2b2

C=

3 I

(4.3.18)

olsun. Asagidaki kosullar goz onunde bulundurulur.

Kosul 1.1: n < 0.

Kosul 1.2: n>0,A >0, 2] >0 ve s(z’i)<0

Kosul 2.1: n>0ve A<0.

Kosul 2.2: n>0, A >0, veya z; <0 yada s(zi) > 0.

Kosul 3: -1 < C < 1.

(4.3.17) tarafindan verilen tigtincii derece polinom s(z) i¢in pozitif koklerin sayis1 N

olsun. O halde asagidaki sonuglar gecerlidir.
* Eger Kosul 1.1 veya Kosul 1.2 saglanirsa N > 1 olur.

* Eger Kosul 2.1 veya Kosul 2.2 saglanirsa, N = 0 olur.
Onerme 4.4 Kosul 1.1 veya Kosul 1.2'nin karsilandigini varsayalim. Ayrica Kosul
3’un de karsilandig1 varsayilir. O halde (4.3.7) karakteristik denkleminin 7 = 75 > 0
icin

A =tiwy = +i/zg (4.3.19)
formunda bir ¢ozumi vardair.

Ispat. 2 (4.3.12) denklemi (bz - boa)g) ile, (4.3.13) denklemi (b, wq) ile ¢arpilip taraf

tarafa toplanirsa, (4.3.20) denklemleri elde edilir.
2
aobzwé - aoboa)g - [12172 + (Zzboa)(z) = (bz - boa)%) COSwgTpy — b1w0 (boa)% - bz)SiI’l W Ty

blwg - albla)g = (blwo)zCOS woTo + bla)o (bo&)% — bz)Sin woTo,
(4.3.20)
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buradan,

(by - aobo)wé +(agby +azby - albl)w(% —ayb,
) (4.3.21)
= ((b2 - boa)(z)) + b%a)%)COS woTp-

Artik (4.3.21) denkleminden 7 "1 hesaplamak kolaydir. Aslinda cos fonksiyonu-

nun periyodikligi nedeniyle, T(()k) ile gosterdigimiz sonsuz sayida 7y degeri vardur.

(4.3.22) ifadesi bu sonsuz sayida 7y degerini verir. Her k € IN i¢in,

k) 1 1 (bl—aobo)a)g+(a0b2+a2b0—a1b1)w§—a2b2

= — Jcos +2kmy.  (4.3.22)
) 22 42 2
0 (bz—boa)o) +b1(1)0

Ty degeri minimum olarak segilir.

T(,:T(k): min {T(k)}.
O " kefo,1,2.3 1 0

Daha sonra, Hopf Catallanma Teoremi i¢in transversallik kosulu kanitlanir.

Lemma 4.1 Farz edelim ki Onerme 4.4 kosullar1 saglaniyor olsun. O halde eger

o)

drt

s’(zg) = 0 ise
=0

a(ReA(«())

olur. Dahast 5'(z) ve ———= ayn1 isarete sahip olur.

Ispat. A(7) degeri (4.3.7) denkleminde yerine yazilirsa ve T degiskenine gore tiirevi

alinirsa, (4.3.23) denklemi elde edilir.

d
(3/\2 +2agA +ag + [2bgA + by — (bgA® + by A + bz)r]e_“)d—;\ = A(bgA? + by A+ by)e™T,
(4.3.23)
dolayisiyla (4.3.24) elde edilir.
-1 2 At
d_/\ _ (3/\ + 2(10/\-1-611)6 + 2b0/\+ bl _ I (4324)
dt /\(b0/12+b1/\+b2) /\(bo/\2+b1/\+b2) A
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k=1,2..i¢cin A =iwyve T = T(()k) olarak ifade edildiginde (4.3.25) elde edilir.

AbgA? + by A+ by) = —bywi —i(byw3 — bywy)
(3A% 4+ 2agA + ap)e* = (—3w} + 2iagwg + a; )(cos (a)or(()k)) +1 sin(a)or(()k))) (4.3.25)

2170/\ + bl = Ziboa)o + bl'

Daha sonra paydalar eslenik ile genisletilip sadece gercel kism1 alindiginda (4.3.26)
elde edilir.

Y= (—3w(2) + 2iagwq + ap)(cos (worék)) +1 sin(a)ofc(()k)))(—blw(z) + i(boa)g —bywy))
Re {T} = (3b1wg - 2610[90(1)3 + 2610b26()§ — alblw(z))cos (a)oT(()k))

+ (3[906()(5) - 3172(()8 + 2610[910)8 — a1 bowg +ad b2w0)(5in(w0T(()k))'
(4.3.26)

(4.3.26) ifadesi ortak carpan parantezleri icine alindiginda (4.3.27) ifadesi elde edi-

lir.

Re{Y}= (2aow(2)(b2 - bow(z))cos(a)or(()k)) + b1w§(3w(2) —ap)cos (a)OT(()k))

+ 3(()8(b0(1)(2) - bz) sin (a)oT(()k)) + w8(2a0b1 - albo) sin (C()()T(()k)) +aq bz&)o sin (a)oT(()k)).

(4.3.27)
Burada (4.3.12) ve (4.3.13) denklemleri kullanildiginda (4.3.28) denklemleri elde

edilir.

(k))

. k
aowé—az—blwosm(wo’co ( ))

= (b2 - bow(z))cos(a)o’co

(k)

. (4.3.28)
a)g —aywg — bywy cos(cuor(() )) = (bowé - bz)sin(a)oro ).

(4.3.28) esitlikleri (4.3.27) denkleminde yerine yazildiginda ise (4.3.29) ifadesi elde
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edilir.

Re{Y} = 2a5w§ - Zaoaza)g - 2a0b1w8 sin (a)OT(()k)) + 3b1w§ cos (a)or(()k))

—alblwgcos(wor(()k))+3a)0 3a1w0 3b1a)0cos(a)0”c(()k))+2a0b1a)(3)sin(w0q()k))

—-a bo(ug sin (a)OT(()k)) +a;brywgsin ((UOT(()k))

k
= 3a)0 3a1a)0 + 2a0w0 2a0a2w0 - ala)o(bowo - bz)sm(a)ofc(() )) - alblwg cos (wo T,

= 3w§ — 3a1w0 + 2a0w0 2a0a,w§ — ala)g +alw.
(4.3.29)

Diger taraftan (4.3.30) ifadesi tanimlandiginda (4.3.31) ifadesi elde edilmis olur.

== (2zb0w0 + b])(—blwg + 1(b0w(3) — bzwo))

(4.3.30)
Re{Z} = ~b?w? - 2bjwg + 2bybyw}.
R d,\] 3a)0 3a1a)0 + 2a0a)0 2a0a2a)0 a wé + “1 “)0 b2 2b3w3 + 2b0b2a)3
e
dt b% W (boa)o = bza)o)
3(08 +(2a§—4a1 —2b2)w§ ( 2—2a0a2—b%+2b0b2)a)0
b% (bowo bywp)?
(4.3.31)

(4.3.17) denkleminin tanimindan elde edilen s’(zy) ve ayrica wy = +/z ifadeleri ye-

rine koyuldugunda (4.3.32) sonucu elde edilir.

-1 2 ’
Re| A _ _2Bz+2p20+9)  _ z5'(z0) (4.3.32)
dt bws + (bywd — bywy)? A

d(Re/\(Ték)))
Burada A = b%wg+(b0w8—b2w0)2 > 0. Dolayisiyla ispatin sonunda, s’(zg) ve ——

ayn1 isarete sahip oldugu gorulmektedir.

Daha once F(V,, Py, K,,) dengesinin 7 = 0 oldugunda her zaman yerel olarak asimp-
totik kararli oldugunu gostermistik. Bizim analizimize gore, bu denge ya v = 75 > 0
seviyesinde istikrarini kaybeder ya da tum 7 > 0 i¢in yerel olarak asimptotik kararl:
kalir. Bu durum (4.3.1) teoreminde belirtilmistir.

Teorem 4.3.1 Bu boliimdeki ¢alismamiz asagidaki teoremin ispatidir.
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1. Eger Kosul 2.1 veya Kosul 2.2 saglanirsa, o zaman (4.3.3) sisteminin F pozitif

dengesi tum 7 > 0 igin asimptotik olarak kararlidir.

2. Eger Kosul 1.1 veya Kosul 1.2 ve ek olarak Kosul 3 karsilaniyorsa, o zaman
Onerme 4.3%e gore T = 1y > 0 vardir ve pozitiftir. (4.3.3) sisteminin F pozitif
dengesi 7 € [0, 7)) i¢in asimptotik olarak kararlidir. Ayrica, (4.3.3) sistemi F

dengesinde 7 = 7 oldugunda bir Hopf ¢atallanmasina ugrar.

4.4 Hopf Catallanmasi Analizi

Bu bolumde, Teorem 4.3.1’de belirtildigi gibi (1.1.2) sisteminin Hopf ¢atallanmasi-
nin yonu, periyodu ve kararlilig1 analiz edilmistir. Merkez katmani ve normal form
teorisi kullanilarak, 7, kritik degerinde meydana gelen ¢atallanma i¢in agik formul-

ler turetilmistir.

Ana sistemin 7 = 7 ¢atallanma noktasina yakin dinamik davranisinin (4.4.1) nor-

mal form denklemi tarafindan yakalandig: gosterilmistir.

% =M71)z+4(z,2). (4.4.1)

Burada z(t) € C ve A(t) kosullar1 karsilayan kritik 6zdegerdir.

/\(To) = iCUTo, /\/(To) = 0.

8(2,2) = g207° + 81122 + §02Z° + §212°Z. (4.4.2)

220,811, 802, 21 katsayilarinin tam ifadeleri ¢calismanin ilerleyen kisimlarinda verile-

cektir.
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Hopf ¢atallanmasinin davranisini belirleyen (4.4.3) degerleri tanimlanmistir.

i

1 1
c1(0) (811820—2|g11|2—§|802|2)+5821

- 2(1)0’[0

K2 = 2Re{c;(0))

_ _ Refa(0}} (4.4.3)
H2 = "Re (W (1))

L) + il (Y (1))
X2 = P .

Burada I imajiner kismi gostermektedir. Merkez katman teorisine gore (4.4.1) te-
oremindeki sonuglar ¢ikarilabilir.

Teorem 4.4.1 u,, «, ve x;, (4.4.3)’de tanimlandig1 gibi olsun. O halde asagidaki ifa-
deler dogrudur.

* k, degeri catallanan periyodik ¢oziimlerin kararli olup olmadigini belirler.
K, < 0 ise ¢atallanan periyodik ¢ozumler kararlidir, x, > 0 ise ¢atallanan peri-

yodik ¢ozumler kararsizdir.

* up parametresi Hopf ¢atallanmasinin yonunu belirlemede rol oynar. y, <0 ise

Hopf ¢atallanmasi ileriye, p, > 0 ise Hopf ¢atallanmasi geriye dogrudur.
* x; degeri catallanmis periyodik ¢oztimlerin periyodik davranisini belirler.
X2 <0 ise periyot azalir, x, > 0 ise periyot artar.

Amacimiz oncelikle sistemi fonksiyonel bir diferansiyel denkleme donustiirmek
[19]. Cunku gecikmeli diferansiyel denklemlerin (GDD’ler), ¢6ziimiin ge¢mis de-
gerlerine bagl turevleri icermesi nedeniyle dogrudan ¢6zulmesi zordur. Bunun tus-
tesinden gelmek i¢in, GDD’ler genellikle tuirevleri yerine fonksiyonlar: iceren es-
deger fonksiyonel diferansiyel denklemlere (FDD’ler) dontuistiirulur [20]. Bu, gecik-
menin bir bellek ¢ekirdegi tizerinde bir integral olarak temsil edilmesiyle yapilir
ve GDD’nin bir FDD’ye donusturiilmesine olanak tanir. Fonksiyonel analiz teori-
sindeki yontemler, ¢6zimun kararhiligini ve 6zelliklerini incelemek i¢in kullani-

labildiginden, denklemin analizini ve ¢oziimiinu basitlestirir. FDD’ler gecikmeler,
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hafiza etkileri ve geri besleme donguleri sergileyen karmasik olaylar1 modellemek

icin yararli bir aragtir.

t'=t/t, u=t-19 ve X;(t't)=x;(t). (4.4.4)

(4.4.4) dontstimleriyle sistem (4.3.3) yeniden yazilmistir. Oncelikle (4.4.5)'de ol-
dugu gibi ifade edilmistir.

¢ _AXi(0) _dXi(t'n) _ dxi(t) (4.4.5)
! dt tdt’ tdt’ '

Ardindan (4.4.5) ifadesi ile birlikte (4.3.3) ana sistem denkleminin yeni hali (4.4.6)

seklinde ifade edilir.
dx t, ’ ’ ’ ’ ’ Vi
Til(t’) = (lel(t —1) = vax1 (8 = 1)xo(t") = v2x1 (£ = 1) Poo — 02X (1) Vo + v3X5(¢ ))
dx,(t’ , ,
Tji(f’) = (p1x1(+) = paxa(t)
dxs(t’ , ,
B (k1) -kt

(4.4.6)

(4.4.6) sisteminde 7 = 1) + y dontisimii yapildiktan sonra (4.4.7) elde edilir.

d};llt(/t’) = (1 + M)(v1x1(t’ — 1) =voxy (' = 1)xa(t) = vaxy (' = 1) Pog = 0222 () Vi + ”3"3“’))
d )

’;Zt(’t ) (To+ V)(Plxl(t') —szz(t’))

d?t(,t ) _ (T + y)(klxl(t' -1)- k3x3(t/))-

(4.4.7)

Notasyon kolaylig1 i¢in (4.4.7)’de t’ = t dontisimu yapilarak (4.4.8) elde edilmistir.

dizlt(t) = (to+ ) (V121 (£ = 1) = 0221 (£ = 1)xp(£) = 021 (£ = 1) Pog = 0255 () Voo + v3x3(1)
P _ (g0 (prea (1) - pea(t)
dxs(t)

2 = (o p) (ka0 1) = ks (1))
(4.4.8)
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(4.4.8) sistemi (4.4.9) seklindeki otonom denklem yapisinda ele alinmistir.
X(t) = Ly (xe) + f (p, x1). (4.4.9)

(4.4.9) denkleminde bilesenler (4.4.10) ve (4.4.11) seklinde ifade edilir.

x(t) = (xq (), x2(t), x3(£)) T € R®. (4.4.10)
0 e[-1,0] icin x4(0)=x(t+0). (4.4.11)
L,(¢) sistemin dogrusal terimlere kargilik gelen kismidir ve f (y, ¢) sistemin dogru-

sal olmayan terimlere karsilik gelen kismidair. i1k 6nce,
C={¢:[-1,0] > R, ¢ surekli}.

fonksiyon kumesi tanimlanir. L, : C — R3 tam tanimlar1 (4.4.12) denkleminde ve-
rilmistir.

L,(¢) = (T + ) Bd(0) + (g + ) Cp(-1). (4.4.12)

(4.4.12) denkleminde 6 € [-1,0] i¢in ¢(0) = (¢1(0), P2(0), P3(0)) seklinde ifade edi-

lir. Ayrica,

0 _vZVoo V3 % vZPoo 0 0
B=|p, -p, o |, C= 0 0o o | (4.4.13)
0 0  —ks k, 0 0

(4.4.12) ifadesinde, (4.4.13) denklemine ait B matrisi zaman gecikmesi olmayan te-
rimleri, C matrisi ise zaman gecikmeli terimleri temsil eder. Daha sonra f : RxC —

R3 ifadesi (4.4.14) seklinde tanimlanir.
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Fwd)=(to+ ) (fi, o f5)"

~v$1(=1)¢2(0) (4.4.14)
= ("[0 + ]/l) 0
0

4.4.1 Fonksiyonel Diferansiyel Denklem Formu

Riesz Temsil Teoremine gore, 6 € [-1, 0] i¢in sinirli varyasyona sahip bir p(6, u) fonk-

siyonu vardir ve (4.4.15) ifadesindeki gibi tanimlanir. Oyle ki,

0
L#)= | dp0p0) pec (4.4.15)

1

Dolayisiyla,

0(6, 1) = (to + 1) BS(0) — (1o + ) C5(0 + 1). (4.4.16)

Burada 6 bir Dirac Delta fonksiyonudur. ¢ € C! ((—1,0), IR3) icin (4.4.17) ve (4.4.18)

ifadeleri tanimlanir.

M) 0 €[-1,0)

g =4 7 (4.4.17)
[ dp(s,m(s), 0=0
0, 0 €[-1,0)

Rl = (4.4.18)
f(w¢), 6=0

Bu tanimlarla sistemimizi esdeger formda (4.4.19) seklinde yeniden yazabiliriz.

xp = A(p)x; + R(p)x; (4.4.19)

(4.4.19) denkleminde 6 € [-1,0] icin x;(0) = x(t + 0) seklinde ifade edilir. Bu ifade,
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ana denklemlerin (4.4.7) fonksiyonel diferansiyel denklem formundan bilinmekte-

dir.

4.4.2 Eslenik Operator

Asagidaki gibi tanimlanan merkez katman indirgemesini gerceklestirmek i¢in A’nin

eslenigi olan (4.4.20) ifadesine ihtiyacimiz var.

A=A(0), A*=AY0). (4.4.20)

Boylece (4.4.21) ifadesi elde edilir.

L) s€(0,1]
A*YP(s) = (4.4.21)
j_ol de(t,0)¢(—t), s=0
(4.4.22) i¢ carpimi tanimlanir.
W) 9(0) =F009(0)- [ | Bie -0)dpl0.0e)ac, (4.422)

burada i € C! ([O, 1], (IR3)*). O halde A*, A’nin eslenik operatorudir. Fiwt, ifadeleri
A’nin ozdegerleri oldugu bilinmektedir. O halde bunlar ayni zamanda A* eslenik

ifadesinin de 6zdegerleridir.

4.4.3 A’nin Ozvektorleri

iwt, 0zdegerine karsilik gelen A'nin 6zvektoru (4.4.23) seklinde gosterilir.
q(0) = V;e'09%, (4.4.23)

Burada

Vi=(LB )

33



Boylece (4.4.24) elde edilir.

Aq(0) =iwtpq(0), VO €[-1,0]. (4.4.24)
A = A(0), (4.4.15) ve (4.4.16) tanimlarindan (4.4.25) sonucu ¢ikar.

49 g e[-1,0)
A(0)q(0) = (4.4.25)
T9Bq(0) + 79Cq(-1), 6=0

Aq(0) = iwTpq(0) ifadesini kullanarak V; bilesenleri bulunmak istenilmektedir. (4.4.26)
ifadesi elde edilir.
q(0)=Vy,
g(=1) = Vie™% = g(0)e ™, (4.4.26)

—inO
’

iwTpq(0) = 79Bg(0) + 19 Cq(0)e

(4.4.26) ifadesindeki degerler Aq(0) = iwtyq(0) ifadesinde yerine yazildiginda (4.4.27)

ifadesi elde edilir.

(v1 —vpPy) e % —v, Vo vy
la)TOq(O) =T P1 ) 0 q(O) (4427)
ke iom -

(4.4.27) duzenlendiginde (4.4.28) elde edilir.

0 (”UzPOO -V ) €_in0 +iw %) Voo —V3
0 |=1 -p1 pa+ 1w 0 q(O) (4428)
0 _kl e_i“’TO 0 k3 +iw
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q(0) = V; oldugundan, (4.4.28) matris denklemi (4.4.29) seklinde ifade edilir.

(vyP, —vy)e ¢ 4 iw+v Ve p—v3y=0
—p1+(p2+iw)p=0 (4.4.29)

— ke % 4 (k3 +iw)y = 0.

(4.4.29) sistemi ¢ozuldugunde V; bilesenleri (4.4.30) bi¢ciminde elde edilir.

B = (p—l) y= (L)e_i‘”o. (4.4.30)

p2+ia) k3+ia)

Daha sonrasinda g(0) degeri (4.4.31) biciminde elde edilir.

; T
P1 ke t@T0
=1 , . , - . 4.4.31
q(0) ( Dyt ks +1 ) ( )

4.4.4 Eslenik Ozvektor
A*1n 6zvektoru (4.4.32) biciminde belirtilmistir.

q'(s) = Ve, (4.4.32)

burada

Vo,=D(1,8%y7).

Yani —iwty 0zdegerine karsilik gelen A* ozvektorudur. A*q*(s) = —iwtq™(s) ifadesi
kullanilarak A* tanimindan V, bilesenleri bulunmak istenir. (4.4.15) ve (4.4.16) ta-

nimindan (4.4.33) elde edilir.
q*(l) = Vzei“’TO = q*(o)eiwro (4.4.33)
—iwTtyq*(0) = ToBT 47(0) + 1o CT g*(0)e'“ ™.

(4.4.33) degerleri A*q*(s) = —iwTtpq*(s) ifadesinde yerine yerlestirildiginde (4.4.34)
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elde edilir.

(V1 — V2P €70 py Kyl
—iwTyq (0) = 1o —v, Vo, —p, 0 |90 (4.4.34)
V3 0 —k3

elde ederiz. Bu ifade (4.4.35) seklinde tekrardan diizenlenir.

0 (VP — 1) €90 —iw  —p;  —kpei®T0
0 [=T70 A pr—iw 0 q°(0). (4.4.35)
0 —V3 0 k3 —iw

q7(0) = V, oldugundan (4.4.35) matris denklemi (4.4.36) bi¢iminde ifade edilebilir.

v2V00+(p2—ia))[)’* =0

(4.4.36)
—723-f-(kg,—i(t))y’E =0.
Bu sistem ¢oziildugunde V, bilesenleri (4.4.37) biciminde bulunur.
« TV Voo * U3
B = 2= ic’ y = i (4.4.37)
Daha sonra (4.4.38) esitligi ile g*(0) ifadesi hesaplanmaistur.
#o=p1 , 2V Y3 (4.4.38)

pr—iw | ky—iw)
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4.4.5 Normalizasyon Kosulu

(q*(s),q(0)) = 1 normallestirme kosulunu karsilamak i¢in, (4.4.38) ifadesinde D de-
gerinin belirlenmesi gerekir. Dolayisiyla (4.4.22) ifadesinden (4.4.39) elde edilir.

(4(s),9(6)) =D(LB . 7") (1)

0 0
_J J‘ 5(1’5*’7*)e—i(E—Q)wTodp(e’0)(1,ﬁ’y)TeiéwTodé

-1 Je=0 0 (4.4.39)
=5[1+/5F+y7*—(1,317*)f dp(e,owei@w%(l,ﬁ,yﬂ}.

-1

(I)
I, integrali (4.4.40) bi¢ciminde ¢6ziimlenir.

0 .
I = | 6e%%dp6,0)1,8,9)"
J-1—
£(0)

0

- d_lf(e)dp(Q,O)(l,/a’,y)T (4.4.40)

=|(tof(0)B-1of (-1)C) [(1,8,7)"

—_——
0

vi—vPy 0 0 1
= 1o '™ o ool g
kq 00\ vy
V1 — VP
= gy i@ 0
ky

Bu sonug (4.4.39) ifadesinde yerine yazildiginda (4.4.41) denklemini verir.

0
(1LB.7") L 0e'9%dp(0,0)(1,8,7)T = 19e ™0 [v) — v, Py + k1 7. (4.4.41)
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(q*(s),q(0)) =1 oldugundan (4.4.42) elde edilir.

= D[1+F + 77 — 10 ™ (v - vyP + K 77)] =1

1
[1 + BB + V¥ —Toe i@t (v — vy Py + k17*)].

D= (4.4.42)

4.4.6 Merkez Katman Analizi

Bu makalenin geri kalaninda Hassard’in [18] ¢calismasinda oldugu gibi notasyonlar

kullanilacaktir. p = 0 oldugunda x; (4.4.19) ifadesinin ¢6ziimii olsun.
z(t) ={q", x¢), (4.4.43)
seklinde tanimlanir.
W(t,0) = x; — 2Re{z(t),q(0)}. (4.4.44)

Cop merkez katmaninda W (t,0) = W(z(t),z(t),0) elimizde var. Buradan (4.4.44) ifa-

desi (4.4.45) seklinde tanimlanair.

2 =2
W(z z,0) = wzo(e)% Wy, (0)22 + woz(e)% +o (4.4.45)

Burada z ve Z merkez katman Cj i¢in g4* ve §* yonunde yerel koordinatlardir. x;
gercelse W ifadesinin de gergel oldugunu unutmayin. Sadece gergel ¢ozumler du-

suniilmektedir. (4.4.9) x; € Cy ¢ozuimii i¢in, y = 0 oldugundan (4.4.46) elde edilir.
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z(t) =4q",x¢)
2(t) =(q" %)

={q",A(0)x; + R(0)x;)

={(q", A(0)x;) +{(q", R(0)x;)

= (A", x) + (0" R(0)x,), ((A*"(s) = ~iwToq’(s)) esitliginden)
= (=iwToq", %)+ (7", R(0)x,) (4.4.46)

=iwt)(q", % ) +{q", R(0)x;)
——

=iwtoz+{(q",Rx;), ((4.4.18)ifadesinden)
=iwtoz+47(0)f (0,x;) ((4.4.44) ifadesinden)

=iwtpz+4 (0)f (0,w(z 2 0)+ 2Re{zq(0)}).

kisaltilmis haliyle (4.4.47) seklinde ifade edilir.

2(t) =iwtez+ 47(0)fo(z,2) (4.4.47)
8(z,2)

burada,
z? z2 3
8(z,2) = q(0)fo(z,2) = 8207 T811ZE+ 8o + O(|Z;Z| ) (4.4.48)
oldugundan

x4(0) = (x14(0), x2,(0), x3,(0)) = W(t,0) +2q(0) +23(0)

ve

9(0) = Vie'%m, (v =(1,8,9)7).
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olur. Boylece

2q(0) +zq(0) = (1ﬁ7) ’6“"0+z( 1,5, ) o100

29(0) +2q(0) = 2(1,,7)" +2(1,§,7)" = (z.28,2)" + (2.2, 2p)"
2 )
x14(0) =z+2+ Wz((l))% + Wﬁ)zz+ W(g)% e

2
[ N2
%21(0) = 2B + 2B + W2(0)3 +
2

z
x34(0 )-zy+z7/+W2()2
2

X1¢(—1) = ze 970 4 ZolWT0 4 Wz(o)(_l)% o
ifadesi elde edilir. Ayrica (4.4.48) esitliginden (4.4.49) elde edilir.

~V5x1¢(—1)x2¢(0)
8(z,2) = 7°(0)fo(2,2) = D(1, B, )7 0

0 (4.4.49)

) : : 1), 2 — () Z
= —19Dv; [ze7' T + 2’0 + W, (—1)? +- | [zB+ 2B+ Wy (0)? 4 eeee

Katsayilar (4.4.48) ile karsilastirarak (4.4.50) elde edilir.

2

z — iy -
8207 = ~1oDvy e ™0z = gy = 27U, D e VN0

91122 = —TOVZE(Z:Zﬁ_e_M)TO + 2zﬁe"‘”°) = ¢11 = —Tov,D (/3 —lwTo 4 ﬁe”‘”o)

_2 ' B |
302% = —ToszﬁelwroZ2 = gn = —2T0v2Dﬁe”‘”0
7’z — 1 5 ) .
g217 = —T()VQD(WZ(O)(_l)ﬂ + W2(0)(0) ity 4 2W1(1 (- )ﬁ 2W1(1)(0) za)TO)7
$21 = ~10 VoD (Wig (-1) + WIG (0)e ™+ 2W (1 (-1) 5 + 207 (0)e ).
(4.4.50)

Wy(0) ve W;(0) ifadelerinin g,; cinsinden hesaplanmas: gerekmektedir.

(4.4.19), (4.4.43) ve (4.4.44) ifadeleri kullanildiginda (4.4.51) elde edilir.
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W=x,-2qg-2d=> W =2%-29-24, % =Ax;+Rx,

W = Ax, + Rx; —2q — 2§

= Ax; + Rx; — itgwzq — 7°(0) foq — itowZzq — 4°(0) foq (4.4.51)
= A(x; —z9 —zq)+Rx; — 2Re{7"(0) fo(z,2)q}
————
w

= AW + Rx, - 2Re{3°(0)fy(2,2)q).

Ardindan (4.4.51), (4.4.52) seklinde gosterilir.

L |Aw-2RelgOfat),  0€l-1,0
AW = 2Re(7(0)foq(0)} + fo, 0=0 (4.4.52)

=AW +H(z2z0),

burada,
z2 52
H(szy 6) = HQO(Q)? + HH(Q)ZZ + HOZ? ceee

seklindedir. Yukaridaki seriyi genisleterek ve karsilikli gelen katsayilar1 karsilasti-
rarak (4.4.53) bulunur.

2
W= Wzo(G)% + W11(0)2Z + Wyp(0)Z> +----

. 277 .
W = %W20+(Z'2+ZZ)W11+""

= Z(iToa)Z + - ) W20 + (iToa)ZZ — l"l’oC()ZZ + .- ) Wll (4453)
z? z2
= iTOO)ZzW20 = AszO + HZO?

=0= AW11(6)22+ Hll(Q)ZZ.

H,y(0) ve Hy1(0) icin (4.4.53) denklemleri ¢ozuldugunde (4.4.54) ve (4.4.55) elde
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edilir.

(A—Zia)To)Wzo(e) = —Hzo(e) (4454)

AWH(G) = _Hll(Q)' (4455)

6 €[-1,0) i¢in (4.4.52) ifadesinden (4.4.56) ve (4.4.57) bilinmektedir.

H(z,2,0) = -q(0)f0q(0) - q°(0)fo4(0) = —gq(0) - g4(6)

4 4
H(0) = —£209(6) — £204(6) (4.4.56)
H1(0) = -£119(6) — §114(0). (4.4.57)

(4.4.54), (4.4.56) ve A tanimindan (4.4.58) cikar.

(A= 2iwTy) Wyo(0) = =Hp0(0), Hyo(0) = —g209(0) - £204(0)
_ dWy(0)

AW,(0) = 30

= 2iwtoWho(0) + 8209(0) + §209(6). (4.4.58)

Bilindigi uizere,

q(@) — Vleiewro — q(())eiBwTo

seklindedir. Dolayisiyla, (4.4.58) denklemi ¢oziildugunde (4.4.59) bulunur.
W = 2i(1)TOW + gzoq(O)eiewTO + gOQQ(O)e_iQwTO. (4459)
Bulunan diferansiyel denklemi ¢ozmek i¢in (4.4.60) integrasyon ¢arpani hesaplanir.

1(6) = ¢~J 2i0mdd — 2iwn0, (4.4.60)

(4.4.59) denklemi (4.4.60) integral faktoruyle carpildiginda (4.4.61), (4.4.62) ve (4.4.63)
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elde edilir.

we—Zinoe _ 2in0We—2in09 — gzoq(o)e—iea)’fo + g—ozq—(o)e—?)iew’[o (4461)
(We2m00) = 30q(0)e 0™ + gyog(0)e >0 (4.4.62)
We2iwt0 _ _820 (0)e 10w 4 502 H(0)e 3000 4
—-1WT) 31wt
(4.4.63)
ve buradan W,,(0) (4.4.64) ifadesinde gosterildigi gibidir.
igZO iBwt ig_OZ = —-i10wTt 2i0wTt
W. === 04 =— 0 0, 4.4.64
0(0) = £24(0)e %0+ ST g0) 00 1 Cre (4.4.64)
Burada C; = (Cil), C;z), C%S)) € IR3 sabit bir vektordiir.
(4.4.55), (4.4.57) ve A’'nin tanimindan (4.4.65) yani (4.4.66) sonucu ¢ikar.
AW11(0) =-H;1(0), H11(0) =—-g119(0) - §114(0) (4.4.65)
dW;.(0 , ,
AWy1(0) = #() = £119(0)e’“™ + §114(0)e 70, (4.4.66)
Benzer sekilde buradan W;(6) (4.4.67) elde edilir.
Wi1(0) = 81 g(0)e 00 + 2L g(0)¢~0wm0 4 C,, (4.4.67)

wT wTy

Burada C, = (C(zl),C(zz), Cés)) € R? sabit bir vektordiir. Asagida uygun C; ve C,’yi
arayacagiz. A, (4.4.56) ve (4.4.57) tanimindan 6 = 0 i¢in (4.4.68) ve (4.4.69) elde
edilir.
0
AWn(0) = J dp(0)W1(0) = 2iwtyWho(6) — Hp(6) (4.4.68)

-1
0

AW(0)= [ dp(O)Wi1(0) =~y 0) (4.4.69)

0 = 0 igin H,4(0) ve Hy(0) ifadeleri yerine yazildiginda, (4.4.70) ve (4.4.71) elde
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edilir.

—v et
Hy(0) = —£2049(0) — &204(0) + 279 0 (4.4.70)
0
—vpfeTi T — vy Bel w0
H11(0) = -£119(0) - §119(0) + 7o 0 : (4.4.71)
0

Sonraki adimlarda amacimiz C; ve C, igin uygun degerleri belirlemektir. Once C;
ile baglanir. (4.4.64), (4.4.68) ve (4.4.70) denklemleri kullanilarak (4.4.72) denklemi
elde edilir.

_vzﬁ e—ia)To

0
j_l dp(6)Wo(0) = 2iwtoW0(0) + 8209(0) + §204(0) — 279 0 . (44.72)

0

[° 990 4(60)dp(6) = iwteq(0)
A§(6) = [° dp(6)4(6) = [* e 0 g(0)dp(6) = ~iwTod(0)

Boylece (4.4.73) elde edilir.
Jod (O)W (9):[0@ (0)e'“m0d (9)+JO 1802 40)-i0ro ()
., P 20 » wroq p » 3wToq p

0
+J Ce*0“mdg(0)
-1

_ 1820, (0) + 1802 (—iwTpg(0)) + 0c 210970 45(9)
w7, 0q 307, 0q » 1 p

1— = 0 iOw
= —8209(0) + 58024(0) +J C,e*09%dp(0). (4.4.73)
-1
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(4.4.72) denkleminin sag tarafindan (4.4.74) elde edilir.

—vzﬁe_inO
= 2ityw igﬂq(oﬂigi‘ﬂoﬂcl +£209(0) + 829(0) — 279 0
wTy 3(()"[0
0
_vzﬁe_inO
3029(0
= —8206](0) + gOZTq() + 2iT0a)C1 — 2’(0 0 . (4474)
0
(4.4.73)=(4.4.74) oldugundan (4.4.75) elde edilmektedir.
_ —i(l)TO
ol vy e
[2i’l’06{)1 —J ezlewTOdp(Q)l Cl = 2"[0 0 . (4475)
-1
0
A ifadesinin tanimi1 kullanilarak (4.4.76) elde edilmistir.

2iTow — To (v] — vy Py,) e 2@ ToVs Vo —TyV3 Cil)

—ToP1 2iT0(1) + TopP2 0 Cf)

_TOkl E_ZinO 0 2iT06() + T0k3 Cf)

_v2ﬁe—in0

=271, 0 . (4.4.76)

(4.4.76) ifadesindeki C; sabit vektoruniin bilesenleri (4.4.77) olarak hesaplanair.

C(l) _ —szﬁe_ino
1 (2iw - vy +vyPy) e 21T — _’Zs)ljgoz _ %
= 1 . 4.4.77
T o) © (4.4.77)
! (2iw + p,y)
(3) kl e—2ia}T0 (1)

=—C;".
2iTOC() + T0k3 1
Benzer sekilde C, sabit vektoru de bulunur. (4.4.67), (4.4.69) ve (4.4.71) denklemleri
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kullanilarak (4.4.78) elde edilir.

. _v2/§e—in0 + v2/))eia)T0

AW11(9):fldp(e)wll(e):gl1q(0)+g11¢7(0)+T0 0

Aq(0) = [ dp(6)q(6) = [*, e%“04(0)dp(6) = iwreq(0) ‘

AG(0) = [ dp(6)q(6) = [* e 0 3(0)dp(8) = ~iwTyd(0)

Boylece,

1 1 wTy -1 T
0
+ [ cadpto
-
—1g11 0
= iwT (O)——zwroq(O)—kJ C,dp(0)
T 0 1
0
:g116I(0)+g_11¢7(0)+f Codp(0). (4.4.79)
-1

(4.4.78) denkleminin sag tarafi, (4.4.79) denklemine esittir. Dolayisiyla (4.4.80) bu-

lunur.
vZBe—szO + vzﬁezwro

0
-1
0

Benzer sekilde A 'nin tanimi tekrar kullanildiginda (4.4.81) hesaplanir.

v — 'UZPOO ) Voo V3 CQ(I) v2ﬁ_e’i‘”0 + UZﬂeinO
p1 -p 0 || G [= 0 : (4.4.81)
ky 0 —k; || C,¥ 0
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(4.4.81) ifadesindeki C, sabit vektoruniin bilesenleri (4.4.82) olarak hesaplanair.

cll) =

cl? =

cy)

vzﬁ_e—ino + vzﬂeia}TO

o vk
((Vl -v,P) - —vﬂ;lzv + Vi—31)
Z_l c (4.4.82)
2
k
Ll

ks

Artik verilen sabit vektorlerin bilesenleri hesaplanmistir. Dolayisiyla artik istenilen

Wz(l)(—l), Wz(g)(O), Wl(i)(—l), Wl(f)(()) degerleri yani g,; degeri hesaplanabilir. Bu akis

ispat1 tamamlamaktadir.
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4.5 Numerik Simulasyonlar
Senaryo 1

Sistemimizdeki parametrelere sirasiyla (4.5.1) degerleri verilir.

1 =2 7}2:0.3 1/3:1.5 P1 =2.2 p2:O.2 kl =0.2 k320.5 (451)

Verilen degerler Kosul 3 ve dolayisiyla Teorem (4.3.1) teoremini karsilar. (1.1.2) sis-
teminin sabit noktasi F = (0.78,8.66,0.31). Karakteristik (4.3.17) denklemi ¢6zuldii-
gunde, iki pozitif kok bulunur (z = 0.2909 ve z = 1.0419). Minimum 7, degerine
uygun olan zy = 1.0419 degeri tercih edilir. Buna gore elde edilen kritik gecikme

parametresi 7y degeri 2.1607°dir. Istenilen (4.5.2) degerleri hesaplanir.

Re{c;(0)} =0.9394
Re{)(9)} = 0.1436  (p = —6.5409)
(4.5.2)
%, = 1.8789

X2 =0.0869

Bu sistemin V(t), P(t), K(t) ve V — P — K faz portrelerinin 7 = 2.5 > 7, degerine gore

simiilasyonlar1 asagidaki grafiklerdeki gibidir.

' /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/‘\. — v
g,\ . — P

¥ V/\v’\—‘-\-/-\_’-\',—\—,-\_ﬁ_ﬁ—’h\__ﬁ__ﬂ_’-\_d—\_‘ 1

0 20 40 60 80 100 k(t)

Sekil 8: (4.5.1) degerleri igin V(t), P(t), K(t) ¢ozumleri.
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Sekil 9: (4.5.1) degerleri i¢in V-P-K Faz Portresi

Senaryo 2

Senaryo 1’deki simulasyona gore 7 = 2 < 1y degerini segilir. Daha sonra ¢ozim ve

taz portreleri asagidaki gibi gozlemlenecektir.

l% I/\/\_/\I/M I I I: - V(t)
< — ; — p®

0 20 40 60 80 100 — k(t)

Sekil 10: (4.5.1) degerleri i¢in V/(¢t), P(t), K(t) ¢oztimleri.
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710

Sekil 11: (4.5.1) degerleri i¢in V-P-K Faz Portresi

Senaryo 3

Sistemimizdeki parametrelere sirasiyla (4.5.3) degerleri verilir.

%] =4 V2:0.7 V3 =2 P1 =4 p2:0.6 kl =0.8 k3 =0.3 (453)

Verilen degerler Kosul 3 ve dolayisiyla Teorem (4.3.1)’i karsilar. (1.1.2) sisteminin
sabit noktas1 F = (2,13.3333,5.3333). Karakteristik (4.3.17) denklemi ¢oziildugunde,
iki pozitif kok bulunur (z = 0.6373 ve z = 38.6716). Minimum 7, degerine uygun
olan zy = 38.6716 degeri tercih edilir. Buna gore elde edilen kritik gecikme para-

metresi 7y degeri 0.2629. Daha sonra Hassard ve digerleri[18] tarafindan kullanilan
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merkez katman analizine gore istenilen (4.5.4) degerleri hesaplanir.

Re{c;(0)} = 1.0752
Re{) (19)} =10.7451 (pp =—0.1006)
(4.5.4)
Ky = 2.1504

Xy =—0.7158

Bu sistemin V/(t), P(t), K(t) ve V—P —K faz portrelerinin t = 0.24 < tj degerine gore

simiilasyonlar1 asagidaki grafiklerdeki gibidir;

J= —;

20 40 60 80 100 k()

Sekil 12: (4.5.3) degerleri i¢in V (t), P(t), K(t) ¢ozuimleri.

Sekil 13: (4.5.3) degerleri i¢in V-P-K Faz Portresi
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Senaryo 4

Senaryo 3’teki simulasyona gore T = 0.26 < 71y degeri segilir. Daha sonra ¢6zim ve

taz portreleri asagidaki gibi gozlemlenecektir.

1

— V()

— p(1)
— k(1)

021.’]4(] I60III86III1(IJO

Sekil 14: (4.5.3) degerleri i¢in V (t), P(t), K(t) ¢ozuimleri.

Sekil 15: (4.5.3) degerleri i¢in V-P-K Faz Portresi
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5 SONUC

Bu caligmada zaman gecikmeli stirdiiriilebilir bir turizm modeli inceledik. Onerdi-
gimiz model, literatiirde incelenen o6nceki modellerin genellestirilmesi ve modifi-
kasyonudur. Onceki modellerin ortam kalitesi degiskeni agisindan 6nemli bir de-
zavantaji oldugunu tartisiyoruz. Soyle ki, surdirulebilir turizm modelleri ile ilgili
daha onceki ¢alismalarda model, gercekci olmadigina inandigimiz, tolere edilebilir
maksimum kirlilik diizeyine dayanmaktadir. Bu sorunu ¢ozmek i¢in ¢evre kalitesi

yerine kirliligi bagimli degisken olarak alan yeni bir model 6neriyoruz.

Oncelikle modelimizin iyi konulmus oldugunu gosteriyoruz. Daha sonra gecikme-
siz sistemin pozitif dengesinin varligini ve kararliligini tartisiyoruz. Daha sonra bir
zaman gecikmesini dikkate alarak sistemin 7 kritik gecikme esiginde bir Hopf ¢a-

tallanmasi sergiledigini kanitliyoruz.

Daha sonra, bu Hopf ¢atallanmasinin kararliligini bir merkez katman indirgemesi
kullanarak inceliyoruz. Son olarak analizimizin teorik bulgularinin gerceklestirile-

bilecegini gostermek igin bazi sayisal simtilasyonlar sergiliyoruz.

Buldugumuz sonuglar ziyaret¢i sayisinin ziyaretgi sayisindaki degisimi ve kapital
stoktaki degisimi bir 7 > 0 gecikmesi ile etkiledigi durumda kritik bir 7y degerinin
var oldugunu gosteriyor. E§er T < 7y ise, ziyaret¢i sayisinin, kirliligin ve kapital
stogun belli bir dengeye dogru yaklastigini gosterdik. Ote yandan 7 > 7, iken bu

degiskenlerin zaman i¢in periyodik bir dongiiye yaklastigini goriiyoruz.
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