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OZET

Bu ¢alismada, kafeslerde J-kiigiik elemanlar tanimlanmistir. J-kii¢iik elemanlarin kii¢iik elemanlar
ile iligkisi ve baz1 6zellikleri incelenmistir. J-kii¢lik eleman kavramini kullanarak J-tiimlenmis kafes-
ler tanimlanmustir. L bir J-tiimlenmis kafes ise her n € L i¢in 1/n boliim alt kafesinin de J-tiimlenmig
oldugu gosterilmisgtir. J-tlimlenmis elemanlarin, bir takim kosullar altinda boliim alt kafeslerinde J-
tiimlenmis oldugu incelenmistir. Benzer sekilde, boliim alt kafeslerinde J-tiimlenmis olan eleman-
larin bir takim kosullar altinda kapsayan kafeslerde J-tlimlenmis oldugu incelenmisgtir. J-tiimlenmis
kafeslerin baz1 6zellikleri ve karakterizasyonlar: caligilmigtir.

Sayfa Adedi 125

Anahtar Kelimeler : kafeslerde kiigiik elemanlar, tiimlenmis kafesler, radikal, J-kiigtik
elemanlar, J-tlimlenmis kafesler

Danigman : Dog. Dr. Hasan Hiiseyin OKTEN



J-SUPPLEMENTED LATTICES
(M. Sc. Thesis)

Siindiis KAZANCI

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
January-2023

ABSTRACT

In this work, it is defined J-small elements in lattices. J-small elements with small elements relati-
onship and some of its properties were examined. J-supplemented lattices defined using the J-small
elements. It is shown that if L is a J-supplemented lattice, then for every n € L quotient sublat-
tice 1/n is also J-supplemented. It is investigated under which conditions J-supplemented elements
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gated. Some properties and characterizations of J-supplemented lattices have been studied.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

] Bos Kiime

C Alt kiime, Alt kafes

< Bir kismi siralama bagintisi
x=<y y, x’1 Orter

x|y x ile y karsilastirilamaz

sup {x,y} x ve y’nin en kiigiik iist sinir1
xVy x ve y’nin en kiigiik tist sinir1
inf {x,y} x ve y’nin en biiyiik alt sinir1
XNy x ve y’nin en biiyiik alt sinirt
VD D kiimesinin en kiigiik {ist sinir1
AD D kiimesinin en biiyiik alt sinirt
b/a Boliim alt kafesi

Kafes izomorfizmasi
< Kiiciik eleman
P Direkt toplam

< J-kiicilik eleman



1. GIRIS

Kasch ve Mares (Kasch ve Mares, 1966) yaptiklar1 calismada, tiimlenmis modiil kavramini
tanimlamislar bu modiillerin bazi1 karakterizasyonlarini incelemislerdir. Ilerleyen yillarda bir
cok yazar, tiimlenmis modiiller ile ilgili degisik calismalar yapmistir. Cdlugareanu (Céluga-
reanu, 2000), modiil teorisinde yer alan; kiiciik eleman, radikal, tiimlenmis ve biitiinlenmis
modiiller gibi kavramlar1 kafes teorisi 6zelinde incelemis ve sdzkonusu kavramlarin kafes

teorisine aktarilabilecegini gostermistir.

Ilerleyen yillarda bir ¢cok yazar, modiil teorisinde tanimlanan kavramlarin kafes teorisine
genellestirilmesi iizerine ¢aligmalar yapmistir. Cetindil (Cetindil, 2005) yiiksek lisans te-
zinde eg sonlu tiimlenmis modiillerin kafes teorisine genellemeleri lizerine ¢alismigtir. Tok-
soy (Toksoy, 2008) doktora tezinde zayif ve bol tiimlenmis modiil kavramlarini ve bunlarin
baz1 6zelliklerini kafes teorisine genellestirmistir. Okten (Okten, 2016) tez ¢alismasinda, f3,
bagintisi vasitasiyla G,.-tiimlenmis ve G,-ylikseltilebilir kafeslerini tanimlamis ve bu kafesle-
rin gesitli 6zelliklerini incelemistir. Biger (Biger, 2018) tez calismasinda @-tiimlenmis kafes

ve rad — @-tiimlenmis kafesleri tanimlamis ve bu kafeslerin 6zelliklerini incelemistir.

Kabban ve Khalid (Kabban ve Khalid, 2019) calismalarinda, J-kii¢iik, J-oyuk, J-tlimlenmis
ve zayif J-tlimlenmis modiil kavramlarini tanimlamiglar ve bu kavramlarin ¢esitli 6zellikle-
rini incelemiglerdir. M bir R-modiil ve N < M alt modiilii i¢in N + K = M ve Rad(M/K) =
M /K kosulunu saglayan her K < M i¢in K = M oluyorsa N alt modiiliine M’nin bir J-
kiigiik alt modiilii denir (Kabban ve Khalid, 2019). Eger bir M modiiliiniin kendisinden farkl
her alt modiilii J-kiiciik ise M modiiliine J-oyuk modiil denir (Kabban ve Khalid, 2019).
M modiiliiniin N ve K modiillerinin J-kiiclik olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart N 4+ K alt
modiiliiniin J-kii¢iik olmasidir (Kabban ve Khalid, 2019). M modiiliiniin bir N alt modiilii M
icinde J-kiiciik ise N’nin homomorfik goriintiisii de J-kiiciik olur (Kabban ve Khalid, 2019).

M modiiliiniin N ve K alt modiilleri icin N+ K =M ve NNK < N ise N alt modiiliine
K’nin bir J-tiimleyeni denir. Bir modiiliin tiim elemanlar1 J-tiimleyene sahipse bu modiile
J-timlenmigtir denir (Kabban ve Khalid, 2019). Her yar1 basit modiil J-tlimlenmistir. Her
tliimlenmis modiil J-tiimlenmigtir ama tersi her zaman dogru degildir (Kabban ve Khalid,
2019).

Bu tez calismasinda, kafeslerde J-kiiclik elemanlar tanimlanmis ve bu elemanlara ait bazi
ozellikler incelenmistir. J-kii¢iik eleman kavrami vasitasiyla J-tiimlenmis kafesler tanimlan-
mis ve bu kafeslerin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. L bir tam modiiler kafes olmak {izere,
a € Licin Rad(1/b) =1 ve aV b = 1 kosullarin1 saglayan her b € L i¢in b = 1 oluyorsa, a’ya

L icinde J-kiiciik elemandir denir. Her kiiciik elemanin J-kiiciik oldugu aciktir. Iki eleman



J-kiiciik ise bunlarin supremumlar1 da J-kiiciik olur. L bir tam modiiler kafes ve a € L olsun.
Birb e LicinaVb=1veaAb<;b/0 oluyorsa, b elemanina a’nin L i¢inde J-tiimleyeni
denir. L kafesinin tiim elemanlarinin L i¢inde bir J-tlimleyeni varsa L’ye J-tiimlenmis kafes

denir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Genel Bilgiler boliimiinde, ¢alismamiz i¢in gerekli olan
temel kavramlar verilmistir. Materyal ve Yontem boliimiinde, kafeslerde kiiciik elemanlar,
biitlinlenmis ve tiimlenmis kafes kavramlar1 ve bunlara ait ¢esitli 6zelliklere yer verilmistir.
Bulgular ve Tartigma boliimiinde, kafeslerde J-kiiciik elemanlar tanimlanmig ve bu elemanlar
bir ¢ok yonden incelenmistir. Devaminda, J-kiiciik elemanlar vasitasiyla J-tiimleyen eleman
tanimi1 yapilmis ve J-tiimleyen elemanlarin bazi 6zellikleri incelenmistir. J-tiimleyen eleman
taniminin bir sonucu olarak J-tiimlenmis kafes kavrami tanimlanmig ve bu kafesler bir ¢cok

acidan incelenmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Siral Kiimeler

2.1 Tamim Bos kiimeden farkli bir 7" kiimesi iizerinde bir < bagintisi, her d, e, f € T icin;

1. d <d.
2.d<evee<dised =e.
3.d<evee< fised< f

ozellikleri saglamyorsa, < bagintist 7' lizerinde bir kismi siralama bagintisidir denir. T

kiimesine de kismi sirali kiime denir (Davey ve Priestley, 2002).

2.2 Tamim T kismi sirali bir kiime olsun. 7 nin a ve b elemanlar1 i¢in, a < b veya b < a ise
a ve b elemanlan karsilastirilabilirdir, tersi durumda ise karsilastirilamazdir denir. a ile b
elemanlarinin karsilastirilamaz olmasi durumu « || b bigiminde ifade edilir.

0 # C C T kiimesinin keyfi iki eleman karsilastirilabilirse, C kiimesine bir zincir denir (Ca-

lugdreanu, 2000).

Uyar: Bir kismi sirali 7' kiimesinin ve j, r elemanlari igin j # r ve j < r durumu j < r (veya

r > j) biciminde gosterilir (Calugdreanu, 2000).

2.3 Tanim T kismi siralt bir kiime olsun. j,r € T icin j < r ve j < m < r iken j = m ise veya
buna esdeger olarak, 7°nin j < m < r olacak bi¢cimde hi¢bir m eleman1 yoksa j, r tarafindan

ortiilityor veya r, j’yi orter denir ve j < r biciminde ifade edilir (Calugdreanu, 2000).

2.4 Tanim T kismi sirali bir kiime ve @ = Y C T olsun. Her y € Y i¢in y < m kosulunu
saglayan bir m € Y eleman1 mevcutsa, m elemanina 7 iginde Y alt kiimesinin en biiyiik ele-

mani denir (Calugdreanu, 2000).

2.5 Tanim T kismi sirali bir kiime ve @ £ Y C T olsun. Her y € Y i¢in m < y kosulunu
saglayan bir m € Y eleman1 mevcutsa, m elemanina 7 icinde Y alt kiimesinin en kiiciik ele-

mani denir (Calugdreanu, 2000).
2.6 Tanim T kismi sirali bir kiime, @ #Y C T ve m € Y olsun. x < m (m < x) kosulunu
saglayan her x € Y icin m = x elde ediliyorsa, m’ye Y kiimesinde bir minimal (maksimal)

eleman denir (Calugareanu, 2000).

2.7 Tanim T kismi sirali bir kiime, @ #Y C T ve x € T olsun. Her y € Y icin y < x ise x



elemanina Y kiimesinin bir #ist stnirt ad1 verilir.
T kismi siralt bir kiime, @ # Y C T ve x € T olsun. Her y € Y i¢in x < y ise x elemanina Y

kiimesinin bir alt sinir1 ad1 verilir (Calugdreanu, 2000).

2.8 Tanim T kismi sirali bir kiime ve Y, T kiimesinin bog kiimeden farkli bir alt kiimesi ve
b € T olsun. b eleman Y i¢in bir iist sinir ve ayrica Y kiimesinin her a {ist sinir1 icin b < a
oluyorsa, b € T elemanina Y kiimesinin bir en kiiciik iist stmiridir denir.

Buna benzer olarak, b € T elemam Y kiimesi i¢in bir alt sinir ve ayrica Y kiimesinin her
a alt siirt i¢in a < b oluyorsa, b € T eleman1 Y kiimesinin bir en biiyiik alt siniridir denir
(Célugéreanu, 2000).

Y kiimesinin varsa tiim {iist sinirlarindan olusan kiimenin en kiiciik eleman1 \/Y ile temsil
edilir.

Y kiimesinin varsa tiim alt sinirlarindan olusan kiimenin en biiyiik elemani da A Y ile temsil
edilir. Iki (veya sonlu) elemanli kiimeler igin, yani X = {m,n} ise, m\/ n ve m An gosterimleri

kullanilir.

2.9 Tamim T kismi sirali bir kiime ve @ # U C T olsun. U nun bostan farkli her sonlu alt
kiimesi, U i¢inde bir iist (alt) sinira sahipse U ya bir iistten (alttan) yonlii kiime denir (Célu-
gareanu, 2000).

2.10 Tamm K, ve K; kismi sirali iki kiime ve /1 : (K, <) — (K3, <), p < g kosulunu saglayan
her p,q € K, icin h(p) < h(q) olacak bigimde bir doniisiim ise h’ye siralama morfizmasi
denir (Célugareanu, 2000).

2.11 Tamm K; ve K; kismi sirali iki kiime ve 4 : (K1, <;) — (K>, <;) siralama morfizmast;
orten, birebir ve ayn1 zamanda ters doniisiimii de siralama morfizmasi olan bir doniisiim ise
h’ye siralama izomorfizmasi denir.

Eger K| kiimesinden K, kiimesine bir siralama izomorfizmasi tanimlanabiliyorsa K; ve K;

kiimeleri siralr izomorfiktir denir (Cdlugareanu, 2000).

2.1 Yardimci Teorem K; ve K, kismi sirali kiimeleri sonlu ve @ : K; — K, Orten, birebir
bir doniisiim ve p,q € Kj olsun. Bu takdirde asagida numaralandirilmig iddialar birbirine
denktir.

1. o doniisiimii bir siralama izomorfizmasi olur.
2. o(p) < w(g) ancak ve ancak p < gq.
3. o(p) < w(g) ancak ve ancak p < g (Davey ve Priestley, 2002).



2.2. Kafesler

2.12 Tanim K bos kiimeden farkli kismi sirali bir kiime olsun.

1. Her p,g € K icin pV g ve p /\ g elemanlarini K iceriyorsa K’ya kafes,
2. Her®@ #Y C K i¢in \/Y ve AY elemanlarim1 K iceriyorsa K’ya tam kafes

denir (Roman, 2008).

2.2 Yardimci Teorem K bir kafes ve ¢,y € K olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denk

olur.

L. g<y.
2. gVy=y.
3. g Ny = q (Davey ve Priestley, 2002).

2.3 Teorem K bir kafes olmak tizere her a,x,r € K i¢in asagida verilen durumlar dogrudur.

(aVx)Vr=aV (xVr), (aNx) Nr=aA(xAr).
aVx=xVa, aNx=xA\a.

aN(aVx)=a, aV(ahx)=a.

rvr=r, rAr=r (Cohn, 2002).

e

Not Bir K kafesinin a, j, r elemanlari i¢in, (aV j)Vr=aV (jVr) oldugundan (aV j)Vr ve
aV (jVr) ifadeleri yerine cogu zaman a V jV r kullanilir. (a A j) Ar=aA (j Ar) oldugundan
(anj)ArveaA(jAr)ifadeleri yerine ¢ogu zaman a A j A r kullanilir.

2.13 Tamim Bir K kafesinin her ¢ elemani i¢in ¢ < 1 kosulunu saglayan varsa 1 € K ele-
manina, K kafesinin biri; ayni sekilde, K kafesinin her g elemani icin 0 < g kosulunu saglayan
varsa 0 € K elemanina K kafesinin sifiri denir. Bir K kafesi, sifir1 ve biri iceriyorsa K’ya
sinirlt kafes denir. K, 1°1i bir kafes ise @ C K kiimesinin infimumu /\ ) = 1 bigiminde tanim-
lanir. K, 0’11 bir kafes ise @ C K kiimesinin supremumu \/ @ = 0 biciminde tanimlanir.

K bir tam kafes ise AK, /0, \/K, A\O elemanlar1t mevcuttur ve \/ K = A0 =1 ve \/O =
A K = 0 olur (Célugareanu, 2000).

2.14 Tammm Bir K kafesinin bog kiimeden farkli olan bir 7" alt kiimesi; K kafesinde tanimli
olan V, A islemlerine gore kapaliysa; diger bir deyisle, her d,e € T icindVe,d Ne € T ise
T, K’nin bir alt kafesidir denir. Burada agiktir ki, 7" alt kafesi de bir kafes yapisina sahiptir
(Davey ve Priestley, 2002).



Benzer bicimde, bir K tam kafesinin bos kiimeden farkli olan bir N alt kiimesi, her ¥ C N
icin infxY € N ve supgY € N kosullarin1 gerceklestiriyorsa N’ye K’ nin bir tam alt kafesidir
denir (Célugareanu, 2000).

2.15 Tanim K bir kafes a,x € K ve a < xolsun. {y € K | a <y <x} C K kiimesinin K nin bir
alt kafesi oldugu acgiktir. K kafesinin bu bigcimde olan alt kafeslerine boliim alt kafesi denir
ve x/a bigiminde ifade edilir. a < x durumu igin x/a alt kafesine basittir denir (Céalugédreanu,
2000).

2.3. Kafes Homomorfizmalari

2.16 Tanim L ve N kafesleri ve @ : L — N bir doniisiim olsun. Her d, e € L i¢in,

l. o(dVe)=w(d)V o).
2. o(dNe)=w(d)Nw(e).

esiitlikleri dogruysa w bir kafes homomorfizmasidir denir (Calugdreanu, 2000).

Bir kafes homomorfizmasi bijektif ise kafes izomorfizmas: adin alir. L ve N kafesleri arasinda
bir kafes izomorfizmas1 tanimlanabiliyorsa, L ile N kafesleri izomorfiktir denir. L ve N ka-

fesleri izomorfik ise L = N gosterimi kullanilir (Cdlugareanu, 2000).

2.4 Teorem Bir doniisiimiin kafes izomorfizmasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart siralama

1izomorfizmasi olmasidir (Cédlugdreanu, 2000).

2.4. Modiiler Kafesler

2.17 Tanim K bir kafes olsun. Her a,q,r € K icin
r<a=al(qVr)<(anq)Vr

gerektirmesi saglaniyorsa, K’ya bir modiiler kafes denir. Yukaridaki kosula modiiler kural

adi verilir (Cdlugdreanu, 2000).

2.5 Yardimci Teorem K bir kafes, a, g, f € K olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar dogrudur:

L. (ang)V(anf)<an(qV[)
2.a<fise (fAq)Va< fA(qVa)
3. (gNAH)V(fAa)V(ang) <(gVIN(fVa)A(aVq) (Davey ve Priestley, 2002).



2.6 Teorem K kafesi modiilerdir ancak ve ancak her a,q,r € K i¢in r < a iken
ah(gVr)=(aNq)Vr

olur (Célugareanu, 2000).

2.7 Yardimc1 Teorem K bir modiiler kafes olsun. Her x, f, j € K i¢in

(fVDAXSFAEVDIVEA Y S)]

saglanir (Cdlugareanu, 2000).

2.8 Teorem K modiiler bir kafes ve m,n € K olsun. K’nin (m V n)/n ve m/(m A n) kafesleri

izomorfiktir (Calugédreanu, 2000).

Kanmit Herx € (mVn)/nicinmAn <n<xvemAn<moldugu dikkate alinirsam An <xAm
bulunur ve f: (mVn)/n— m/(mAn), f(x) = xAm doniisiimii tamimlansin. Her x,y € (mV
n)/nicin f(xVy)=(xVy)Am=((xA(mVn))V(yAmVn))Am=((xAm)VnV(yA
m)Vn)Am=((xAm)V(yAm)Vn)Am= (xAm)V (yAm)V (mAn)=(xAm)V(yAm)=
Fx)Vfy) ve f(xAy) =xAyAm= (xAm)A(yAm)= f(x) A f(y) bulunur ve dolayisiyla
f bir kafes homomorfizmasi olur. x,y € (mVn)/nve f(x) =xAm=yAm= f(y) olsun. K

modiiler oldugundan;
x=xA(mVn)=(xAm)Vn=(yAm)Vn=yA(mVn)=y

bulunur. O halde f birebir olur.

k € m/(m A n) keyfi bir eleman olsun. k < m ve modiiler kural geregi;
k=(mAn)Vk=mA(nVk)= f(nVk)

bulunur. O halde f 6rten olur. Boylece f bir kafes izomorfizmasi olup (mVn)/n=m/(mAn)
olur. [

2.9 Yardimci Teorem K bir modiiler kafes olmak iizere K’nin f,y ve p elemanlari i¢in p A
f=pAy=0ve (pVf)AN(pVy) =pise pA(fVy) =0 olur (Cilugireanu, 2000).

2.18 Tanim K bir kafes olmak iizere, her x,y,z € K i¢in

xA(yVz)=(xAy)V(xAz)



esitligi mevcutsa, K’ya dagilimli kafes denir (Calugdreanu, 2000).
2.10 Onerme K bir dagilimh kafes ise modiiler olur (Célugareanu, 2000).

2.5. Tikiz Uretilmis Kafesler

2.19 Tanim K tam kafesinin bir j € K eleman verilsin. 0 eleman1 j elemani tarafindan
ortiiliiyorsa (0 < j) j elamanina bir afom denir. K’nin tiim atom elemanlarinin olugturdugu
kiime A(K) ile ifade edilir (Davey ve Priestley, 2002).

2.20 Tanim Bir K tam kafesinin 1 elemani, atomlarin supremumu bi¢iminde ifade edilebili-

yorsa K’ya yariatomik kafes denir (Célugdreanu, 2000).

2.21 Tanim K bir tam kafes olsun. Her m € K ve K kafesinin her U {ist yonlii alt kiimesi i¢in

m/\(\/U) = \/ (mAn)

nelU

sart1 saglaniyorsa K’ya iist siirekli kafes denir (Calugdreanu, 2000).

2.22 Tamim Bir K tam kafesinin z < \/Z sartin1 gercekleyen her Z alt kiimesinin z < \/ H
olacak bicimde sonlu bir A alt kiimesi mevcutsa z € K elemanina tikiz eleman denir (Célu-

gareanu, 2000).

2.23 Tanim Bir K tam kafesinin z < \/ H sartin1 gercekleyen her H iist yonlii alt kiimesi i¢in,
7 < eg olacak bicimde bir eg € H mevcutsa z € K elemanina S-tikiz eleman denir (Caluga-
reanu, 2000).

2.11 Teorem Bir tam kafeste bir elemanin S-tikizdir ancak ve ancak tikizdir. (Célugdreanu,
2000).

2.24 Tanim 1 € K eleman: tikiz olan bir K tam kafesine tikiz kafes denir (Cédlugdreanu,
2000).

2.25 Tanmim K bir tam kafes b € K i¢in 1/b tikiz bir kafes olsun. Bu durumda b elemanina
es sonlu bir eleman denir (Toksoy, 2008).

2.26 Tanim K bir tam kafes olmak iizere, K kafesinin her eleman1 K’ nin tikiz elemanlarin
supremumu bi¢iminde ifade edilebiliyorsa K’ya tikiz iiretilmis kafes denir (Cédlugareanu,
2000).



2.12 Yardimci Teorem K bir tam kafes ve 51, 52 € K tikiz elemanlar olsun. Bu takdirde s; V s

eleman1 tikiz olur (Dilworth ve Crawley, 1960).

2.13 Sonu¢ K tam kafesinin sonlu sayida tikiz elemanlarinin supremumu tikiz olur (Dilworth
ve Crawley, 1960).

2.14 Yardimci Teorem K tikiz ve tikiz iiretilmis bir kafes olmak iizere, e, f € KigineV f =1
ise e <e, f/ < fve eV f/ = 1 olacak bi¢imde e,, f, € K tikiz elemanlar1 mevcuttur (Célu-
gareanu, 2000).

2.15 Teorem 1. Bir K tam kafesinin ¢ elemant K icinde tikiz ise a V ¢ elemani da 1/a
kafesinin tikiz elemani olur.
2. K tikiz bir kafes ise her j € K i¢in 1/ kafesi de tikiz olur.
3. K tikiz iiretilmis bir kafes ise her j € K i¢in 1/ kafesi de tikiz tiretilmis olur (Toksoy,
2008).

2.16 Teorem K tikiz bir kafes ve 1 # j € K olsun. 1/ kafesinin 1’den farkli bir maksimal

eleman1 mevcuttur.

2.17 Yardime1 Teorem K tikiz iiretilmis bir kafes olsun. b/a C K kafesinin bir k elemaninin
tikiz olmasi icin gerekli ve yeterli sart k = a V ¢ < b esitligini saglayan K i¢inde tikiz bir ¢

elemaninin var olmasidir (Calugdreanu, 2000).

2.18 Yardimci1 Teorem K tikiz iiretilmis bir kafes ve m,n € K olsun. ¢ < m kosulunu saglayan

her ¢ tikiz elemani i¢in ¢ < n ise m < n olur (Cédlugareanu, 2000).



10

3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kiiciik Elemanlar

Bu kisimdan baslayarak calismanin sonuna kadar kafes ile tam modiiler kafesleri kaste-

decegiz.

3.1 Tamim K bir kafes ve ¢ € K olsun. Eger y # 1 olan her y € K i¢in ¢V y # 1 kosulu
saglaniyorsa (buna esdeger olarak g Vy = 1 olan her y € K i¢cin y = 1 oluyorsa), g’ya, K’nin
bir kiiciik elemani denir ve g < K bi¢iminde ifade edilir (Cdlugareanu, 2000).

3.2 Tamim Bir K kafesinin 1’den farkli tiim maksimal elemanlarinin en biiyiik alt sinirina
K’nin radikali denir ve Rad(K) ile temsil edilir. K’nin agikar maksimal elemani olan 1’den

bagka maksimal eleman1 mevcut degilse Rad(K) = 1 kabul edilir (Célugireanu, 2000).

3.1 Yardimci Teorem K bir kafes, m,n € K ve m < n olsun. Bu takdirde asagidakiler dogrudur.

1. m<n/Oiseherc e KiginmVc < (nVc)/colur.

2. n< K olmast i¢in gerekli ve yeterli sart m < K ve n < 1 /m durumlarinin saglanmasidir.

3. m< n/0ise m < K dir (Cdlugéreanu, 2000).

Kamt 1. c€Kvet € (nVce)/cigin (mVe)Vt =1y =nVcolsun.t € (nVc)/coldugu
diigtiniiliirse ¢ < ¢ bulunur. mVt =mV (cVt) = (mVc)Vt=nVc elde edilir. mVit =
nV c esitliginin her iki tarafina n ile A islemi uygulanirsa (mVit) An= (nVc) An=nelde
edilir. m < n oldugu ve modiiler kural diisiiniildiigiinde m V (t An) = (mVt) An = n bulunur.
t An < n geregitAn € n/0 olur. Bu durumda m < n/0 ve mV (t An) = n =1, oldugu
dikkate almirsa n At = 1,9 = n bulunur. Bu ise n <t olmasim gerektirecektir. O halde
nVe<tVc=tolur. Ayrica,t € (nVc)/c oldugundan r <nV ¢ elde edilir. Buradanr =nV ¢
bulunur ve boylece mV ¢ < (nVc)/c olur.

2. (=):n<K,t€eKvemVt=1olsun. Buradan nVmVt=nV1=1 yazlabilir. m <n
oldugu dikkate alinirsa n V¢t =nVmVt =1 elde edilir. n < K oldugundan ¢t = 1 dir. O
halde m < K dir. s € 1 /m ve n\V s = 1 olsun. Burada n < K oldugundan s = 1 olur. O halde
n< 1/mdir.

(<):m<K,n<1/mvet €K icinnVt =1 olsun. Burada esitliin her iki yanina sagdan
m elemani ile V iglemi uygulandig: takdirde n\V¢Vm=1Vm =1 bulunur. t Vm € 1/m ve
n < 1/m oldugundan rVm = 1 dir. m < K oldugunu da dikkate alirsak ¢+ = 1 bulunur. O
halde n < K olur.

3. m< n/0vet €K igin mVt=1 olsun. Esitligin her iki yanina sagdan n ile A iglemi
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uygulandiginda (m V1) An=1An = n esitligi elde edilir. m < n oldugundan modiiler kural
geregi mV (t A\n) = (mVt) An = n bulunur. O halde m < n/0 oldugundan t An = n yani
n<tdir. Buradant =nVt=mVnVt=mVt =1 bulunur. O halde m < K olur.

]

3.2 Teorem K bir kafes ve m,n € K olsun. m < m/0ven < n/0ise m' Vn < (mVn)/0
olur (Célugareanu, 2000).

Kamit m/0 kafesi (m\/ n) /0 kafesinin bir bliim alt kafesidir. m' < m ve m < m/0 oldugun-
dan, Yardime1 Teorem 3.1 (iii) geregi m < (mV n)/0 bulunur. Benzer olarak n' < (m\/n) /0
oldugu agiktir. m' Vn' Vi = mV n esitligini saglayan keyfi bir € (mVn) /0 alahm. m' Vn' Vi =
m\Vnvem < (mVn)/0 oldugundan n' V¢ = mV n bulunur ve ' < (m\ n)/0 oldugu
diigiiniiliirse = m \ n olur. O halde m V' n' < (mVn)/0 elde edilir. O

3.3 Onerme K bir tikiz iiretilmis kafes ve a < K olmak iizere K’nin tikiz olmas1 icin gerekli

ve yeterli sart 1/a boliim alt kafesinin tikiz olmasidir (Célugireanu, 2000).

3.4 Yardimcr Teorem K bir kafes ve x € K olsun. x < K olmast durumunda x < Rad(K)

olur. x, K kafesinin tikiz eleman ise tersi de dogru olur (Calugdreanu, 2000).

3.3 Tamim K kafesi 1 elemanina sahip olsun. Her 1 # y € K eleman i¢in y < K ise K’ya
oyuk kafes denir.

3.2. Biitiinlenmis Kafesler

3.4 Tanim K bir kafes ve ¢,d € K elemanlar1 icin cAd =0 ve ¢Vd = 1 oluyorsa c ele-
manina d’nin K icinde bir biitiinleyeni denir. Aciktir ki, ¢ eleman1 d’nin biitiinleyeni ise d
de ¢ elemaninin K icinde bir biitiinleyeni olur. ¢ eleman1 d’nin K i¢inde bir biitiinleyeni ise
c®d =1 gosterimi kullanilir. Bu gosterime, c ile d’nin K i¢inde bir direkt toplami, ¢ ve d
elemanlarina da K kafesinin direkt toplam terimleri ad1 verilir (Davey ve Priestley, 2002).

1 ve 0, K kafesinin asikar direkt toplam terimleridir. K nin agsikar direkt toplam terimleri
olan 1 ve 0 elemanlarindan baska direkt toplam terimleri mevcut degilse K’ya ayristirilamaz
kafes denir (Davey ve Priestley, 2002).

K’nin her elemani K i¢inde bir biitiinleyene sahipse K’ye biitiinlenmig kafes ad1 verilir (Davey
ve Priestley, 2002).

K’nin her elemani igerildigi tiim boliim alt kafesleri i¢inde bir biitiinleyen elemana sahipse

K’ya kismi biitiinlenmis kafes denir (Davey ve Priestley, 2002).
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Modiiler bir kafeste birden fazla biitiinleyene sahip bir elemanin biitiinleyenleri karsilagtiri-
labilir iseler birbirlerine esit olurlar.

Ayrica, K bir dagiliml kafes ve a € K elemaninin X i¢inde biitiinleyeni varsa tektir (Caluga-
reanu, 2000).

3.5 Teorem K kafesinin kismi biitiinlenmis olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart biitlinlenmis

olmasidir (Calugdreanu, 2000).

3.6 Teorem K biitiinlenmis bir kafes ise her b € K i¢in b/0 boliim alt kafesi de biitiinlenmig
olur (Toksoy, 2008).

3.5 Tammm K kafesinin, 1’den farkl: olan biitiin elemanlariyla olusturulan kiime bir en biiyiik
elamana sahipse, K kafesine yerel veya lokal kafes denir.

K kafesinin bir y elemani i¢in, y/0 kafesi yerel oluyorsa, y elemanina K nin bir yerel elemant
denir (Célugareanu, 2000).

3.6 Tamim K bir kafes olmak iizere 1/Rad(K) biitiinlenmis kafes ise K ya yari yerel kafes
adi verilir (Toksoy, 2008).

3.7 Yardimci Teorem K biitiinlenmis modiiler bir kafes ve a € K olsun. a’nin atom olmasi
icin gerekli ve yeterli sart a’nin K icinde biitlinleyeninin K’da maksimal olmasidir (Caluga-
reanu, 2000).

3.8 Teorem Ustten siirekli yariatomik modiiler kafes biitiinlenmistir (Cilugareanu, 2000).

3.3. Tiimlenmis Kafesler

3.7 Tanim K bir kafes ve m, p € K olsun. pVm =1 ve m bu gartlar1 saglayan tiim elemanlarin
olusturdugu kiimenin bir minimal elemani ise m’ye p’nin K i¢inde bir tiimleyeni denir.
K’nin tiim elemanlarinin K icinde bir tiimleyeni mevcutsa K’ya tiimlenmis kafes denir (Ca-

lugdreanu, 2000).

3.9 Onerme K bir kafes ve p € K olsun. Bir m € K elemaninin p’nin K icinde bir tiimleyeni
olmast i¢in gerekli ve yeterli sart pVm = 1 ve p Am < m/0 kosullarini saglamasidir (Toksoy,
2008).

3.10 Onerme K tikiz iiretilmis bir kafes, p,r,m € K ve m elemani ’nin K icinde bir tiimle-

yeni olsun. Bu kosullarda,

1. p<rve pVm=1isem, p’nin de K icinde bir tiimleyeni olur.
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2. K tikiz bir kafes ise m eleman tikizdir.

3. r, K’nin bir maksimal elemani ise r Am = Rad(m/0) eleman1 m /0 kafesinin tek mak-
simal(# m) elemani olur.

4. p < K ise m, pVr elemaninin K i¢inde bir tiimleyenidir.

5. p<Kise pAm<m/0ve Rad(m/0) =m A Rad(K) olur.

6. p <rise pVm,r’nin 1/p iginde bir tiimleyenidir (Cdlugéreanu, 2000).

3.11 Sonu¢ K tiimlenmis ve tikiz iiretilmis bir kafes ise K kafesinin her j elemani i¢in 1/

kafesi tlimlenmis olur (Calugareanu, 2000).

3.12 Onerme K tikiz iiretilmis bir kafes olsun.

1. j,r € K, j/0 kafesi tiimlenmis ve jV r elemani K i¢inde bir tiimleyeni varsa r elemani
da K icinde bir tiimleyene sahip olur.

2. 1=jVrve j/0, r/0 alt kafesleri timlenmis ise K kafesi de tiimlenmis olur (Céluga-
reanu, 2000).

3.13 Onerme K tikiz iiretilmis bir kafes olsun.
1. K, 1’den farkli en biiyiik elemani1 j olan bir yerel kafes ise Rad(K) = j < K olur.

2. g, K kafesinin maksimal elemani olan bir j elemaninin K i¢inde bir tiimleyeni ise ¢/0

bir yerel kafes olur.
3. Rad(K) =1 olur ancak ve ancak K’nin her tikiz elemani K iginde kiigiiktiir.

4. Yerel kafesler tiimlenmistir (Calugdreanu, 2000).

3.14 Onerme K sifirdan farkh bir tikiz iiretilmis kafes olsun. K kafesinin oyuk olmasi icin
gerekli ve yeterli sart K’nin 1’den farkli her j eleman i¢in 1/ kafesinin ayrigtirilamaz ol-

masidir (Calugdreanu, 2000).

3.15 Onerme K sifirdan farkli bir tikiz iiretilmis kafes olsun. Asagidaki iddialar dogrudur;
1. Rad(K) # 1 ve K oyuk bir kafestir.
2. K oyuk ve tikiz kafestir.

3. K yerel kafestir (Calugdreanu, 2000).
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3.8 Tamim K bir kafes ve y,g € K olsun. yV g =1 ve y A g < K oluyorsa g elemanina y
elemaninin K i¢inde bir zayif tiimleyeni denir.

K kafesinin her bir elemani, K i¢inde bir zayif tiimleyen elemana sahipse K’ye bir zayif
tiimlenmig kafes denir (Toksoy, 2008).

3.16 Onerme K zayif tiimlenmis bir kafes ise K kafesinin her g elemant igin olusturulan ¢/0

kafesi de zay1f tiimlenmis olur (Toksoy, 2008).

3.17 Onerme K bir kafes ve K’nin bir ¢ < K elemani icin 1 /g kafesi zayif tiimlenmis ise K
kafesi de zay1f tlimlenmis olur (Toksoy, 2008).

3.18 Onerme K zayif tiimlenmis bir kafes ve ¢ elemani K nin bir elemaninin X icinde tiimle-

yeni ise ¢/0 kafesi de zayif timlenmis olur (Toksoy, 2008).

3.9 Tanim Bir K kafesinin her elemaninin, K kafesinin direkt toplam terimi olan bir tiimle-

yeni bulunabiliyorsa K kafesine &-tiimlenmis kafes denir (Biger, 2018).

3.10 Tanim Her tiimleyen eleman1 direkt toplam terimi olan tiimlenmis bir K kafesine giic-
lii B-tiimlenmis kafes denir (Biger, 2018).

3.11 Tanim K bir kafes ve p € K olsun. Bir 7 € K elemani i¢in pV¢ =1 ve pAt < Rad(K)
kosullar1 saglaniyorsa, ’ye p nin K i¢inde bir radikal tiimleyeni kisaca Rad-tiimleyeni denir
(Biger, 2018).

3.12 Tanim Bir K kafesinin her eleman K i¢inde bir Rad-tiimleyene sahip ise K ya Rad-
tiimlenmig kafes denir (Biger, 2018).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Kafeslerde /-Kiiciik Elemanlar

4.1 Tamim L bir kafes olsun.a € L igin Rad(1/b) =1 ve aV b = 1 kosullarim saglayan her
b € Licin b = 1 oluyorsa a’ya L i¢inde J-kiiciik elemandir denir ve a < L ile gosterilir.

4.1 Onerme L bir kafes ve v,u € L elemanlari igin v < u olsun. Bu durumda Rad(1/v) = 1
ise Rad(1/u) =1 olur.

Kanit Rad(1/v) =1 olsun. 1 # m € 1/u, 1/u bolim alt kafesinin bir maksimal elemant
olsun. O halde u <m < 1 olur. v < u < m < 1 oldugundan m € 1/v bulunur. x € 1/v ve
m < x <1 olsun. x € 1/u ve m, 1/u kafesinin maksimal elemani oldugundan x = m veya
x =1 olur. I # m eleman1 1/v kafesinin bir maksimal elemani(# 1) olur. Bu ise Rad(1/v) =
1 olmast ile geligir. O halde varsayim yanligtir. Yani 1/u kafesinin 1 # m olacak sekilde

maksimal bir eleman1 yoktur. Buradan Rad(1/u) = 1 elde edilir. O
4.2 Yardimci Teorem L bir kafes ve a € L olsun. Rad(L) = 1 ise Rad(1/a) = 1 olur.

Kamit 1 #a€L,Rad(L)=1ve 1 # m € 1 /abolim alt kafesinin bir maksimal elemant olsun.
Biry € L igin m <y olsun. a < m <y < 1 oldugundan y € 1/a olur. m, 1/a kafesinin bir
maksimal(# 1) elemani ve y € 1/a ve m <y oldugundan y = m veya y = 1 bulunur. O halde
1 # m eleman, L kafesinin bir maksimal elemamdir. Bu ise Rad(L) = 1 olmasi ile ¢elisir.
O halde varsayim yanlistir. Yani 1/a kafesinin bir maksimal eleman1 yoktur. Dolayisiyla
Rad(1/a) =1 olur. O

4.3 Sonug L bir kafes ve a,b € L olsun. Rad(1/a) = 1ise Rad(1/(aV b)) = 1 olur.

Kanmit a < aV b ve Rad(1/a) = 1 oldugu dikkate alinirsa, Onerme 4.1 geregi Rad(1/(aV
b) =1 elde edilir. O

4.4 Onerme L bir kafes ve x < g olacak bi¢cimde x,q € L elemanlar1 igin x <; ¢/0 olsun. Bu
takdirde bir b € Ligin xVb < (¢ \V b)/b olur.

Kamit Rad((qV b)/k) = qV b sartin1 saglayan bir k € (¢\Vb)/bigin (xVb)Vk=xVk=¢qVb
olsun. k € (qV b)/b geregi b < k < gV b olur ve

gVb=(qVb)Vk=qV(bVk)=qVk
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bulunur. Bu gercek geregi,

(qVvb)/k=(qVk)/k=q/(qNk)

elde edilir. Ustteki izomorfizma ve Rad((qV b)/k) = qV b oldugu dikkate alinirsa
Rad(q/(q Nk)) = g bulunur. Ayrica, x < g oldugundan modiiler kural geregi,

xV(gNk)=(xVk)Ng=(qVD)\qg=q

bulunur. O halde x <; ¢/0 oldugundan g A k = g bulunur. Yani ¢ < k olur. b < k oldugu
dikkate alinirsa ¢ V b < k bulunur. O halde ¢\ b = k yani, x Vb <; (¢ b)/b bulunur.  [J

4.5 Onerme L bir kafes, a € L ve Rad(L) = 1 olsun. Bu durumda a <; L olmast igin gerekli

ve yeterli sart a < L olmasidir.

Kamit =:a <y Lvebirt € LicinaVt=1 olsun. Rad(L) = 1 ise Yardimc1 Teorem 4.2
gere8i Rad(1/t) = 1 olur. Buradan, a <; L oldugu dikkate alinirsa r = 1 bulunur. O halde
a < L elde edilir.

<:a< Lvebirt € Ligin Rad(1/t) =1veaVt=1olsun.a < L ve aVt =1 oldugundan
t = 1 bulunur. O halde a <; L elde edilir. O

4.6 Onerme L bir kafes a,b € L igin a < b olsun. Bu durumda b <; L olmast icin gerek ve
yeter sart b < 1/a ve a < L olmasidur.

Kamit =:a <bve b <y Lolsun. Birt € Ligin Rad(1/t) =1veaVt=1olsun.aVr =1
oldugundan bV (aVt) =bV1=1bulunur. a <boldugundan bVt = (bVa)Vt =bV (aVt) =
1 elde edilir. bVt =1, Rad(1/t) = 1 oldugundan, b <; L geregi t = 1 bulunur. O halde
a <y L olur.

x€l/a, Rad(1/x) =1 ve bVx =1 olsun. x € 1 /a C L oldugundan x € L olur. O halde
Rad(1/x) =1,bVx=1esitlikleri ve b < L oldugu dikkate alinirsa x = 1 bulunur. Buradan
b < 1/a elde edilir.

<:b<yl/avea<yLolsun. t € L, Rad(1/t) =1 ve bVt =1 olsun. aVt € 1/a ve
t <aVt ve Rad(1/t) = 1 oldugundan Onerme 4.1 geregi Rad(1/(aVt)) = 1 olur. Ayrica
bV (aVt)=bVt=1bulunur. b <; 1/a oldugu dikkate alinirsa @ V¢ = 1 bulunur. Ayrica,
Rad(1/t) =1,aVt =1 ve a <; L oldugu dikkate alinirsa r = 1 bulunur. O halde b <; L
olur. [

4.7 Onerme L bir kafes ve a,b € L olsun. aVb < L olmast iin gerekli ve yeterli sart a < L
ve b < L olmasidir.



17

Kamit =:aVb<jyLvebirt € Ligin Rad(1/t)=1veaVt=1olsun. BuradanaVbVt =1
olur. O halde Rad(1/t) =1, (aV D)Vt = 1 esitlikleri ve a V b < L oldugu dikkate alinirsa
t = 1 bulunur. Sonug olarak a <; L elde edilir. b <; L oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.
<:a<yLveb < Lolsun. Birt € Ligin Rad(1/t) =1 ve (aVb)Vt =1 olsun. Buradan aV
(bVt) = 1 bulunur. Ayni zamanda t < bVt ve Rad(1/t) = 1 oldugundan Onerme 4.1 geregi
Rad(1/(bVt)) =1 elde edilir. Rad(1/(bVt))=1,aV (bVt) =1 ve a <; L oldugundan
bVt =1 bulunur. Rad(1/t) =1, bVt =1 ve b <; L oldugundan ¢ = 1 bulunur. O halde
aVb <y Lolur. O

n
4.8 Sonug L bir kafes ve ay,ap, -+ ,a, € Lolsun. \/ a; <; L olmasi i¢in gerekli ve yeterli
i=1
sartheri=1,2,--- /ni¢in a; <; L olmasidir.

Kamit Onerme 4.7 geregi agiktir. O
4.9 Onerme L bir kafes, a,b € Lvea<bolsun. a <<y b/0ise a <; L olur.

Kamit x € Ligin Rad(1/x) =1 ve aVx =1 olsun. a < b oldugu i¢in modiiler kural geregi
aV(bAx)=(aVx)ANb=1Ab=b= 1y bulunur. Rad(1/x) =1 ve b/(bAx) = (bV
x)/x = 1/x izomorfizmasi dikkate alinirsa Rad(b/(b A x)) = b bulunur. Rad(b/(b Ax)) = b,
aV (bAx) =1y esitlikleri ve a <; b/0 geregi b A\ x = b elde edilir. bAx = b ise b < x ve
buradan a < b < xyania < xbulunur. aVx =1 ve a < x birlikte diisiiniildii§iinde x =aVx =1
bulunur. O halde a <; L elde edilir. ]

4.10 Onerme L bir kafes, a,b € L ve a < b olsun. b eleman1 L kafesinin bir direkt toplam
terimi ve a < L ise a < b/0 olur.

Kamit x € b/0i¢in aV x = b ve Rad(b/x) = b olsun. b, L kafesinin bir direkt toplam terimi
oldugu icin, oyle bir b| € L eleman1 vardir ki b& by = 1 olur. DolayisiylabV by =1,bAb; =
0 elde edilir. Rad(b/x) = b ve Onerme 4.1 geregi Rad(b/(aV x)) = b bulunur.

1/(xVbi) = (x Vb Vb)/(xVb1) = b/(xVb1)Ab=b/ (xV (by Ab)) = b/x

oldugundan b/x = 1/(xV by) bulunur. O halde Rad(b/x) = b oldugundan Rad(1/(xV b;)) =
1 olur. a Vx = b oldugu dikkate alinirsa aV (xVby) = (aV x)V by = bV by =1 bulunur.
Rad(1/(xVby))=1veaV (xVb;)=1 esitlikleri diisiiniildiigiinde a <y L geregi xVb; =1
elde edilir. Buradan, (x\ b1) Ab = b ve x < b oldugundan modiiler kural geregi x =xV (b; A
b) = (xVb1) Ab = b bulunur. Yani a <; b/0 olur. O
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4.11 Onerme L bir kafes, ay,a,my,my € L, a; < my,a; < mo ve m; ®my = 1 olsun. Bu du-
rumda a; V a; < L olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart a; <; m; /0 ve ay < my/0 olmasidir.

Kanit =:my @®&my =1 geregi m; Vmy =1 ve m; Amy = 0 olur. x € m; /0 i¢in Rad(m; /x) =

my ve a; Vx = my olsun. Buradan a; Va, Vx =m; Vay ve dolayisiyla
(a1 \/az)\/ (x\/mz) = (m1 \/mz) Va, =1
bulunur. Ayrica

1/()6\/1"12) = (m1 \/mz)/(x\/mz) = [(x\/mz)\/ml]/(x\/mz)
=my/[(xVmy) Amy]
=my/[xV (m Amy)]

=my/x

oldugundan Rad (1/(xVmy)) = 1 olur. (a; Vaz)V (xVmy) =1 oldugu da dikkate alinirsa
a; Vay <y L geregi xVmy = 1 bulunur. Buradan (xV my) Amy =1 Am; =my olur. x < m
oldugundan modiiler kural geregi xV (m; Am;) = m; yani x = m| bulunur. O halde a; <; L
olur. Benzer adimlarla, a, <; L oldugu goriilebilir.

<1 a; <y m /0 ve ay <; my/0 olsun. Onerme 4.9 geregi a; <y L ve ap < L bulunur.
Onerme 4.7 dikkate alindiginda a; V a» < L elde edilir. O

4.2. J-Timlenmis Kafesler

4.2 Tamm L bir kafes ve a € L olsun. Bir b € Li¢cin aVb =1 ve aAb <; b/0 oluyorsa
b elemanina a’nin L icinde J-tiimleyeni denir. L kafesinin tiim elemanlarinin L i¢inde bir

J-tlimleyeni varsa L’ye J-tiimlenmis kafes denir.

4.12 Yardimci Teorem L bir kafes, g,y € L ve y, ¢’nun J-tiimleyeni ise Rad(y/x) = y olacak
bicimde hery > x € Ligin xV g = 1 iken x =y olur.

Kanit g,y € L ve y, ¢'nun J-tiimleyeni oldugundan yV g =1 ve y A ¢ <; y/0 bulunur.
Rad(y/x) =y olacak bi¢imde bir y > x € L i¢in x V¢ = 1 olsun. x < y oldugundan modiiler
kural geregi (yAq)Vx=yA(qgVx)=yAl=yeldeedilir. (yAq)Vx=y, Rad(y/x) =y
oldugu ve y A g < y/0 gergegi dikkate alinirsa x = y bulunur. O

4.13 Onerme L bir J-tiimlenmis kafes ve n € L ise 1/n boliim alt kafesi de J-tiimlenmistir.

Kamit k € 1/n olsun. k € 1/n C L ve L J-timlenmis oldugundan, dyle bir / € L vardir ki
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kvi=1ve kANl <;1/0 olur. [Vn € 1/n elemanmn, k’nin 1/n iginde bir J-tiimleyeni
oldugunu, yani kV (IVn) =1/, = 1 ve kA (IVn) < (IVn)/n oldugunu gosterelim. k VI = 1
oldugundan kV (/\Vn) = 1 bulunur. Rad((I\Vn)/x) =1Vnve [kA(IVn)|Vx=1;yp/m=1Vn
olacak sekilde bir x € (I Vn)/n alahm. k € 1/n yani n < k oldugundan modiiler kural geregi

[(kAD)Vn]Vx=[kA(IVn)|Vx=IVn
elde edilir. x € (/ Vn)/n oldugundan n < x yani nV x = x bulunur. Buradan,
(kANDVx=[(kAl)Vn]Vx=IVn

bulunur. k Ax < 1/0 ve 1/0 C (1 n)/0 oldugundan Onerme 4.9 geregi k Ax <, (IVn)/0
elde edilir. (kAl)Vx=1Vn,Rad((IVn)/x)=1VnvekAx <, (IVn)/0oldugundanx=1Vn
bulunur. O halde kA (IVn) < (IVn)/nelde edilir. Yani (I\Vn) € 1/n, K'nin 1/n iginde bir
J-tiimleyenidir. O halde 1/n kafesi J-tiimlenmistir. ]

4.14 Onerme L bir kafes, n,u € L ve n/0 J-tiimlenmis kafes olsun. n\/ u elemaninin L icinde

bir J-tiimleyeni varsa u elemaninin da L i¢inde bir J-tlimleyeni vardir.

Kanit nV u elemaninin L i¢inde bir J-tiimleyeni oldugundan, 6yle bir x € L vardir ki,
(nVu)vVx=1 4.1)

ve
(nVu)A\x <y x/0 (4.2)

olur. (xVu) An € n/0 ve n/0 kafesi J-tiimlenmis oldugundan, 6yle bir y € n/0 vardir ki,
[(xVu)An]Vy=n 4.3)

ve [(xVu)An] Ay <y y/0olur. y € n/0 geregi y < n olur ve dolayisiyla (xVu) Ay <;y/0
bulunur. 4.3 denklemi 4.1 denkleminde yerine yazilirsa, [(xV u) An]VyVuVx=uVxVy=1
elde edilir. (xVu)Vy=1ve

(xVu) ANy <;y/0 4.4)

oldugundan y elemant x V u elemaninin L i¢inde bir J-tiimleyenidir. xV y elemaninin L i¢cinde
u elemaninin bir J-tiimleyeni oldugunu gostermeliyiz. Bunun ig¢in uV (xVy) =1 ve u A (x V
y) <y (xVy)/0olmahdir. u A (xVy) < (xVy)/0 oldugunu gérmek igin, y € n/0 oldugundan
y <nolur. Buradan yVu < nVu ve dolayisiylax A (yVu) <xA(nVu)bulunur. x A (nVu) <

x/0 ve Onerme 4.6 geregi
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xA(yVu) <y x/0 4.5)

bulunur. 4.4, 4.5 ve Onerme 4.9 dikkate almirsa (xVu) Ay <y (xVy)/0 ve x A (yVu) <y
(xVy)/0 elde edilir. Ayrica, Yardimcr Teorem 2.7 geregi

(V) Au < [eA (V)] V [y A GeV i)

olur. x A (yVu) <y (xVy)/0 ve yA (xVu) <; (xVy)/0 dikkate alindigindan Onerme 4.7
geregince
V) Au<[xAVu)]V[yA(xVu) <y (xVy)/0

elde edilir. O halde Onerme 4.6 geregi (xVy) Au <, (xVy)/0 bulunur. uV (xVy) = 1 ve
uN(xVy) <y (xVy)/0 oldugundan x Vy, u’nun L iginde bir J-tiimleyenidir. O

4.15 Onerme L bir kafes my,my € L ve my @my = 1 olsun. m; /0 ve my /0 kafeslerinin J-

tlimlenmis olmalari i¢in gerek ve yeter sart L’nin J-tiimlenmis olmasidir.

Kanmit =: u € L olsun. 0, 1’in L i¢inde bir J-tiimleyenidir. Gergekten her k € 1/0 = L igin
(INO)Vk=1ise k=0Vk=1 olur. O halde 1 VO =1 ve 1 A0 < L oldugundan 0,
I’in L i¢inde bir J-tiimleyenidir. Diger taraftan, m; @& m> = 1 oldugundan m; Vmy =1 ve
my Amy = 0 olur. Bu durumda 1 = m; V m, V u eleman1 L i¢inde bir J-tiimleyene sahip ve
my /0 J-timlenmis oldugundan Onerme 4.14 geregi my V u elemaninin da L iginde bir J-
tiimleyeni vardir. Benzer sekilde my V u L iginde bir J-tiimleyene sahip ve m;, /0 J-tiimlenmis
oldugundan yine Onerme 4.14 geregi u, L iginde bir J-tiimleyene sahiptir.

«: L, J-tiimlenmis bir kafes olsun. Bu durumda Onerme 4.13 geregi 1/m, kafesi de J-

tiimlenmis olur. Ayrica,
ml/O = ml/(ml /\mz) = (m1 \/I’I12)/m2 = 1/m2

oldugu dikkate alinirsa, m; /0 kafesi de J-tiimlenmis bulunur. Benzer adimlarla, m; /0 kafe-

sinin de J-tiimlenmis oldugu goriilebilir. ]

4.16 Onerme L bir kafes ve ¢,y € L ve y, ¢’nun L icinde bir J-tiimleyeni olsun. Bu takdirde
her ¢ > b € Ligin yV b eleman1 ¢’nun 1/b iginde J-tiimleyeni olur.

Kanit 'y, ¢’nun L i¢inde bir J-tiimleyeni olsun. O halde yVg=1ve yAqg <;y/0olur. b € L
icin, Onerme 4.4 geregi, (yAq) Vb <, (yV b)/b elde edilir. b < g oldugundan modiiler
kural geregi, (yAq) Vb= (yVb)Agq bulunur. Buradan, (yVb) Ag <, (yV b)/b bulunur
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ve (yVb)Vg=yV(bVq)=yVq=1oldugu dikkate alinirsa, y VV b elemaninin ¢’nun 1/b
icinde J-tlimleyeni oldugu goriiliir. ]

4.17 Onerme L bir kafes ve y € L, L icinde bir J-tiimleyen eleman olsun. Bu takdirde, y >

s € Ligin, y eleman 1 /s kafesi icinde de J-tiimleyen eleman1 olur.

Kamit 'y, Liginde J-tiimleyen oldugundan, 6yle biry’ € L vardirki yVy' =1ve yAy <, y/0
olur. y Vs € 1/siginyV (¥ Vs) = 1 oldugu agiktir. y A (y' Vs) < y/s oldugunu gérebilmek
i¢in, Rad(y/k) =y ve [y A (Y Vs)]Vk =y olacak bicimde bir k € y/s alalm. s <k ve s <y

oldugundan modiiler kural geregi,
y=DPAG VS| VE=[AY) Vs VE=(yAY)V (sVE) = (yAY) VK

bulunur. O halde, (yAY')Vk =y, Rad(y/k) =y oldugu ve y Ay <, y/0 durumu dikkate
alinirsa k = y elde edilir. Sonug itibariyle, y A (y' Vs) < y/s bulunur. O halde y, y' Vs € 1/s

elemaninin 1/s i¢inde J-tiimleyeni olup y, 1/s i¢inde J-tiimleyen elemandir. ]

4.18 Onerme L bir kafes, g,y € L ve y, ¢’nun L icinde bir J-tiimleyeni olsun. Bu takdirde
k <jLisey, gVk’nin da L i¢inde bir J-tiimleyeni olur.

Kanit 'y, ¢’nun L iginde bir J-tiimleyeni oldugundan y Vg =1 ve y A g <, y/0 bulunur.
yV(gVk)=1oldugu aciktir. y A (¢ V k) <; y/0 oldugunu gérebilmek i¢in, Rad(y/x) =y ve
[yA(qVk)]Vx=y olacak bicimde x € y/0 alalim. Buradan,

l=yV(qgVk)=[yA(gVk)]VxV(gVk)=kV(qVx)
bulunur. Ayrica,

1/(gVvx)=(yVqVx)/(qVx)=yV(gVx)/(gVx)=y/(qVx)Ny=y/(xV(gNy))

bulunur. Rad(y/x) =y oldugundan Onerme 4.1 geregi Rad(y/ (xV (gAy))) =yolur. 1/(qV
x) = y/(xV(gAy)) izomorfizmasi geregi Rad(1/(qV x)) = 1 bulunur. kK <; L oldugundan
gV x =1 elde edilir. y, ¢’nun bir J-tiimleyeni, x <y ve Rad(y/x) =y oldugundan Yardimci
Teorem 4.12 geregi ¢V x = 1 olmasi x = y olmasini gerektirir. Dolayisiyla y A (¢ V k) < y/0
oldugu bulunur. y, ¢V £’nmin da L i¢inde bir J-tiimleyeni olur. U
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda J-kiiciik elemanlar ve J-tlimlenmis kafesler tanimlanmis ve bunlarin
cesitli ozellikleri incelenmistir. Yapilan ¢alismalar kullanilarak, J-oyuk kafesler tanimla-
nabilir. Benzer sekilde, J-tlimlenmis kafesin tanimi zayiflatilarak, zayif J-tlimlenmis kafesler

tanimlanabilir ve bu kafeslerin J-tiimlenmis kafesler ile iligkileri incelenebilir.
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