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ÖZET 
 

Genelleştirilmiş Urysohn uzaylar, açık küme kavramı yerine semi-açık ve pre-açık 
kavramları kullanılarak tanımlanır. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈ഥ olacak 
şekilde bir 𝑈 açığı varsa 𝐴 alt kümesine semi-açıktır ve ayrıca 𝐵 ⊆ (𝐵ത)∘ ise 𝐵 ye        
pre-açıktır denir. Semi-açık (pre-açık) kümelerin tümleyeni semi-kapalı (pre-kapalı) 
kümelerdir. 

Bu tezin ana hedefleri aşağıdaki gibidir: 

1. Semi-açık ve pre-açık kavramlarından yararlanılarak elde edilen semi-Urysohn,        
s-Urysohn, pre-Urysohn ve p-Urysohn olarak adlandırılan uzayları tanımlamak ve 
özelliklerini incelemek, 

2. Genelleştirilmiş Urysohn uzayların kalıtsal ve çarpımsallıklarını belirlemek, 

3. Semi-açık ve pre-açık kavramlar kullanarak elde edilen semi-süreklilik,                    
pre-süreklilik, θ-süreklilik, θ-irresolute, θ-pre-irresolute gibi yeni dönüşümler altında 
genelleştirilmiş Urysohn uzayların özelliklerini araştırmak. 
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ABSTRACT 
 

Generalized Urysohn spaces are defined by using the concepts of semi-open and        
pre-open set instead of open set. A subset a topological space 𝐴 of (𝑋, 𝜏) is said to be 
semi-open if there exists an open set 𝑈 in 𝑋 such that 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈ഥ  and also 𝐵 is          
pre-open if 𝐵 ⊆ (𝐵)∘. The complements of semi-open sets (pre-open) are called     
semi-closed (pre-closed).  

The main goals of this thesis are as follows: 

1. To define and examine the spaces called semi-Urysohn, s-Urysohn, pre-Urysohn, 
and p-Urysohn spaces by using the concepts of semi-open sets and pre-open sets,  

2. To determine the hereditariness ve productivity of generalized Urysohn spaces, 

3. To investigate properties of generalized Urysohn spaces under new mappings such 
as semi-continuity, pre-continuity, θ-continuity, θ-irresolute, θ-pre-irresolute obtained 
using semi-open and pre-open concepts. 

 
Keywords: Semi-Open Sets, Pre-Open Sets, Semi-Urysohn Spaces, Pre-Urysohn 
Spaces.            

January, 2023; 53 pages 

 

  



v 
 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

 

Şekil 2.1. Arens kare topolojisi .................................................................................... 7 
Şekil 2.2. İrrasyonel eğim topolojisi ............................................................................ 7 
Şekil 5.1. Açık kümeler arasındaki ilişki ................................................................... 36 
                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



vi 
 

ÇİZELGELER DİZİNİ 

 

Çizelge 2.1. Bir (X, τ) topolojik uzayında kapanış ve iç kavramlarının özellikleri ..... 3 
Çizelge 3.1. (X, τ) topolojik uzayındaki semi-açık kümelerin sınıfı ......................... 14 
Çizelge 3.2. (X, τ) topolojik uzayındaki alt kümelerin semi-kapanışı ....................... 15 
Çizelge 3.3. (X, τ) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi-kapalılarının sınıfı ........ 16 
Çizelge 4.1. (X, τ) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi kapalı kümeler ............. 22 
Çizelge 4.2. (X, τ) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi kapalı kümeler ............. 25 
Çizelge 5.1. (X, τ) topolojik uzayındaki pre-açık kümeler ........................................ 33 
Çizelge 5.2. (X, τ) topolojik uzayındaki pre-kapalı kümeler ..................................... 33 
Çizelge 6.1. (X, τ) topolojik uzayındaki pre-açık ve pre-kapalı kümeler .................. 44 
Çizelge 6.2. (X, τ) topolojik uzayındaki tüm alt kümelerin pre-kapanışları  ............. 45 

 

 

 

 

           

 

 



vii 
 

SİMGELER VE KISALTMALAR 

  
𝐴௢                  𝐴 nın İçi 
𝐴                    𝐴 nın Kapanışı 
𝐴௦                  𝐴 nın Semi-İçi 
𝐴 ෩                    𝐴 nın Semi-Kapanışı 
𝐴௣                  𝐴 nın Pre-İçi 
𝐴 ෡                    𝐴 nın Pre-Kapanışı 
PCl(𝑋, 𝜏)       Pre-Kapalı Kümelerin Sınıfı 
PO(𝑋, 𝜏)        Pre-Açık Kümelerin Sınıfı 
SCl(𝑋, 𝜏)       Semi-Kapalı Kümelerin Sınıfı 
SO(𝑋, 𝜏)        Semi-Açık Kümelerin Sınıfı 

 

 

 

 



1 
 

1. GİRİŞ  

Genel topolojide ayırma aksiyomlarının genelleştirmeleri son yıllarda pek çok 

araştırmacı tarafından çalışılmıştır. Örneğin zayıf Frechet-Urysohn uzaylar [1], anti-

Urysohn uzaylar [2], semi-Urysohn uzaylar, s-Urysohn uzaylar [3-6], pre-Urysohn 

uzaylar [7], p-Urysohn uzaylar [8], ultra-Hausdorff uzaylar [9], semi-Hausdorff 

uzaylar [10], zayıf-Hausdorff uzaylar [11], p-regüler uzaylar [12], s-regüler uzaylar 

[13] bu genelleştirmelerden bazılarıdır. 

 1693 yılında Levine [14] semi-açık kavramını ortaya atmış ve şu şekilde 

tanımlamıştır: Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki 𝑈 açığı için  𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈 olacak şekilde 

𝐴 ⊆ 𝑋 varsa 𝐴 ya semi-açıktır denir. 1972 yılında, Crossley ve Hildebrand [15]       

semi-homeomorfizm tanımını vererek semi-homeomorfizm altında korunan özelliklerin 

semi-topolojik özellik olduğunu ifade etmişler ve bazı topolojik özelliklerin             

semi-topolojik olduğunu ispatlamışlardır. 1992 yılında Bhamini v.d. [6] topolojik 

özelliğin semi-topolojik özellik olup olmadığını belirlemeye yarayan matematiksel bir 

tekniği elde etmişlerdir. Bu tekniği s-Urysohn uzayı [5], s-regüler uzayı [4],             

semi-normal uzayı [16] ve 𝑇஽-uzayı [17,18] olmanın semi-topolojik olup olmadığını 

göstermek için kullanmışlardır.  

Semi-Urysohn ve s-Urysohn olarak adlandırılan Urysohn uzayların farklı iki 

genelleştirmesi 1983-1992 yılları arasında Arya ve Bhamini [4-6] tarafından verilmiş 

ve şu şekilde tanımlanmışlardır: Bir topolojik uzaydaki farklı nokta çiftlerinin 

kapanışları (semi-kapanışları) ayrık olan semi-açık kümeleri olması uzayın s-Urysohn 

(semi-Urysohn) olması demektir. 1982 yılında, Mashhour [19] pre-açık kavramının 

çeşitli özelliklerini vermiş ve şu şekilde tanımlamıştır: Bir topolojik uzayda 𝐵 ⊆ 𝑋 için       

𝐵 ⊆ ൫𝐵൯
௢
 ise 𝐵 ye pre-açıktır denir. Mashhour v.d. [19] pre-süreklilik kavramını 

ortaya atarak pre-açık fonksiyonu tanımladılar. 1983 yılında, El-Deeb v.d. [12]             

p-regüler uzaylara giriş yaptı. 1996 yılında, Pal ve Bhattacharyya [8] pre-Urysohn 

uzay tanımını şu şekilde yaptılar: Bir topolojik uzaydaki farklı her nokta çiftinin        

pre-kapanışları ayrık olan pre-açık kümeler olması uzayın pre-Urysohn olması 

demektir. 1999 yılında, Paul ve Bhattacharyya [20] pre-Urysohn uzayların temel 

özellikleri üzerine çalışma yaptılar ve bilinen diğer uzaylar ile olan ilişkilerini ifade ve 

ispat ettiler. 2011 yılında, Navalagi [21] Urysohn uzaylarının farklı bir genellemesi 
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olan p-Urysohn uzaylarına giriş yaptı ve şu şekilde tanımladı: Bir topolojik uzaydaki 

farklı her nokta çiftinin kapanışları ayrık olan pre-açık kümeleri olması uzayın               

p-Urysohn olması demektir. 

Bu tez çalışmasında literatürde 𝑇
ଶ

భ

మ

 uzayı olarak bilinen Urysohn uzaylarının 

genelleştirmesi olan s-Urysohn, semi-Urysohn, p-Urysohn, pre-Urysohn uzaylarının 

eğer varsa hem birbirleri ile hem de Urysohn uzayları ile olan geçişleri belirtilmiş, 

özellikleri verilmiş ve bu uzayların kalıtsal, çarpımsal ve topolojik özellikleri 

incelenmiştir. 

Son olarak bu uzaylar arasında semi-açık ve pre-açık kavramlar kullanarak elde edilen 

semi-süreklilik, pre-süreklilik, 𝜃-süreklilik, 𝜃-irresolute ve 𝜃-pre-irresolute gibi 

dönüşümler altındaki durumlar incelenmiştir. 

Bu çalışma boyunca daha önce yapılan çalışmalarda kullanılan notasyonlar ile 

çelişmemesi adına ve kavramsal karışıklığa neden olmamak için “yarı” yerine “semi” 

kelimesi kullanılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

2.1 Topolojik Uzaylar 

Bu bölümde topolojik uzaylar ile ilgili, çalışmanın diğer kısımlarında kullanılacak 

kavramların tanımları, teoremler, önerme ve lemmalara yer verilmiştir.  

Tanım 2.1.1 (1) 𝑋 ≠ ∅ küme ve 𝜏 da 𝑋 in kuvvet kümesi  𝑃(𝑋) in bir alt kümesi olsun. 

Aşağıdaki özellikleri sağlayan  𝜏 ya 𝑋 üzerinde bir topoloji ve (𝑋, 𝜏) ikilisine ise 

topolojik uzay denir  [22]. 

(i) ∅, 𝑋 ∈ 𝜏,  

(ii) 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏  olduğunda  𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝜏,  

(iii) Her 𝑖 ∈ 𝐼 için  𝑈௜ ∈ 𝜏 olduğundan  ⋃ 𝑈௜௜∈ூ ∈ 𝜏. 

(2) ( 𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝜏 nun elemanlarına açık kümeler denir. Eğer 𝑈 ⊆ 𝑋 için 

𝑈௖ açık ise 𝑈 ya kapalı küme denir [22]. 

(3) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 nın kapsadığı tüm açık kümelerin birleşimine 𝐴 

nın içi denir ve 𝐴௢ şeklinde gösterilir. 𝐴 yı kapsayan kapalı kümelerin kesişimine ise 

𝐴 nın kapanışı denir ve  𝐴 şeklinde gösterilir [22]. 

Önerme 2.1.2 ([22,23]) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda  

Çizelge 2.1. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında kapanış ve iç kavramlarının özellikleri. 

𝐴௢ ⊆ 𝐴 𝐴 ⊆  𝐴 

𝐴௢ açıktır 𝐴 kapalıdır 

𝐴௢ açıktır ⟺ 𝐴௢ = 𝐴 𝐴 kapalıdır ⟺ 𝐴 = 𝐴 

(𝐴௢)௢ = 𝐴௢ ൫𝐴  ൯
തതതതതത

 = 𝐴 

𝐴௢, 𝐴 nın kapsadığı en geniş açık kümedir 𝐴, 𝐴 yı kapsayan en dar kapalı kümedir 

𝐴 ⊆ 𝐵  ise  𝐴௢ ⊆ 𝐵௢ 𝐴 ⊆ 𝐵  ise  𝐴 ⊆ 𝐵 

 𝐴௢ ∩ 𝐵௢ = (𝐴 ∩ 𝐵)௢        𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 

 𝐴௢ ∪ 𝐵௢ ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)௢ 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵 
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Teorem 2.1.3  (𝑋, 𝜏) topolojik uzay,  𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑈 nun 𝜏஺ alt topolojisine göre 

𝐴 daki kapanışı 𝑈஺ olmak üzere 𝑈஺ = 𝑈 ∩ 𝐴 dır.  

2.2 Süreklilik 

Tanım 2.2.1 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon ve 𝑥 ∊ 𝑋 için     

𝑦 = 𝑓(𝑥) olsun. 

(1) (Süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açık komşuluğu için 𝑥 in en az bir 𝑈 açık komşuluğu 

vardır öyle ki 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 ise 𝑓 ye 𝑥 de süreklidir denir. 𝑓, 𝑋 in her noktasında sürekli 

ise 𝑓 ye  𝑋 de süreklidir denir [22,23]. 

 
(2) (Homeomorfizm) 𝑓 bire bir, örten, sürekli ve tersi de sürekli ise 𝑓 ye 

homeomorfizm denir [22,23]. 

 

(3) (Zayıf-süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açık komşuluğu için 𝑥 in en az bir 𝑈 açık 

komşuluğu vardır öyle ki  𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 ise 𝑓 ye 𝑥 de zayıf-sürekli denir. 𝑓, 𝑋 in her 

noktasında zayıf-sürekli ise 𝑓 ye zayıf-süreklidir denir [24].  

  
(4) (𝜽-süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açık komşuluğu için 𝑥 in en az bir 𝑈 açık komşuluğu 

vardır öyle ki  𝑓൫𝑈൯ ⊂ 𝑉 ise  𝑓 ye 𝑥 noktasında 𝜃-sürekli denir. 𝑓, 𝑋 in her noktasında 

𝜃-sürekli ise 𝑓 ye 𝜃-süreklidir denir [25].   

Teorem 2.2.2 ([22,23])  (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon, 𝐾  ve 𝐾ᇱ 

ise 𝜏 ve 𝜎 deki kapalı kümelerin ailelerini göstersin. Aşağıdakiler denktir: 

(i)  𝑓 süreklidir, 

(ii)  𝑉 ∊ 𝜎 için 𝑓ିଵ(𝑉) ∊ 𝜏 , 

(iii)  𝐵 ∊ 𝐾ᇱ için 𝑓ିଵ(𝐵) ∊ 𝐾, 

(iv)  𝐴 ⊂ 𝑋 için 𝑓(𝐴 ഥ ) ⊂ 𝑓(𝐴), 

(v)  𝐶 ⊂ 𝑌 için 𝑓ିଵ(𝐶௢) ⊂ ൫𝑓ିଵ(𝐶)൯
୭
. 
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2.3 Ayırma Aksiyomları 

Topoloji ile ilgili bazı problemlerin çözümünde karşılaşılan sorunların giderilmesi için 

topolojik uzaylar üzerine bazı sınırlamalar getirmek gerekir. Değişik yapıları, bazı 

özelliklere sahip olan sınıflara ayırıp her sınıfın özelliklerini ayrı ayrı incelemek daha 

kolay ve yararlı olmaktadır. Bu amaçla “Ayırma Aksiyomları” denilen bir 

sınıflandırma yapılmış ve bu aksiyomlar “Trennungsaxiom” kelimesinin baş harfi 

alınarak 𝑇଴, 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … şeklinde gösterilmiştir. Temel düşünce, ayrık olan kümelerin 

veya farklı noktaların birbirinden açık komşuluklara ayrılması ilkesine dayalıdır.  

Tanım 2.3.1 ([22]) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay olsun. 

(1) (𝑻𝟏 uzayı) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 noktaları için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∉ 𝑈 ve  𝑦 ∈ 𝑉, 𝑥 ∉ 𝑉 olacak 

şekilde 𝑈 ve 𝑉 açıkları varsa (𝑋, 𝜏) ya 𝑇ଵ uzayı denir. 

(2) (𝑻𝟐 uzayı) 𝑥, 𝑦 ∈X, 𝑥 ≠ 𝑦 noktaları için  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 

açıkları varsa (𝑋, 𝜏) ya 𝑇ଶ uzay veya Hausdorff uzay denir. 

(3)  (Regüler uzay) 𝐾 kapalı küme ve 𝑥 ∉ 𝐾 ise 𝐾 ⊆ 𝑈 ve 𝑥 ∈ 𝑉 olacak şekilde 𝑈 ve 

𝑉 ayrık açıkları varsa (𝑋, 𝜏) ya regüler uzay denir. 

(4)  (𝑻𝟑 uzayı) Regüler olan bir 𝑇ଵ uzayına bir 𝑇ଷ uzayı denir. 

 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı 𝑇ଷ  ise 𝑇ଶ ve 𝑇ଶ ise 𝑇ଵ  olduğu bilinmektedir. Fakat bu 

ifadelerin tersleri genelde doğru değildir. Örneğin ℝ deki tümleyeni sonlu                     

𝜏 = {𝐺 ⊆ ℝ |𝐺ୡ sonlu} ∪ {∅} topolojisi için (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑇ଵ olmasına rağmen 𝑇ଶ 

değildir. Eğer 𝑇ଶ olsaydı 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅  olacak şekilde 𝑎 ve 𝑏 nin sırasıyla       

𝑈 ve 𝑉 açık komşulukları olurdu. Burada  𝑈௖ ∪ 𝑉௖ = ℝ olup bu ise bir çelişkidir. 

2.4 Urysohn Uzayları 

Tanım 2.4.1 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay olsun. Farklı ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 nokta çifti için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉 açık komşulukları varsa (𝑋, 𝜏) ya 

Urysohn uzayı denir.  
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Örnek 2.4.2 (1) (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik uzay Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 ≠ 𝑦 

olsun. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜀 olmak üzere 

𝑥 ∈ ቀ𝑥 −
𝜀

5
, 𝑥 +

𝜀

5
 ቁ = 𝑈, 𝑦 = (𝑦 −

𝜀

5
, 𝑦 +

𝜀

5
) = 𝑉 

olarak seçersek  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olur. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre topolojik uzay Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 olsun.                

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 alınırsa  𝑈 ∩ 𝑉  = {𝑥}  ∩ {𝑦}  = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ dur. 

(3) (𝑋, 𝜏) indiskre topolojik uzay Urysohn değildir. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 

olmak üzere 𝑉, 𝑈 ∈ 𝜏 için 𝑈 = 𝑋 = 𝑉 seçersek  𝑈  ∩ 𝑉 = 𝑋 ∩ 𝑋 = 𝑋 ≠ ∅ dir.  

(4) 𝑋 sonlu bir küme olsun. (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn’dur ancak ve ancak  𝜏 = 𝑃(𝑋) dir. 

Tanım 2.4.3 (Arens Kare Topolojisi) ([26]) 𝐴 birim karenin bir alt kümesi olmak 

üzere 𝐴 = {(𝑖, 𝑗): 0 < 𝑖 < 1, 0 < 𝑗 < 1, 𝑖, 𝑗 ∈ ℚ}\ ቄቀ
ଵ

ଶ
, 𝑗ቁ : 𝑗 ∈ ℚቅ olsun. Yani birim 

kare içindeki birinci bileşeni 
ଵ

ଶ
 dışında olan tüm rasyonel koordinatlı noktaların 

kümesidir. 

𝑋 = 𝐴 ∪ {(0,0), (1,0)} ∪ ൜൬
1

2
, 𝑟√2൰ : 𝑟 ∈ ℚ, 0 < 𝑟√2 < 1ൠ 

𝔅, 𝑋 den elde edilen 𝜏 topolojisinin bazı şu şekilde tanımlanır. 𝐴 nın her noktasına 

birim karedeki Öklid topolojisinden elde edilen açık kümelerin yerel bazı alınır. 

𝐴 dışında bulunan 𝑋 deki kalan diğer noktalar için ise aşağıdaki yerel bazlar vardır. 

𝑈௡(0,0) = ൜(𝑥, 𝑦): 0 < 𝑥 <
1

4
, 0 < 𝑦 <

1

𝑛
ൠ ∪ {(0,0)} 

𝑈௡(1,0) = ൜(𝑥, 𝑦): 
3

4
< 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 <

1

𝑛
ൠ ∪ {(1,0)} 

𝑈௡ ൬
1

2
, 𝑟√2൰ = ൜(𝑥, 𝑦): 

1

4
< 𝑥 <

3

4
, ห𝑦 − 𝑟√2ห <

1

𝑛
ൠ 

şeklinde tanımlanır. 𝑋 in her bir noktasında lokal baz mevcut olduğu için bu lokal 

bazların birleşimi 𝜏 topolojisi için bir baz oluşturur. Bu 𝔅 bazı tarafından üretilen 

(𝑋, 𝜏) topolojisine Arens kare topolojisi denir.  
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                       (𝟎, 𝟎)                       (𝟏, 𝟎)  

Şekil 2.1. Arens kare topolojisi. 

Tanım 2.4.4 (İrrasyonel Eğim Topoloji) ([26]) 𝑋 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 ≥ 0 , 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ} ve 𝑞 

irrasyonel bir sabit olsun. 𝔅, 𝐵ఌ(𝑘) = {𝑟 ∈ ℚ: |𝑟 − 𝑘| < 𝜀 }  ise ℚଶ deki 𝑘 merkezli 𝜀 

yarıçaplı diskler olmak üzere 𝑁ఌ൫(𝑥, 𝑦)൯ = {(𝑥, 𝑦)} ∪ 𝐵ఌ ቀ𝑥 +
௬

௤
ቁ ∪ 𝐵ఌ ቀ𝑥 −

௬

௤
ቁ 

şeklindeki (𝑥, 𝑦)  nin 𝜀 komşuluklarının bir sınıfı olsun. Böylece her 𝑁ఌ൫(𝑥, 𝑦)൯ 

kümesi {(𝑥, 𝑦)} rasyonel bileşenli tek nokta kümesi ve orta noktaları 𝑥 ±
௬

௤
 irrasyonel 

olan rasyonel sayılar üzerindeki 𝜀 uzunluğundaki iki açık aralığın birleşiminden 

oluşur. Burada  ቀ𝑥 ±
௬

௤
,◦ቁ noktalarını (𝑥, 𝑦) aralığına katan doğrular ±𝑞 eğimine 

sahip doğrulardır. 𝔅 dan elde edilen topolojiye İrrasyonel eğim topolojisi denir.  

                                                                   (𝒙, 𝒚) 

 

 

 

 

                                 𝒙 −
𝒚

𝒒
                                              𝒙 +

𝒚

𝒒
  

Şekil 2.2. İrrasyonel eğim topolojisi. 

 

   

 

 

. 
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Önerme 2.4.5 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝔅 açık kümelerin sınıfı olsun. 𝔅 sınıfı bazdır 

ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝔅௫ = {𝐵 ∈ 𝔅 |𝑥 ∈ 𝐵} sınıfı 𝑥 ∈ 𝑋 de yerel bazdır. 

İspat: Kabul edelim ki  𝔅 sınıfı baz, 𝑈 da 𝑥 ∈ 𝑋 in açık bir komşuluğu olsun. Bu 

durumda 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑈 olacak şekilde 𝑥 in 𝔅 da 𝐵 açık komşuluğu vardır 𝑥 ∈ 𝐵 ∈ 𝔅. 

Böylece 𝔅௫ sınıfı 𝑥 ∈ 𝑋 de yerel bazdır. Tersine olarak 𝑥 ∈ 𝑋 için                                 

𝔅௫ = {𝐵 ∈ 𝔅 |𝑥 ∈ 𝐵} sınıfı 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında yerel baz ve 𝑈 açık bir küme olsun. Bu 

durumda her 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑥 ∈ 𝐵௫ ⊆ 𝑈 olacak şekilde 𝐵௫ ∈ 𝔅௫ vardır. Böylece               

𝑈 = ⋃ 𝐵௫௫∈௎   olup 𝔅 sınıfı bir bazdır. Bu önermenin sonucu olarak 𝔅௫ , 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasında lokal baz ise bu lokal bazların birleşimleri 𝑋 deki 𝜏 için bir 𝔅 bazı oluşturur, 

yani 𝔅 = ⋃ 𝔅௫௫∈௑ . 

Teorem 2.4.6 Her Urysohn uzayı Hausdorff’dur.  

İspat: (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 için 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 

𝑈 ve 𝑉 açık komşulukları vardır. Öyleki  𝑈  ∩ 𝑉  = ∅ olur.  𝑈 ⊆ 𝑈  ve 𝑉 ⊆ 𝑉  şeklinde 

yazılabilir. Her iki tarafın kesişimini alırsak 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ 𝑈 ∩ 𝑉. 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ ∅ olur bu ise 

𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olması yani (𝑋, 𝜏) nun Hausdorff olmasıdır. Tersi genelde doğru değildir. 

Örneğin, (𝑋, 𝜏) Arens kare topolojik uzayı Hausdorfftur. Çünkü (0,1)ଶ ∩ ℚଶ den 

alınan noktalar, (0,0) ve (0,1) noktalarının hiçbiri 𝑟 ∈ ℚ olmak üzere ቀ
ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ 

formunda ki bir nokta ile ikinci bileşenleri aynı olmaz. Fakat (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn 

değildir. Çünkü 𝑓: 𝑋 ⟶ [0,1],  𝑓൫(0,0)൯ = 0 ve 𝑓൫(1,0)൯ = 1 gibi sürekli bir 𝑓 

fonksiyonu olduğundan [0,1] üzerindeki alışılmış topolojiye göre olan ቂ0,
ଵ

ସ
ቁ ve ቀ

ଷ

ସ
, 1ቃ 

açıklarının ters görüntüleri 𝑋 de açıktır. Bu ters görüntüler bazı 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 𝑈௡(0,0) 

ve 𝑈௠(1,0) i içermesi gerekir. Eğer 𝑟√2 < min ቄ
ଵ

௡
,

ଵ

௠
ቅ ise 𝑓 ቀ

ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ∉ ቂ0,

ଵ

ସ
ቁ ∩

ቀ
ଷ

ସ
, 1ቃ = ∅ .  

Kabul edelim ki 𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ∉ ቂ0,

ଵ

ସ
ቁ olsun. Bu durumda en az bir 𝑈 açık komşuluğu 

vardır öyle ki 𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ∈ 𝑈 olur ve 𝑈 ∩ ቂ0,

ଵ

ସ
ቁ = ∅ dur.  
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Fakat bu durumda 𝑓ିଵ(𝑈) ve 𝑓ିଵ ൬[0,
ଵ

ସ
)൰   ters görüntüleri sırasıyla ቀ

ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ve (0,0) 

açıklarını içeren ayrık kapalı kümelerdir. 𝑟√2 < min ቄ
ଵ

௡
,

ଵ

௠
ቅ olduğundan bazı 𝑘 ∈ ℕ 

için 𝑈௞ ቀ
ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ve 𝑈௡(0,0) içeren bu kapalı kümeler ayrık olamaz.             

𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
, 𝑟√2ቁ ∉ ቀ

ଷ

ସ
, 1ቃ  içinde benzer ispat yapılır. 

Teorem 2.4.7 Urysohn uzayın her alt uzayı da Urysohn’dur. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 noktaları verilsin.               

𝑋, Urysohn olduğundan 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla 𝐺 ve 𝐻 açıkları 

vardır. Böylece 𝑈 = 𝐺 ∩ 𝐴 ve 𝑉 = 𝐻 ∩ 𝐴 sırasıyla 𝑥 ve 𝑦 nin 𝐴 da açık komşulukları 

olup 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝐺 ∩ 𝐴 ∩ 𝐻 ∩ 𝐴 ⊆ 𝐺 ∩ 𝐴 ∩ 𝐻 ∩ 𝐴 = ∅ dur. Böylece (𝐴, 𝜏஺) alt uzayı 

Urysohn’dur. 

Teorem 2.4.8 Urysohn uzayı olma topolojik bir özelliktir. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) bir homeomorfizm ve (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn 

olmak üzere 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈  𝑌 farklı noktaları verilsin. Bu noktalara karşılık 𝑓(𝑥ଵ) = 𝑦ଵ ve 

𝑓(𝑥ଶ) = 𝑦ଶ olacak şekilde 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈  𝑋 farklı noktaları vardır. (𝑋, 𝜏) nun Urysohn 

olmasından 𝑥ଵ ∈ 𝐺 ve 𝑥ଶ ∈  𝐻 olmak üzere 𝐺  ∩ 𝐻  = ∅ olacak şekilde 𝐺 ve 𝐻 ayrık 

açıkları vardır. Buradan 𝑦ଵ ∈ 𝑓(𝐺) ve 𝑦ଶ  ∈ 𝑓(𝐻) için 𝑓(𝐺) ve 𝑓(𝐻) açıkları vardır ki  

𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) = ∅ olduğunu göstereceğiz. 𝑓 nin kapalılığından 𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓(𝐺) ve 

𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓(𝐻) dir ve 𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓൫𝐺൯ ∩ 𝑓൫𝐻൯ olur. 𝑓൫𝐺൯ ∩ 𝑓൫𝐻൯ ≠ ∅ olsaydı 

en az 𝑧 ∈ 𝑓(𝐺), 𝑧 ∈  𝑓(𝐻) olurdu. 𝑓 bire bir ve örtenliğinden 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓(𝐺) = 𝐺 

ve 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓൫𝐻൯ = 𝐻 olur. O halde  𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 yazabiliriz ki  𝐺  ∩ 𝐻 ≠ ∅ 

dur. Bu da (𝑋, 𝜏) nun Urysohn olması ile çelişir. Böylece 𝑓൫𝐺൯ ∩ 𝑓൫𝐻൯ = ∅ olur. 

Buradan 𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) = ∅ yazılır. Sonuç olarak 𝑦ଵ, 𝑦ଶ nin 𝑌 de açık komşulukları 

vardır, yani (𝑌, 𝜎) uzayı Urysohn’dur. 

Teorem 2.4.9 Her 𝑇ଷ uzayı Urysohn uzayıdır. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) uzayı 𝑇ଷ olsun. Her 𝑇ଷ uzayı 𝑇ଵ ve regülerdir. (𝑋, 𝜏) 

uzayı  𝑇ଵ olduğundan her {𝑦}  kümesi kapalıdır. Kabul edelim ki x ≠ 𝑦 olsun. Uzay 
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regüler olduğundan 𝑥 ∈ 𝑈 ve {𝑦} ⊆ 𝑉 olmak üzere 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 

𝑉 açıkları vardır. Diğer taraftan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥, 𝑦 nin sırasıyla 𝑈, 𝑉 açık komşuluğu için 

𝐺  ⊆ 𝑈 ve 𝐻  ⊆ 𝑉 olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin 𝐺 ve 𝐻 açıkları vardır öyle ki                      

𝐺  ∩ 𝐻  ⊆ 𝑈 ∩ 𝑉 den 𝐺  ∩ 𝐻 = ∅ olur. Bu ise (𝑋, 𝜏) nın Urysohn olduğunu gösterir.  

Teorem 2.4.10 Her metrik uzay Urysohn’dur. 

İspat: (𝑋, 𝑑) metrik uzayının 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 için 𝑎 ≠ 𝑏 ve 𝑑(𝑎, 𝑏) = 𝑟 > 0 olduğunu kabul 

edelim. 𝑎 ∈ 𝐷 ቀ𝑎,
௥

ସ
ቁ ve 𝑏 ∈ 𝐷 ቀ𝑏,

௥

ସ
ቁ olmak üzere 𝐷 ቂ𝑎,

௥

ସ
 ቃ ∩ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ = ∅ dur. Çünkü 

eğer 𝐷 ቂ𝑎,
௥

ସ
 ቃ ∩ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ ≠ ∅ olsaydı en az bir 𝑥 ∈ 𝐷 ቂ𝑎,

௥

ସ
 ቃ ∩ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ olurdu. Buradan 

𝑥 ∈ 𝐷 ቂ𝑎,
௥

ସ
 ቃ , 𝑥 ∈ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ yazılabilir. 

𝑥 ∈ 𝐷 ቂ𝑎,
𝑟

4
 ቃ  ise 𝑑(𝑎, 𝑥) ≤

𝑟

4
 

𝑥 ∈ 𝐷 ቂ𝑏,
𝑟

4
 ቃ  ise 𝑑(𝑏, 𝑥) ≤

𝑟

4
 

𝑟 = 𝑑(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑏, 𝑥) ≤
𝑟

4
+

𝑟

4
=

𝑟

2
 

𝑟 ≤
௥

ଶ
 olur. Bu ise 𝐷 ቂ𝑎,

௥

ସ
 ቃ ∩ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ ≠ ∅ olması ile çelişir. 𝐷 ቂ𝑎,

௥

ସ
 ቃ ∩ 𝐷 ቂ𝑏,

௥

ସ
 ቃ = ∅ 

olmalıdır yani (𝑋, 𝑑) uzayı Urysohn’dur. 

Teorem 2.4.11 Urysohn uzayında yakınsak bir dizinin limiti tektir. 

İspat: Kabul edelim ki Urysohn uzayında bir (𝑥௡) dizisi  𝑎 ve 𝑏 gibi farklı iki değere 

yakınsak olsun. (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn ve 𝑎 ≠ 𝑏 olduğundan 𝐺  ∩ 𝐻  = ∅ olacak 

şekilde  𝑎 ve 𝑏 nin sırasıyla 𝐺 ve 𝐻 açık komşulukları vardır. Diğer yandan (𝑥௡) → 𝑎 

olduğundan 𝑛 > 𝑛ଵ için 𝑥௡ ∈ 𝐺 olacak şekilde bir 𝑛ଵ ∈ ℕ ve (𝑥௡) → 𝑏 olduğundan 

𝑛 > 𝑛ଶ için 𝑥௡ ∈ 𝐻 olacak şekilde bir 𝑛ଶ ∈ ℕ vardır. Böylece  𝑛଴ = maks {𝑛ଵ, 𝑛ଶ} 

olmak üzere 𝑛 > 𝑛଴ için 𝑥௡ ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐺 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐺 ∩ 𝐻 dır. Buradan 𝑥௡ ∈ 𝐺 ∩ 𝐻  

olur. Bu ise 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ olmasıyla çelişir. O halde 𝑎 = 𝑏 olmak zorundadır. 
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Teorem 2.4.12 Urysohn uzayında her tek nokta kümesi kapalıdır. 

İspat: (𝑋, 𝜏) Urysohn uzayı olsun. 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ {𝑎}௖ ise 𝑥 ve 𝑎 farklı olup uzay 

Urysohn olduğundan  𝑥 ∈ 𝐺, 𝑎 ∈ 𝐻 ve 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ olacak şekilde 𝐺 ve 𝐻 açıkları 

vardır. Buradan 𝐺 ∩ {𝑎} ⊆ 𝐺 ∩ {𝑎} ⊆ 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅  dır. O halde  𝐺 ∩ {𝑎} = ∅ olur ki 

bu ise 𝑥 ∈ 𝐺 ⊆ {𝑎}௖ dır. Sonuç olarak {𝑎}௖ açık yani {𝑎} kapalıdır. 

Teorem 2.4.13 {(𝑋௜, 𝜏௜)|𝑖 ∈ 𝐼} sınıfı ve 𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  olsun. (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı 

Urysohn’dur ancak ve ancak her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) uzayı Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı Urysohn olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) 

uzayı (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayının bir alt uzayına homeomorf olduğundan Teorem 2.4.7 

den her bir (𝑋௜, 𝜏௜)  uzayı Urysohn’dur.  

Tersine olarak her bir (𝑋௜, 𝜏௜) uzayı Urysohn olsun. 𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  çarpım uzayının 

Urysohn olduğunu göstereceğiz. Eğer 𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … ), 𝑦 = (𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … ) ∈ 𝑋 farklı 

noktalar ise ∃𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥௜ , 𝑦௜ ∈ 𝑋௜ noktaları farklıdır. Fakat her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) ler 

Urysohn olduğundan farklı 𝑥௜ , 𝑦௜ ∈ 𝑋௜ noktalarının sırasıyla 𝐺௜ ∩ 𝐻௜ = ∅ olacak 

şekilde 𝑥௜ ∈ 𝐺௜ ve 𝑦௜ ∈ 𝐻௜ açık komşulukları vardır. Burada 𝜋௜: 𝑋 ⟶ 𝑋௜ izdüşüm 

fonksiyonun sürekliliğinden 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla  𝜋௜
ିଵ(𝐺௜) ve 𝜋௜

ିଵ(𝐻௜)  açıkları vardır. 

O halde   

𝜋௜
ିଵ(𝐺௜) ∩ 𝜋௜

ିଵ(𝐻௜) ⊆ 𝜋௜
ିଵ൫𝐺௜൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝐻௜൯ = 𝜋௜
ିଵ൫𝐺௜ ∩ 𝐻௜൯ = ∅ 

dur. Buradan 𝜋௜
ିଵ(𝐺௜) ∩ 𝜋௜

ିଵ(𝐻௜) = ∅ olur. Sonuç olarak (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı 

Urysohn’dur. 

 

 

 

 

 



12 
 

3. SEMİ TOPOLOJİK KAVRAMLAR 

3.1 Semi-Açık, Semi-Kapalı Kümeler Ve Semi-Süreklilik  

1963 yılında Levine [14], açık küme kavramını semi-açık kümeye genelleştirmiştir. 

1972 yılında Crossley ve Hildebrand [15], semi-kapalı küme kavramına ilk referans 

olan isim oldular. Ardından 1987 yılında Bhattacharyya ve Lahiri [27], semi-açıklık 

yardımıyla semi-kapalı küme kavramını tanımlamışlardır.  

Çalışmanın bu kısmında semi-açıklık ve semi-kapalı küme kavramları, teoremler ve 

uygulamalar verilmiştir. 

Tanım 3.1.1 (Semi-açık küme) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay,  𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝐺 ∈ 𝜏 olsun.                 

𝐺 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐺 olacak şekilde en az bir 𝐺 ⊆ 𝑋 açığı varsa 𝐴 ya semi-açık küme denir. 

(𝑋, 𝜏) daki tüm semi-açıkların sınıfı 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) ile gösterilir [14]. 

Önerme 3.1.2  (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında, 

(1) 𝑋 ve ∅  kümeleri semi-açıktır, 

(2) Semi-açık kümelerin keyfi birleşimleri semi-açıktır, 

(3) Semi-açık kümelerin sonlu kesişimleri semi-açık olmayabilir. 

İspat: (1) Her açık aynı zamanda semi-açık olduğundan ispat aşikârdır. 

(2) 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = {𝐵௜ ⊆ 𝑋|𝑖 ∈ 𝐼} olsun. Böylece ∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑈௜ ⊆ 𝐵௜ ⊆ 𝑈ప
ഥ  olacak şekilde 

𝑈௜ açığı vardır. ∀𝑖 ∈ 𝐼 için  𝑈௜ ler açık olduğu için ⋃ 𝑈௜௜∈ூ  açıktır. Dahası                   

⋃ 𝑈௜௜∈ூ  ⊆ ⋃ 𝐵௜௜∈ூ  dır.  ⋃ 𝐵௜௜∈ூ ⊆ ⋃ 𝑈పప∈ூ
തതതതതതതതത göstereceğiz. 𝑥 ∈ ⋃ 𝐵௜௜∈ூ  olsun.  𝑖଴ ∈ 𝐼 için   

𝑥 ∈ 𝐵௜బ
 olur ki 𝑈௜బ

⊆ 𝐵௜బ
⊆ 𝑈పబ

തതതത dan 𝑥 ∈ 𝑈పబ
തതതത dır. Böylece 𝑥 ∈ 𝑈పబ

തതതത ⊆ ⋃ 𝑈௜௜∈ூ = ⋃ 𝑈పప∈ூ
തതതതതതതതത 

dır. Sonuç olarak 𝑥 ∈ ⋃ 𝑈పప∈ூ
തതതതതതതതത dir ki⋃ 𝑈௜௜∈ூ ⊆ ⋃ 𝐵௜ ⊆௜∈ூ ⋃ 𝑈పప∈ூ

തതതതതതതതത  dir, yani ⋃ 𝐵௜௜∈ூ   

semi-açıktır. 

(3) Semi-açıkların keyfi birleşimleri semi-açıktır fakat sonlu kesişimlerinin semi-açık 

olmadığını bir örnekle gösterelim. 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} deki 𝜏 = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}ൟ için 

semi-açıkların sınıf 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}ൟ olmak üzere 

{𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐} ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) dır fakat {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑐} = {𝑐} ∉ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) dır. 
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Tanım 3.1.3  (Semi-kapalı küme) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay, 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.  𝐹୭ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐹  

olacak şekilde en az bir 𝐹 ⊆ 𝑋 kapalı kümesi varsa 𝐴 ya semi-kapalı denir. (𝑋, 𝜏)  daki 

tüm semi-kapalıların sınıfı 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) ile gösterilir [14]. 

Önerme 3.1.4 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1)  𝑋 ve ∅ semi-kapalıdır. 

(2) Semi-kapalıların keyfi kesişimleri semi-kapalıdır. 

(3) Semi-kapalıların sonlu birleşimleri semi-kapalı olmayabilir. 

İspat: (1) Her kapalı aynı zamanda semi-kapalı olduğundan ispat aşikârdır. 

(2) {𝐵௜ ⊆ 𝑋|𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑋 deki semi-kapalı kümelerin sınıfı olsun. Bu durumda her 𝑖 ∈ 𝐼 

için 𝐵௜
௖ semi-açıktır. Semi-açık kümelerin keyfi birleşimleri semi-açık olduğundan 

⋃ 𝐵௜
௖

௜∈ூ  semi-açıktır. Böylece (⋃ 𝐵௜
௖

௜∈ூ  )௖ semi-kapalıdır.  (⋃ 𝐵௜
௖

௜∈ூ  )௖ = ⋂ 𝐵௜௜∈ூ  

semi-kapalıdır. 

(3) Semi-kapalı kümelerin keyfi kesişimleri semi-kapalı olmasına rağmen, sonlu 

birleşimlerinin semi-kapalı olmadığını bir örnekle gösterelim. 

𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerindeki 𝜏 = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}ൟ için semi-açıkların sınıfı 

𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൛∅, 𝑋, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}, {𝑐}, {𝑏}, {𝑎}ൟ olmak üzere {𝑎}, {𝑏} ∈ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) dır 

fakat  {𝑎} ∪ {𝑏} = {𝑎, 𝑏} ∉ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) dır. 

Tanım 3.1.5 (Bir kümenin semi-içi) (𝑋, 𝜎) topolojik uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 in kapsadığı 

semi-açık alt kümelerinin birleşimine 𝐴 nın semi-içi denir. 𝐴௦ şeklinde gösterilir [14]. 

Önerme 3.1.6  (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴௦ ⊆ 𝐴, 

(2) 𝐴௦ semi-açıktır, 

(3) 𝐴 semi-açıktır ancak ve ancak 𝐴௦ = 𝐴, 

(4) (𝐴௦)௦ = 𝐴௦. 

İspat: (1) ve (2) tanımdan açıktır. 
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 (3) 𝐴௦ = ⋃{𝐺 ⊆ 𝐴|𝐺 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏)} olduğundan 𝐺 ⊆ 𝐴 olacak şekilde her 𝐺 semi-açık 

kümesi için 𝐺 ⊆ 𝐴௦ dir. O halde 𝐴௦ kümesi 𝐴 nın kapsadığı en büyük semi-açık 

kümedir. Yani 𝐴 ⊆ 𝐴௦ dir. Diğer yandan (1) dan dolayı 𝐴௦ ⊇ 𝐴 ve 𝐴 = 𝐴௦ dır. Tersine 

olarak  𝐴௦ = 𝐴 ise (2) den 𝐴 semi-açıktır. 

(4) 𝐴௦ semi-açık olduğundan (3) den (𝐴௦)௦ = 𝐴௦ dir.  

Tanım 3.1.7 (Bir kümenin semi-kapanışı) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 i içeren 

𝑋 in semi-kapalı tüm alt kümelerinin kesişimine 𝐴  nın semi-kapanışı denir.                   

 𝐴 ෩  şeklinde gösterilir [14]. 

Önerme 3.1.8 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.  

(1) 𝐴 ⊆ 𝐴 ෩ , 

(2) 𝐴 ෩  semi-kapalıdır, 

(3) 𝐴 semi-kapalıdır ancak ve ancak 𝐴 ෩ = 𝐴, 

(4) ൫𝐴 ෩ ൯෪ = 𝐴 ෩ . 

Örnek 3.1.9 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝜏 = ൛𝑋, ∅, {𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}ൟ olsun.  

Çizelge 3.1. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki semi-açık kümelerin sınıfı. 

Açık 
kümeler 

Kapalı 
kümeler 

Açık 
kümelerin 
kapanışı 

Kapalı 
kümelerin  

içi 

Semi-açık  
kümeler 

∅ 𝑋 ∅ = ∅ 𝑋 ∅ 

 

{𝑑} 
 

{𝑎, 𝑏, 𝑐} 
 

{𝑑} = 𝑋 
 

∅ 
{𝑑}, {𝑎, 𝑑}, {𝑏, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, 

{𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 

{𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 

{𝑐, 𝑑} {𝑎, 𝑏} {𝑐, 𝑑} = 𝑋 ∅ {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑},

{𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 

{𝑎, 𝑐, 𝑑} {𝑏} {𝑎, 𝑏, 𝑐} = 𝑋 ∅ {𝑎, 𝑐, 𝑑}, 𝑋 

𝑋 ∅ 𝑋 = 𝑋 ∅ 𝑋 



15 
 

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = {𝑋, ∅, {𝑑}, {𝑎, 𝑑}, {𝑏, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑} } şeklindedir. 

Semi-açıkların sınıfı 𝜏 topolojisinden daha incedir. Her semi-açık küme açık 

olmayabilir. {𝑏, 𝑑} semi-açık kümedir fakat açık değildir. Genelde de uzay diskre ve 

indiskre olmadığı sürece 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) bir topoloji oluşturmaz.  

𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = {∅, 𝑋, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑐}, {𝑏}, {𝑎} } şeklindedir. Her semi-

kapalı küme kapalı olmayabilir. {𝑎, 𝑐} semi-kapalı kümedir fakat kapalı değildir. 

Genelde de uzay diskre ve indiskre olmadığı sürece  𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) topoloji oluşturmaz.  𝑋  

in tüm alt kümelerinin semi-kapanışlarını ve semi-içlerini bulalım. 

Çizelge 3.2. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki alt kümelerin semi-kapanışı. 

 ∅෩ = ∅  ∅௦ = ∅ 

  𝑋 ෪ = 𝑋  𝑋௦ = 𝑋 

 {𝑎}෪ = {𝑎}  {𝑎}௦ = ∅ 

 {𝑏}෪ = {𝑏}    {𝑏}௦ = ∅ 

 {𝑐}෪ = {𝑐}   {𝑐}௦ = ∅ 

 {𝑑}෪ = 𝑋  {𝑑}௦ = {𝑑} 

 {𝑎, 𝑏}෫ = {𝑎, 𝑏}   {𝑎, 𝑏}௦ = ∅   

 {𝑎, 𝑐}෫ = {𝑎, 𝑐}  {𝑎, 𝑐}௦ = ∅ 

 {𝑏, 𝑐}෫ = {𝑏, 𝑐}   {𝑏, 𝑐}௦ = ∅ 

 {𝑏, 𝑑}෫ = 𝑋  {𝑏, 𝑑}௦ = {𝑏, 𝑑} 

 {𝑐, 𝑑}෫ = 𝑋  {𝑐, 𝑑}௦ = {𝑐, 𝑑} 

 {𝑎, 𝑑}෫ = 𝑋   {𝑎, 𝑑}௦ = {𝑎, 𝑑} 

 {𝑎, 𝑏, 𝑐}෫ = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  {𝑎, 𝑏, 𝑐}௦ = ∅ 

 {𝑎, 𝑏, 𝑑}෫ = 𝑋  {𝑎, 𝑏, 𝑑}௦ = {𝑎, 𝑏, 𝑑} 

 {𝑏, 𝑐, 𝑑}෫ = 𝑋  {𝑏, 𝑐, 𝑑}௦ = {𝑏, 𝑐, 𝑑} 

 {𝑎, 𝑐, 𝑑}෫ = 𝑋  {𝑎, 𝑐, 𝑑}௦ = {𝑎, 𝑐, 𝑑} 
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Örnek 3.1.10  𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝜎 = ൛𝑋, ∅, {𝑏}ൟ için, 

Çizelge 3.3. (𝑋, 𝜎) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi-kapalılarının sınıfı. 

Açık kümeler Kapalı kümeler Açık kümelerin 
kapanışı 

Kapalı kümelerin 
içi 

∅ 𝑋 ∅ = ∅ 𝑋୭ = 𝑋 

{𝑏} {𝑎, 𝑐} {𝑏} = 𝑋 {𝑎, 𝑐}୭ = ∅ 

𝑋 ∅ 𝑋 = 𝑋 ∅୭ = ∅ 

𝑆𝑂(𝑋, 𝜎) = ൛𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}ൟ ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜎) = ൛∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑐}, {𝑎}ൟ dır. 

Lemma 3.1.11  (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 için  𝐴 ෩ ∪ 𝐵 ෩ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෫  dır. 

 
İspat:  𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵 olduğundan  𝐴 ෩ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෫ , 𝐵 ෩ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෫  olur. Buradan 

 𝐴 ෩ ∪ 𝐵 ෩ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෫  elde ederiz. Eşitlik olmadığını gösterelim: 

𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝜏 = { 𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐} } olsun.                      

𝐾 = ൛∅, 𝑋, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}ൟ kapalı kümelerin sınıfı, 

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}ൟ,  

𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൛𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}ൟ   

𝐴 = {𝑎}, 𝐵 = {𝑐} olsun. 𝐴 ෩ ∪ 𝐵 ෩ = {𝑎}෪ ∪ {𝑐}෪ = {𝑎} ∪ {𝑐} = {𝑎, 𝑐} ve  𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎, 𝑐} 

ise 𝐴 ∪ 𝐵෫  = 𝑋 olur. Sonuç olarak  𝐴 ෩ ∪ 𝐵 ෩ ≠ 𝐴 ∪ 𝐵෫  dir. 

Lemma 3.1.12  (𝑋, 𝜏)  uzayında 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 için  𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩ = 𝐴 ∩ 𝐵෫  dir. 

İspat:  𝐵 ⊆ 𝐵 ෩  ve 𝐴 ⊆  𝐴 ෩  olduğundan 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩  dır.  𝐴 ෩ , 𝐵 ෩ ∈ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) 

olduğundan sonlu kesişimleri semi-kapalı olur öyle ki  𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩  semi-kapalıdır.     

 𝐴 ∩ 𝐵෫  kümesi 𝐴 ∩ 𝐵 yi kapsayan en küçük kapalı küme olduğundan                         

𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵෫ ⊆ 𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩  olur ki  𝐴 ∩ 𝐵෫ ⊆ 𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩  elde edilir.  

Diğer taraftan 𝑥 ∈ 𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩   olsun. 𝑥 ∈ 𝐴 ෩  ve 𝑥 ∈ 𝐵 ෩  olur. 𝑥 ∈ 𝐴 ෩  ise her 𝑥 ∈ 𝑈 için            

𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅ olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) ve 𝑥 ∈ 𝐵 ෩  ise her 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑈 ∩ 𝐵 ≠ ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) vardır öyle ki (𝑈 ∩ 𝐴) ∩ (𝑈 ∩ 𝐵) = 𝑈 ∩ (𝐴 ∩ 𝐵) ≠ ∅ 
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olduğundan 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵෫  olur. Böylece 𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩ ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵෫  olur. Sonuç olarak her iki 

taraftan da sağlandığı için  𝐴 ෩ ∩ 𝐵 ෩ = 𝐴 ∩ 𝐵෫  dir. 

Örnek 3.1.13 (1) (ℝ, 𝒰) uzayında (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏) ve [𝑎, 𝑏] aralıkları semi-açıktır. 

(2) ൫𝑋, 𝑃(𝑋)൯ olsun. 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) =  𝑃(𝑋) dir, 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅} ) olsun. 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) =  {𝑋, ∅} dir, 

(4) 𝑋 üzerinde ki 𝜏 = {𝐺 ⊆ 𝑋 | 𝐺௖ sonlu } ∪ {∅} tümleyeni sonlu topoloji için 

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) =  {𝐻 ⊆ 𝑋 |  𝐺 ⊆ 𝐻 ⊆ 𝑋, 𝐺 ∈ 𝜏 }  dur. 

(5) 𝑋 deki 𝜏௔ = {𝐺 ⊆ 𝑋 | 𝑎 ∈ 𝐺} ∪ {∅} özel nokta içeren topoloji için             

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = {𝐻 ⊆ 𝑋 | 𝐺 ⊆ 𝐻 ⊆ 𝑋, 𝐺 ∈ 𝜏 }  dur. 

(6) 𝑋 deki 𝜏௔ = {𝐺 ⊆ 𝑋 | 𝑎 ∉ 𝐺} ∪ {𝑋} özel nokta içermeyen topoloji için    

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = {𝐻 ⊆ 𝑋 | 𝐺 ⊆ 𝐻 ⊆ 𝑋, 𝐺 ∈ 𝜏 }. 

Teorem 3.1.14 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında,  𝐵 ⊆ 𝑋 olsun.  

(1)  (𝐵௢)௖ = ൫𝐵௖൯ 

(2)  (𝐵)௖ = (𝐵௖)௢ 

Teorem 3.1.15 (𝑋, 𝜏) uzayında semi-kapalı bir kümenin tümleyeni semi-açıktır. 

İspat: (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 semi-kapalı olsun. Bu taktirde 𝐹௢ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐹 

olacak şekilde bir 𝐹 ⊆ 𝑋  kapalı kümesi vardır. Tümleme özelliğinden                         

𝐹௖ ⊆ 𝐴௖ ⊆ ((𝐹௢)௖) olur. 𝐹 nin kapalılığından 𝐹௖ açıktır. Buradan  ((𝐹௢)௖) = ൫𝐹௖൯ 

olur ki  𝐹௖ ⊆ 𝐴௖ ⊆ ൫𝐹௖൯ yazılır bu ise 𝐴௖ nin semi-açık olduğunu gösterir. 

Teorem 3.1.16  (𝑋, 𝜏) da 𝐴 ⊆ 𝑋 semi-açık ve 𝐺 ⊆ 𝑋 açık ise  𝐴 ∩ 𝐺 semi-açıktır. 

İspat:  𝐴 semi-açık ve 𝐺 açık olsun. Semi-açıklıktan 𝑈 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑈ഥ olacak şekilde              

𝑈 açığı vardır. 𝐺 ile kesiştirilirse 𝑈 ∩ 𝐺 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐺 ⊆ 𝑈ഥ ∩ 𝐺 olur.  Böylece 𝑈, 𝐺 ∈ 𝜏 dan 

𝑈 ∩ 𝐺 açıktır. 𝐴 ∩ 𝐺 ⊆ 𝑈 ∩ 𝐺തതതതതതതത olduğunu gösterelim.  𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐺 olsun. 𝑥 ∈  𝐴  ve    

𝑥 ∈  𝐺 dır.  𝑈 ⊆ 𝐴 dan  𝑥 ∈ 𝐴 veya 𝑥 ∉ 𝑈 dır.  
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𝑥 ∈ 𝑈 olsun. 𝑥 ∈ 𝐺 den 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐺  ve   𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐺തതതതതതതത dir. 𝑥 ∉ 𝑈 olsun.  𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑈ഥ olur 

ki 𝑥 ∈ 𝑈′ dır. (Burada 𝑈ᇱ kümesi 𝑈 nun yığılma noktalarının kümesidir.)  𝑉 , 𝑥  i içeren 

açık küme olmak üzere 𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐺  ve 𝑥 ∈ 𝑈ᇱ dan  𝑉 ∩ 𝐺  de  𝑥  den farklı bir 𝑦 ∈ 𝑈 

vardır ve 𝑦 ∈ 𝑈 ve 𝑦 ∈ 𝐺 dır.  O halde 𝑦 ∈ 𝑈 ∩ 𝐺 dır. Böylece 𝑥 i içeren bir 𝑉 açığı 

için doğru olduğundan x ∈ (𝑈 ∩ 𝐺)ᇱ dır. Buradan 𝑥 ∈ (𝑈 ∩ 𝐺തതതതതതതത) dir. Sonuç olarak      

𝑈 ∩ 𝐺 ⊆ 𝐴 ∩ 𝑈 ⊆ 𝑈 ∩ 𝐺തതതതതതതത dir, yani 𝐴 ∩ 𝑈 semi-açıktır. 

Teorem 3.1.17 (𝑋, 𝜏) da 𝐾 ⊆ 𝑋 semi-kapalı ve 𝐹 ⊆ 𝑋 kapalı ise 𝐾 ∪ 𝐹 semi-kapalıdır. 

İspat: Kabul edelim ki    𝐹 kapalı ve 𝐾 ⊆ 𝑋 semi-kapalı küme olsun. 𝐹௖ açık,  𝐾௖ de 

semi-açık olduğundan Teorem 3.1.16 den 𝐹௖ ∩ 𝐾௖ de 𝑋 de semi-açıktır. Sonuç olarak 

𝐹௖ ∩ 𝐾௖=(𝐹 ∪ 𝐾)௖ semi-açık 𝐹 ∪ 𝐾 kümesi semi-kapalıdır. 

Önerme 3.1.18 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 açığı için 𝑆𝑂(𝐴, 𝜏஺) ⊆ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑈 ∈ 𝑆𝑂(𝐴, 𝜏஺) olsun. 𝐺 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝐺 olacak şekilde 𝐺 ∈ 𝜏஺ vardır. 

Alt topoloji tanımından 𝐺 = 𝐴 ∩ 𝐺ଵ ve 𝐺ଵ ∈ 𝜏 şeklindedir. 𝐴, 𝐺ଵ ∈ 𝜏 olduğundan     

𝐴 ∩ 𝐺ଵ ∈ 𝜏 olur. Bu ise 𝑈 nun (𝑋, 𝜏) da semi-açık olduğunu gösterir. Yani                      

𝑈 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) dur. 

Teorem 3.1.19 (𝑋, 𝜏) uzayında ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝑋 semi-kapalıdır ancak ancak (𝐴 ഥ  )௢ ⊆ 𝐴. 

İspat: (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. (𝐴 ഥ  )௢ ⊆ 𝐴 olduğunu varsayalım. 

Biliyoruz ki 𝐴 ⊆ 𝐴 ഥ  ve 𝐴 ഥ  kapalıdır. Buradan (𝐴 ഥ  )௢ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴̅ olduğundan 𝐴 semi-

kapalıdır.  

Tersine olarak (𝐴 ഥ )௢ ⊈ 𝐴 olduğunu kabul edip 𝐴 nın semi-kapalı olmadığını 

gösterelim. 𝐴 ⊆ 𝐶 olacak şekilde bir 𝐶 kapalısı bulunsun.  𝐴 ഥ , 𝐴 içeren tüm kapalıların 

kesişimi olduğundan (𝐴 ഥ  )௢ ⊆ 𝐴 ഥ ⊆ 𝐶 dır. Kabulden (𝐴 ഥ )௢ ⊈ 𝐴 idi. Yani bir 𝑥 ∈ (𝐴 ഥ )௢ 

vardır ve 𝑥 ∉ 𝐴 dır. Dahası 𝑥 ∈ (𝐴 ഥ )௢ dan yani iç nokta olduğundan 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐴 ഥ  olacak 

şekilde 𝑈 ∈ 𝜏 vardır. Böylece 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝐴 ഥ ⊆ 𝐶 olur. Bu ise 𝑥 ∈ 𝐶 demektir. Fakat      

𝑥 ∉ 𝐴 olduğunda 𝑥 ∈ 𝐶௢ dir. Yani  𝐶௢ ⊈ 𝐴 dır. Bu ise 𝐶௢ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐶 olacak şekilde 

hiçbir 𝐶 kapalı kümesi olmadığı anlamına gelir, sonuç olarak 𝐴 semi-kapalı değildir. 
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Teorem 3.1.20  (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 semi-açıktır ancak ve ancak 𝐴 ⊆ (𝐴௢) dır. 

İspat: 𝐴 semi-açıktır ancak ve ancak 𝐴௖ semi-kapalıdır. 𝐴௖ = 𝐵 olsun. Teorem 3.1.19 

dan 𝐵 semi-kapalıdır ancak ve ancak (𝐵 ഥ  )௢ ⊆ 𝐵 dir. Her iki tarafın tümleyeni alınırsa 

𝐵௖ ⊆ ቀ൫𝐵൯
௢

ቁ
௖

 elde edilir. 𝐴 semi-açıktır ancak ve ancak 𝐴 ⊆ ቀ൫𝐵൯
௢

ቁ
௖

 haline gelir. 

Teorem 3.1.14 den 𝐴 ⊆ ቀ൫𝐵൯
௢

ቁ
௖

= ൫𝐵൯
௖

= (𝐵௖)௢ = (𝐴௢) olur. Böylece 𝐴 ⊆ (𝐴௢)  

elde edilir. 

Teorem 3.1.21 (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐴 ∪ (𝐴 ഥ )௢ kümesi semi-kapalıdır. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 ∪ (𝐴 ഥ  )௢ nin semi-kapalı olduğunu göstermek 

için ቀ𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢തതതതതതതതതതതത

 ቁ
௢

⊆ 𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢
eşitliğini göstermeliyiz. Önerme 2.1.2 den dolayı 

൫𝐴൯
௢

⊆ 𝐴 ve her iki tarafın kapanışını alırsak ൫𝐴൯
௢

⊆ ൫𝐴൯ = 𝐴 olur, yani ൫𝐴൯
௢

⊆ 𝐴. 

Buradan ൬𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢

൰
௢

⊆൫𝐴൯
௢
. Önerme 2.1.2’den dolayı   ൬𝐴 ∪ ൫𝐴൯

௢
൰

௢

=

ቀ𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢തതതതതതതതതതതത

 ቁ
௢

 ve ቀ𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢തതതതതതതതതതതത

 ቁ
௢

⊆ ൫𝐴൯
௢
 dır. Çünkü ൫𝐴൯

௢
⊆ 𝐴 ∪ ൫𝐴൯

௢
 olduğundan 

ቀ𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢തതതതതതതതതതതത

 ቁ
௢

⊆ 𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢
 olur. Dolayısıyla  𝐴 ∪ ൫𝐴൯

௢
 semi-kapalıdır. 

Teorem 3.1.22  (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 için  𝐴 ෩  = 𝐴 ∪ (𝐴 ഥ )௢ dır. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. İlk olarak 𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢

⊆ 𝐴 ෩  olduğunu 

gösterelim.  𝑥 ∈ 𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢
 olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝐴 ise  𝐴 ⊆ 𝐴 ෩   olduğundan 𝑥 ∈ 𝐴 ෩  dır. 

Şimdi 𝑥 ∈ (𝐴 ഥ  )௢ ve 𝑥 ∉ 𝐴 olsun.  𝐴 ෩  semi-kapalı olduğundan ቀ൫𝐴 ෩ ൯ቁ
௢

⊆ 𝐴 ෩  dır. 

Buradan 𝐴 ⊆ 𝐴 ෩  olduğu için 𝐴 ⊆ ൫𝐴 ෩ ൯ yazabiliriz. Her tarafın içini alırsak               

൫𝐴൯
௢

⊆ ቀ൫𝐴 ෩ ൯ቁ
௢

olur. O halde 𝑥 ∈ ൫𝐴൯
௢

⊆ ቀ൫𝐴 ෩ ൯ቁ
௢

⊆ 𝐴 ෩  olduğundan 𝑥 ∈ 𝐴 ෩  dır. 

Dolayısıyla 𝐴 ∪ ൫𝐴൯
௢

⊆ 𝐴 ෩  bulunur.  

Tersine olarak Teorem 3.1.21 den dolayı  𝐴 ∪ (𝐴̅ )௢, 𝐴  yı içeren semi-kapalı kümedir, 

yani 𝐴 ⊆  𝐴 ∪ (𝐴̅ )௢ dır. 𝐴 ⊆ 𝐴 ෩   olduğundan 𝐴 ෩ ⊆  𝐴 ∪ (𝐴̅ )௢ olur. O halde 𝐴 ∪

൫𝐴൯
௢

⊆ 𝐴 ෩  ve 𝐴 ෩ ⊆  𝐴 ∪ (𝐴̅ )௢ olduğundan 𝐴 ෩  =𝐴 ∪ (𝐴̅ )௢ dır. 



20 
 

Sonuç 3.1.23 (1) Tek nokta kümelerinin semi-açık olması için açık olması gerekir. 

Çünkü açık olmayan tek nokta kümelerinin içi boştur. 

(2) (𝑋, 𝜏) uzayında ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐴଴ = ∅  olsun. 𝐴 semi-açık değildir. 

(3) Semi-açık olmayan kümelerin birleşimi semi-açık olabilir. (ℝ, 𝒰) da         

𝐴=(0,2) ∪ {3}, 𝐵=[2,6) ∪ {1} kümeleri semi-açık olmamasına rağmen 𝐴 ∪ 𝐵 = (0,6) 

semi-açıktır. 

(4) Teorem 3.1.22 den  𝐴 ෩ ⊆ 𝐴 dır. 

3.2 Semi-süreklilik 

Tanım 3.2.1 (Semi-süreklilik) ([14, 15, 28, 29]) (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar ve 

𝑓: 𝑋 → 𝑌 fonksiyon olsun.  

(1) (SO-1 sürekli fonksiyon) Eğer 𝑓(𝑥) in her açık 𝑉 komşuluğu için 𝑋 de 𝑥 in 

𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak şekilde bir 𝑈 semi-açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 de SO-1 süreklidir denir.          

𝑓, 𝑋 in her noktasında SO-1 sürekli ise 𝑓 ye SO-1 süreklidir denir. 

 
(2) (SO-2 sürekli fonksiyon) 𝑓(𝑥) in her semi-açık 𝑉 komşuluğu için  𝑋 de 𝑥 in 

𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak şekilde bir 𝑈 semi-açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 de SO-2 süreklidir denir.            

𝑓, 𝑋 in her noktasında SO-2 sürekli ise 𝑓 ye SO-2 süreklidir denir. 

 
(3) (SO-3 sürekli fonksiyon) 𝑓(𝑥) in her semi-açık 𝑉 komşuluğu için 𝑋 de                        

𝑥 nin 𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak şekilde bir 𝑈 açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 da SO-3 süreklidir denir.             

 𝑓, 𝑋 in her noktasında SO-3 sürekli ise 𝑓 ye SO-3 süreklidir denir. 

 
(4) (Semi-açık ve semi-kapalı fonksiyon) Her 𝐴 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) için 𝑓(𝐴) ∈ 𝑆𝑂(𝑌, 𝜎) ise 

𝑓 ye semi-açıktır denir. Her 𝐹 ∈ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) için 𝑓(𝐹) ∈ 𝑆𝐶𝑙(𝑌, 𝜎) ise 𝑓 ye                  

semi-kapalıdır denir. 

Tanım 3.2.2 (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar, 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon ve 𝑥 ∈ 𝑋  olsun. 

(1) (𝜽-irresolute süreklilik)  𝑓(𝑥) in her 𝑉 semi-açık komşuluğu için 𝑥 in en az bir 𝑈 

semi-açık komşuluğu vardır öyle ki 𝑓൫𝑈൯ ⊂ 𝑉 ise 𝑓 ye 𝑥 noktasında 𝜃-irresolute ve 

her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓,  𝜃-irresolute ise 𝑓 ye  𝜃-irresolutedir denir [30]. 
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(2) (𝜽-zayıf-irresolute süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 semi-açık komşuluğu için 𝑥 in en az 

bir 𝑈 semi-açık komşuluğu vardır öyle ki 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 ise 𝑓 ye 𝑥 noktasında 𝜃-zayıf-

irresolute ve  ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓, 𝜃-zayıf-irresolute ise 𝑓 ye 𝜃-zayıf-irresolutedir denir [31]. 

(3) (Semi-homeomorfizm) 𝑓 bire bir, örten, SO-2 ve semi-açık ise 𝑓  ye semi-

homeomorfizm denir. Semi-homeomorfizm altında korunan özelliklere semi-topolojik 

özellik denir. Her homeomorfizm semi-homeomorfizmdir [15]. 
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4. SEMİ-URYSOHN VE S-URYSOHN UZAYLAR 

4.1 Semi-Urysohn Uzaylar 

Tanım 4.1.1 (Semi-Urysohn Uzay) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay olsun. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = ∅  olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin en az bir 𝑈 ve 𝑉 semi-açıkları varsa (𝑋, 𝜏) ya 

semi-Urysohn denir [3-6]. 

Örnek 4.1.2 (1) (ℝ, 𝒰) da semi-Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun.      

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜀 olmak üzere 

𝑥 ∈ ቀ𝑥 −
𝜀

3
, 𝑥 +

𝜀

3
 ቁ = 𝑈, 𝑦 = (𝑦 −

𝜀

3
, 𝑦 +

𝜀

3
) = 𝑉 

olarak seçersek 𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 semi-açık komşulukları vardır. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre topolojik uzay semi-Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 olarak seçersek 𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑥}෪ ∩ {𝑦}෪ = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 semi-açık komşulukları vardır. ቀ𝑆𝑂൫𝑋, 𝑃(𝑋)൯ = 𝑃(𝑋)ቁ 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅}) indiskre topolojik uzay semi-Urysohn değildir. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ 𝑈, 

 𝑦 ∈ 𝑉 olmak üzere 𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) için 𝑈 = 𝑉 = 𝑋 seçersek 𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = 𝑋 ∩ 𝑋 = 𝑋 ≠

∅ bulunur. Bu sebeple semi-Urysohn değildir. (𝑆𝑂(𝑋, {𝑋, ∅}) = {𝑋, ∅})  

Örnek 4.1.3 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝜏 = { 𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐} } olsun. 

Çizelge 4.1 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi kapalı kümeler. 

Açık 
kümeler 

Kapalı 
kümeler 

Açık 
kümelerin 
kapanışı 

Semi-açık 
kümeler 

Semi-kapalı 
kümeler 

∅ 𝑋 ∅ = ∅ ∅ 𝑋 

{𝑎} {𝑏, 𝑐}      {𝑎}={𝑎, 𝑏} {𝑎}, {𝑎, 𝑏} {𝑏, 𝑐}, {𝑐} 

{𝑐} {𝑎, 𝑏}      {𝑐}={𝑏, 𝑐} {𝑐}, {𝑏, 𝑐} {𝑎, 𝑏}, {𝑎} 

{𝑎, 𝑐} {𝑏}      {𝑎, 𝑐}=X {𝑎, 𝑐}, 𝑋 {𝑏}, ∅ 

𝑋 ∅ 𝑋=X 𝑋 ∅ 
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𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}ൟ,  

𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൛𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}ൟ   

𝑋 in semi-açık kümelerinin semi-kapanışları: ∅෩ = ∅, 𝑋 ෩ = 𝑋, {𝑎}෪ = {𝑎}, {𝑐}෪ = {𝑐},

{𝑎, 𝑏}෫ = {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}෫ = {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}෫ = 𝑋  

 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑎 ∈ {𝑎} = 𝑈, 𝑏 ∈ {𝑏, 𝑐} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                             

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑎} ∩ {𝑏, 𝑐} = ∅  

 𝑎 ≠ 𝑐 için 𝑎 ∈ {𝑎} = 𝑈,  𝑐 ∈ {𝑐} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                               

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑎} ∩ {𝑐} = ∅ 

 𝑏 ≠ 𝑐 için 𝑏 ∈ {𝑎, 𝑏} = 𝑈, 𝑐 ∈ {𝑐} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                           

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑎, 𝑏} ∩ {𝑐} = ∅   

 

Teorem 4.1.4 Semi-Urysohn uzayın açık bir alt uzayı da semi-Urysohn’dur. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzayı semi-Urysohn ve 𝐴 ⊆ 𝑋 açık kümesi olsun. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan ve (𝑋, 𝜏) uzayı semi-Urysohn olduğundan 𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = ∅ olacak şekilde 𝑥 

ve 𝑦 nin 𝑈 ve 𝑉 semi-açıkları vardır. Teorem 3.1.16 dan 𝐴 açık ve 𝑈, 𝑉 semi-açık 

olduğundan 𝐺 = 𝐴 ∩ 𝑈 ve 𝐻 = 𝐴 ∩ 𝑉 da sırasıyla 𝑥 ve 𝑦 nin 𝐴 da semi-açık 

komşuluklarıdır.  (𝐴 ∩ 𝑈)෫ ∩ (𝐴 ∩ 𝑉)෫ = ∅ olduğunu göstereceğiz. Teorem 3.1.20 

  (𝐴 ∩ 𝑈)෫ ∩ (𝐴 ∩ 𝑉)෫ =  ൣ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝐴 ∩ 𝑈൯
𝑜
൧ ∩ ൣ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝐴 ∩ 𝑉൯

𝑜
൧  

 ⊆ ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝐴 ∩ 𝑈൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝐴 ∩ 𝑉൯
௢

ቃ  

 ⊆ ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ቀ൫𝐴൯
௢

∩ ൫𝑈൯
௢

ቁቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ቀ൫𝐴൯
௢

∩ ൫𝑉൯
௢

ቁቃ 

=൤ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝐴൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝑈൯
௢

ቃ൨ ∩ ൤ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝐴൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝑉൯
௢

ቃ൨ 

=ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝐴൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝐴൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑈) ∪ ൫𝑈൯
௢

ቃ ∩ ቂ(𝐴 ∩ 𝑉) ∪ ൫𝑉൯
௢

ቃ 

=ቂ൫𝐴൯
௢

∪ (𝐴 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉)ቃ ∩ ቂቀ𝐴 ∪ ൫𝑈൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝑈 ∪ ൫𝑈൯
௢

ቁቃ ∩ ቂቀ𝐴 ∪ ൫𝑉൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝑉 ∪ ൫𝑉൯
௢

ቁቃ 

=ቂ൫𝐴൯
௢

∪ (𝐴 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉)ቃ ∩ ቀ𝐴 ∪ ൫𝑈൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝐴 ∪ ൫𝑉൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝑈 ∪ ൫𝑈൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝑉 ∪ ൫𝑉൯
௢

ቁ 
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𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = ቀ𝑈 ∪ ൫𝑈൯
௢

ቁ ∩ ቀ𝑉 ∪ ൫𝑉൯
௢

ቁ = ∅  olduğundan (𝐴 ∩ 𝑈)෫ ∩ (𝐴 ∩ 𝑉)෫ = ∅ olur. 

Sonuç olarak (𝐴, 𝜏஺) açık alt uzayı semi-Urysohn’dur. 

Teorem 4.1.5 Her Urysohn uzayı semi-Urysohn’dur. 

İspat: (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı Urysohn, 𝐾 kapalı kümelerin sınıfı ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏)             

semi-kapalı kümelerin sınıfı olsun. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑋 uzayı Urysohn 

olduğundan 𝐺  ∩ 𝐻 = ∅ olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla 𝐺 ve 𝐻 açık komşulukları 

vardır. Her açık küme (kapalı küme) semi-açık (semi-kapalı) olduğundan 𝑥 ve 𝑦 nin 

sırasıyla 𝐺, 𝐻 semi-açık ve 𝐺, 𝐻 semi-kapalı komşulukları vardır. 𝐾 ⊆ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) 

olduğundan 𝐺 ෩ ∩ 𝐻෩ = ∅ dur. Bu ise uzayın semi-Urysohn olduğunu gösterir.   

Teorem 4.1.6 (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 semi-homeomorfizm olsun. 

(𝑋, 𝜏) semi-Urysohn ise (𝑌, 𝜎) da semi-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈ 𝑌, 𝑦ଵ ≠ 𝑦ଶ olsun. 𝑓 bire bir ve örten olduğundan 

𝑓ିଵ(𝑦ଵ) = 𝑥ଵ,  𝑓ିଵ(𝑦ଶ) = 𝑥ଶ olacak şekilde 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ vardır. (𝑋, 𝜏) uzayı 

semi-Urysohn olduğu için 𝑥ଵ ve 𝑥ଶ nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉 semi-açık kümeleri 

vardır öyle ki 𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = ∅  dur. 𝑈෩ ve  𝑉 ෩  semi-kapalı kümelerdir. 𝑓 semi-kapalı 

olduğundan 𝑓(𝑈෩), 𝑓(𝑉 ෩ ) ∈ 𝑆𝐶𝑙(𝑌, 𝜎) dır. 𝑈 ⊂ 𝑈෩ ile 𝑉 ⊂ 𝑉 ෩  olduğundan 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑓(𝑈෩) 

ve 𝑓(𝑉) ⊂ 𝑓(𝑉 ෩ ) olur. Buradan 𝑓(𝑈)෫ ⊂ 𝑓൫𝑈෩൯෫ = 𝑓(𝑈෩) ve 𝑓(𝑉)෫ ⊂ 𝑓൫𝑉 ෩ ൯෫ = 𝑓(𝑉 ෩ ) 

olur. Kesişim uygularsak 𝑓(𝑈)෫ ∩ 𝑓(𝑉)෫ ⊂ 𝑓൫𝑈෩൯ ∩ 𝑓൫𝑉 ෩ ൯ = 𝑓൫𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ ൯ = 𝑓(∅) = ∅, 

𝑓(𝑈)෫ ∩ 𝑓(𝑉)෫ = ∅ olur bu ise (𝑌, 𝜎) uzayının semi-Urysohn olduğunu gösterir. 

4.2 S-Urysohn Uzaylar 

Tanım 4.2.1 (S-Urysohn uzaylar) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay olsun. Farklı her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

nokta çifti için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉             

semi-açıkları varsa 𝑋 uzayına s-Urysohn denir, yani uzayın farklı noktalarının 

kapanışları ayrık, semi-açık komşulukları vardır [3-6]. 

Örnek 4.2.2 (1)  (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik uzay s-Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için    

𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜀 olmak üzere 
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𝑥 ∈ ቀ𝑥 −
𝜀

3
, 𝑥 +

𝜀

3
 ቁ = 𝑈, 𝑦 = (𝑦 −

𝜀

3
, 𝑦 +

𝜀

3
) = 𝑉 

olarak seçersek  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 semi-açık komşulukları vardır. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre uzayı s-Urysohn’dur. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 

ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 alırsak 𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥}  ∩ {𝑦}  = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 semi-açık 

komşulukları vardır. 

(3) (𝑋, 𝜏) indiskre topolojik uzay s-Urysohn değildir. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 

olmak üzere 𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) için 𝑈 = 𝑉 = 𝑋 seçersek 𝑈 ∩ 𝑉 = 𝑋 ∩ 𝑋 = 𝑋 ≠ ∅ 

bulunur. Bu sebeple s-Urysohn değildir.  

(4) 𝑋 sonlu bir küme olsun. (𝑋, 𝜏) uzayı s-Urysohn’dur ancak ve ancak  𝜏 = 𝑃(𝑋) dir.  

Not: (𝑋, 𝜏) topolojik uzay, 𝐾 kapalı kümeler sınıfı ve 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) semi-kapalı kümelerin 

sınıfı olmak üzere her kapalı küme semi-kapalı olduğunda 𝐾 ⊆ 𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) olur ki 

buradan (𝑋, 𝜏) uzayı s-Urysohn ise semi-Urysohn’dur. Fakat genelde tersi doğru 

değildir. 

Örnek 4.2.3 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝜏 = { 𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏} } olsun. 

Çizelge 4.2. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki semi-açık ve semi kapalı kümeler. 

Açık 
kümeler 

Kapalı 
kümeler 

Açık 
kümelerin 
kapanışı 

Semi-açık 
kümeler 

Semi-kapalı 
kümeler 

∅ 𝑋 ∅ = ∅ ∅ 𝑋 

{𝑎} {𝑏, 𝑐}      {𝑎}={𝑎, 𝑐} {𝑎}, {𝑎, 𝑐} {𝑏, 𝑐}, {𝑏} 

{𝑏} {𝑎, 𝑐}      {𝑏}={𝑏, 𝑐} {𝑏}, {𝑏, 𝑐} {𝑎, 𝑐}, {𝑎} 

{𝑎, 𝑏} {𝑐}      {𝑎, 𝑏} = 𝑋 {𝑎, 𝑏}, 𝑋 {𝑐}, ∅ 

𝑋 ∅ 𝑋 = 𝑋 𝑋 ∅ 

𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) = ൛∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}ൟ, 

𝑆𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൛𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑐}ൟ   
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𝑋 in semi-açık kümelerinin semi-kapanışları: ∅෩ = ∅, 𝑋 ෩ = 𝑋, {𝑎}෪ = {𝑎}, {𝑏}෪ = {𝑏},

{𝑎, 𝑏}෫ = 𝑋, {𝑎, 𝑐}෫ = {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}෫ = {𝑏, 𝑐} 

𝑋 in semi-açık kümelerinin kapanışları: ∅ = ∅, 𝑋 = 𝑋, {𝑎} = {𝑎, 𝑐}, {𝑏} = {𝑏, 𝑐},

{𝑎, 𝑏} = 𝑋, {𝑎, 𝑐} = {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐} = {𝑏, 𝑐} 

Şimdi ise (𝑋, 𝜏) uzayının s-Urysohn olmadığını gösterelim. 

𝑎 ≠ 𝑏 olmak üzere 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde  𝑎 ∈ 𝑈,𝑏 ∈ 𝑉 semi-açıkları yoktur. 

Daha sonra (𝑋, 𝜏) uzayının semi-Urysohn olduğunu gösterelim. 

 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑎 ∈ {𝑎} = 𝑈, 𝑏 ∈ {𝑏} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                              

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑎} ∩ {𝑏} = ∅  

 𝑎 ≠ 𝑐 için 𝑎 ∈ {𝑎} = 𝑈,  𝑐 ∈ {𝑏, 𝑐} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                        

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑎} ∩ {𝑏, 𝑐} = ∅ 

 𝑏 ≠ 𝑐 için 𝑏 ∈ {𝑏} = 𝑈, 𝑐 ∈ {𝑎, 𝑐} = 𝑉 semi-açıkları vardır, öyle ki                        

𝑈෩ ∩ 𝑉 ෩ = {𝑏} ∩ {𝑎, 𝑐} = ∅ olur ki (𝑋, 𝜏) uzayı semi-Urysohn olmasına rağmen               

s-Urysohn değildir. 

Teorem 4.2.4 S-Urysohn uzayın her açık alt uzayı da s-Urysohn’dur. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzayı s-Urysohn ve 𝐴 ⊆ 𝑋 açık olsun. Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 den 

ve (𝑋, 𝜏) uzayı s-Urysohn olduğundan 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde  𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla 

𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏)  vardır. 𝐴 açık, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) olduğundan Teorem 3.1.16 den 

dolayı 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝑉 ∈ 𝑆𝑂(𝐴, 𝜏஺) olur. Buradan ൫𝐴 ∩ 𝑈൯ ∩ ൫𝐴 ∩ 𝑉൯ = ∅ 

olduğunu göstereceğiz. ൫𝐴 ∩ 𝑈൯ ⊆ 𝐴 ∩ 𝑈 ve ൫𝐴 ∩ 𝑉൯ ⊆ 𝐴 ∩ 𝑉 ifadelerini taraf tarafa 

kesiştirirsek, 

൫𝐴 ∩ 𝑈൯ ∩ ൫𝐴 ∩ 𝑉൯ ⊆ 𝐴 ∩ 𝑈 ∩ 𝐴 ∩ 𝑉 = 𝐴 ∩ ൫𝑈 ∩ 𝑉൯ = ∅ 

olduğundan ൫𝐴 ∩ 𝑈൯ ∩ ൫𝐴 ∩ 𝑉൯ = ∅ olur. Bu ise (𝐴, 𝜏஺) uzayının s-Urysohn 

olmasıdır. 
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Teorem 4.2.5 S-Urysohn uzayı olma topolojik bir özelliktir.  

İspat: Kabul edelim ki 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈ 𝑌, 𝑦ଵ ≠ 𝑦ଶ olsun. 𝑓, bire bir ve örten olduğundan 

dolayı 𝑦ଵ = 𝑓(𝑥ଵ) ve 𝑦ଶ = 𝑓(𝑥ଶ) olacak şekilde 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋 vardır ve 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ dir. 

(𝑋, 𝜏) s-Urysohn olduğundan  𝑥ଵ ve 𝑥ଶ nin 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ olacak şekilde 𝑥ଵ ∈ 𝐺, 𝑥ଶ ∈ 𝐻 

semi-açık komşulukları vardır. 𝑦ଵ ∈ 𝑓(𝐺), 𝑦ଶ ∈ 𝑓(𝐻) olmak üzere 𝑓(𝐺) ve 𝑓(𝐻) 

semi-açıkları vardır öyle ki 𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) = ∅ olduğunu göstereceğiz. 𝑓  kapalı 

olduğundan 𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓൫𝐺൯ ve 𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓൫𝐻൯ dir. 𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓൫𝐺൯  ∩ 𝑓൫𝐻൯ olur. 

Kabul edelim ki  𝑓൫𝐺൯  ∩ 𝑓൫𝐻൯  ≠ ∅ olsun. 𝑧 ∈ 𝑓൫𝐺൯   ve 𝑧 ∈ 𝑓൫𝐻൯ dir.   𝑓 in bire bir 

ve örtenliğinden 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓൫𝐺൯  = 𝐺 ve 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓൫𝐻൯  = 𝐻 olur ki 

𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝐺  ∩ 𝐻 yazabiliriz. O halde  𝐺  ∩ 𝐻 ≠ ∅ dır. Bu da (𝑋, 𝜏) nun s-Urysohn 

olması ile çelişir. Böylece  𝑓(𝐺)  ∩ 𝑓(𝐻) = ∅ olacak şekilde 𝑦ଵ ve 𝑦ଶ nin 𝑌 de semi-

açık komşulukları vardır, yani (𝑌, 𝜎) uzayı s-Urysohn’dur. 

Sonuç 4.2.6 S-Urysohn uzayı olma semi-topolojik bir özelliktir. 

Tanım 4.2.7 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay, 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 

(1) 𝐴 = (𝐴)௢ ise  𝐴 ya regüler-açık küme denir. 

(2) 𝐴 = (𝐴௢) ise  𝐴 ya regüler-kapalı küme denir. 

Tanım 4.2.8 (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar ve 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶  (𝑌, 𝜎) fonksiyon olsun. 

𝐹, (𝑋, 𝜏) da regüler-kapalı (regüler-açık) olduğunda 𝑓(𝐹) de (𝑌, 𝜎) da regüler kapalı 

(regüler açık) ise 𝑓 ye regüler kapalı fonksiyon (regüler-açık fonksiyon) denir. 

Teorem 4.2.9 (𝑋, 𝜏) uzayı s-Urysohn olsun. 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) regüler kapalı, bire bir 

ve örten ise (𝑌, 𝜎) da s-Urysohn’dur. 

İspat: Her homeomorfizm bire bir, örten ve regüler-kapalı olduğundan ispat Teorem 

4.2.5 a benzerdir.  

Teorem 4.2.10 {𝑋௜|𝑖 ∈ 𝐼 } topolojik uzayların bir sınıfı olmak üzere 𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  

kartezyen çarpımı, 𝜋௜: 𝑋 ⟶ 𝑋௜ irresolute (𝑆𝑂ଶ-sürekli) izdüşüm fonksiyonları olsun. 

Her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) uzayları s-Urysohn ise (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı da s-Urysohn’dur. 
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İspat: Kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) uzayları s-Urysohn olsun. Bu durumda 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋௜ , 𝑥 ≠ 𝑦 için ∃𝑈 ∋ 𝑥 ve ∃𝑉 ∋ 𝑦 semi-açık komşulukları vardır öyle ki 

𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olur. 𝜋௜ izdüşüm fonksiyonları irresolute seçildiğinde 𝜋௜
ିଵ(𝑈), 𝜋௜

ିଵ(𝑉) 

kümeleri (𝑋, 𝜏) da semi-açık ve 𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯, 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯  kümeleri (𝑋, 𝜏) uzayında kapalıdır. 

 𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ = ∅ olduğunu göstereceğiz. 

  𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ = 𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ = ∅ olur. Eğer 𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ ≠ ∅ 

olsaydı en az bir 𝑧 ∈ 𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ olurdu. Buradan 𝑧 ∈ 𝜋௜
ିଵ(𝑈) ve 𝑧 ∈  𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯  

olur ki 𝑓(𝑧) ∈ 𝑈, 𝑓(𝑧) ∈ 𝑉 yazabiliriz. Bu ise  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olması ile çelişir. O halde 

𝜋௜
ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝜋௜

ିଵ൫𝑉൯ = ∅ olmalıdır. Sonuç olarak (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı s-Urysohn’dur. 

Not: S-Urysohn uzay ile Hausdorff uzay birbirinden bağımsızdır. S-Urysohn ve 

Hausdorff uzay olup Urysohn uzay olmayan örnekler de mevcuttur. 
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5. PRE TOPOLOJİK KAVRAMLAR 

5.1 Pre-Açık, Pre-Kapalı Kümeler  

Pre-açık küme kavramı 1982 yılında Mashhour tarafından ortaya atıldı. Bu bölümde 

pre-açık, pre-kapalı ve pre-süreklilik kavramı incelenmiştir.  

Tanım 5.1.1  (Pre-açık küme) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 ⊂ (𝐴 ഥ )∘ ise  𝐴 

ya pre-açık küme denir ve (𝑋, 𝜏) daki pre-açıkların sınıfı 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) şeklinde gösterilir 

[19]. 

Önerme 5.1.2 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1)   ∅ ve 𝑋 kümeleri pre-açıktır. 

(2)  Pre-açık kümelerin keyfi birleşimleri pre-açıktır. 

(3)  Pre-açık kümelerin sonlu kesişimleri pre-açık olmayabilir. 

İspat: (1) Her açık aynı zamanda pre-açık olduğundan ispat aşikârdır. 

(2) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve {𝐵௜|𝑖 ∈ 𝐼} pre-açık kümelerin sınıfı olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 

𝐵௜ ⊂ ൫𝐵௜൯
௢
dır. ⋃ (𝐵௜) ⊂௜∈ூ ⋃ ൫𝐵௜൯

௢

௜∈ூ  dır. ⋃ ൫𝐵௜൯
௢

௜∈ூ ⊂ ൫⋃ ൫𝐵௜൯௜∈ூ ൯
∘

= ቀ൫⋃ (𝐵ప)ప∈ூ  തതതതതതതതതതത൯ቁ
∘

 

dir. Sonuç olarak ⋃ (𝐵௜) ⊂௜∈ூ ቀ൫⋃ (𝐵ప)ప∈ூ  തതതതതതതതതതത൯ቁ
∘

olduğundan ⋃ (𝐵௜)௜∈ூ  pre-açıktır. 

(3) Pre-açıkların keyfi birleşimleri pre-açıktır fakat sonlu kesişimleri pre-açık 

olmayabilir.  𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝜏 = ൛𝑋, ∅, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}ൟ için  

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = ൜ 
 𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑑},

{𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}
 ൠ  

{𝑎, 𝑏, 𝑑},{𝑎, 𝑐, 𝑑} ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dir fakat  {𝑎, 𝑏, 𝑑} ∩ {𝑎, 𝑐, 𝑑} = {𝑎, 𝑑} ∉ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏). 

Tanım 5.1.3 (Pre-kapalı küme) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve  𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴௖ kümesi 

pre-açık, yani (𝐴∘)തതതതതത ⊂ 𝐴 ise 𝐴 ya pre-kapalı küme denir [19]. 

 



30 
 

Önerme 5.1.4 Bir (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1) ∅ ve 𝑋 pre-kapalıdır. 

(2) Pre-kapalıların keyfi kesişimleri pre-kapalıdır. 

(3) Pre-kapalıların sonlu birleşimleri pre-kapalı olmayabilir. 

İspat: (1)  Her kapalı aynı zamanda pre-kapalı olduğundan ispat aşikârdır. 

(2)  (𝑋, 𝜏) da pre-açıkların sınıfı {𝐵௜
௖ ⊆ |𝑖 ∈ 𝐼}  olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐵௜

௖ ⊂ ቀ𝐵௜
௖ቁ

௢

 dır. 

Teorem 3.1.14 den 𝐵௜
௖ ⊂ ((𝐵௜

௢)௖)௢ = ቀ(𝐵௜
௢)ቁ

௖

  ve 𝐵௜
௖ ⊂ ቀ(𝐵௜

௢)ቁ
௖

  dir. Tümleme ve 

kesişme işleminden (𝐵௜
௢) ⊂ 𝐵௜ ve ⋂ (𝐵௜

௢)௜∈ூ ⊂ ⋂ 𝐵௜௜∈ூ  olur.                             

⋂ (𝐵௜
௢)௜∈ூ ⊆  ⋂ (𝐵௜

௢)௜∈ூ ⊂ ⋂ 𝐵௜௜∈ூ  dir. Buradan ((⋂ 𝐵௜௜∈ூ )௢) = ⋂ (𝐵௜
௢)௜∈ூ ⊂ ⋂ 𝐵௜௜∈ூ   

olur. Bu ise ((⋂ 𝐵௜௜∈ூ )௢) ⊂ ⋂ 𝐵௜௜∈ூ  ve bu da ⋂ 𝐵௜௜∈ூ  nin pre-kapalı olması demektir. 

(3)  Pre-kapalıların keyfi kesişimleri pre-kapalıdır ancak pre-kapalı kümelerin sonlu 

birleşimleri pre-kapalı olmayabilir. 

Örneğin, 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝜏 = ൛𝑋, ∅, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}ൟ için pre-kapalı kümelerin sınıfı 

𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൜ 
𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑑}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐},

{𝑎, 𝑑}, {𝑏, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}
 ൠ 

olmak üzere {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐} ∈ 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) dır fakat {𝑎, 𝑏} ∪ {𝑎, 𝑐} = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∉ 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) 

Tanım 5.1.5 (Bir kümenin pre-içi) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 nın 

kapsadığı 𝑋 in pre-açık tüm alt kümelerinin birleşimine 𝐴 nın pre-içi denir ve                 

𝐴௣ şeklinde gösterilir [19]. 

Önerme 5.1.6  (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 ise aşağıdaki ifadeler doğrudur.  

(1) 𝐴௣ ⊆ 𝐴, 

(2) 𝐴௣ pre-açıktır, 

(3) 𝐴 pre-açıktır ancak ve ancak 𝐴௣ = 𝐴, 

(4) (𝐴௣)௣ = 𝐴௣. 
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İspat: (1) ve (2) tanımdan açıktır. 

 (3) 𝐴௣ = ⋃{𝐺 ⊆ 𝐴|𝐺 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏)} olduğundan 𝐺 ⊆ 𝐴 olacak şekilde her 𝐺 pre-açık 

kümesi için 𝐺 ⊆ 𝐴௣ dir. O halde 𝐴௣ kümesi 𝐴 nın kapsadığı en büyük pre-açık 

kümedir. Yani 𝐴 ⊆ 𝐴௣ dir. Diğer yandan (1) den dolayı 𝐴௣ ⊆ 𝐴 olduğundan 𝐴௣ = 𝐴 

dır. Tersine 𝐴௣ = 𝐴 ise (2) den 𝐴 pre-açıktır. 

(4) 𝐴௣ pre-açık olduğundan (c) den (𝐴௣)௣ = 𝐴௣ dir.  

Tanım 5.1.7 (Bir kümenin pre-kapanışı) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve  𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 yı 

kapsayan 𝑋 in pre-kapalı tüm alt kümelerinin kesişimine 𝐴 nın pre-kapanışı denir ve 

𝐴 ෡  şeklinde gösterilir [19]. 

Önerme 5.1.8  (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.  

(1) 𝐴 ⊆ 𝐴 ෡ , 

(2) 𝐴 ෡  pre-kapalıdır, 

(3) 𝐴 pre-kapalıdır ancak ve ancak 𝐴 ෡ = 𝐴, 

(4) ൫𝐴 ෡ ൯෢ = 𝐴 ෡  dır. 

İspat: (1) ve (2) tanımdan açıktır.  

(3) Eğer 𝐴 pre-kapalı ise 𝐴 ෡ , 𝐴 yı içeren en küçük pre-kapalı olduğundan 𝐴 ෡ ⊆ 𝐴 dır. 

(1) den  𝐴 ⊆ 𝐴 ෡  olduğundan 𝐴 = 𝐴 ෡  dır. Tersine 𝐴 ෡ = 𝐴 ise (2) den 𝐴 pre-kapalıdır. 

(4) 𝐴 ෡  pre-kapalı olduğundan (3) den dolayı ൫𝐴 ෡ ൯෢ = 𝐴 ෡   dır. 

 kapalı küme   
(açık küme)  

↙         ↘  

semi − kapalı küme        pre − kapalı küme  
(semi − açık küme) (pre − açık küme) 

Şekil 5.1 Kapalı kümeler arasındaki ilişkiler. 
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Lemma 5.1.9  (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 için 𝐴 ෡ ∪ 𝐵 ෡ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෣  dır. 

İspat:  𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵 olduğundan  𝐴 ෡ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෣ , 𝐵 ෡ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෣  olur. Buradan 

 𝐴 ෡ ∪ 𝐵 ෡ ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵෣  elde ederiz. Eşitlik olmadığını gösterelim: 

𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}    kümesi üzerindeki topoloji  𝜏 = ൛ 𝑋, ∅, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}ൟ olsun. 

                          𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = ൜ 
 ∅, 𝑋, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑑},

 {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}
 ൠ, 

𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൜ 
∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑑}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐},

{𝑎, 𝑑}, {𝑏, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}
 ൠ  

𝐴 = {𝑎, 𝑏}, 𝐵 = {𝑎, 𝑐} olsun. Bu durumda  𝐴 ෡ ∪ 𝐵 ෡ = {𝑎, 𝑏} ∪ {𝑎, 𝑐} = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ve    

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ise  𝐴 ∪ 𝐵෣ = 𝑋 olur. Sonuç olarak 𝐴 ෡ ∪ 𝐵 ෡ ≠ 𝐴 ∪ 𝐵෣   dir. 

Lemma 5.1.10  (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋 için 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡ = 𝐴 ∩ 𝐵෣  dır. 

İspat: 𝐴 ⊆ 𝐴 ෡  ve 𝐵 ⊆ 𝐵 ෡ olduğundan 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡  olur.  𝐴 ෡ , 𝐵 ෡ ∈ 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) 

olduğundan sonlu kesişimleri pre-kapalı olur öyle ki 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡  pre-kapalıdır. 𝐴 ∩ 𝐵෣ ,     

𝐴 ∩ 𝐵 yi kapsayan en küçük kapalı küme olduğundan 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵෣ ⊆ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡  olur 

ki 𝐴 ∩ 𝐵෣ ⊆ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡  elde edilir.  

Diğer taraftan 𝑥 ∈ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡  olsun. 𝑥 ∈ 𝐴 ෡  ve 𝑥 ∈ 𝐵 ෡  olur. 𝑥 ∈ 𝐴 ෡  ise her 𝑥 ∈ 𝑈 için            

𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅ olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) ve 𝑥 ∈ 𝐵 ෡  ise her 𝑥 ∈ 𝑈 için 𝑈 ∩ 𝐵 ≠ ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) vardır öyle ki (𝑈 ∩ 𝐴) ∩ (𝑈 ∩ 𝐵) = 𝑈 ∩ (𝐴 ∩ 𝐵) ≠ ∅ 

olduğundan 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵෣  olur. Böylece 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡ ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵෣  olur. Sonuç olarak her iki 

taraftan da sağlandığı için 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ෡ = 𝐴 ∩ 𝐵෣  dır. 

Örnek 5.1.11  𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝜏 = { 𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑏, 𝑐} } olsun.  

(𝑋, 𝜏) daki pre-açıkların sınıfını 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏)  = ൛𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}ൟ dır. Pre-açıkların 

sınıfı 𝜏 topolojisinden daha incedir. Örnekte de görüldüğü gibi her pre-açık küme açık 

olmayabilir. {𝑎, 𝑏}  pre-açıktır fakat açık değildir. Genelde uzay diskre ve indiskre 

olmadığı durumda pre-açıkların sınıfı olan 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) topoloji olamaz.  
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Çizelge 5.1. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki pre-açık kümeler. 

A 𝑨ഥ (𝑨ഥ)∘ 𝑨 ⊂ (𝑨ഥ)∘ Pre-açık küme 

∅ ∅ ∅   

{𝑎} {𝑎} ∅   

{𝑏} 𝑋 𝑋   

{𝑐} {𝑎, 𝑐} ∅   

{𝑎, 𝑏} 𝑋 𝑋   

{𝑎, 𝑐} {𝑎, 𝑐} ∅   

{𝑏, 𝑐} 𝑋 𝑋   

𝑋 𝑋 𝑋   

 

Çizelge 5.2. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki pre-kapalı kümeler. 

A 𝑨∘ (𝑨∘തതത) (𝑨∘)തതതതതത ⊂ 𝑨  Pre-kapalı küme 

∅ ∅ ∅   

{𝑎} ∅ ∅   

{𝑏} {𝑏} 𝑋   

{𝑐} ∅ ∅   

{𝑎, 𝑏} {𝑏} 𝑋   

{𝑎, 𝑐} ∅ ∅   

{𝑏, 𝑐} {𝑏, 𝑐} 𝑋   

𝑋 𝑋 𝑋   

 

(𝑋, 𝜏) uzayındaki pre-kapalıların sınıfı 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൛𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑐}, {𝑎, 𝑐}ൟ dır. Her   

pre-kapalı küme kapalı olmayabilir. {𝑐} pre-kapalı olmasına rağmen kapalı değildir.  

Örnek 5.1.12 (1) (ℝ, 𝒰) de (𝑎, 𝑏) pre-açık ve sonlu kümeler pre-kapalı kümelerdir.   

ℚ rasyonel sayılar kümesi bu uzaya göre pre-açık olmasına rağmen açık değildir. 

(2) ൫𝑋, 𝑃(𝑋)൯ diskre topolojik uzay olsun. 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏)= 𝑃(𝑋) dir. 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅} ) indiskre topolojik uzay olsun. 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏)= 𝑃(𝑋) dir. 
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(4) 𝑋 üzerinde ki 𝜏 = {𝐺 ⊆ 𝑋 | 𝐺௖ sonlu } ∪ {∅} tümleyeni sonlu topoloji için 

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = {𝑈 ⊆ 𝑋 | 𝑈 sonsuz } ∪ {∅}    dur. Örneğin 𝑋 = ℝ için  𝐴 = {2}௖ sonsuz 

kümesi hem açık hem de pre-açıktır. Fakat  𝐴 = ℤ sonsuz kümesi pre-açık olmasına 

rağmen açık değildir. 

(5) 𝑋 üzerinde ki 𝜏௔ = {𝑈 ⊆ 𝑋 | 𝑎 ∈ 𝑈} ∪ {∅} özel nokta içeren topoloji için 

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = 𝜏௔   dur. 

(6) 𝑋 üzerinde ki 𝜏௔ = {𝑈 ⊆ 𝑋 | 𝑎 ∉ 𝑈} ∪ {𝑋} özel nokta içermeyen topoloji için 

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = 𝜏௔ dur. 

Teorem 5.1.13 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında pre-açık kümenin tümleyeni pre-kapalıdır. 

İspat: 𝐴 ⊆ 𝑋 pre-açık olsun. 𝐴 ⊂ (𝐴 ഥ )∘ olur. Tümleyen alınırsa  ((𝐴 ഥ )∘)௖ ⊂ 𝐴௖ olur. 

(𝐵௖തതതത)=(𝐵∘)௖ dan 𝐵 = 𝐴 ഥ  alırsak ((𝐴 ഥ )∘)௖ = (𝐵∘)௖=(𝐵௖തതതത)=((𝐴 ഥ )௖തതതതതതതത) olur ki bu ise 

((𝐴 ഥ )௖തതതതതതതത) ⊂ 𝐴௖ olur. (𝐴 ഥ )௖=(𝐴௖)∘ dan ൫(𝐴௖)∘തതതതതതത൯ ⊂ 𝐴௖ olur. Böylece 𝐴௖ nin pre-kapalıdır. 

Teorem 5.1.14 (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴 ⊆ 𝑋 pre-açıktır ancak ve ancak  𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐴 ഥ  olacak 

şekilde 𝐵 ∈ 𝜏 vardır. 

Teorem 5.1.15 (𝑋, 𝜏) uzayında açık ile pre-açık bir kümenin kesişimi pre-açıktır. 

İspat: 𝐴 ∈ 𝜏 ve 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏)olsun. 𝐵 ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐵 ഥ  olacak şekilde 𝐺 ∈ 𝜏 vardır.              

𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐺 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 ഥ  ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵തതതതതതത dır. 𝐴 ∩ 𝐺 nin açıklığından 𝐴 ∩ 𝐵 pre-açıktır. 

Sonuç 5.1.16 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay  𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 pre-açık ise 𝐴 ∩ 𝐵 ෡ = ( 𝐴 ∩ 𝐵)෣ . 

Teorem 5.1.17  𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) ler topolojik uzaylar, 𝑈௜ ler ise 𝑋௜ lerin boştan farklı 

alt kümeleri ve 𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  ve 𝑛 ∈ ℤା ve 𝑈 = ∏ 𝑈௜ೕ
× ∏ 𝑋௜௜ஷ௜ೕ

௡
௝ୀଵ  olsun. 𝑈                

pre-açıktır ancak ve ancak her 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için 𝑈௜ೕ
 kümeleri 𝑋௜ೕ

 de pre-açıktır. 

İspat: 𝑈 pre-açık olsun. 𝜋௜: 𝑋 ⟶ 𝑋௜ izdüşüm fonksiyonları sürekli ve açık olduğundan 

pre-açık kümelerin görüntüsü pre-açık olur ki 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için 𝑈௜ೕ
 kümeleri 𝑋௜ೕ

 de       

pre-açıktır. Tersine her 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 için 𝑈௜ೕ
 ler 𝑋௜ೕ

 de pre-açık olsun. 𝑈 nun 𝑋 de           

pre-açık olduğunu göstereceğiz.  
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𝑈 = ෑ 𝑈௜ೕ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜ೕ

௡

௝ୀଵ

⊆ ෑ ቀ𝑈௜ೕ
ቁ

௢
௡

௝ୀଵ

× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜ೕ

= ෑ ቀ𝑈௜ೕ
ቁ

௢
௡

௝ୀଵ

× ෑ൫𝑋௜൯
௢

௜ஷ௜ೕ

      

                                                                                   = ቌ  ෑ 𝑈௜ೕ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜ೕ

௡

௝ୀଵ

 ቍ

௢

 

                       = ൫𝑈൯
௢
 

𝑈 ⊆ ൫𝑈൯
௢
 olur ki bu ise 𝑈 nun 𝑋 de pre-açık olduğunu gösterir. 

Teorem 5.1.18 (𝑋, 𝜏) uzayında,  𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) ve 𝐵 ⊂ ൫(𝐵௢)൯
௢
 ise 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏). 

İspat: 𝐴 pre-açık olduğundan 𝐴 ⊆ ൫𝐴൯
௢
 olur. 

𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ ൫𝐴൯
௢

∩ ൫(𝐵௢)൯
௢

   

           = ቀ൫𝐴൯
௢

ቁ
௢

∩ ൫(𝐵௢)൯
௢
 

           = ൬൫𝐴൯
௢

∩ ቀ(𝐵௢)ቁ൰
𝒐

⊂ ൬𝐵௢ ∩ ൫𝐴൯
௢

൰
𝒐

 

           ⊂ ቀ𝐵௢ ∩ 𝐴ቁ
𝒐

⊂ ൬൫(𝐴 ∩ 𝐵௢)൯൰
𝒐

 

            = ൫(𝐴 ∩ 𝐵௢)൯
𝒐

⊂ ൫𝐴 ∩ 𝐵൯
𝒐
  

olduğundan   𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dir. 

Teorem 5.1.19 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝑋 ve 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) ise  𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) 

dur ancak ve ancak 𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝐵, 𝜏஻) dır.  

Teorem 5.1.20 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝑥 ∈ 𝐴 ෡  dır ancak ve ancak                

𝑥 i içeren her 𝑉 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) için 𝐴 ∩ 𝑉 ≠ ∅ dır. 
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Teorem 5.1.21 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝑋 ve 𝐵 ⊂ ൫(𝐵௢)൯
௢
 ise 𝐴஻

෢ = 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 dir. 

İspat: 𝑦 ∈ 𝐵, 𝑦 ∈ 𝐴஻
෢   olsun ve 𝑦 yi içeren her 𝑉 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) olsun. Teorem 5.1.18 den 

𝑦 yi içeren her 𝑉 ∩ 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dur. 𝐵 ⊂ ൫(𝐵௢)൯
௢
 olduğundan 𝑉 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝑋, 

Teorem 5.1.19 dan 𝑦 yi içeren her 𝑉 ∩ 𝐵 ∈ 𝑃𝑂(𝐵, 𝜎)  dır. 

Dolayısıyla (𝑉 ∩ 𝐵) ∩ 𝐴 ≠ ∅ ise 𝑉 ∩ 𝐴 ≠ ∅ dır. Bu yüzden Teorem 5.1.20 den          

𝑦 ∈ 𝐴 ෡  olduğundan 𝑦 ∈ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵. O halde 𝐴஻
෢ ⊂ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 olur. 

Tersine 𝑦 ∈ 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 olsun. 𝑦 ∈ 𝐴 ෡  ve  𝑦 ∈ 𝐵 olur. 𝑦 yi içeren her 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝐵, 𝜎)  dır. 

Yukarıdaki düşünceye benzer olarak 𝑦 yi içeren her 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dur. Dolayısıyla 

Teorem 5.1.20 den 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅ dır. O halde 𝑦 ∈ 𝐴஻
෢  olur ve 𝐴 ෡ ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴஻

෢  dir. 

Şimdi ise semi-açık küme ile pre-açık küme ilişkisini gösterelim: 

Lemma 5.1.22 𝐴 kümesi semi-açık küme ise 𝐴 ෡ = 𝐴 dır. 

İspat: Her zaman 𝐴 ෡ ⊂ 𝐴 dır. 𝐴 ⊂ 𝐴 ෡  gösterelim.  𝑥 ∈ 𝐴 ve 𝑥 ∈ 𝑉 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) olsun. 

Bu durumda 𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ ൫𝑉൯
௢
 olur. ൫𝑉൯

௢
açık ve 𝑥 ∈ 𝐴 olduğundan 𝐴 ∩ ൫𝑉൯

௢
≠ ∅ 

dır. 𝐴 ∈ 𝑆𝑂(𝑋, 𝜏) den 𝐴 ∩ ൫𝑉൯
௢

⊂ (𝐴௢) ∩ ൫𝑉൯
௢

⊂ 𝐴 ∩ 𝑉 = 𝐴 ∩ 𝑉 ve 𝐴 ∩ 𝑉 ≠ ∅  

olur. Bu Teorem 5.1.20 den 𝑥 ∈ 𝐴መ olması demektir. O halde 𝐴 ⊂ 𝐴 ෡  olur ki sonuç 

olarak  𝐴 ෡ = 𝐴 dır. 

5.2 Pre-Süreklilik  

Tanım 5.2.1 (Pre-süreklilik) ([19]) (𝑋, 𝜏), (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar 𝑓: 𝑋 → 𝑌 

fonksiyon olsun. 

(1)  (PO-1 süreklilik) 𝑓(𝑥) nin her 𝑉 açığı için 𝑋 de 𝑥 nin 𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak şekilde 

bir 𝑈 pre-açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 de PO-1 süreklidir denir. 𝑓, 𝑋 in her noktasında                   

PO-1 sürekli ise 𝑓 ye PO-1 süreklidir denir, yani her 𝑈 ∈ 𝜎 için 𝑓ିଵ(𝑈) ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) 

ise 𝑓 ye PO-1 süreklidir denir.  

 
(2)  (PO-2 süreklilik) 𝑓(𝑥) nin her 𝑉 pre-açığı için 𝑋 de 𝑥 nin 𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak 

şekilde bir 𝑈 pre-açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 de PO-2 süreklidir denir.  𝑓, 𝑋 in her noktasında 
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PO-2 sürekli ise 𝑓 ye PO-2 süreklidir denir, yani her  𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑌, 𝜎) için              

𝑓ିଵ(𝑈) ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) ise 𝑓 ye PO-2 süreklidir denir. 

 
(3) (PO-3 süreklilik) 𝑓(𝑥) nin her 𝑉 pre-açığı için 𝑋 de 𝑥 nin 𝑓(𝑈)  ⊆  𝑉 olacak 

şekilde bir 𝑈 açığı varsa 𝑓 ye 𝑥 de PO-3 süreklidir denir. 𝑓, 𝑋 in her noktasında          

PO-3 sürekli ise 𝑓 ye PO-3 süreklidir denir, yani her 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑌, 𝜎) için 𝑓ିଵ(𝑈) ∈ 𝜏 

ise 𝑓 ye PO-3 süreklidir denir.  

 
(4) (Pre-açık ve pre-kapalı fonksiyon) 𝑋 den her 𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) için 𝑌 de            

𝑓(𝐴) ∈ 𝑃𝑂(𝑌, 𝜎) ise 𝑓 ye pre-açıktır denir. Eğer 𝑋 den her 𝐹 ∈ 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) için 𝑌 de 

𝑓(𝐹) ∈ 𝑃𝐶𝑙(𝑌, 𝜎) ise 𝑓 ye pre-kapalıdır denir. 

Tanım 5.2.2 ([7-19]) 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 fonksiyon ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 

(1) (𝜽-pre-süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açığı için 𝑥 in en az bir 𝑈 pre-açık komşuluğu 

vardır öyle ki        𝑓൫𝑈൯ ⊂ 𝑉 ise 𝑓, 𝑥 noktasında 𝜃-pre-sürekli denir. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓, 𝜃-pre-sürekli ise  𝑓 ye  𝜃-pre-süreklidir denir. 

 
(2) (𝜽-pre-irresolute) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 pre-açığı için 𝑥 in en az bir 𝑈 pre-açığı vardır 

öyle ki 𝑓൫𝑈൯ ⊂ 𝑉 ise   𝑓, 𝑥 de 𝜃-pre-irresolute denir. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓, 𝜃-pre-irresolute 

ise 𝑓 ye 𝜃-pre-irresolutedir denir.  

 
(3) (p-zayıf-süreklilik) 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açığı için 𝑥 in en az bir 𝑈 pre-açığı vardır öyle 

ki 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 ise 𝑓 ye 𝑥 de p-zayıf-süreklidir ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓, p-zayıf-sürekli ise      

𝑓 ye p-zayıf-süreklidir denir. 

 
(4) (pre-homeomorfizm) 𝑓 bire bir, örten, PO-2 ve pre-açık ise f ye pre-

homeomorfizm denir. Pre-homeomorfizm altında korunan özelliklere pre-topolojik 

özellik denir. (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) ye pre-homeomorfiktir ve her homeomorfizm                 

pre-homeomorfizmdir. 

Teorem 5.2.3 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) fonksiyon ve (𝑌, 𝜎) regüler uzay olsun. 𝑓,  p-zayıf-

sürekli ise 𝑓 ye PO-1 süreklidir. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑓, p-zayıf-sürekli olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) in her 𝑉 açığı 

için 𝑥 in en az bir 𝑈 pre-açığı vardır öyle ki 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 dir. (𝑌, 𝜎) regüler uzay 
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olduğundan 𝑉௖ kapalı ve 𝑦 ∉ 𝑉௖  olsun. Bu durumda 𝑉 ∩ 𝑊 = ∅ olacak şekilde         

𝑦 ∈ 𝑉 ve 𝑉௖ ⊂ 𝑊 açıkları vardır. 𝑉 ∩ 𝑊 = ∅ den 𝑊 ⊂ 𝑉௖ dir. Böylece 𝑉௖ = 𝑊 olur. 

𝑉 nin hem kapalı hem de açık olduğunu gösterir ki 𝑉 = 𝑉 dir. 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 = 𝑉 den  

𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 olur. Bu ise 𝑓 nin PO-1 sürekli olduğunu gösterir. 
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6. PRE-URYSOHN VE P-URYSOHN UZAYLAR 

6.1 Pre-Urysohn Uzaylar 

Tanım 6.1.1 (Pre-Urysohn uzay) (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki farklı her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 nokta 

çifti için  𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅  olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉             pre-

açıkları varsa (𝑋, 𝜏) uzayına pre-Urysohn’dur denir, yani uzayın farklı noktalarının 

pre-kapanışları ayrık, pre-açık komşulukları vardır [7]. 

Örnek 6.1.2 (1) (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik uzay pre-Urysohn’dur. ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için     

𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜀 olmak üzere 

𝑥 ∈ ቀ𝑥 −
𝜀

3
, 𝑥 +

𝜀

3
 ቁ = 𝑈, 𝑦 = (𝑦 −

𝜀

3
, 𝑦 +

𝜀

3
) = 𝑉 

olarak seçersek 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre topolojik uzay pre-Urysohn’dur. Her farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için              

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 olarak seçersek 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑥}෢  ∩ {𝑦}෢ = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır.  ቀ𝑃𝑂൫𝑋, 𝑃(𝑋)൯ = 𝑃(𝑋)ቁ 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅}) indiskre topolojik uzay pre-Urysohn’dur. Her farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için         

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 olarak seçersek 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑥}෢  ∩ {𝑦}෢ = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır. ൫𝑃𝑂(𝑋, {𝑋, ∅}) = 𝑃(𝑋)൯  

Teorem 6.1.3 pre-Urysohn uzayı olma pre-topolojik bir özelliktir. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜎) topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌                           

pre-homeomorfizm ve 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈ 𝑌, 𝑦ଵ ≠ 𝑦ଶ olsun. 𝑓 in bire bir ve örtenliğinden 

𝑓ିଵ(𝑦ଵ) = 𝑥ଵ, 𝑓ିଵ(𝑦ଶ) = 𝑥ଶ olacak şekilde 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ vardır. (𝑋, 𝜏) uzayı 

pre-Urysohn olduğu için 𝑥ଵ ve 𝑥ଶ nin en az bir sırasıyla 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları 

vardır öyle ki  𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅ dur. 𝑈෡ ve  𝑉 ෡  pre-kapalı kümelerdir. 𝑓 pre-kapalı 

olduğundan 𝑓(𝑈෡), 𝑓(𝑉 ෡ ) ∈ 𝑃𝐶𝑙(𝑌, 𝜎) dır. 𝑈 ⊆ 𝑈෡ ile 𝑉 ⊆ 𝑉෠ olduğundan 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑓(𝑈෡) 

ve 𝑓(𝑉) ⊆ 𝑓(𝑉෠) olur. Her tarafın pre-kapanışı alınırsa  𝑓(𝑈)෣ ⊆ 𝑓൫𝑈෡൯෣ = 𝑓(𝑈෡)  ve 

 𝑓(𝑉)෣ ⊆ 𝑓൫𝑉 ෡ ൯෣ = 𝑓(𝑉 ෡ ) dır. Kesişim uygularsak  𝑓(𝑈)෣ ∩  𝑓(𝑉)෣ ⊆ 𝑓(𝑈෡) ∩ 𝑓(𝑉 ෡ ) =
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𝑓(𝑈෡ ∩ 𝑉෠) = 𝑓(∅) = ∅,  𝑓(𝑈)෣ ∩  𝑓(𝑉)෣ = ∅  olur ki bu ise (𝑌, 𝜎) nın pre-Urysohn 

olduğunu gösterir. 

Teorem 6.1.4 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı pre-Urysohn ve 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐴 ⊆ ൫(𝐴௢)൯
௢
olsun. 

(𝐴, 𝜏஺) alt uzayı pre-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝐴 ⊆ ൫(𝐴௢)൯
௢
 olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑦 olsun.           

(𝑋, 𝜏)  nun pre-Urysohn olduğundan 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅ olacak şekilde 𝑥 ∈  𝑈෡ ve 𝑦 ∈ 𝑉 ෡           

𝑈, 𝑉 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) vardır 𝐴 ⊆ ൫(𝐴௢)൯
௢
 den Teorem 5.1.18 den 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐴 ∈

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏), 𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) vardır. Ayrıca Teorem 5.1.21 den 

(𝑈 ∩ 𝐴)෣
஺ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)෣

஺ = ቀ൫𝑈 ∩ 𝐴෣ ൯ ∩ 𝐴ቁ ∩ ቀ൫𝑉 ∩ 𝐴෣ ൯ ∩ 𝐴ቁ 

                                    = (𝑈 ∩ 𝐴)෣ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)෣ ∩ 𝐴 

                                     ⊆ (𝑈 ∩ 𝐴)෣ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)෣  

                                      ⊆ 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡  

                                            = ∅  

Böylece  (𝑈 ∩ 𝐴)෣ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)෣ = ∅ olur.  (𝐴, 𝜏஺)  pre-Urysohn’dur 

Lemma 6.1.5 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑥 ∈ 𝐴 ෡  ancak ve ancak 𝑥 i içeren 

her 𝑈 pre-açığı için 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅ dır. 

Teorem 6.1.6 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay ve 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝐴௜ ⊂ 𝑋 olsun. Bu durumda  

ෑ 𝐴ప

ప∈ூ

෣
⊂ ෑ 𝐴ప

෡  

௜∈ூ

 

İspat: 𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … ) ∈ ∏ 𝐴పప∈ூ
෣   olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥௜ ∈ 𝐴ప

෡  olduğunu göstereceğiz. 

Keyfi bir 𝑖଴ ∈ 𝐼 için 𝑥௜బ
∈ 𝑈௜బ

∈ 𝑃𝑂൫𝑋௜బ
, 𝜏௜బ

൯ ve 𝑈 = 𝑈௜బ
× ∏ 𝑋௜௜∈ூ

௜ஷ௜బ

 olsun. Teorem 

5.1.17 den 𝑥 ∈ 𝑈 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) vardır. 𝑥 ∈ ∏ 𝐴పప∈ூ
෣  olduğundan Teorem 5.1.20 den  



41 
 

 

𝑈 ∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ

=

⎝

⎛𝑈௜బ
× ෑ 𝑋௜

௜∈ூ
௜ஷ௜బ ⎠

⎞ ∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ

 

                     = ൭𝑈௜బ
∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ

൱ ×

⎝

⎛ෑ 𝑋௜

௜∈ூ
௜ஷ௜బ

∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ
⎠

⎞ 

                     = ൭𝑈௜బ
∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ

൱ ×

⎝

⎛ෑ(𝑋௜ ∩ 𝐴௜)

௜∈ூ
௜ஷ௜బ ⎠

⎞ 

                     = ൭𝑈௜బ
∩ ෑ 𝐴௜

௜∈ூ

൱ × ෑ 𝐴௜

௜∈ூ
௜ஷ௜బ

 

                      = ൫𝑈௜బ
∩ 𝐴௜బ

൯ × ෑ 𝐴௜

௜∈ூ
௜ஷ௜బ

 

                      ≠ ∅ 

dır. Böylece 𝑈௜బ
∩ 𝐴௜బ

≠ ∅  elde ederiz. Bu ise 𝑥௜బ
∈ 𝐴పబ

෢  olur. Sonuç olarak her 𝑖 ∈ 𝐼 

için 𝑥 ∈ ∏ 𝐴ప
෡  ௜∈ூ  olur. 

Teorem 6.1.7 Pre-Urysohn uzayların keyfi çarpımı pre-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) ler pre-Urysohn uzaylar ve  𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  

olsun. (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayının pre-Urysohn olduğunu göstereceğiz. 𝑥 ≠ 𝑦 için            

𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … ), 𝑦 = (𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … ) ∈ 𝑋 olsun. Bu durumda 𝑥 ≠ 𝑦 olduğundan en az bir 

𝑖଴ ∈ 𝐼 için 𝑥௜బ
≠ 𝑦௜బ

 olur. (𝑋௜బ
, 𝜏௜బ

) pre-Urysohn olduğundan 𝑈పబ
෢ ∩ 𝑉పబ

෢ = ∅ olacak 

şekilde 𝑥௜బ
 ve 𝑦௜బ

 ın sırasıyla en az bir 𝑈௜బ
 ve 𝑉௜బ

  pre-açık komşulukları vardır. Bu 

durumda Teorem 5.1.17 den  𝑈 ve 𝑉 pre-açık kümelerdir. Teorem 5.1.21 den               

𝑈෡ ⊂ 𝑈పబ
෢ × ∏ 𝑋௜௜ஷ௜బ

, 𝑉 ෡ ⊂ 𝑉పబ
෢ × ∏ 𝑋௜௜ஷ௜బ

 dir. 𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ ⊂ ൫∏ 𝑋௜௜ஷ௜బ
 ൯ × ൫𝑈పబ

෢ ∩ 𝑉పబ
෢൯ = ∅ 

olur. Buradan  𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅ dır. Bu ise (𝑋, 𝜏) nun pre-Urysohn olduğunu gösterir. 
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Şimde ise bir pre-Urysohn uzayın hangi şartlar altında Urysohn olduğunu gösterelim. 

Tanım 6.1.8 (Alt-maksimal uzay) (𝑋, 𝜏) topolojik uzay olsun. 𝑋 in yoğun her alt 

kümesi açık ise uzaya alt-maksimal denir. Örneğin (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik 

uzayında, ℚ rasyonel sayılar kümesi ℝ de yoğundur ama açık değildir. Bu sebeple 

alışılmış topolojik uzay alt-maksimal değildir. 

Teorem 6.1.9 ([20]) (𝑋, 𝜏) uzayı alt-maksimaldır ancak ve ancak  𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = 𝜏. 

Teorem 6.1.10 (𝑋, 𝜏) uzayında 𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dır ancak ve ancak 𝐷 yoğun bir küme 

ve 𝐺 ∈ 𝜏 olmak üzere 𝐴 = 𝐷 ∩ 𝐺 dir. 

İspat: Kabul edelim ki 𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) olsun. 𝐴 ⊆ ൫𝐴൯
௢

 dır. 𝐺 = ൫𝐴൯
௢

  ve 𝐷 = 𝐴 ∪ 𝐺௖ 

olsun. 𝐷 = 𝐴 ∪ 𝐺௖ = 𝐴 ∪ 𝐺௖ = 𝐴 ∪ 𝐺௖ = 𝐴 ∪ ቀ൫𝐴൯
௢

ቁ
௖

= 𝑋 den 𝐷 yoğun kümedir.  

   𝐷 ∩ 𝐺 = (𝐴 ∪ 𝐺௖ ) ∩ 𝐺 = (𝐴 ∩ 𝐺) ∪ (𝐺௖ ∩ 𝐺) = (𝐴 ∩ 𝐺) ∪ ∅ = (𝐴 ∩ 𝐺) = 𝐴. 

Tersine olarak 𝐴 = 𝐷 ∩ 𝐺 olsun. Burada 𝐷 yoğun ve 𝐺 açık bir kümedir. 𝐷 yoğun bir 

küme olduğu için  𝐷 ⊆ ൫𝐷൯
௢
 sağlar ki 𝐷 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) olur. Teorem 5.1.15 den açık bir 

küme ile pre-açık bir kümenin kesişimi pre-açık olduğundan  𝐴 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏). 

Teorem 6.1.11 (𝑋, 𝜏) uzayı pre-Urysohn olsun. (𝑋, 𝜏) uzayı Urysohn’dur ancak ve 

ancak (𝑋, 𝜏) uzayı alt-maksimaldir. 

İspat: Her Urysohn uzayı pre-Urysohn olduğu ve kabulden dolayı açık ile pre-açık 

kavramlar denktir. O halde 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = 𝜏 olur. Teorem 6.1.9’dan dolayı  (𝑋, 𝜏) uzayı 

alt-maksimaldir. 

Tersine olarak (𝑋, 𝜏) uzayı pre-Urysohn ve alt-maksimal olsun. (𝑋, 𝜏) nun Urysohn 

olduğunu göstereceğiz. (𝑋, 𝜏) pre-Urysohn olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 için        

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = ∅ olacak şekilde  𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları 

vardır. (𝑋, 𝜏) alt-maksimal olduğundanTeorem 6.1.9 dan 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = 𝜏 olur ki       

𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 yazılır. Lemma 5.1.22 den dolayı 𝑈෡ = 𝑈, 𝑉 ෡ = 𝑉 olduğundan  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

olur. Bu ise (𝑋, 𝜏) uzayının Urysohn olduğunu gösterir. 
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6.2 P-Urysohn Uzaylar 

Tanım 6.2.1  (P-Urysohn uzay) (𝑋, 𝜏) topolojik uzaydaki farklı her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 nokta 

çifti için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑥 ve 𝑦 nin sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉 pre-açıkları 

varsa (𝑋, 𝜏) uzayına p-Urysohn denir, yani uzayın farklı noktalarının kapanışları ayrık, 

pre-açık komşulukları vardır [8]. 

Örnek 6.2.2 (1) (ℝ, 𝒰) alışılmış topolojik uzay p-Urysohn’dur. ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 𝑥 ≠ 𝑦 

olsun. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜀 olmak üzere 

𝑥 ∈ ቀ𝑥 −
𝜀

3
, 𝑥 +

𝜀

3
 ቁ = 𝑈, 𝑦 = (𝑦 −

𝜀

3
, 𝑦 +

𝜀

3
) = 𝑉 

olarak seçersek 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır. 

(2) (𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre topolojik uzay p-Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun.   

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 olarak seçersek    𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥}  ∩ {𝑦}  = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır. ቀ𝑃𝑂൫𝑋, 𝑃(𝑋)൯ = 𝑃(𝑋)ቁ 

(3) (𝑋, {𝑋, ∅}) indiskre topolojik uzay p-Urysohn’dur. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 

𝑥 ∈ {𝑥} = 𝑈 ve 𝑦 = {𝑦} = 𝑉 olarak seçersek    𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑥}  ∩ {𝑦}  = {𝑥} ∩ {𝑦} = ∅ 

olacak şekilde 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır.൫𝑃𝑂(𝑋, {𝑋, ∅}) = 𝑃(𝑋)൯ 

Not: (𝑋, 𝜏) topolojik uzay, 𝐾 kapalı kümeler sınıfı ve 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) pre-kapalı kümelerin 

sınıfı olmak üzere her kapalı küme pre-kapalı olduğunda  𝐾 ⊆ 𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) olur ki 

buradan (𝑋, 𝜏) uzayı p-Urysohn ise pre-Urysohn’dur. Tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 6.2.3 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} kümesi üzerindeki topoloji  𝜏 = { 𝑋, ∅, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑐, 𝑑} } 

olsun. 
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Çizelge 6.1. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki pre-açık ve pre-kapalı kümeler. 

𝐴 𝐴 ൫𝐴൯
௢
 𝐴 ⊆ ൫𝐴൯

௢
 

∅ ∅ ∅  

𝑋 𝑋 𝑋  

{𝑎} {𝑎} ∅  

{𝑏} 𝑋 𝑋  

{𝑐} 𝑋 𝑋  

{𝑑} {𝑎, 𝑑} ∅  

{𝑎, 𝑏} 𝑋 𝑋  

{𝑎, 𝑐} 𝑋 𝑋  

{𝑎, 𝑑} {𝑎, 𝑑} ∅  

{𝑏, 𝑐} 𝑋 𝑋  

{𝑏, 𝑑} 𝑋 𝑋  

{𝑐, 𝑑} 𝑋 𝑋  

{𝑎, 𝑏, 𝑐} 𝑋 𝑋  

{𝑎, 𝑏, 𝑑} 𝑋 𝑋  

{𝑎, 𝑐, 𝑑} 𝑋 𝑋  

{𝑏, 𝑐, 𝑑} 𝑋 𝑋  

 

𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) = ൜ 
∅, 𝑋, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑑},

{𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑐, 𝑑}
 ൠ, 

𝑃𝐶𝑙(𝑋, 𝜏) = ൜ 
∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑏, 𝑑}, {𝑐, 𝑑}, {𝑏, 𝑑},
{𝑎, 𝑑}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}, {𝑑}, {𝑐}, {𝑏}, {𝑎}

 ൠ 
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Çizelge 6.2. (𝑋, 𝜏) topolojik uzayındaki tüm alt kümelerin kapanış ve pre-
kapanışlarının sınıfı. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şimdi (𝑋, 𝜏) uzayının p-Urysohn olmadığını gösterelim. 𝑎 ≠ 𝑏 olmak üzere  𝑎 ∈ 𝑈  ve 

𝑏 ∈ 𝑉 için 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde pre-açıkları yoktur. Şimdi ise (𝑋, 𝜏) uzayının 

pre-Urysohn olduğunu gösterelim. 

 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝑎 ∈ {𝑎, 𝑐} = 𝑈, 𝑏 ∈ {𝑏} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                              

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏} = ∅  

   𝑎 ≠ 𝑐 için 𝑎 ∈ {𝑎, 𝑏} = 𝑈,  𝑐 ∈ {𝑐} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                             

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑏} ∩ {𝑐} = ∅  

 𝑎 ≠ 𝑑 için 𝑎 ∈ {𝑎, 𝑐} = 𝑈, 𝑑 ∈ {𝑏, 𝑑} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                       

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑑} = ∅ 

   𝑏 ≠ 𝑐 için 𝑏 ∈ {𝑎, 𝑏} = 𝑈, 𝑐 ∈ {𝑐} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                               

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑏} ∩ {𝑐} = ∅  

 𝑏 ≠ 𝑑 için 𝑏 ∈ {𝑎, 𝑏} = 𝑈, 𝑑 ∈ {𝑐, 𝑑} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                       

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑏} ∩ {𝑐, 𝑑} = ∅  

 ∅෡ = ∅  ∅ = ∅ 

 𝑋 ෡ = 𝑋  𝑋 = 𝑋 

 {𝑏}෢ = {𝑏}  {𝑏} = 𝑋 

 {𝑐}෢ = {𝑐}  {𝑐} = 𝑋 

 {𝑎, 𝑏}෣ = {𝑎, 𝑏}  {𝑎, 𝑏} = 𝑋 

 {𝑎, 𝑐}෣ = {𝑎, 𝑐}  {𝑎, 𝑐} = 𝑋 

 {𝑏, 𝑐}෣ = 𝑋  {𝑏, 𝑐} = 𝑋 

 {𝑏, 𝑑}෣ = {𝑏, 𝑑}  {𝑏, 𝑑} = 𝑋 

   {𝑐, 𝑑}෣ = {𝑐, 𝑑}  {𝑐, 𝑑} = 𝑋 

   {𝑎, 𝑏, 𝑐}෣ = 𝑋  {𝑎, 𝑏, 𝑐} = 𝑋 

   {𝑎, 𝑏, 𝑑}෣ = {𝑎, 𝑏, 𝑑}  {𝑎, 𝑏, 𝑑} = 𝑋 

   {𝑎, 𝑐, 𝑑}෣ = {𝑎, 𝑐, 𝑑}  {𝑎, 𝑐, 𝑑} = 𝑋 

   {𝑏, 𝑐, 𝑑}෣ = 𝑋  {𝑏, 𝑐, 𝑑} = 𝑋 
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 𝑐 ≠ 𝑑 için 𝑐 ∈ {𝑎, 𝑐} = 𝑈, 𝑑 ∈ {𝑏, 𝑑} = 𝑉 pre-açıkları vardır, öyle ki                        

𝑈෡ ∩ 𝑉 ෡ = {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑑} = ∅  

olur ki (𝑋, 𝜏) uzayı pre-Urysohn olmasına rağmen p-Urysohn değildir. 

Teorem 6.2.4 P-Urysohn uzayı olma topolojik bir özelliktir. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) bir fonksiyon ve 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈ 𝑌, 𝑦ଵ ≠ 𝑦ଶ olsun. 

𝑓 in bire bir ve örtenliğinden 𝑓(𝑥ଵ) = 𝑦ଵ ve 𝑓(𝑥ଶ) = 𝑦ଶ olacak şekilde                            

𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ vardır. (𝑋, 𝜏) nun p-Urysohn olmasından 𝐺 ∩ 𝐻 = ∅ olacak 

şekilde  𝑥ଵ ∈ 𝐺, 𝑥ଶ ∈ 𝐻 pre-açık komşulukları vardır öyle ki 𝑦ଵ ∈ 𝑓(𝐺) ve 𝑦ଶ ∈ 𝑓(𝐻) 

dır. 𝐺 ve 𝐻 pre-açık olduğundan 𝐺 ⊆ ൫𝐺൯
௢
ve 𝐻 ⊆ ൫𝐻൯

௢
 yazılır. 𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓 ቀ൫𝐺൯

௢
ቁ ve  

𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓 ቀ൫𝐻൯
௢

ቁ  dir. 𝑓 nin homeomorfizm olmasından 𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓 ቀ൫𝐺൯
௢

ቁ =

ቀ𝑓൫𝐺൯ቁ
௢

= ൫𝑓(𝐺)൯
௢
 ve 𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓 ቀ൫𝐺൯

௢
ቁ = ቀ𝑓൫𝐺൯ቁ

௢

= ൫𝑓(𝐺)൯
௢
 dir. Buradan  

𝑓(𝐺) ⊆ ൫𝑓(𝐺)൯
௢
 ve 𝑓(𝐻) ⊆ ൫𝑓(𝐻)൯

௢
 olur bu ise 𝑓(𝐺) ve 𝑓(𝐻) nin (𝑌, 𝜎) nın            

pre-açık olduğunu gösterir.  

𝑓  homeomorfizm olduğundan  𝑓(𝐺) ⊆ 𝑓൫𝐺൯ ve 𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓൫𝐻൯ dir. Buradan        

𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) ⊆ 𝑓൫𝐺൯ ∩ 𝑓൫𝐻൯ olur. Kabul edelim ki  𝑓൫𝐺൯ ∩ 𝑓൫𝐻൯ ≠ ∅ olsun.          

𝑧 ∈ 𝑓൫𝐺൯ ve 𝑧 ∈ 𝑓൫𝐻൯  vardır. 𝑓, bire bir olduğundan 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓൫𝐺൯ = 𝐺  ve 

𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝑓ିଵ𝑓൫𝐻൯ = 𝐻 olur ki 𝑓ିଵ(𝑧) ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 yazabiliriz. O halde  𝐺 ∩ 𝐻 ≠ ∅ dur. 

Bu ise (𝑋, 𝜏) uzayının p-Urysohn olması ile çelişir. Böylece   𝑓(𝐺) ∩ 𝑓(𝐻) = ∅  

olacak şekilde 𝑦ଵ ve 𝑦ଶ nin 𝑌 de pre-açık komşulukları vardır, yani (𝑌, 𝜎) uzayı             

p-Urysohn’dur. 

Sonuç 6.2.5 P-Urysohn uzayı olma pre-topolojik bir özelliktir. 

Teorem 6.2.6 (𝑋, 𝜏) uzayı p-Urysohn, 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐴 ⊆ ൫(𝐴௢)൯
௢
olsun. Bu durumda 

(𝐴, 𝜏஺) alt uzayı p-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki (𝑋, 𝜏) uzayı p-Urysohn olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑦 için 𝑥, 𝑦 nin 

sırasıyla en az bir 𝑈 ve 𝑉  pre-açık komşulukları vardır öyle ki  𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olur.         
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𝐴 ⊆ ൫(𝐴௢)൯
௢
 ve 𝑈, 𝑉 pre-açık olduğundan 𝐴 ∩ 𝑈, 𝐴 ∩ 𝑉 ∈ 𝑃𝑂(𝑋, 𝜏) dır. Alt uzay 

topolojisine göre Teorem 2.1.3 den 

(𝑈 ∩ 𝐴)஺ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)஺ = ቀ൫𝑈 ∩ 𝐴൯ ∩ 𝐴ቁ ∩ ቀ൫𝑉 ∩ 𝐴൯ ∩ 𝐴ቁ  

                                    ⊂ ൫𝑈 ∩ 𝐴൯ ∩ ൫𝑉 ∩ 𝐴൯ ∩ 𝐴 

                                    ⊂ ൫𝑈 ∩ 𝐴൯ ∩ ൫𝑉 ∩ 𝐴൯ 

                                    ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

den (𝑈 ∩ 𝐴)஺ ∩ (𝑉 ∩ 𝐴)஺ = ∅ olur. Tanım 6.2.1 den (𝐴, 𝜏஺) alt uzayı p-Urysohn’dur. 

Teorem 6.2.7 P-Urysohn uzayların keyfi çarpımı p-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki her 𝑖 ∈ 𝐼 için (𝑋௜, 𝜏௜) uzayları p-Urysohn ve 𝑋 = ∏ 𝑋௜௜∈ூ  olsun. 

(𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayının p-Urysohn olduğunu göstereceğiz. 𝑥 ≠ 𝑦 için                            

𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … ), 𝑦 = (𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … ) ∈ 𝑋  olsun. Bu durumda 𝑥 ≠ 𝑦 olduğundan en az bir 

𝑖଴ ∈ 𝐼 için 𝑥௜బ
≠ 𝑦௜బ

 olur. (𝑋௜బ
, 𝜏௜బ

) uzayı p-Urysohn olduğundan 𝑈௜బ
∩ 𝑉௜బ

= ∅ olacak 

şekilde 𝑥௜బ
  ve 𝑦௜బ

 nin en az bir 𝑈௜బ
ve 𝑉௜బ

 pre-açıkları vardır. Bu durumda Teorem 

5.1.17 de sözü geçen 𝑈 = 𝑈௜బ
× ∏ 𝑋௜௜ஷ௜బ

 ve 𝑉 = 𝑉௜బ
× ∏ 𝑋௜௜ஷ௜బ

  pre-açık kümelerdir. 

𝑈 ∩ 𝑉 = ቌ𝑈௜బ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

ቍ ∩ ቌ𝑉௜బ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

ቍ 

                                        
                                      

            = ቌ𝑈௜బ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

ቍ ∩ ቌ𝑉௜బ
× ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

ቍ 

                          

               = ൫𝑈௜బ
∩ 𝑉௜బ

൯ × ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

 

                                            

               = ∅ × ෑ 𝑋௜

௜ஷ௜బ

 

                                             
               = ∅ 
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olur bu ise Tanım 6.2.1’den (𝑋, 𝜏∗) çarpım uzayı p-Urysohn olması demektir. 

Teorem 6.2.8 Her p-Urysohn uzayı 𝑇ଵ dir. 

İspat: (𝑋, 𝜏) uzayı p-Urysohn ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ olacak şekilde 

𝑥 ve 𝑦 nin en az bir 𝑈 ve 𝑉 pre-açık komşulukları vardır. 𝑈, 𝑉 pre-açık olduğundan 

𝑈 ⊆ ൫𝑈൯
௢

  ve 𝑉 ⊆ ൫𝑉൯
௢
 dır. 𝑈 ∩ 𝑉 ⊆ ൫𝑈൯

௢
∩ ൫𝑉൯

௢
=൫𝑈 ∩ 𝑉൯

௢
= (∅)௢ = ∅  olur ki  

𝑥 ∈ ൫𝑈൯
௢
olduğundan 𝑥 ∉ ൫𝑉൯

௢
ve 𝑦 ∈ ൫𝑉൯

௢
 olduğundan 𝑦 ∉ ൫𝑈൯

௢
 olur. Böylece 

(𝑋, 𝜏) uzayı 𝑇ଵ  dir. 

Teorem 6.2.9 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) bire bir ve 𝜃-pre-sürekli fonksiyon olsun.             

(𝑌, 𝜎) uzayı Urysohn ise  (𝑋, 𝜏) uzayı da p-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ olsun. 𝑓 fonksiyonu bire bir olduğundan            

𝑓(𝑥ଵ) ≠ 𝑓(𝑥ଶ) dir. (𝑌, 𝜎) uzayı Urysohn olduğundan 𝑉ଵ, 𝑉ଶ ∈ 𝜎 vardır öyle ki          

𝑓(𝑥ଵ) ∈ 𝑉ଵ, 𝑓(𝑥ଶ) ∈ 𝑉ଶ için 𝑉ଵ ∩ 𝑉ଶ = ∅ olur. 𝑓, 𝜃-pre-sürekliliğinden 𝑋 de 𝑥ଵ ∈ 𝑈ଵ 

ve 𝑥ଶ ∈ 𝑈ଶ olacak şekilde 𝑈ଵ,𝑈ଶ pre-açıkları vardır ve 𝑓൫𝑈ଵ൯ ⊂ 𝑉ଵ , 𝑓൫𝑈ଶ൯ ⊂ 𝑉ଶ dir. 

𝑈ଵ ∩ 𝑈ଶ ⊂ 𝑓ିଵ൫𝑉ଵ൯ ∩ 𝑓ିଵ൫𝑉ଶ൯ = 𝑓ିଵ൫𝑉ଵ ∩ 𝑉ଶ൯ = ∅ olur bu (𝑋, 𝜏) nin p-Urysohn 

olduğunu gösterir. 

Teorem 6.2.10 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) bire bir ve 𝜃-pre-irresolute fonksiyon olsun.       

(𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn ise (𝑋, 𝜏) uzayı da p-Urysohn’dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝑋, 𝑥ଵ ≠ 𝑥ଶ olsun.  𝑓 bire bir olduğundan                

𝑓(𝑥ଵ) ≠ 𝑓(𝑥ଶ) dir. (𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn olduğundan 𝑉ଵ ve 𝑉ଶ pre-açık komşulukları 

vardır öyle ki 𝑓(𝑥ଵ) ∈ 𝑉ଵ, 𝑓(𝑥ଶ) ∈ 𝑉ଶ için 𝑉ଵ ∩ 𝑉ଶ = ∅ olur. 𝑓, 𝜃-pre-irresolute 

olduğundan 𝑋 de 𝑥ଵ ∈ 𝑈ଵ ve 𝑥ଶ ∈ 𝑈ଶ olacak şekilde 𝑈ଵ,𝑈ଶ pre-açıkları vardır ve 

𝑓൫𝑈ଵ൯ ⊂ 𝑉ଵ, 𝑓൫𝑈ଶ൯ ⊂ 𝑉ଶ dir. Buradan 

𝑈ଵ ∩ 𝑈ଶ ⊂ 𝑓ିଵ(𝑉ଵ) ∩ 𝑓ିଵ(𝑉ଶ) = 𝑓ିଵ൫𝑉ଵ ∩ 𝑉ଶ൯ = ∅ 

olur bu ise (𝑋, 𝜏) nun p-Urysohn olduğunu gösterir. 
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Lemma 6.2.11 [1] 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) zayıf sürekli ise 𝑌 nin her 𝑉 pre-açık kümesi 

için 𝑓ିଵ(𝑉) ⊂ ൫𝑓ିଵ(𝑉)൯
௢
 dir. 

Teorem 6.2.12 (𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn, 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) bire bir ve zayıf sürekli ise 

(𝑋, 𝜏) uzayı da Hausdorff’dur. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑥ଵ ve 𝑥ଶ, 𝑋 in herhangi iki farklı noktası olsun. 𝑓 bire bir 

olduğundan 𝑓(𝑥ଵ) ≠ 𝑓(𝑥ଶ) dir. (𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn olduğundan 𝑉ଵ  ve 𝑉ଶ pre-açık 

kümeleri vardır öyle ki  𝑓(𝑥ଵ) ∈ 𝑉ଵ, 𝑓(𝑥ଶ) ∈ 𝑉ଶ için  𝑉ଵ ∩  𝑉ଶ = ∅ olur. 𝑓,                                   

zayıf sürekli olduğundan 𝑋 de 𝑥ଵ ∈ 𝑈ଵ ve 𝑥ଶ ∈ 𝑈ଶ olacak şekilde 𝑈ଵ,𝑈ଶ açıkları vardır 

ve 𝑓(𝑈ଵ) ⊂ 𝑉ଵ , 𝑓(𝑈ଶ) ⊂ 𝑉ଶ dir. Buradan  

𝑈ଵ ∩ 𝑈ଶ ⊂ 𝑓ିଵ(𝑉ଵ) ∩ 𝑓ିଵ(𝑉ଶ) = 𝑓ିଵ൫𝑉ଵ ∩ 𝑉ଶ൯ = ∅ 

olduğundan 𝑈ଵ ∩ 𝑈ଶ = ∅ olur bu ise (𝑋, 𝜏) nun Hausdorff olduğunu gösterir. 

Teorem 6.2.13 (𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn uzay, 𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜎) zayıf sürekli ise 

𝐴(𝑓, 𝑔) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)}  kümesi de (𝑋, 𝜏) uzayı da kapalıdır. 

İspat: 𝑥 ∈ 𝐴௖  ise 𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥) dir. (𝑌, 𝜎) uzayı p-Urysohn olduğundan 𝑈 ve 𝑉           

pre-açık kümeleri vardır, öyle ki 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 ve  𝑔(𝑥) ∈ 𝑉 için   𝑈 ∩  𝑉 = ∅  olur.             

𝑓, zayıf-sürekli olduğundan Lemma 6.2.11 den 𝑥 ∈ 𝑓ିଵ(𝑈) ⊂ ቀ𝑓ିଵ൫𝑈൯ቁ
௢

 ve              

𝑥 ∈ 𝑔ିଵ(𝑉) ⊂ ቀ𝑔ିଵ൫𝑉൯ቁ
௢

dır. 𝑊 = ቀ𝑓ିଵ൫𝑈൯ ∩ 𝑔ିଵ൫𝑉൯ቁ
௢

olsun. 𝑊, 𝑋 te açık 

kümedir öyle ki  𝑈 ∩  𝑉 = ∅  dan 𝑥 ∈ 𝑊\𝐴 dır. 𝑥 ∈ 𝑓ିଵ(𝑈) ∩ 𝑔ିଵ(𝑉) ⊂ ቀ𝑓ିଵ൫𝑈൯ ∩

𝑔ିଵ൫𝑉൯ቁ
௢

= 𝑊 ⊂ 𝐴௖ olur ki 𝐴௖,  (𝑋, 𝜏) da açıktır dolayısıyla 𝐴 kümesi kapalıdır. 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, genelleştirilmiş Urysohn uzaylar olarak tanımlanan                   

semi-Urysohn, s-Urysohn, pre-Urysohn ve p-Urysohn uzayların tanımları verilmiş ve 

özellikleri incelenmiştir.  Daha sonra bu uzayların hangi şartlar altında kalıtsal, 

çarpımsal oldukları belirlenmiştir. Ardından semi-açık ve pre-açık kavramlar 

kullanarak elde edilen semi-süreklilik, pre-süreklilik, θ-süreklilik, θ-pre-irresolute gibi 

yeni dönüşümler altında genelleştirilmiş Urysohn uzayların durumları araştırılmıştır. 

Bu çalışma sonucunda elde edilen bilgiler ile aşağıdaki sorular araştırmacılara öneri 

niteliğinde sorulabilir. 

1. Özellikle semi-Urysohn uzayların çarpımları, bölümleri de semi-Urysohn uzayı mı?  

2. s-pre-Urysohn, pre-s-Urysohn, gs-Urysohn (genelleştirilmiş semi Urysohn) ve        

sg-Urysohn (semi genelleştirilmiş Urysohn) uzaylar tanımlanabilir mi?  

3. Semi-açıklık, pre-açıklık kavramları ile 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑇ଵ/ସ veya 𝑝𝑟𝑒 − 𝑇ଵ/ସ uzaylar 

oluşturulabilir mi? 

4. Semi-Urysohn (veya s-Urysohn) uzaylar ile pre-Urysohn veya p-Urysohn uzaylar 

arasındaki ilişki hangi şartlar altında kurulabilir? 
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