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YUKSEK LISANS TEZI
GENELLESTIRILMIS URYSOHN UZAYLAR
Kiibra ERKUL
Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Ayhan ERCIYES
OZET

Genellestirilmis Urysohn uzaylar, agik kiime kavrami yerine semi-acik ve pre-agik
kavramlar1 kullamlarak tanimlanir. (X,7) topolojik uzaymda U € A € U olacak
sekilde bir U ag11 varsa A alt kiimesine semi-agiktir ve ayrica B € (B)° ise B ye
pre-aciktir denir. Semi-agik (pre-agik) kiimelerin tiimleyeni semi-kapali (pre-kapali)
kiimelerdir.
Bu tezin ana hedefleri asagidaki gibidir:
1. Semi-agik ve pre-agik kavramlarindan yararlanilarak elde edilen semi-Urysohn,
s-Urysohn, pre-Urysohn ve p-Urysohn olarak adlandirilan uzaylari tanimlamak ve
Ozelliklerini incelemek,
2. Genellestirilmis Urysohn uzaylarin kalitsal ve ¢arpimsalliklarini belirlemek,
3. Semi-agik ve pre-acik kavramlar kullanarak elde edilen semi-siireklilik,

pre-stireklilik, 6-stireklilik, 6-irresolute, 8-pre-irresolute gibi yeni doniigiimler altinda
genellestirilmis Urysohn uzaylarin 6zelliklerini arastirmak.

Anahtar Kelimeler: Semi-A¢ik Kiime, Pre-agik Kiime, Semi-Urysohn Uzaylar,
Pre-Urysohn Uzaylar.

Ocak, 2023; 53 sayfa
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M. Sc. THESIS
GENERALIZED URYSOHN SPACES
Kiibra ERKUL
Aksaray University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayhan ERCIYES
ABSTRACT

Generalized Urysohn spaces are defined by using the concepts of semi-open and
pre-open set instead of open set. A subset a topological space A of (X, 7) is said to be
semi-open if there exists an open set U in X such that U S ACS U and also B is
pre-open if B € (B)°. The complements of semi-open sets (pre-open) are called
semi-closed (pre-closed).

The main goals of this thesis are as follows:

1. To define and examine the spaces called semi-Urysohn, s-Urysohn, pre-Urysohn,
and p-Urysohn spaces by using the concepts of semi-open sets and pre-open sets,

2. To determine the hereditariness ve productivity of generalized Urysohn spaces,
3. To investigate properties of generalized Urysohn spaces under new mappings such

as semi-continuity, pre-continuity, 6-continuity, 0-irresolute, 6-pre-irresolute obtained
using semi-open and pre-open concepts.

Keywords: Semi-Open Sets, Pre-Open Sets, Semi-Urysohn Spaces, Pre-Urysohn
Spaces.

January, 2023; 53 pages
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1. GIRIS

Genel topolojide ayirma aksiyomlarinin genellestirmeleri son yillarda pek cok
arastirmaci tarafindan calisilmistir. Ornegin zayif Frechet-Urysohn uzaylar [1], anti-
Urysohn uzaylar [2], semi-Urysohn uzaylar, s-Urysohn uzaylar [3-6], pre-Urysohn
uzaylar [7], p-Urysohn uzaylar [8], ultra-Hausdorff uzaylar [9], semi-Hausdorff
uzaylar [10], zayif-Hausdorff uzaylar [11], p-regiiler uzaylar [12], s-regiiler uzaylar

[13] bu genellestirmelerden bazilaridir.

1693 yilinda Levine [14] semi-acik kavramini ortaya atmis ve su sekilde
tanimlamustir: Bir (X, T) topolojik uzayindaki U acig1icin U € A € U olacak sekilde
A € X varsa A ya semi-aciktir denir. 1972 yilinda, Crossley ve Hildebrand [15]
semi-homeomorfizm tanimini vererek semi-homeomorfizm altinda korunan 6zelliklerin
semi-topolojik 06zellik oldugunu ifade etmisler ve bazi topolojik Ozelliklerin
semi-topolojik oldugunu ispatlamislardir. 1992 yilinda Bhamini v.d. [6] topolojik
0zelligin semi-topolojik 6zellik olup olmadigini belirlemeye yarayan matematiksel bir
teknigi elde etmislerdir. Bu teknigi s-Urysohn uzayr [5], s-regiiler uzayr [4],
semi-normal uzay1 [16] ve Tp-uzay1 [17,18] olmanin semi-topolojik olup olmadigini

gostermek i¢in kullanmiglardir.

Semi-Urysohn ve s-Urysohn olarak adlandirilan Urysohn uzaylarin farkli iki
genellestirmesi 1983-1992 yillari arasinda Arya ve Bhamini [4-6] tarafindan verilmis
ve su sekilde tanimlanmislardir: Bir topolojik uzaydaki farkli nokta c¢iftlerinin
kapaniglar (semi-kapaniglar1) ayrik olan semi-agik kiimeleri olmasi1 uzayin s-Urysohn
(semi-Urysohn) olmast demektir. 1982 yilinda, Mashhour [19] pre-acik kavraminin
cesitli 6zelliklerini vermis ve su sekilde tanimlamistir: Bir topolojik uzayda B € X i¢in
B c (E)o ise B ye pre-agiktir denir. Mashhour v.d. [19] pre-siireklilik kavramim
ortaya atarak pre-acik fonksiyonu tanimladilar. 1983 yilinda, El-Deeb v.d. [12]
p-regiiler uzaylara giris yapti. 1996 yilinda, Pal ve Bhattacharyya [8] pre-Urysohn
uzay tanimini su sekilde yaptilar: Bir topolojik uzaydaki farkli her nokta ¢iftinin
pre-kapanislar1 ayrik olan pre-agik kiimeler olmasi uzayin pre-Urysohn olmasi
demektir. 1999 yilinda, Paul ve Bhattacharyya [20] pre-Urysohn uzaylarin temel
Ozellikleri iizerine ¢alisma yaptilar ve bilinen diger uzaylar ile olan iligkilerini ifade ve

ispat ettiler. 2011 yilinda, Navalagi [21] Urysohn uzaylarmin farkl bir genellemesi



olan p-Urysohn uzaylarina giris yapti ve su sekilde tanimladi: Bir topolojik uzaydaki
farkl1 her nokta ¢iftinin kapanislari ayrik olan pre-acik kiimeleri olmasi uzaymn

p-Urysohn olmas1 demektir.

Bu tez ¢aligmasinda literatirde T,: uzayr olarak bilinen Urysohn uzaylarmnin
2

genellestirmesi olan s-Urysohn, semi-Urysohn, p-Urysohn, pre-Urysohn uzaylarinin
eger varsa hem birbirleri ile hem de Urysohn uzaylan ile olan gegisleri belirtilmis,
ozellikleri verilmis ve bu uzaylarin kalitsal, carpimsal ve topolojik ozellikleri

incelenmistir.

Son olarak bu uzaylar arasinda semi-agik ve pre-agik kavramlar kullanarak elde edilen
semi-siireklilik, pre-siireklilik, 6-stireklilik, @-irresolute ve 6-pre-irresolute gibi

doniisiimler altindaki durumlar incelenmistir.

Bu calisma boyunca daha once yapilan g¢alismalarda kullanilan notasyonlar ile
celismemesi adina ve kavramsal karisikliga neden olmamak igin “yar1” yerine “semi”

kelimesi kullanilmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Topolojik Uzaylar

Bu béliimde topolojik uzaylar ile ilgili, ¢alismanin diger kisimlarinda kullanilacak

kavramlarin tanimlari, teoremler, 6nerme ve lemmalara yer verilmistir.

Tamm 2.1.1 (1) X # @ kiime ve 7 da X in kuvvet kiimesi P (X) in bir alt kiimesi olsun.
Asagidaki ozellikleri saglayan 7 ya X {izerinde bir topoloji ve (X, 1) ikilisine ise

topolojik uzay denir [22].

i) 9,Xer,
(ii) U,V €t oldugunda UNV €,
(iii) Her i € I i¢cin U; € t oldugundan U;¢; U; € 7.

(2) (X, 1) topolojik uzayinda 7 nun elemanlarina agik kiimeler denir. Eger U € X i¢in

U° acik ise U ya kapali kiime denir [22].

(3) (X, 1) topolojik uzayinda A € X nin kapsadigi tiim agik kiimelerin birlesimine A

nin i¢i denir ve A seklinde gosterilir. A y1 kapsayan kapali kiimelerin kesisimine ise

A nin kapanisi denir ve A seklinde gosterilir [22].
Onerme 2.1.2 ([22,23]) (X, 7) topolojik uzay ve A, B € X olsun. Bu durumda

Cizelge 2.1. (X, 7) topolojik uzayinda kapanis ve i¢ kavramlarinin 6zellikleri.

A°c A Ac A
A° agiktir A kapalidir
A° agiktir & A% = A Akapalidr & A=A
(A%)° = A° m _ 2

A°, A nin kapsadig1 en genis agik kiimedir | 4, A y1 kapsayan en dar kapali kiimedir

ACB ise A° C B° ACB ise ACB
A° N B° = (AN B)° ANBCANB
A° UB° C (AU B)° AUB=AUB




Teorem 2.1.3 (X, 7) topolojik uzay, U € A € X olsun. U nun 7, alt topolojisine gore

A daki kapanis1 U, olmak iizere Uy = U N A dur.
2.2 Siireklilik

Tamm 2.2.1 (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyon ve x € X i¢in
y = f(x) olsun.

(1) (Siireklilik) f(x) in her V agik komsulugu icin x in en az bir U agik komsulugu
vardir oyle ki f(U) c V ise f ye x de siireklidir denir. f, X in her noktasinda siirekli
ise f ye X de siireklidir denir [22,23].

(2) (Homeomorfizm) f bire bir, oOrten, siirekli ve tersi de siirekli ise f ye

homeomorfizm denir [22,23].

(3) (Zayif-siireklilik) f(x) in her V a¢ik komsulugu i¢in x in en az bir U acik
komsulugu vardir 6yle ki f(U) c V ise f ye x de zayif-siirekli denir. f, X in her

noktasinda zayif-siirekli ise f ye zayif-siireklidir denir [24].

(4) (@-siireklilik) f(x) in her V agik komsulugu i¢in x in en az bir U a¢ik komsulugu
vardir oyle ki f (ﬁ) c Vise f ye x noktasinda 8-siirekli denir. f, X in her noktasinda
0-stirekli ise f ye 6-siireklidir denir [25].

Teorem 2.2.2 ([22,23]) (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyon, K ve K’

ise T ve o deki kapali kiimelerin ailelerini gostersin. Asagidakiler denktir:
(i) f siireklidir,

(i) Veoiginf (V) ert,

(iii) B € K' i¢in f"1(B) € K,

(iv) Ac Xi¢in f(A) c f(4),

(v)C cYicin f71(C°) c (f‘l(C))O.



2.3 Ayirma Aksiyomlar1

Topoloji ile ilgili baz1 problemlerin ¢oziimiinde karsilasilan sorunlarin giderilmesi igin
topolojik uzaylar iizerine bazi smirlamalar getirmek gerekir. Degisik yapilari, bazi
ozelliklere sahip olan siniflara ayirip her sinifin 6zelliklerini ayr1 ayr1 incelemek daha
kolay ve yararli olmaktadir. Bu amagla “Ayirma Aksiyomlar’” denilen bir
siniflandirma yapilmis ve bu aksiyomlar “Trennungsaxiom” kelimesinin bas harfi
aliarak Ty, Ty, Ty, ... seklinde gosterilmistir. Temel diisiince, ayrik olan kiimelerin

veya farkli noktalarin birbirinden agik komsuluklara ayrilmasi ilkesine dayalidir.
Tanim 2.3.1 ([22]) (X, T) topolojik uzay olsun.

(1) (T{ uzayr) x,y € X, x # y noktalann icin x e U, y € U ve y €V, x € V olacak
sekilde U ve V agiklar1 varsa (X, 7) ya T; uzay1 denir.

(2) (T, uzayl) x,y €X, x # y noktalar1 igin U NV = @ olacak sekilde x e U,y €V

aciklar1 varsa (X, t) ya T, uzay veya Hausdorff uzay denir.

(3) (Regiiler uzay) K kapali kiime ve x € K ise K € U ve x € V olacak sekilde U ve

V ayrik agiklari varsa (X, T) ya regiiler uzay denir.
(4) (T3 uzayi) Regiiler olan bir T; uzayma bir T5 uzay1 denir.

Bir (X, 1) topolojik uzay1r T; ise T, ve T, ise T; oldugu bilinmektedir. Fakat bu
ifadelerin tersleri genelde dogru degildir. Ornegin R deki tiimleyeni sonlu
7 ={G S R |G sonlu} U {@} topolojisi i¢in (X,7) uzayr T; olmasina ragmen T,
degildir. Eger T, olsaydi a # b icin U NV = @ olacak sekilde a ve b nin sirasiyla
U ve V agik komsuluklart olurdu. Burada U€ U V¢ = R olup bu ise bir ¢eliskidir.

2.4 Urysohn Uzaylan

Tanim 2.4.1 (X, 7) topolojik uzay olsun. Farkli Vx,y € X nokta ¢iftiicin U NV = @
olacak sekilde x ve y nin sirasiyla en az bir U ve V ag¢ik komsuluklari varsa (X, ) ya

Urysohn uzay1 denir.



Ornek 2.4.2 (1) (R,U) alisilmis topolojik uzay Urysohn’dur. Her x,y € R, x # y

olsun. d(x,y) = € olmak lizere

€ € € €
xe(x—g,x+§)=U,y=(y—§,y+§)=V

olarak secgersek U NV = @ olur.

(2) (X,P(X)) diskre topolojik uzay Urysohn’dur. Her x,y € X, x # y olsun.
xe{x}=Uvey={y}=Valmrsa UnV ={x} n {y} ={x}n{y} =0 dur.

(3) (X, t) indiskre topolojik uzay Urysohn degildir. Her x,y € X icin x e U,y €V
olmak tizere V,U € Ti¢in U = X = Vsegersek U NV =XNX =X # @ dir.

(4) X sonlu bir kiime olsun. (X, 7) uzay1 Urysohn’dur ancak ve ancak 7 = P(X) dir.

Tanim 2.4.3 (Arens Kare Topolojisi) ([26]) A birim karenin bir alt kiimesi olmak
tizere A ={(i,j):0<i<1,0<j<1, l]EQ}\{( ) ]EQ}olsun Yani birim

kare i¢indeki birinci bileseni 5 disinda olan tiim rasyonel koordinatli noktalarin

kiimesidir.

X =AU{(0,0),(1,0)}u {(%rﬁ) reQ0<rv2< 1}

B, X den elde edilen T topolojisinin bazi su sekilde tanimlanir. A nin her noktasina
birim karedeki Oklid topolojisinden elde edilen acik kiimelerin yerel bazi alinir.

A disinda bulunan X deki kalan diger noktalar icin ise asagidaki yerel bazlar vardir.

U (00)_{(xy) 0<x<% 0<y< }u{(oon

U, (1,0) = {(xy) e x<l0o<y<- }u{(m)}

(—r\/_)z{(xy) —<x< |y—r\/_| }

seklinde tanimlanir. X in her bir noktasinda lokal baz mevcut oldugu i¢in bu lokal
bazlarin birlesimi T topolojisi i¢in bir baz olusturur. Bu B bazi tarafindan {iretilen

(X, 7) topolojisine Arens kare topolojisi denir.

6



(0,0) |

Sekil 2.1. Arens kare topolojisi.

Tamm 2.4.4 (irrasyonel Egim Topoloji) ([26]) X = {(x,y)|y = 0,x,y € Q} ve q
irrasyonel bir sabit olsun. B, B,(k) = {r € Q: |r — k| < £} ise Q2 deki k merkezli &

yarigaplt diskler olmak iizere NE((x, y)) ={(x,y)} UB, (x + %) U B, (x — %)
seklindeki (x,y) nin & komsuluklarinin bir sinifi olsun. Boylece her NE((x, y))
kiimesi {(x, y)} rasyonel bilesenli tek nokta kiimesi ve orta noktalar1 x + % irrasyonel
olan rasyonel sayilar iizerindeki & uzunlugundaki iki acik araligin birlesiminden
olusur. Burada (x + %, ) noktalarin1 (x,y) araligina katan dogrular +q egimine

sahip dogrulardir. B dan elde edilen topolojiye Irrasyonel egim topolojisi denir.

Sekil 2.2. irrasyonel egim topolojisi.

7



Onerme 2.4.5 (X, 1) topolojik uzay ve B acik kiimelerin smifi olsun. B smifi bazdir

ancak ve ancak her x € X i¢in B, = {B € B |x € B} smifi x € X de yerel bazdir.

Ispat: Kabul edelim ki B smifi baz, U da x € X in agik bir komsulugu olsun. Bu
durumda x € B € U olacak sekilde x in B da B acik komsulugu vardir x € B € B.
Boylece B, smifi x € X de yerel bazdir. Tersine olarak x € X icin
B, = {B € B |x € B} sinifi x € X noktasinda yerel baz ve U agik bir kiime olsun. Bu
durumda her x € U icin x € B, © U olacak sekilde B, € B, vardir. Bdylece
U = Uyey By olup B simnifi bir bazdir. Bu 6nermenin sonucu olarak B, , x € X
noktasinda lokal baz ise bu lokal bazlarin birlesimleri X deki t i¢in bir B baz1 olusturur,

yani B = U,ex By.
Teorem 2.4.6 Her Urysohn uzayr Hausdorft’dur.

Ispat: (X, 1) uzay1 Urysohn olsun. Vx,y € X, x # y i¢in x ve y nin sirasiyla en az bir
U ve V agik komsuluklari vardir. Oyleki UNV =@olur. UCS U veV SV seklinde

yazilabilir. Her iki tarafin kesisimini alirsak UNV € UNV. U NV S @ olur bu ise
U NV = @ olmasi yani (X, 7) nun Hausdorff olmasidir. Tersi genelde dogru degildir.
Ornegin, (X,7) Arens kare topolojik uzayr Hausdorfftur. Ciinkii (0,1)% N Q? den
alinan noktalar, (0,0) ve (0,1) noktalarinin higbiri v € Q olmak {izere (%,r\/i)
formunda ki bir nokta ile ikinci bilesenleri ayn1 olmaz. Fakat (X, t) uzayr Urysohn
degildir. Ciinkii f:X — [0,1], f((0,0)) =0 ve f((1,0)) =1 gibi siirekli bir f
fonksiyonu oldugundan [0,1] iizerindeki aligilmis topolojiye gore olan [0, %) ve G, 1]
aciklarmnin ters goriintiileri X de agiktir. Bu ters goriintiiler bazim,n € N i¢in U, (0,0)

ve U,,(1,0) i icermesi gerekir. Eger rv2 < min {%,i} ise f(%,r\/i) ¢ [0,%) N
3

(Z’ 1] =0.

Kabul edelim ki f G,r\/f) ¢ [0, %) olsun. Bu durumda en az bir U agik komsulugu

vardir dyle ki f (%,r\/i) € Uolurve U N [0, %) = @ dur.



Fakat bu durumda f~1(U) ve f 1 ([0, i)) ters goriintiileri sirastyla G, r\/f) ve (0,0)
aciklarini iceren ayrik kapali kiimelerdir. 7v2 < min {%,%} oldugundan baz1 k € N
.. 1 . .

icin Uy (E’ r\/f) ve U,(0,0) igeren bu kapali kimeler ayrik olamaz.

f (%,r\/i) ¢ G, 1] icinde benzer ispat yapilir.
Teorem 2.4.7 Urysohn uzayin her alt uzay1 da Urysohn’dur.

Ispat: (X,7) uzayr Urysohn ve A € X olsun. Farkli x,y € A noktalar1 verilsin.

X, Urysohn oldugundan G N H = @ olacak sekilde x ve y nin sirastyla G ve H agiklari
vardir. Boylece U = G N AveV = H N A sirastyla x ve y nin A da acik komsuluklar1

olupUNV=GNANHNASGNANHNA=@ dur. Béylece (4,7,) alt uzay:
Urysohn’dur.

Teorem 2.4.8 Urysohn uzay1 olma topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: Kabul edelim ki f: (X, 7) — (Y, 0) bir homeomorfizm ve (X, ) uzay1 Urysohn
olmak {izere y,,y, € Y farkli noktalar1 verilsin. Bu noktalara karsilik f(x;) = y; ve

f(x;) = y, olacak sekilde x;,x, € X farkli noktalart vardir. (X,7) nun Urysohn

olmasindan x; € G ve x, € H olmak iizere G NH = @ olacak sekilde G ve H ayrik

agiklari vardir. Buradan y; € f(G) ve y, € f(H) igin f(G) ve f(H) agiklari vardir ki
m nm = @ oldugunu gosterecegiz. f nin kapaliligindan m C f(G) ve
F(H) € f(H) dir ve f(G) N f(H) < f(E) N f(ﬁ) olur. f(E) N f(ﬁ) #+ @ olsaydi
enazz € f(G),z € f(H) olurdu. f bire bir ve ortenliginden f~1(2) € f~1f(G) = G
ve f~1(z) € f~1f(H) = H olur. O halde f~(2) € G N H yazabilirizki G N H # @
dur. Bu da (X, t) nun Urysohn olmas: ile ¢elisir. Boylece f (E) nf (ﬁ) = @ olur.

Buradan f(G) N f(H) = @ yazilir. Sonug olarak y;,y, nin Y de ag¢ik komsuluklari

vardir, yani (Y, o) uzay1 Urysohn’dur.
Teorem 2.4.9 Her T; uzay1 Urysohn uzayidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, t) uzay1 T olsun. Her T3 uzay1 T; ve regiilerdir. (X,1)
uzayr T; oldugundan her {y} kiimesi kapalidir. Kabul edelim ki x # y olsun. Uzay



regiiler oldugundan x € U ve {y} € V olmak iizere U NV = @ olacak sekilde U ve
V aciklar1 vardir. Diger taraftan x, y € X ve x, y nin sirasiyla U, V agik komsulugu i¢in
G SU ve H €V olacak sekilde x ve ¥ nin G ve H agiklari vardir Syle ki

G NH cUNVdenG NH = @ olur. Buise (X, 7) nin Urysohn oldugunu gsterir.
Teorem 2.4.10 Her metrik uzay Urysohn’dur.

Ispat: (X, d) metrik uzaymn a, b € X i¢in a # b ve d(a, b) = r > 0 oldugunu kabul

edelim. a € D (a, Z) veb €D (b,g) olmak uzere D [a,g] NnD [b,ﬂ = @ dur. Ciinkii
eger D [a,g] NnD [b,g] # @ olsaydien az birx € D [a,%] NnD [b,g] olurdu. Buradan

x€D|az|, x €D|b ]| yazlabilir

X €D [a,g] ised(a,x) <

S

x€D [b,g] ise d(b, x) Sg

r
r=d(a,b) <d(a,x)+d(bx) < -

El
N

r< g olur. Bu ise D [a,ﬂ NnD [b,ﬂ # @ olmasi ile geligir. D [a,g] NnD [b,g] =0

olmalidir yani (X, d) uzay1 Urysohn’dur.
Teorem 2.4.11 Urysohn uzayinda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat: Kabul edelim ki Urysohn uzayinda bir (x,,) dizisi a ve b gibi farkl iki degere
yakinsak olsun. (X,7) uzayir Urysohn ve a # b oldugundan G N H = @ olacak

sekilde a ve b nin sirasiyla G ve H agik komsuluklari vardir. Diger yandan (x,,) — a
oldugundan n > n, i¢in x,, € G olacak sekilde bir n; € N ve (x,,) = b oldugundan
n > n, icin x, € H olacak sekilde bir n, € N vardir. Boylece n, = maks{n,,n,}

olmak iizere n > n, i¢in x, EGNH S GNH S GNH dir. Buradan x, € GNH

olur. Buise G N H = @ olmasiyla ¢elisir. O halde a = b olmak zorundadir.
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Teorem 2.4.12 Urysohn uzayinda her tek nokta kiimesi kapalidir.

Ispat: (X,7) Urysohn uzay: olsun. a € X icin x € {a}° ise x ve a farkl1 olup uzay
Urysohn oldugundan x € G, a € H ve G N H = @ olacak sekilde G ve H agiklari

vardir. Buradan G N {a} S G N{a} S GNH =@ dir. O halde G N {a} = @ olur ki
buise x € G € {a} dir. Sonug olarak {a}‘ agik yani {a} kapalidir.

Teorem 2.4.13 {(X;,7;)|i € I} smfi ve X =[];;X; olsun. (X,7,) ¢arpim uzayi

Urysohn’dur ancak ve ancak her i € I i¢in (X;, 7;) uzay1 Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki (X,7,) carpim uzay1 Urysohn olsun. Her i € I igin (X;, ;)
uzay1 (X, t,) ¢arpim uzayinin bir alt uzayina homeomorf oldugundan Teorem 2.4.7

den her bir (X;, ;) uzayi1 Urysohn’dur.

Tersine olarak her bir (X;, ;) uzay1r Urysohn olsun. X = [[;¢; X; ¢arpim uzayimin
Urysohn oldugunu gosterecegiz. Eger x = (xq,x5,...),¥ = (V1, V2, ...) € X farkli
noktalar ise 3i € I i¢in x;,y; € X; noktalar: farklidir. Fakat her i € I i¢in (X;,T;) ler
Urysohn oldugundan farkli x;,y; € X; noktalarinin sirasiyla G;NH; =@ olacak
sekilde x; € G; ve y; € H; agik komsuluklar1 vardir. Burada m;: X — X; izdiisim

fonksiyonun siirekliliginden x ve y nin sirasiyla 7; 1(G;) ve m; *(H;) agiklar1 vardir.

O halde

m;~1(G) N~ (H;) € ﬂi_l(G_i) N ﬂfl(ﬁi) = ﬂi_l(Ei nﬁl) =0

dur. Buradan m;71(G;) Nm;71(H;) = @ olur. Sonu¢ olarak (X,7,) carpim uzayi
Urysohn’dur.
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3. SEMI TOPOLOJIK KAVRAMLAR
3.1 Semi-Acik, Semi-Kapah Kiimeler Ve Semi-Siireklilik

1963 yilinda Levine [14], agik kiime kavramini semi-agik kiimeye genellestirmistir.
1972 yilinda Crossley ve Hildebrand [15], semi-kapali kiime kavramina ilk referans
olan isim oldular. Ardindan 1987 yilinda Bhattacharyya ve Lahiri [27], semi-agiklik

yardimiyla semi-kapali kiime kavramini tanimlamislardir.

Calismanin bu kisminda semi-agiklik ve semi-kapali kiime kavramlari, teoremler ve

uygulamalar verilmistir.

Tanim 3.1.1 (Semi-ag¢ik kiime) (X, t) topolojik uzay, A € X ve G € t olsun.

G S A S G olacak sekilde en az bir G € X ag131 varsa A ya semi-agik kiime denir.

(X, 7) daki tiim semi-agiklarin sinifi SO (X, 7) ile gosterilir [14].
Onerme 3.1.2 (X, 1) topolojik uzayinda,

(1) X ve @ kiimeleri semi-agiktir,
(2) Semi-agik kiimelerin keyfi birlesimleri semi-agiktir,

(3) Semi-agik kiimelerin sonlu kesigimleri semi-acik olmayabilir.

Ispat: (1) Her agik ayn1 zamanda semi-agik oldugundan ispat asikardir.

(2) SO(X,1) = {B; € X|i € I} olsun. Boylece Vi € I i¢in U; € B; € U, olacak sekilde
U; agig vardir. Vi €1 icin  U; ler agik oldugu icin U;g; U; aciktir. Dahasi
Uies Ui € Ui B; dir. Uiy B; € U, U, gosterecegiz. x € U B; olsun. i, € I icin
x € B;, olurki U;, € B; € U, danx € U,, dir. Bdylece x € U, € U;; U; = Uy, U,
dir. Sonug olarak x € U,g; U, dir kiU;e; U; € Ujer B; € U, U, dir, yani U;e; B;

semi-agiktir.

(3) Semi-agiklarin keyfi birlesimleri semi-agiktir fakat sonlu kesisimlerinin semi-agik
olmadigini bir 6rnekle gosterelim. X = {a, b, c} deki T = {(Z), X,{a},{b} {a, b}} icin
semi-aciklarin smuf SO(X,7) = {(Z), X,{a},{b},{a, b} {a,c},{b, c}} olmak iizere
{a,c},{b,c} € SO(X, 1) dir fakat {a,c} N {b,c} = {c} & SO(X, 1) dur.
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Tamm 3.1.3 (Semi-kapah kiime) (X, 7) topolojik uzay, A € X olsun. F° C AC F
olacak sekilde en az bir F € X kapali kiimesi varsa A ya semi-kapal1 denir. (X, 7) daki

tim semi-kapalilarin siifi SCI(X, 7) ile gosterilir [14].
Onerme 3.1.4 (X, 1) topolojik uzayinda asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) X ve @ semi-kapalidir.
(2) Semi-kapalilarin keyfi kesisimleri semi-kapalidir.

(3) Semi-kapalilarin sonlu birlesimleri semi-kapali olmayabilir.

Ispat: (1) Her kapali ayn1 zamanda semi-kapali oldugundan ispat asikardir.

(2) {B; < X|i € I}, X deki semi-kapali kiimelerin sinifi olsun. Bu durumda her i € I
icin B;¢ semi-agiktir. Semi-acik kiimelerin keyfi birlesimleri semi-agik oldugundan
Uier B¢ semi-agiktir. Boylece (U;e; B;€ )¢ semi-kapahidir. (U;¢; B; )¢ = Nie; B;

semi-kapalidir.

(3) Semi-kapali kiimelerin keyfi kesisimleri semi-kapali olmasma ragmen, sonlu

birlesimlerinin semi-kapali olmadigini bir 6rnekle gosterelim.

X ={a, b, c} kiimesi iizerindeki T = {(Z), X,{a},{b} {a, b}} i¢cin semi-agiklarin sinifi
Scl(X,7) ={0,X,{b,c},{a,c}, {c},{b},{a}} olmak iizere {a},{b} € SCI(X,T) dir
fakat {a} U {b} = {a, b} & SCI(X, ) dur.

Tamm 3.1.5 (Bir kiimenin semi-i¢i) (X, o) topolojik uzayinda A € X in kapsadigi

semi-agik alt kiimelerinin birlesimine A nin semi-i¢i denir. A® seklinde gosterilir [14].
Onerme 3.1.6 (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun.

(1) A° c A,
(2) A® semi-agiktir,
(3) A semi-agiktir ancak ve ancak A° = A,

@ (4°)° =4°.
Ispat: (1) ve (2) tanimdan agiktir.
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(3) A5 = U{G < A|G € SO(X, 1)} oldugundan G < A olacak sekilde her G semi-agik
kiimesi i¢in G € A® dir. O halde A° kiimesi A nin kapsadigi en biiyiik semi-agik
kiimedir. Yani A € A® dir. Diger yandan (1) dan dolay1 A° 2 A ve A = A® dir. Tersine
olarak A® = A ise (2) den A semi-agiktir.

(4) A® semi-agik oldugundan (3) den (A%)° = AS dir.

Tanim 3.1.7 (Bir kiimenin semi-kapanis1) (X, t) topolojik uzayinda A € X i igeren

X in semi-kapali tiim alt kiimelerinin kesisimine A nin semi-kapanis1 denir.

A seklinde gosterilir [14].
Onerme 3.1.8 (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun.

1 AcA,

(2) A semi-kapalidir,

(3) A semi-kapalidir ancak ve ancak A = A,
@ (A)=4.

Ornek 3.1.9 X = {a,b,c,d}, T = {X,0,{d},{c, d},{a, c,d}} olsun.

Cizelge 3.1. (X, 7) topolojik uzayindaki semi-agik kiimelerin sinifi.

Acik Kapah Acik Kapah Semi-acik
kiimeler kiimeler kiimelerin kiimelerin Kkiimeler
kapanisi ici
) X =0 X )
{d},{a,d},{b,d},{c,d},
{d} {a' br C} {d} =X @ {a, b, d}, {a, c, d},
{b,c,d}, X
{c,d} {a, b} {c,d}=X v {c,d},{a,c,d},
{b,c,d}, X
{a,c,d} {b} {a,b,c} =X 1) {a,c,d}, X
X 0) X=X 0) X
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So(X,1) ={X,0,{d},{a,d},{b,d},{c,d},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}} seklindedir.
Semi-acgiklarin smifi 7 topolojisinden daha incedir. Her semi-acik kiime agik
olmayabilir. {b, d} semi-agik kiimedir fakat agik degildir. Genelde de uzay diskre ve

indiskre olmadig stirece SO (X, 7) bir topoloji olusturmaz.

SCl(X,t) ={0,X,{a,b,c},{b,c},{a,c}{a, b} {c}, {b},{a}} seklindedir. Her semi-
kapali kiime kapali olmayabilir. {a,c} semi-kapali kiimedir fakat kapali degildir.
Genelde de uzay diskre ve indiskre olmadig siirece SCL(X, T) topoloji olusturmaz. X

in tiim alt kiimelerinin semi-kapanislarini ve semi-iglerini bulalim.

Cizelge 3.2. (X, 7) topolojik uzayindaki alt kiimelerin semi-kapanist.

« B=0 e =9

e X =X e XS=X

o {a}={a) o {a)°=0

o (b} ={b} . (=0

e {d={q o {c=9

. @=x o {dF={a}

e {ab}={ab} o {ab¥=0

e {a,c}={ac} e {acy =0

o {bc}=1{b,c} o {(bcF=0

o (bd}=x e {(bd} ={bd}
o {cd}=X e {cd} ={cd}
e {adi=x e {a,df ={ad)
o {ab,c}={abc} |* {abc} =0

e {a,bdl=X e {a,b,d} ={ab,d}
e {bcdl=X e {b,c,d} ={b,cd}
e {acd}=X e {a,cd} ={acd}
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Ornek 3.1.10 X = {a,b,c}, o = {X, 0, {b}} icin,

Cizelge 3.3. (X, 0) topolojik uzayindaki semi-agik ve semi-kapalilarinin sinifi.

Acik kiimeler Kapah kiimeler Acik kiimelerin | Kapah kiimelerin
kapanisi ici
{b} {a,c} by =x {a,c}°=0
X ) X=X P° =0

SO(X,0) = {X,0,{b},{a, b}, {b, c}} ve SCI(X,0) = {0, X,{a, c},{c}, {a}} dr.
Lemma 3.1.11 (X, 1) topolojik uzayinda A,B c X i¢cin A UB < AUB dur.

Ispat: Ac AUB,B c AUB oldugundan A € AUB, B c A U B olur. Buradan
A UB c A UB elde ederiz. Esitlik olmadigmi gosterelim:

X={ab,c}t={X 0{a},{c}{a, c}}olsun.

K= {®, X, {b},{a, b}, {b, c}} kapali kiimelerin sinifi,

S0(X,7) =1{0,X,{a}, {c},{a, b}, (b, c},{a,c}},
scl(x,t) = {X,0,{a},{b},{c}, {b, c},{a, b}

A={a},B={c}olsun. A UB ={aju{c} ={a}u{c}={a,c}ve AUB = {a,c}

}
ise AUB = X olur. Sonug olarak A UB # A U B dir.

Lemma 3.1.12 (X,7) uzayinda A,B c Xi¢in A N B = AN B dir.

fspat: BS B ve AcS A oldugundan ANBSANB dir. A,B €SCI(X,T)
oldugundan sonlu kesisimleri semi-kapali olur oyle ki A NB semi-kapalidir.
ANB yi kapsayan en kiiciik kapal

ANBCANBCANBE olurki ANBC A NB elde edilir.

ANB kiimesi kiime oldugundan

Diger taraftan x € A N B olsun. x €A ve x € B olur. x € A ise her x € U i¢in
UNA=+ @ olacak sekilde U € SO(X,7) ve x €B ise her x € U icin UNB # 0
olacak sekilde U € SO(X, 1) vardir 6yle ki (UNA)N(UNB)=UN(ANB)+0

16



oldugundan x € AN B olur. Béylece A N B € AN B olur. Sonug olarak her iki
N B dir.

taraftan da saglandigi icin A N B = 4
Ornek 3.1.13 (1) (R, U) uzayinda (a, b), (a, b], [a, b) ve [a, b] araliklar1 semi-agiktir.
(2) (X, P(X)) olsun. SO(X,7) = P(X) dir,

3) (X,{X,0}) olsun. SO(X,t) = {X, @} dir,

(4) X tuzerinde ki 7={G S X |G sonlu}U{@} timleyeni sonlu topoloji i¢in
SOX, )= {HCSX|GSHCX, Get} dur

B) X deki 1,={GSX|a€G}uU{@} 0Ozel nokta iceren topoloji i¢in
SOX,1)={HSX|GSHCX, Ge1} dur

6) X deki t*={GSX|a€&G}U{X} Ozel nokta igermeyen topoloji igin
SOX,1)={HESX|GESHCX, Get}.

Teorem 3.1.14 (X, 7) topolojik uzayinda, B S X olsun.
(1) (B®)° = (B°)
@ (B)° = (B)°

Teorem 3.1.15 (X, t) uzayinda semi-kapali bir kiimenin tiimleyeni semi-agiktir.

Ispat: (X,7) topolojik uzay ve A € X semi-kapali olsun. Bu taktirde F° € A € F

olacak sekilde bir F € X kapali kiimesi vardir. Tiimleme o6zelliginden
F¢ € A° € ((F°)°) olur. F nin kapaliligindan F€¢ agiktir. Buradan ((F°)¢) = (ﬁ)

olurki F¢ c A° (ﬁ) yazilir bu ise A€ nin semi-agik oldugunu gosterir.
Teorem 3.1.16 (X,7)da A € X semi-agik ve G € X acgik ise A N G semi-agiktir.

Ispat: A semi-agik ve G agik olsun. Semi-acikliktan U € A € U olacak sekilde
U ag1g1 vardir. G ile kesistirilirse UN G € AN G S U N G olur. Bdylece U, G € 7 dan
UNG agikti. ANG € UNG oldugunu gosterelim. x €EANG olsun. x € A ve
x € Gdir. U S Adan x € Aveyax €& U dur.
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x€Uolsun.x EGdenx EUNG ve x EUNGdir. x € Uolsun. x € A € U olur
ki x € U’ dir. (Burada U’ kiimesi U nun yigilma noktalarinin kiimesidir.) V, x iigeren
acik kiime olmak tizere x EV NG vex € U ' dan VNG de x den farkli biry € U
vardirve y € Uvey € G dir. O halde y € U N G dir. Boylece x 1 igeren bir V agig1
i¢in dogru oldugundan x € (U N G)" dir. Buradan x € (U N G) dir. Sonug olarak
UNGESANU S UNG dir, yani A N U semi-agiktir.

Teorem 3.1.17 (X, 7) da K € X semi-kapalive F € X kapaliise K U F semi-kapalidir.

Ispat: Kabul edelim ki F kapali ve K € X semi-kapali kiime olsun. F€ agik, K¢ de
semi-agik oldugundan Teorem 3.1.16 den F° N K€ de X de semi-agiktir. Sonug olarak
F¢ N K=(F UK)° semi-agik F U K kiimesi semi-kapalidir.

Onerme 3.1.18 (X, 1) topolojik uzayinda A € X acig1 icin SO(4,1,) € SO(X, 1) dur.

ispat: Kabul edelimki U € SO(4,14) olsun. G € U € G olacak sekilde G € T, vardur.
Alt topoloji tanimindan G = A N G; ve G € T seklindedir. A, G; € T oldugundan
ANG; €t olur. Bu ise U nun (X,7) da semi-agik oldugunu gosterir. Yani

U € SO(X, 1) dur.
Teorem 3.1.19 (X, 7) uzaymda @ # A € X semi-kapalidir ancak ancak (4 )° € A.

Ispat: (X,7) topolojik uzay ve A € X olsun. (4 )° € A oldugunu varsayalim.
Biliyoruz ki A€ A ve A kapalidir. Buradan (4 )° € A € A oldugundan A semi-
kapalidir.

Tersine olarak (A)° € A oldugunu kabul edip A nm semi-kapali olmadigin
gdsterelim. A € C olacak sekilde bir C kapalisi bulunsun. A, A igeren tiim kapalilarin
kesisimi oldugundan (4 )° € A € C dir. Kabulden (4 )° & A idi. Yani bir x € (4)°
vardir ve x & A dir. Dahas1 x € (4 )° dan yani i¢ nokta oldugundan x € U € A olacak
sekilde U € 7 vardir. Boylece x € U € A € C olur. Bu ise x € C demektir. Fakat
x € A oldugunda x € C° dir. Yani C° € A dir. Bu ise C° € A C C olacak sekilde

higbir C kapal1 kiimesi olmadig1 anlamina gelir, sonug olarak A semi-kapali degildir.
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Teorem 3.1.20 (X, 7) uzayinda A € X semi-agiktir ancak ve ancak A € (A°) dur.

Ispat: A semi-agiktir ancak ve ancak A€ semi-kapalidir. A° = B olsun. Teorem 3.1.19

dan B semi-kapalidir ancak ve ancak (B )° € B dir. Her iki tarafin tiimleyeni alinirsa

B¢ C ((E)O)C elde edilir. A semi-aciktir ancak ve ancak 4 S ((E)O)C haline gelir.

_ c —_
Teorem 3.1.14 den A C ((B)O) = (B)C = (B¢)° = (A°) olur. Boylece A € (A°)
elde edilir.

Teorem 3.1.21 (X, 7) uzaymnda A € X i¢in A U (4 )° kiimesi semi-kapalidir.

Ispat: (X,7) uzay ve A € X olsun. A U (4 )° nin semi-kapali oldugunu gostermek

. . — o 0 — 0 . . . . . . >\
igin (A U (A) ) CAU (A) esitligini gostermeliyiz. Onerme 2.1.2 den dolay1

(AT)O C A ve her iki tarafin kapanigini alirsak (AT)O c @ = A olur, yani (AT)O C A.
o

o
Buradan (Z U (Z)O) Q(Z)O. Onerme  2.1.2°den  dolay (ZU (Z)O) =

— —0\° — —0\° — ke —

(4u(@)") ve (AU(A)") < (A)" di. Cinkii (A)" € AU (A)" oldugundan
— 0

(A u (Z)o ) cCAuU (Z)O olur. Dolayistyla AU (Z)O semi-kapalidir.

Teorem 3.1.22 (X,7) uzaymda A € X icin 4 =AU (4)° dur.

Ispat: (X,7) uzay ve ACSX olsun. ilk olarak AU (Z)o c A oldugunu
gosterelim. x € AU (AT)O olsun. Eger x €A ise A S A oldugundan x € A dur.
— -~ —=<\° ~
Simdi x € (A )° ve x & A olsun. A semi-kapali oldugundan ((A )) C A dir.
Buradan A €A oldugu icin AcC (Z ) yazabiliriz. Her tarafin icini alirsak
—\0 —<\? —\0 -—=<\° ~ ~
(A) c ((A )) olur. O halde x € (A) c ((A )) € A oldugundan x € A dir.
Dolayisiyla A U (Z)O c A bulunur.

Tersine olarak Teorem 3.1.21 den dolay1 A U (4)°, A y1igeren semi-kapal kiimedir,

yani AS AU(A)° dir. AS A oldugundan A € AU (A)° olur. O halde AU

(Z)o cAved € AU (A)° oldugundan A =A U (4)° dur.
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Sonu¢ 3.1.23 (1) Tek nokta kiimelerinin semi-agik olmasi i¢in agik olmasi gerekir.

Ciinkii agik olmayan tek nokta kiimelerinin i¢i bostur.
(2) (X,7) uzayinda @ # A € X igin A° = @ olsun. A semi-agik degildir.

(3) Semi-agik olmayan kiimelerin birlesimi semi-agik olabilir. (R, U) da
A=(0,2) U {3}, B=[2,6) U {1} kiimeleri semi-a¢ik olmamasina ragmen A U B = (0,6)

semi-agiktir.

(4) Teorem 3.1.22 den A C A dur.
3.2 Semi-siireklilik

Tamm 3.2.1 (Semi-siireklilik) ([14, 15, 28, 29]) (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve
f:X — Y fonksiyon olsun.

(1) (SO-I siirekli fonksiyon) Eger f(x) in her agik V komsulugu i¢cin X de x in
f(U) € V olacak sekilde bir U semi-acig1 varsa f ye x de SO-I siireklidir denir.
f, X in her noktasinda SO-1 siirekli ise f ye SO-1 siireklidir denir.

(2) (SO-2 siirekli fonksiyon) f(x) in her semi-acik ¥V komsulugu i¢in X de x in
f(U) € V olacak sekilde bir U semi-aci1g1 varsa f ye x de SO-2 siireklidir denir.
f, X in her noktasinda SO-2 siirekli ise f ye SO-2 siireklidir denir.

(3) (S0O-3 siirekli fonksiyon) f(x) in her semi-a¢ik V komsulugu igin X de
x nin f(U) € V olacak sekilde bir U agig1 varsa f ye x da SO-3 siireklidir denir.
f, X in her noktasinda SO-3 siirekli ise f ye SO-3 siireklidir denir.

(4) (Semi-acik ve semi-kapali fonksiyon) Her A € SO(X, 7) i¢in f(A) € SO(Y, 0) ise
f ye semi-aciktir denir. Her F € SCI(X,t) i¢in f(F) € SCI(Y,0) ise f vye

semi-kapalidir denir.
Tanim 3.2.2 (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar, f: X — Y fonksiyon ve x € X olsun.

(1) (B-irresolute siireklilik) f(x) in her V semi-a¢ik komsulugu i¢in x in en az bir U
semi-agik komsulugu vardir oyle ki f (ﬁ) c V ise f ye x noktasinda @-irresolute ve
her x € X icin f, O-irresolute ise f ye O-irresolutedir denir [30].
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(2) (6-zayrf-irresolute siireklilik) f (x) in her V semi-agik komsulugu i¢in x in en az

bir U semi-acik komsulugu vardir dyle ki f(U) c V ise f ye x noktasinda 0-zayif-

irresolute ve Vx € X igin f, 8-zayif-irresolute ise f ye 8-zayif-irresolutedir denir [31].

(3) (Semi-homeomorfizm) f bire bir, orten, SO-2 ve semi-agik ise f ye semi-
homeomorfizm denir. Semi-homeomorfizm altinda korunan 6zelliklere semi-topolojik

0zellik denir. Her homeomorfizm semi-homeomorfizmdir [15].
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4. SEMI-URYSOHN VE S-URYSOHN UZAYLAR
4.1 Semi-Urysohn Uzaylar

Tanim 4.1.1 (Semi-Urysohn Uzay) (X, t) topolojik uzay olsun. Farkli x,y € X igin
UNV =@ olacak sekilde x ve y nin en az bir U ve V semi-agiklar1 varsa (X, 7) ya

semi-Urysohn denir [3-6].

Ornek 4.1.2 (1) (R, U) da semi-Urysohn’dur. Her x,y € R icin x # y olsun.

d(x,y) = € olmak lizere

£ £ £ £
xE(x—g,x+§)=U,y=(y—§,3’+§)=v

olarak segersek U N V' = @ olacak sekilde U ve V semi-agik komsuluklar1 vardir.

(2) (X, P(X)) diskre topolojik uzay semi-Urysohn’dur. Her x,y € X i¢in x # y olsun.
x€{x}=U ve y={y}=V olarak segersck TNV ={x}n{y}={xIn{y} =0

olacak sekilde U ve V semi-a¢ik komsuluklar1 vardir. (S 0 (X ,P(X )) =P(X ))

3) (X,{X, 8}) indiskre topolojik uzay semi-Urysohn degildir. Vx,y € X igin x € U,
y € V olmak iizere U,V € SO(X,7) icinU =V = Xsegersek UNV =XNX =X #
@ bulunur. Bu sebeple semi-Urysohn degildir. (SO(X, {X,0}) = {X,0})

Ornek 4.1.3 X = {a,b,c}, 7 = { X,0,{a},{c}, {a,c} } olsun.

Cizelge 4.1 (X, 7) topolojik uzayindaki semi-agik ve semi kapali kiimeler.

Acik Kapah Acik Semi-acik Semi-kapah
kiimeler | kiimeler kiimelerin kiimeler kiimeler
kapamsi
) X Q=0 1) X
{a} {b, c} {a}={a, b} {a},{a, b} {b,c},{c}
{C} {a, b} a:{b, C} {C}) {br C} {a) b}) {a}
@cy | @a=x | taadx (3,0
X 1) X=X X @
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S0(X,7) ={®,X,{a},{c}{a, b}, {b,c},{a,c}},
SCIX,7) = {X, 9, {a}, (b}, {c},{b, c}, {a, b}

X in semi-agik kiimelerinin semi-kapanislar:: @ = @, X = X,{a} = {a},{c} = {c},
{a,b} = {a,b},{b,c} = {b,c},{a,c} = X

e a#b i¢in a€{a}=U,be{b,c}=V semi-agiklar1 vardir, Oyle ki
OnV ={a}n{b,c} =0

e a+c i¢in a€f{a}=U, c€{c}=V semi-agiklar1 vardir, Oyle ki
OnV ={a}n{c}=0

e b#c i¢in b€efab}=U, c€{c}=V semi-agiklart vardir, Oyle ki
UnV ={a,b}n{c}=0

Teorem 4.1.4 Semi-Urysohn uzaym agik bir alt uzay1 da semi-Urysohn’dur.

Ispat: (X, 1) uzay1 semi-Urysohn ve A € X agik kiimesi olsun. Farkli x,y € A igin
x,y € X dan ve (X,T) uzay1 semi-Urysohn oldugundan U NV = @ olacak sekilde x
ve y nin U ve V semi-agiklar1 vardir. Teorem 3.1.16 dan A agik ve U, V semi-agik

oldugundan G =ANU ve H=ANV da sirastyla x ve y nin A da semi-agik
komsuluklaridir. (AN U) N (ANV) = @ oldugunu gosterecegiz. Teorem 3.1.20

An)Nn@AnV)=[An)u(@n0)’]n[Anv)u(@nV)’]

(gl

:(A nU)u (Znﬁ)o] n [(A nv)u (ZnV)o]

(]

(anv)u (@) n@))]|n[anvv(@’ n@))]

=::(A nU) U (Z)O] n [(A nU) U (5)0” n [[(A nvyu (Z)O] n [(A nV)u (7)0”
=:(A NnU)U (Z)O] N [(A nV)u (Z)O] N [(A NU)U (U)O] N [(A nv)u (7)0]

=:(Z)0 Uu@nuUn V)] n [(A U (U)O) n (U U (U)O)] n [(A U (V)O) n (V U (V)O)]

=:(Z)° u@Anun V)] n (A U (ﬁ)o) n (A U (7)0) n (U U (U)O) n (V U (7)0)

23



ognVv = (U U (E)O) N (V U (V)O) =@ oldugundan (ANU)N(ANV) = @ olur.

Sonug olarak (A4, t4) agik alt uzay1 semi-Urysohn’dur.
Teorem 4.1.5 Her Urysohn uzay1 semi-Urysohn’dur.

Ispat: (X,7) topolojik uzayr Urysohn, K kapali kiimelerin smifi ve SCI(X,T)
semi-kapali kiimelerin sinifi olsun. Farkli x,y € X noktalar1 i¢in X uzay1r Urysohn

oldugundan G N H = @ olacak sekilde x ve y nin sirasiyla G ve H agik komsuluklar

vardir. Her agik kiime (kapali kiime) semi-agik (semi-kapali) oldugundan x ve y nin
sirastyla G, H semi-agik ve G, H semi-kapali komsuluklar1 vardir. K € SCI(X,T)

oldugundan G N H = @ dur. Bu ise uzayin semi-Urysohn oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.6 (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve f: X — Y semi-homeomorfizm olsun.

(X, t) semi-Urysohn ise (Y, o) da semi-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki y;,y, €Y, y; # y, olsun. f bire bir ve 6rten oldugundan
Yy = x4, f~1(y,) = x, olacak sekilde x;,x, € X, x; # x, vardir. (X,7) uzay
semi-Urysohn oldugu icin x; ve x, nin sirasiyla en az bir U ve V semi-acik kiimeleri
vardir dyle ki UNV =@ dur. U ve V semi-kapali kiimelerdir. f semi-kapali
oldugundan f(0), f(V) € SCI(Y,0) dir. U c Uile V c V oldugundan f(U) c f (D)
ve f(V) € f(V) olur. Buradan f(U) c fF(\U:) = f(0) ve f(V) c ]CF(7) =f()
olur. Kesisim uygularsak f(U) N f(V) c fO)nf(V)=FO0nV)=7@) =0,

fW)n f(V) = @ olur bu ise (Y, o) uzayimin semi-Urysohn oldugunu gosterir.
4.2 S-Urysohn Uzaylar

Tamm 4.2.1 (S-Urysohn uzaylar) (X, 1) topolojik uzay olsun. Farkli her x,y € X

nokta ¢ifti icin U NV = @ olacak sekilde x ve y nin sirastyla en az bir U ve V
semi-aciklar1 varsa X uzayma s-Urysohn denir, yani uzayin farkli noktalarinin

kapaniglar ayrik, semi-acik komsuluklari vardir [3-6].

Ornek 4.2.2 (1) (R, U) ahsilmis topolojik uzay s-Urysohn’dur. Her x,y € R igin

x # y olsun. d(x,y) = € olmak {lizere
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€ € € €
xe(x—g,x+§)=U,y=(y—§,y+§)=V

olarak secersek U NV = @ olacak sekilde U ve V semi-acik komguluklari vardir.

(2) (X, P(X)) diskre uzay1 s-Urysohn’dur. Vx,y € X i¢in x # y olsun. x € {x} = U
ve y={y}=V alirsak UNV = {x} Nn{y} =& olacak sekilde U ve V semi-agik

komsuluklar1 vardir.

(3) (X, 1) indiskre topolojik uzay s-Urysohn degildir. Vx,y € X icin x e U, y €V
olmak tizere U,V € SO(X,7) igin U =V = X segersek UnV=XnX=X=+0
bulunur. Bu sebeple s-Urysohn degildir.

(4) X sonlu bir kiime olsun. (X, ) uzay1 s-Urysohn’dur ancak ve ancak t = P(X) dir.

Not: (X, 7) topolojik uzay, K kapali kiimeler sinifi ve SCL(X, t) semi-kapali kiimelerin
simifi olmak iizere her kapali kiime semi-kapali oldugunda K € SCI(X, 1) olur ki
buradan (X, 1) uzay1 s-Urysohn ise semi-Urysohn’dur. Fakat genelde tersi dogru

degildir.
Ornek 4.2.3 X ={a,b,c}, 7 = { X, 0,{a},{b},{a, b} } olsun.

Cizelge 4.2. (X, 7) topolojik uzayindaki semi-agik ve semi kapali kiimeler.

Acik Kapah Acik Semi-acik Semi-kapah
kiimeler | kiimeler kiimelerin kiimeler kiimeler
kapamsi
) X Q=0 1) X
{a} {b, c} {a}={a, c} {a},{a,c} {b, c},{b}
vy | @d | W= | BB | {adi@
{a, b} {c} {a,b}=x | {ab}X {c},o
X @ X=X X ?

S0(X,7) ={0,X,{a}, {b},{a c}{b,c} {a b}},

SCI(X,7) = {X,8,{a}, {b},{c}, {b,c}. {a,c}}
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X in semi-agik kiimelerinin semi-kapanislari: @ = @, X = X, {a} = {a}, {b} = {b},
{a,b} =X, {a,c} ={a,c},{b,c} = {b,c}

X in semi-agik kiimelerinin kapamislari: @ = @, X = X,{a} = {a,c}, {b} = {b,c},
{a,b} = X,{a,c} ={a,c},{b,c} ={b,c}

Simdi ise (X, ) uzayinin s-Urysohn olmadigini gosterelim.
a # b olmak iizere U NV = @ olacak sekilde a € U,b € V semi-aciklar yoktur.
Daha sonra (X, 7) uzaymin semi-Urysohn oldugunu gosterelim.

e a+b igin a€f{a}=U,be{b}=V semi-agiklart vardir, 0Oyle ki
OgnV ={a}n{b}=0

e a+c i¢cin a€f{a}=U, c €{b,c} =V semi-aciklar1 vardir, Oyle ki
OnV ={a}n{b,c}=0

e b+c i¢in be{b}=U, c€fac}=V semi-agiklan vardir, Oyle ki
UnV ={b}n{a,c} =0 olur ki (X,7) uzayr semi-Urysohn olmasma ragmen
s-Urysohn degildir.

Teorem 4.2.4 S-Urysohn uzayin her agik alt uzay1 da s-Urysohn’dur.

Ispat: (X, 1) uzay1 s-Urysohn ve A € X agik olsun. Farkli x,y € A igin x,y € X den

ve (X, 7) uzay1 s-Urysohn oldugundan U NV = @ olacak sekilde x ve y nin sirasiyla
U,V € SO(X,t) vardir. A agik, U,V € SO(X,7) oldugundan Teorem 3.1.16 den

dolayt x€e ANU, ye AnV € SO(4,7,) olur. Buradan (AnU)N(ANV) =9
oldugunu gosterecegiz. (A nU ) CANU ve (A N V) C A NV ifadelerini taraf tarafa

kesistirirsek,

AnU)Nn(AnNV)SANUNANV =An(UnV)=0

oldugundan (ANU)N(ANV)=0¢ olur. Bu ise (4,74) uzaymm s-Urysohn

olmasidir.
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Teorem 4.2.5 S-Urysohn uzay1 olma topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: Kabul edelim ki y,;,y, € Y,y; # y, olsun. f, bire bir ve 6rten oldugundan
dolay1 y; = f(x;1) ve y, = f(x;) olacak sekilde x;,x, € X vardir ve x; # x, dir.

(X, 7) s-Urysohn oldugundan x; ve x, nin G N H = @ olacak sekilde x, € G, x, € H
semi-acik komsuluklar1 vardir. y; € f(G),y, € f(H) olmak iizere f(G) ve f(H)
semi-aciklar1 vardir oyle ki m N m =@ oldugunu gosterecegiz. f kapali
oldugundan £(G) < f(G) ve f(H) € f(H) dir. f(6) n f(H) < f(G) n f(H) olur.
Kabul edelim ki f (5) nf (ﬁ) # Qolsun. z € f (5) vez € f (ﬁ) dir. f in bire bir
ve ortenliginden f~'(2) € f71f(G) =G ve f ' (2) € f'f(H) =H olur ki
f~1(z) € G N H yazabiliriz. O halde ¢ NH # @ dir. Bu da (X, 7) nun s-Urysohn
olmasi ile ¢elisir. Boylece m N m = @ olacak sekilde y; ve y, nin Y de semi-

acik komsuluklari vardir, yani (Y, o) uzayi s-Urysohn’dur.
Sonug 4.2.6 S-Urysohn uzayi olma semi-topolojik bir 6zelliktir.

Tanim 4.2.7 (X, ) topolojik uzay, A € X olsun.

(1) A = (A)°ise A ya regiiler-agik kiime denir.

(2) A= (A°)ise A yaregiiler-kapali kiime denir.

Tamm 4.2.8 (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: (X,t) — (Y, 0) fonksiyon olsun.
F, (X, 1) da regiiler-kapal1 (regiiler-a¢ik) oldugunda f (F) de (Y, o) da regiiler kapali
(regiiler acik) ise f ye regiiler kapali fonksiyon (regiiler-agik fonksiyon) denir.

Teorem 4.2.9 (X, ) uzay1 s-Urysohn olsun. f: (X,t) — (Y, o) regiiler kapali, bire bir

ve Orten ise (Y, o) da s-Urysohn’dur.

Ispat: Her homeomorfizm bire bir, érten ve regiiler-kapali oldugundan ispat Teorem

4.2.5 a benzerdir.

Teorem 4.2.10 {X;|i € I } topolojik uzaylarin bir sinifi olmak tizere X = [[;; X;
kartezyen ¢arpimi, 1r;: X — X; irresolute (SO,-siirekli) izdiisiim fonksiyonlar1 olsun.

Her i € I i¢in (X;, t;) uzaylar s-Urysohn ise (X, t,) ¢arpim uzayi da s-Urysohn’dur.
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Ispat: Kabul edelim ki her i € I igin (X;, 7;) uzaylari s-Urysohn olsun. Bu durumda
her x,y € X; , x # y icin 3U 3 x ve IV 3 y semi-acik komsuluklar1 vardir dyle ki

UNV =9 olur. m; izdiisim fonksiyonlar irresolute secildiginde ;7 *(U), ;1 (V)

kiimeleri (X, T) da semi-acik ve m; 1(5), w; 1(7) kiimeleri (X, T) uzayinda kapalidir.

;71 (U) nn71(V) = @ oldugunu gosterecegiz.

7 () na (V) =r7 (U)na; (V) =9 olur. Eger n7'(U)nn;yi (V) #0
olsaydi en az bir z € m; 1(5) nm; 1(?) olurdu. Buradan z € n;7Y(U) ve z € n] 1(7)
olur ki f(2) € U, f(2) € V yazabiliriz. Buise U NV = @ olmasi ile celisir. O halde

;72 (U) n ;1 (V) = @ olmahdir. Sonug olarak (X,,) arpim uzayi s-Urysohn’dur.

Not: S-Urysohn uzay ile Hausdorff uzay birbirinden bagimsizdir. S-Urysohn ve

Hausdorff uzay olup Urysohn uzay olmayan 6rnekler de mevcuttur.
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5. PRE TOPOLOJIK KAVRAMLAR
5.1 Pre-Acik, Pre-Kapah Kiimeler

Pre-acik kiime kavrami 1982 yilinda Mashhour tarafindan ortaya atildi. Bu bdlimde

pre-acik, pre-kapali ve pre-siireklilik kavrami incelenmistir.

Tamm 5.1.1 (Pre-acik kiime) (X, ) topolojik uzay ve A € X olsun. A ¢ (A )° ise A
ya pre-a¢ik kiime denir ve (X, 7) daki pre-agiklarin sinifi PO (X, t) seklinde gosterilir
[19].

Onerme 5.1.2 (X, 7) topolojik uzayinda asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) @ ve X kiimeleri pre-aciktir.
(2) Pre-agik kiimelerin keyfi birlesimleri pre-agiktir.
(3) Pre-agik kiimelerin sonlu kesisimleri pre-a¢ik olmayabilir.

Ispat: (1) Her agik ayn1 zamanda pre-agik oldugundan ispat asikardir.

(2) (X, 7) topolojik uzay ve {B;|i € I} pre-acik kiimelerin sinifi olsun. Her i € I igin
B; < (B;) di. Uier(By) € User(B) dir. Uier(B)” © (Ui (B1)) = (Ui (BD))

dir. Sonug olarak U;¢;(B;) © ((Ule,(Bl) ))ooldugundan Uier(B;) pre-agiktir.

(3) Pre-agiklarin keyfi birlesimleri pre-agiktir fakat sonlu kesisimleri pre-agik
olmayabilir. X ={a,b,c,d}, Tt = {X, @,{b,c},{b,c, d}} icin

_( X,0,{b},{c}.{a,b},{a,c},{b,c} {bd}
PO, ) = { (e.d},{a.b,c},{a b,d},{ac d} b, c d) }

{a,b,d}.{a,c,d} € PO(X,7) dir fakat {a,b,d} N {a,c,d} = {a,d} & PO(X,1).

Tamim 5.1.3 (Pre-kapah kiime) (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. A€ kiimesi
pre-agik, yani (A°) c A ise A ya pre-kapali kiime denir [19].
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Onerme 5.1.4 Bir (X, 1) topolojik uzayinda asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) @ ve X pre-kapalidir.
(2) Pre-kapalilarin keyfi kesisimleri pre-kapalidir.

(3) Pre-kapalilarin sonlu birlesimleri pre-kapali olmayabilir.

Ispat: (1) Her kapali ayn1 zamanda pre-kapal1 oldugundan ispat asikardir.

o
,T) da pre-ac¢iklarin sinif1 {B;” € |i € olsun. Hert € [ 1¢in 5;  C | B; 1T.
2) (X,t)dap kl fi{B;° < |i €1} ol Her i € I i¢in B;¢ B;°) d

_ \C C
Teorem 3.1.14 den B;° c ((B;°)€)° = ((Bl-o)) ve B;° c ((Bl-o)) dir. Tiimleme ve

kesisme isleminden (B;°) c B; ve N;e;(B;°) € Ny B; olur.

Nier(B:”) € Nier(Bi®) < Nig; B; dir. Buradan ((Nye; B))®) = Nier(B;°) € Nier B;

olur. Buise ((N;e; B;)®) < Njer B; ve bu da N;¢; B; nin pre-kapali olmasi demektir.

(3) Pre-kapalilarin keyfi kesisimleri pre-kapalidir ancak pre-kapali kiimelerin sonlu

birlesimleri pre-kapali olmayabilir.

Omegin, X = {a,b,c,d}, T = {X ,0,{b,c},{b,c, d}} igin pre-kapali kiimelerin sinifi

PCZ(X, T) — { X' Q), {a}, {b}, {C}, {d}, {a, b}, {a, C}, }

{a' d}) {b) d}' {Cl d}' {a' b) d}) {a' C) d}
olmak tizere {a, b}, {a, c} € PCL(X, 1) dir fakat {a, b} U {a,c} = {a, b, c} & PCL(X,T)

Tanmm 5.1.5 (Bir kiimenin pre-i¢i) (X,7) topolojik uzay ve A € X olsun. A nin
kapsadigi X in pre-agik tiim alt kiimelerinin birlesimine A nin pre-i¢i denir ve

AP seklinde gosterilir [19].
Onerme 5.1.6 (X, 1) topolojik uzay ve A € X ise asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) AP C A,

(2) AP pre-agiktir,

(3) A pre-agiktir ancak ve ancak AP = A,
@) (4P)P = AP,
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Ispat: (1) ve (2) tamimdan agiktir.

(3) AP = U{G < A|G € PO(X, 1)} oldugundan G < A olacak sekilde her G pre-agik
kiimesi i¢in G € AP dir. O halde AP kiimesi A nin kapsadigi en biiyiik pre-agik
kiimedir. Yani A € AP dir. Diger yandan (1) den dolay1 AP € A oldugundan A = A
dir. Tersine AP = A ise (2) den A pre-agiktir.

(4) AP pre-acik oldugundan (c) den (AP)P = AP dir.

Tamim 5.1.7 (Bir kiimenin pre-kapanisi) (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. A y1

kapsayan X in pre-kapali tiim alt kiimelerinin kesisimine A nin pre-kapanisi denir ve

—~

A seklinde gosterilir [19].

Onerme 5.1.8 (X, 1) topolojik uzay ve A € X olsun.
1 AcA,

(2) A pre-kapaldir,

(3) A pre-kapalidir ancak ve ancak 4 = A4,

@ (A)=2 dr.

Ispat: (1) ve (2) tamimdan agiktir.

(3) Eger A pre-kapali ise 4, A y1 igeren en kiigiik pre-kapali oldugundan A € A dur.
(1)den A € A oldugundan A = A dir. Tersine A = A ise (2) den A pre-kapalidir.
(4) A pre-kapali oldugundan (3) den dolay1 (:4:) =A dur.

kapali kiime

(agik kiime)
v \
semi — kapali kiime pre — kapali kiime
(semi — acik kiime) (pre — acik kiime)

Sekil 5.1 Kapali kiimeler arasindaki iligkiler.
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Lemma 5.1.9 (X, 1) topolojik uzayinda A,B € X i¢in A UB < AUB dur.
ispat: Ac AUB,B c AUB oldugundan 4 ¢ AUB, B < AU B olur. Buradan

A UB c AUB elde ederiz. Esitlik olmadigin1 gosterelim:

X ={a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji = ={X,®,{b,c},{b,c,d}} olsun.
QI X} {b}l {C}I {a) b}l {a) C}) {bl C}I {bl d}) }

{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}, {b,cd})

?,X,{a},{b},{c},{d} {a, b} {a,c}, }
{a,d},{b,d},{c,d},{a,b,d},{a,c,d}

PO(X,T) = {
PCI(X,T) = {

A=1{a,b}, B=1{a,c} olsun. Bu durumda A UB ={a,b}U{a,c}={a,b,c} ve
AUB ={a,b,c}ise AUB = X olur. Sonug olarak A UB # AUB dir.

J—

Lemma 5.1.10 (X,7) uzaymda A,B ¢ XicinA N B = ANB dur.

ispat: ACA ve BCcBolduigundan ANBSANB olur. A,B € PCI(X,7)
oldugundan sonlu kesisimleri pre-kapali olur yle ki A N B pre-kapahdir. AN B,
A N B yi kapsayan en kiiciik kapali kiime oldugundan ANB €S ANB S A N B olur
kiANB S A NB elde edilir.

Diger taraftan x €A N B olsun. x €A ve x € B olur. x € 4 ise her x € U i¢in
UNA=+ @ olacak sekilde U € PO(X,7) ve x €EB ise her x € U icin UNB # 0
olacak sekilde U € PO(X, ) vardir 6yle ki (UNA)NUNB)=UN(ANB)+0
oldugundan x € AN B olur. Béylece A N B € AN B olur. Sonug olarak her iki

taraftan da saglandigii¢cin A N B = AN B dur.
Ornek 5.1.11 X ={a,b,c}, v = {X,0,{b},{b, c} } olsun.

(X, 7) daki pre-agiklarin sinifin1 PO (X, 7) = {X ,0,{b},{a, b}, {b, c}} dir. Pre-agiklarin
smifi T topolojisinden daha incedir. Ornekte de goriildiigii gibi her pre-acik kiime agik
olmayabilir. {a, b} pre-agiktir fakat agik degildir. Genelde uzay diskre ve indiskre

olmadigi durumda pre-agiklarin sinifi olan PO (X, t) topoloji olamaz.
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Cizelge 5.1. (X, T) topolojik uzayindaki pre-agik kiimeler.

A A (A)° Ac (A Pre-agik kiime
) ) ) v v
{a} {a} 1) x x
{b} X X v v
{c} {a,c} 1) x x
{a, b} X X v Vv
{a,c} {a,c} 0) x x
{b,c} X X v v
X X X v v
Cizelge 5.2. (X, 7) topolojik uzayindaki pre-kapali kiimeler.

A A° B (A4°) c A | Pre-kapal kiime
) ) 1) i v
{a} @ 0 v v
{b} {b} X & x
{c} ¢ ¢ v v
{a, b} {b} X x x
{a, c} v 0 v v
{b, c} {b, c} X x x
X X X v v

(X, 1) uzaymdaki pre-kapalilarin simifi PCI(X,7) = {X, @,{a},{c},{a, c}} dir. Her

pre-kapali kiime kapali olmayabilir. {c} pre-kapali olmasina ragmen kapal1 degildir.

Ornek 5.1.12 (1) (R,U) de (a, b) pre-acik ve sonlu kiimeler pre-kapali kiimelerdir.

Q rasyonel sayilar kiimesi bu uzaya gore pre-agik olmasina ragmen acik degildir.

?2) (X ,P(X )) diskre topolojik uzay olsun. PO (X, t)= P(X) dir.

3) (X,{X,0}) indiskre topolojik uzay olsun. PO (X, 7)= P(X) dir.
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(4) X tzerinde ki 7={G S X |G sonlu}U{@} timleyeni sonlu topoloji i¢in
PO(X,7) ={U S X |Usonsuz} U {@} dur. Omegin X = R i¢in A = {2} sonsuz
kiimesi hem ag¢ik hem de pre-aciktir. Fakat A = Z sonsuz kiimesi pre-acik olmasina

ragmen agik degildir.

(5) X tzerinde ki 7, ={UCS X|a€U}U{@} 6zel nokta igeren topoloji i¢in
PO(X,7) =1, dur.

(6) X tzerinde ki 7 ={U € X |a & U} U {X} 6zel nokta igermeyen topoloji i¢in
PO(X,t) = 7% dur.

Teorem 5.1.13 (X, 7) topolojik uzayinda pre-agik kiimenin tiimleyeni pre-kapalidir.

Ispat: A € X pre-acik olsun. A c (4)° olur. Tiimleyen almirsa ((4)°)¢ c A€ olur.
(B)=(B°)¢ dan B =A alirsak ((A4)°)¢ = (B°)=(B°)=((A)°) olur ki bu ise
((A)°) c A° olur. (A)°=(A°)° dan ((AC)") C A€ olur. Boylece A€ nin pre-kapalidir.

Teorem 5.1.14 (X, 7) uzayinda A € X pre-agiktir ancak ve ancak A € B € A olacak

sekilde B € t vardir.
Teorem 5.1.15 (X, 7) uzayinda agik ile pre-agik bir kiimenin kesisimi pre-agiktir.

Ispat: A€t ve B€PO(X,t)olsun. BS G S B olacak sekilde G € T vardir.
ANBCSANGCSANB € ANBdir. AN G nin agikhigindan A N B pre-agiktir.

Sonug¢ 5.1.16 (X, 7) topolojik uzay A, B € X olsun. A pre-agikiss AN B = (AN B).

Teorem 5.1.17 i € I i¢in (X;, T;) ler topolojik uzaylar, U; ler ise X; lerin bostan farkli
alt kiimeleri ve X =[[;c;X; ve n€Z" ve U=][}, Uy, x Hi;tini olsun. U

pre-aciktir ancak ve ancak her 1 < j < n i¢in Ul-]. kiimeleri X ij de pre-aciktir.

Ispat: U pre-agik olsun. 7r;: X — X; izdiisiim fonksiyonlari siirekli ve agik oldugundan
pre-acik kiimelerin goriintiisii pre-agik olur ki 1 < j <n igin U kiimeleri Xi, de
pre-aciktir. Tersine her 1 < j < n igin Uij ler Xl-]. de pre-acgik olsun. U nun X de

pre-acgik oldugunu gosterecegiz.
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S
S

=] Toux [T 1) <[ Tn= 1) <[ Toor

j=1 i j=1 i j= i
7 o
= | | Uij X | |Xl
j=1 i
—\ 0
= (U)

Uc (ﬁ)o olur ki bu ise U nun X de pre-agik oldugunu gosterir.
Teorem 5.1.18 (X, 7) uzayinda, A € PO(X,7)ve B C ((BO))O issANB € PO(X,1).
Ispat: A pre-agik oldugundan A (Z)O olur.
—\ 0 —_— 0
AnBc(4) n((B?))
—.0\O0 —_0
=(@°) n(@)

(/]

~(@" 0 (@) < (52 @)

c(5°n4) < ((@nB»))

=(@nB)) c(@nB)
oldugundan AN B € PO(X, 1) dir.

Teorem 5.1.19 (X, 7) topolojik uzay A € B € X ve B € PO(X,7) ise A € PO(X,1)
dur ancak ve ancak A € PO(B, tp) dir.

Teorem 5.1.20 (X,7) topolojik uzay ve x € X olsun. x € A dir ancak ve ancak

x iiceren her V € PO(X,t) icin ANV # @ dir.
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Teorem 5.1.21 (X, 7) topolojikuzay A € B € X ve B C ((BO))O ise A = A n B dir.

ispat: y € B, y € A olsun ve y yiigeren her V € PO(X, 7) olsun. Teorem 5.1.18 den

y yi igeren her VN B € PO(X,7) dur. B C ((BO))O oldugundan VN B c B Cc X,
Teorem 5.1.19 dan y yi igeren her V. N B € PO(B, o) dir.

Dolayisiyla (VNB)NA+@ ise VNA+# @ dir. Bu yiizden Teorem 5.1.20 den
y € A oldugundan y € A N B. O halde A; ¢ A N B olur.

Tersine y € A N B olsun. y € A ve y € B olur. y yi igeren her U € PO(B, o) dur.
Yukaridaki diisiinceye benzer olarak y yi igeren her U € PO(X, t) dur. Dolayisiyla
Teorem 5.1.20 den U N A # @ dir. O halde y € A5 olurve A N B c Ay dir.

Simdi ise semi-agik kiime ile pre-agik kiime iligkisini gosterelim:
Lemma 5.1.22 A kiimesi semi-agik kiime ise A = 4 dur.

ispat: Her zaman A c A dir. A c A gosterelim. x € A ve x € V € PO(X, ) olsun.
—\ 0 —\ 0 —_ —\ 0

Bu durumda x €V c (V) olur. (V) acik ve x € A oldugundan A N (V) * 0

dir. A€ SO(X,7) den An (V) c@)n (V)  cAnT =40V ve ANV 0

olur. Bu Teorem 5.1.20 den x € A olmasi demektir. O halde 4 ¢ 4 olur ki sonug

olarak A = A dur.
5.2 Pre-Siireklilik

Tammm 5.2.1 (Pre-siireklilik) ([19]) (X,7), (Y,0) topolojik uzaylar f:X —»Y

fonksiyon olsun.

(1) (PO-I siireklilik) f (x) nin her V agig1 i¢in X de x nin f(U) S V olacak sekilde
bir U pre-agig1 varsa f ye x de PO-I siireklidir denir. f, X in her noktasinda
PO-1 siirekli ise f ye PO-1 siireklidir denir, yani her U € o i¢in f~1(U) € PO(X, 1)
ise f ye PO-1 siireklidir denir.

(2) (PO-2 siireklilik) f(x) nin her V pre-agig1 i¢in X de x nin f(U) € V olacak
sekilde bir U pre-acig1 varsa f ye x de PO-2 siireklidir denir. f, X in her noktasinda
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PO-2 siirekli ise f ye PO-2 sireklidir denir, yani her U € PO(Y,0) igin
f~Y(U) € PO(X,7) ise f ye PO-2 siireklidir denir.

(3) (PO-3 siireklilik) f(x) nin her V pre-a¢i81 icin X de x nin f(U) S V olacak
sekilde bir U agig1 varsa f ye x de PO-3 siireklidir denir. f, X in her noktasinda
PO-3 siirekli ise f ye PO-3 siireklidir denir, yani her U € PO(Y,0) i¢in f~Y(U) € T
ise f ye PO-3 siireklidir denir.

(4) (Pre-acik ve pre-kapali fonksiyon) X den her A € PO(X,7) icin Y de
f(A) € PO(Y,0) ise f ye pre-agiktir denir. Eger X den her F € PCI(X,7) igin Y de
f(F) € PCL(Y,0) ise f ye pre-kapalidir denir.

Tanim 5.2.2 ([7-19]) f: X — Y fonksiyon ve x € X olsun.

(1) (O-pre-siireklilik) f(x) in her V acig1 i¢in x in en az bir U pre-agik komsulugu
vardir dyle ki f (E) cVise f, x noktasinda @-pre-siirekli denir. Her x € X i¢in

f, O-pre-siirekli ise f ye O-pre-siireklidir denir.

(2) (@-pre-irresolute) f(x) in her V pre-agigi i¢in x in en az bir U pre-a¢ig1 vardir
Oyle ki f (E) c Vise f,x de6-pre-irresolute denir. Her x € X igin f, O-pre-irresolute

ise f ye O-pre-irresolutedir denir.

(3) (p-zayif-siireklilik) f(x) in her V agig1 i¢in x in en az bir U pre-agig1 vardir dyle
ki f(U) €V ise f ye x de p-zayif-siireklidir ve her x € X icin f, p-zayif-siirekli ise
f ye p-zayif-siireklidir denir.

(4) (pre-homeomorfizm) f bire bir, orten, PO-2 ve pre-acik ise f ye pre-
homeomorfizm denir. Pre-homeomorfizm altinda korunan 6zelliklere pre-topolojik
ozellik denir. (X,7) ve (Y,0) ye pre-homeomorfiktir ve her homeomorfizm

pre-homeomorfizmdir.

Teorem 5.2.3 f: (X, 1) — (Y, o) fonksiyon ve (Y, o) regiiler uzay olsun. f, p-zayif-
stirekli ise f ye PO-1 siireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki f, p-zayif-siirekli olsun. Her x € X i¢in f(x) in her V acig
icin x in en az bir U pre-agig1 vardir éyle ki f(U) €V dir. (Y,0) regiler uzay
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oldugundan V¢ kapali ve y € V¢ olsun. Bu durumda V N W = @ olacak sekilde
y €VveV¢ c W agiklari vardir. VN W = @ den W c V¢ dir. Boylece V¢ = W olur.

V nin hem kapali hem de acik oldugunu gosterir ki V =V dir. f(U) €V =V den
f(U) c V olur. Buise f nin PO-1 siirekli oldugunu gosterir.
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6. PRE-URYSOHN VE P-URYSOHN UZAYLAR
6.1 Pre-Urysohn Uzaylar

Tanim 6.1.1 (Pre-Urysohn uzay) (X, 7) topolojik uzayindaki farkli her x, y € X nokta
ciftiicin NV = @ olacak sekilde x ve y nin sirastyla en az bir U ve V pre-
aciklart varsa (X, 1) uzayina pre-Urysohn’dur denir, yani uzaym farkli noktalarinin

pre-kapanislari ayrik, pre-acik komsguluklari vardir [7].

Ornek 6.1.2 (1) (R, U) alisiimis topolojik uzay pre-Urysohn’dur. Vx,y € R igin
x # y olsun. d(x,y) = € olmak {izere

£ £ £ £
xE(x—g,x+§)=U,y=(y—§,3’+§)=v

olarak segersek U NV = @ olacak sekilde U ve V pre-agik komsuluklari vardir.

(2) (X,P(X)) diskre topolojik uzay pre-Urysohn’dur. Her farkli x,y € X i¢in
x€{x}=Uvey={y}=V olarak secersek UNV ={x} n {y}={x}n{y}=0

olacak sekilde U ve V pre-agik komsuluklari vardir. (PO(X ,P(X )) =P(X ))

3) (X, {X,0}) indiskre topolojik uzay pre-Urysohn’dur. Her farkli x,y € X igin
x€{x}=Uvey={y}=V olarak secersek UNV ={x} n H}={x}In{y}=0
olacak sekilde U ve V pre-agik komsuluklart vardir. (PO(X AX, 0D =PX ))

Teorem 6.1.3 pre-Urysohn uzay1 olma pre-topolojik bir dzelliktir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f:X —Y
pre-homeomorfizm ve y,,y, €Y,y; #y, olsun. f in bire bir ve oOrtenliginden
Yy = x4, f1(y,) = x, olacak sekilde x;,x, € X, x; # x, vardir. (X,T) uzay
pre-Urysohn oldugu i¢in x; ve x, nin en az bir sirastyla U ve V pre-a¢ik komsuluklari
vardir 6yle ki UNV =@ dur. U ve V pre-kapali kiimelerdir. f pre-kapali
oldugundan f(0), f(V) € PCI(Y,0) dir. U € UileV € V oldugundan f(U) € f(0)
ve f(V) € f(V) olur. Her tarafin pre-kapanisi alinirsa f(U) S f/(—lﬂ = f(0) ve

S

FOOH S f(V) = f(7) dir. Kesisim uygularsak F(U) N F(V) € f(0) nf(7) =
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fFONM)=Ff@ =0, F{ON fFV)=0¢ olur ki bu ise (Y,0) nin pre-Urysohn

oldugunu gosterir.

Teorem 6.1.4 (X, 1) topolojik uzay1 pre-Urysohn ve A € X i¢in A € ((AO))Oolsun.
(A, 74) alt uzay1 pre-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki ASX ve AC ((AO))O olsun. x,y €A, x #y olsun.
(X,7) nun pre-Urysohn oldugundan U NV = @ olacak sekilde x € U ve y €V

UV ePOX,t) vardr AC ((AO))O den Teorem 5.1.18 den x€UNAE
PO(X,7),x €V NA € PO(X, 1) vardir. Ayrica Teorem 5.1.21 den

UnA,NnVNA, = ((m) N A) N ((m) N A)
=WUNnANEVNANA
c(UNnA)nWVnA
cinV
=0
Boylece (UNA) N (VNA) = olur. (4,1,) pre-Urysohn’dur

Lemma 6.1.5 (X, 7) topolojik uzay ve A S X olsun. x € A ancak ve ancak x i igeren

her U pre-acigiicin U N A # @ dir.

Teorem 6.1.6 (X, ) topolojik uzay ve i € I igin A; € X olsun. Bu durumda
[TeI]n
1€l i€l

ispat: x = (x4, x5, ...) € [,e; 4, olsun. Her i € I i¢in x; € A, oldugunu gosterecegiz.

Keyfi bir iy € I i¢in x;, € U; € PO(XiO,TiO) ve U = U;, X [ ier X; olsun. Teorem

i#io

5.1.17den x € U € PO(X, 1) vardir. x € [[,¢; A, oldugundan Teorem 5.1.20 den
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+0

dir. Boylece U;) N A;, # @ elde ederiz. Bu ise x;, € //170 olur. Sonug olarak her i € I

icin x € [[;; 4, olur.
Teorem 6.1.7 Pre-Urysohn uzaylarin keyfi ¢carpimi pre-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki her i € I i¢in (X;,T;) ler pre-Urysohn uzaylar ve X = [[;e; X;
olsun. (X,7,) c¢arpim uzaymin pre-Urysohn oldugunu gosterecegiz. x # y igin
x = (x4, %3, ..), ¥y = (¥1,¥2, ...) € X olsun. Bu durumda x # y oldugundan en az bir
ip €1 igin x;, # y;, olur. (X;,7;,) pre-Urysohn oldugundan l/]; N VL\O = @ olacak
sekilde x;, ve y;, 1n sirasiyla en az bir U; ve V;, pre-agik komsguluklari vardir. Bu
durumda Teorem 5.1.17 den U ve V pre-acik kiimelerdir. Teorem 5.1.21 den
Uc U, Xz, Xi» V € Vo X [Tigi, Xi dit. TNV € ([Tizi, X ) x (O, NV, ) =0

olur. Buradan U NV = @ dir. Bu ise (X, 7) nun pre-Urysohn oldugunu gdsterir.
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Simde ise bir pre-Urysohn uzayin hangi sartlar altinda Urysohn oldugunu gosterelim.

Tamm 6.1.8 (Alt-maksimal uzay) (X, 1) topolojik uzay olsun. X in yogun her alt
kiimesi agik ise uzaya alt-maksimal denir. Ornegin (R,U) alisiimis topolojik
uzayinda, Q rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur ama agik degildir. Bu sebeple

alisilmis topolojik uzay alt-maksimal degildir.
Teorem 6.1.9 ([20]) (X, 7) uzay1 alt-maksimaldir ancak ve ancak PO(X,7) = 7.

Teorem 6.1.10 (X, 7) uzayinda A € PO(X, 1) dir ancak ve ancak D yogun bir kiime

ve G € T olmak tizere A = D N G dir.

Ispat: Kabul edelim ki A € PO(X, 1) olsun. A € (Z)O dir. G = (Z)o ve D = AUG*

- . —_ — —_ — —_ C
olsun.D = AU G =AU GC =AUGC=AU((A)O) = X den D yogun kiimedir.
DNG=AUG)NG=UANGHUG* NG =ANGUD=(ANG) = A.

Tersine olarak A = D N G olsun. Burada D yogun ve G agik bir kiimedir. D yogun bir

kiime oldugu i¢in D € (5)0 saglar ki D € PO(X, t) olur. Teorem 5.1.15 den agik bir

kiime ile pre-agik bir kiimenin kesisimi pre-a¢ik oldugundan A € PO(X, 7).

Teorem 6.1.11 (X, ) uzay1 pre-Urysohn olsun. (X, 1) uzay1 Urysohn’dur ancak ve

ancak (X, ) uzay1 alt-maksimaldir.

Ispat: Her Urysohn uzay1 pre-Urysohn oldugu ve kabulden dolayi acik ile pre-agik
kavramlar denktir. O halde PO(X, ) = 7 olur. Teorem 6.1.9°dan dolay1 (X, T) uzay1

alt-maksimaldir.

Tersine olarak (X, 7) uzay1 pre-Urysohn ve alt-maksimal olsun. (X, 7) nun Urysohn
oldugunu gosterecegiz. (X,7) pre-Urysohn oldugundan her x,y € X, x # y icin
U NV = @ olacak sekilde x ve y nin sirasiyla en az bir U ve V pre-agik komsuluklart
vardir. (X,7) alt-maksimal oldugundanTeorem 6.1.9 dan PO(X,7) =t olur ki
U,V € T yazilir. Lemma 5.1.22 den dolay1 U = U,V =V oldugundan UNV =@

olur. Bu ise (X, 7) uzaymin Urysohn oldugunu gosterir.
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6.2 P-Urysohn Uzaylar

Tamm 6.2.1 (P-Urysohn uzay) (X, 1) topolojik uzaydaki farkli her x,y € X nokta

Gifti igin U NV = @ olacak sekilde x ve y nin sirasiyla en az bir U ve V pre-agiklari
varsa (X, T) uzayna p-Urysohn denir, yani uzayin farkli noktalarinin kapaniglar: ayrik,

pre-acik komsuluklar vardir [8].

Ornek 6.2.2 (1) (R, U) alisiimis topolojik uzay p-Urysohn’dur. Vx,y € Rigin x # y

olsun. d(x,y) = € olmak lizere

€ € € €
xe(x—g,x+§)=U,y=(y—§,y+§)=V

olarak segersek U NV = @ olacak sekilde U ve V pre-acik komsuluklar vardir.

(2) (X,P(X)) diskre topolojik uzay p-Urysohn’dur. Her x,y € X i¢in x # y olsun.
x € {x} = U vey = {y} =V olarak segersek ﬁnV=@ nE} ={x}n{y}=0

olacak sekilde U ve V pre-agik komsuluklart vardir. (PO (X ,P(X )) =P(X ))

3) (X, {X, 0}) indiskre topolojik uzay p-Urysohn’dur. Her x,y € X i¢in x # y olsun.
x€{x}=Uvey={y}=Volaraksecersck UnNnV={} n{y} ={x}n{y}=0¢
olacak sekilde U ve V pre-agik komsuluklari Vardlr.(PO(X AX, 0D =PX ))

Not: (X, ) topolojik uzay, K kapali kiimeler sinifi ve PCI(X, T) pre-kapali kiimelerin
simifi olmak iizere her kapali kiime pre-kapali oldugunda K S PCL(X,t) olur ki
buradan (X, t) uzay1 p-Urysohn ise pre-Urysohn’dur. Tersi genelde dogru degildir.

Ornek 6.2.3 X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji 7 = {X,®,{b,c},{b,c,d}}

olsun.
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Cizelge 6.1. (X, T) topolojik uzayindaki pre-agik ve pre-kapali kiimeler.

AT d @ ac (@)
o 0 ¢ v
X X X v
{a} {a} @ x
(b} X X v
{c} X X v
{d} {a,d} ) x
{a,b} | X X v
{a,c} X X v
fa,d} |{ad}| o x
{b,c} X X v
{b, d} X X v
{c,d} X X v
{a,b,c} | X X v
{a,bd}| X X v
{a,c,d} X X v
(bc,d} | X X v

PO(X,7) = { 0,X,{b},{c},{a b}, {a,c}, {b,c}, {b,d}, }

{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}

PCI(X,T) = { @, X,{a,c,d},{a,b,d},{c,d},{b,d}, }

{a,d},{a, c}, {a, b}, {d},{c},{b},{a}
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Cizelge 6.2. (X,7) topolojik uzayindaki

kapaniglarinin sinifi.

tim alt kiimelerin kapanmis ve pre-

e 0=0 p=0

e X=X X=X

o {b}=1{b} by =x

e {3=1{c {cr=x

e {ab}=1{ab} {ab}=Xx
e {ac}={ac} {a,c} =X
e {bc}=X (b,c} =X
o {bd}=1{bd} {b,d} =X
e {cd}={ca} {cd}=X
e {abc}=X {abcy=x
e {a,b,d}={a,b,d} {a,b,d} = X
e {acd}={acd) {acdi=x
e {bcdi=X {b,c,d} =X

Simdi (X, ) uzayinin p-Urysohn olmadigini gosterelim. a # b olmak iizere a € U ve

b €V i¢in UNV = @ olacak sekilde pre-agiklar1 yoktur. Simdi ise (X, 7) uzaymin

pre-Urysohn oldugunu gosterelim.

e a#b

i¢in

OnV ={a,c}n{b}=0

e A+

icin a€{a,b}="U,

UnV ={a,b}n{c}=0

e a#d

igin

UnV ={a,cin{bd}=0

e b#*c

i¢in

UnV ={a,b}n{c}=0

e b*d

OnV ={a,b}n{c,d}=0

be{ab}=U,

a€fac}=U,be{b}=V pre-aciklar

c €{c} =V pre-aciklar

a€f{ac}=U,de€{bd}=V pre-agiklan

c €{c} =V pre-agiklar

icin b€efab}=U,d€{c,d} =V pre-agiklar

vardir,

vardir,

vardir,

vardir,

vardir,

Oyle

Oyle

oyle

oyle

Oyle

ki

ki

ki

ki

ki



e c#+d i¢in c€fac}=U,de{b,d} =V preaciklar1 vardir, Oyle ki
UnV ={a,cin{bd}=0

olur ki (X, t) uzay1 pre-Urysohn olmasina ragmen p-Urysohn degildir.
Teorem 6.2.4 P-Urysohn uzayi olma topolojik bir 6zelliktir.

Ispat: Kabul edelim ki f: (X,7) — (Y, 0) bir fonksiyon ve y;,y, € Y, y; # y, olsun.
f in bire bir ve Oortenliginden f(x;) =y; ve f(x,) =1y, olacak sekilde
X1, Xy € X,x; # x, vardir. (X,7) nun p-Urysohn olmasmndan G N H = @ olacak

sekilde x; € G, x, € H pre-agik komsuluklar1 vardir 6yle ki y; € f(G) ve y, € f(H)

dir. G ve H pre-agik oldugundan G < (E)ove HC (ﬁ)o yazilir. f(G) S f ((E)o) ve

f(H)Ycf ((ﬁ)o) dir. f nin homeomorfizm olmasindan f(G) S f ((E)o) =
(F@©) = F©®)" ve f@<f(©°)=(f(@) =(F@®) dir. Buradan
f(G) c (m)o ve f(H) € (m)o olur bu ise f(G) ve f(H) nin (Y,0) nm

pre-acik oldugunu gosterir.

f  homeomorfizm oldugundan m cf (E) ve m cf (ﬁ) dir. Buradan
m N m cf (5) nf (ﬁ) olur. Kabul edelim ki f (5) nf (ﬁ) # @ olsun.
z€ f(G) ve z€ f(H) vardr. f, bire bir oldugundan f~(2) € f71f(G) =G ve
f~X(z) € f~'f(H) = Holurki f~(z) € G N H yazabiliriz. O halde G N H # @ dur.
Bu ise (X, 1) uzayinin p-Urysohn olmasi ile celisir. Boylece mnm =0
olacak sekilde y; ve y, nin Y de pre-acik komsuluklari vardir, yani (Y,0) uzayi

p-Urysohn’dur.

Sonug¢ 6.2.5 P-Urysohn uzayi olma pre-topolojik bir 6zelliktir.

Teorem 6.2.6 (X,7) uzay1 p-Urysohn, A € X igin A C ((AO))Oolsun. Bu durumda

(A, 74) alt uzayr p-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki (X, t) uzay1 p-Urysohn olsun. Vx,y € A, x # y icin x, ¥ nin

sirastyla en az bir U ve V  pre-acik komsuluklar1 vardir 6yle ki U NV = @ olur.
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AC ((AO))O ve U,V pre-acik oldugundan ANU, ANV € PO(X,t) dir. Alt uzay

topolojisine gore Teorem 2.1.3 den

WnaA,nWna,=(Una)na)n((Vna)na)

c(Un4A)n(VNnA)nA

c(UnA4)n(VnaA)

cUnV=g

den(UNA)4,Nn(V NA), = @olur. Tanim 6.2.1 den (4, 74) alt uzay1 p-Urysohn’dur.
Teorem 6.2.7 P-Urysohn uzaylarin keyfi carpimi p-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki her i € I icin (X;, 7;) uzaylari p-Urysohn ve X = [;¢; X; olsun.
(X,t.) carpim uzaymin p-Urpsohn oldugunu gosterecegiz. x #y i¢in
x = (x4, %3, ..), ¥y = (¥1,¥2,...) € X olsun. Bu durumda x # y oldugundan en az bir
i € I'igin x;, # y;, olur. (X;,, T;,) uzay1 p-Urysohn oldugundan U_l0 N V_l0 = @ olacak
sekilde x;, ve y;  nin en az bir U; ve V;, pre-agiklari vardir. Bu durumda Teorem

5.1.17 de sozii gegen U = U;, X [;2;, X; ve V =V; X [l;2i, X; pre-acik kiimelerdir.

unv = Uioxl_[Xi N Vioani

i#io i#io
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olur bu ise Tanim 6.2.1°den (X, 7,) ¢arpim uzay1 p-Urysohn olmasi demektir.

Teorem 6.2.8 Her p-Urysohn uzay1 T, dir.

ispat: (X, ) uzay1 p-Urysohn ve x,y € X i¢in x # y olsun. U NV = @ olacak sekilde

x ve y nin en az bir U ve V pre-a¢ik komsuluklar1 vardir. U,V pre-agik oldugundan

ve (W) veve @) drunve @) nV)'=UnV) =@°=0 olrki
—\ 0 —\ 0 —\ 0 —\ 0

X € (U) oldugundan x € (V) ve y € (V) oldugundan y € (U) olur. Boylece

(X, t) uzay1 T; dir.

Teorem 6.2.9 f:(X,7) — (Y,0) bire bir ve 6-pre-siirekli fonksiyon olsun.
(Y, 0) uzay1 Urysohn ise (X, 7) uzay1 da p-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki x;,x, € X, x; # x, olsun. f fonksiyonu bire bir oldugundan

f(xq) # f(x;) dir. (Y,0) uzayt Urysohn oldugundan V;,V, € ¢ vardir dyle ki
f(xy) €V, f(x,) €V, icin V; NV, = @ olur. f, O-pre-siirekliliginden X de x; € U;
ve x, € U, olacak sekilde Uy,U, pre-agiklari vardir ve f(U;) € V; , f(U,) < V, dir.

UinUy,cf (V) nft(V,)=f(V,nV;) =9 olur bu (X,7) nin p-Urysohn

oldugunu gosterir.

Teorem 6.2.10 f:(X,7) — (Y,0) bire bir ve O-pre-irresolute fonksiyon olsun.
(Y, 0) uzay1 p-Urysohn ise (X, t) uzay1 da p-Urysohn’dur.

Ispat: Kabul edelim ki x;,x, €X, x; # x,o0lsun. f bire bir oldugundan
f(x1) # f(xy)dir. (Y, o) uzay1 p-Urysohn oldugundan V; ve V, pre-acik komsuluklari
vardir dyle ki f(x;) € Vi, f(x,) €V, i¢in V; NV, =@ olur. f, O-pre-irresolute
oldugundan X de x; € U; ve x, € U, olacak sekilde U;,U, pre-agiklar1 vardir ve
f(U,) € vy, £(U;) < V, dir. Buradan

U nT, c fAV)Nf V) =1 nV,) =0

olur bu ise (X, ) nun p-Urysohn oldugunu gosterir.
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Lemma 6.2.11 [1] f: (X,t) — (Y, 0) zayif siirekli ise Y nin her V pre-agik kiimesi
igin f1(V)  (F71(V))° dir.
Teorem 6.2.12 (Y, o) uzay1 p-Urysohn, f: (X,7) — (Y, 0) bire bir ve zayif siirekli ise

(X, t) uzay1 da Hausdorft’dur.

Ispat: Kabul edelim ki x; ve x,, X in herhangi iki farkli noktasi olsun. f bire bir
oldugundan f (x;) # f(x;) dir. (Y, 0) uzay1 p-Urysohn oldugundan V; ve V, pre-acik
kiimeleri vardir oyle ki f(x;) €Vy, f(xp) €V, ig¢in V;nV,=@ olur. f,
zayif stirekli oldugundan X de x; € U; ve x, € U, olacak sekilde U;,U, aciklar1 vardir

ve f(U,) cV; , f(U,) c V, dir. Buradan
UpnU, c frpn (V) = f_l(V_1n 72) =0
oldugundan U; N U, = @ olur bu ise (X, ) nun Hausdorff oldugunu gosterir.

Teorem 6.2.13 (Y, o) uzay1 p-Urysohn uzay, f:(X,1) — (Y,0) zayif siirekli ise
A(f,g) = {x € X|f(x) = g(x)} kiimesi de (X, 7) uzay1 da kapaldir.

Ispat: x € ACise f(x) # g(x) dir. (Y,0) uzay1 p-Urysohn oldugundan U ve V
pre-agik kiimeleri vardir, 6yle ki f(x) €U ve g(x) €V igin UNV =@ olur.

f, zayif-siirekli oldugundan Lemma 6.2.11 den x € f~1(U) c (f‘l(ﬁ))o ve
xeg (V) c (g‘l(V))odlr. W = (f‘l(U) N g_l(V))oolsun. W, X te agk
kiimedir 6yleki UN V=@ danx € W\A dir. x € f~1(U) n g~ (V) c (f‘l(ﬁ) N

—_— o
g‘l(V)) =W < A€ olur ki A¢, (X, 1) da agiktir dolayisiyla A kiimesi kapalidir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda, genellestirilmis Urysohn uzaylar olarak tanimlanan
semi-Urysohn, s-Urysohn, pre-Urysohn ve p-Urysohn uzaylarin tanimlar1 verilmis ve
ozellikleri incelenmistir. Daha sonra bu uzaylarin hangi sartlar altinda kalitsal,
carpimsal olduklar1 belirlenmistir. Ardindan semi-agik ve pre-acik kavramlar
kullanarak elde edilen semi-siireklilik, pre-siireklilik, 8-siireklilik, 6-pre-irresolute gibi

yeni doniisiimler altinda genellestirilmis Urysohn uzaylarin durumlar1 aragtirilmistir.

Bu caligma sonucunda elde edilen bilgiler ile asagidaki sorular arastirmacilara 6neri

niteliginde sorulabilir.
1. Ozellikle semi-Urysohn uzaylarm carpimlari, béliimleri de semi-Urysohn uzay1 nmi?

2. s-pre-Urysohn, pre-s-Urysohn, gs-Urysohn (genellestirilmis semi Urysohn) ve

sg-Urysohn (semi genellestirilmis Urysohn) uzaylar tanimlanabilir mi?

3. Semi-agiklik, pre-agiklik kavramlari ile semi —T;,, veya pre —T,;, uzaylar

olusturulabilir mi?

4. Semi-Urysohn (veya s-Urysohn) uzaylar ile pre-Urysohn veya p-Urysohn uzaylar

arasindaki iliski hangi sartlar altinda kurulabilir?
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