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Bu tez ¢alismasinda, 01.03.2019 ile 13.03.2023 tarihleri arasindaki WTI (West
Texas Intermediate (Bat1 Teksas petrolii)) ham petrol kapanis verileri, standart Wiener
stireci seklinde bir yoriinge takip ettikleri i¢in stokastik diferansiyel denklem (SDD)
modellemesi ile ele alinmistir. Cilinkii bir ekonominin can damari olarak anilan ham
petrol, dolayisiyla da petrol fiyatlarindaki dalgalanmalar, 6zellikle son birkag yilda, ¢esitli
kiiresel etkiler sebebiyle ani degisimler gosterdiginden diinya capinda bir¢ok iilkeyi
onemli Olciide etkilemistir. Bu sebeple bu ¢alismada, degisim noktasi tahmini (change
point estimation (CP)) dikkate alinarak WTI verilerine en uygun hibrit SDD modelini
elde etmek amaglanmaktadir. Bunun i¢in ilk olarak WTI veri seti, CP tahmini dikkate
alinmadan finansta ¢ok sik kullanilan geometrik Brownian hareketi (GBM) ve Cox-
Ingersoll-Ross (CIR) SDD’leri ile modellenmistir. Daha sonra CP tahmini dikkate
alimarak GBM SDD ve CIR SDD modelleri yeniden kurulmustur. Son olarak yine CP
dikkate alinarak WTI verileri ile uyumlu olan bir hibrit SDD modeli 6nerilmistir. Hibrit
SDD maodelini kurabilmek icin GBM SDD ve CIR SDD modelleri kullanilmistir. Her bir
model i¢in parametreler ve CP’ler, yar1 (quasi) en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi (QMLE)
ile tahmin edilmistir. Elde edilen CP’lerin Covid-19 salgin1 ve Rusya-Ukrayna savasi ile
baglantili oldugu goriilmistiir. Kurulan modeller ile veri seti arasinda uyumsuzluk olup
olmadigi, literatiirde SDD’ler i¢in 6zel olarak gelistirilen, Ki-kare testi ile irdelenmistir.
Her bir SDD modelinin yaklasik ¢6ziimii, Euler-Maruyama (EM) niimerik ¢oziimii ile
elde edilmistir. Kurulan modeller arasindan veri seti icin en iyi olan modeli belirlemek
amacityla MAPE, RMSE, AIC ve BIC kriterleri kullanilmistir. Buna gére, MAPE ve
RMSE kriterine gore WTI seti igin en uygun modelin 6nerilen hibrit SDD modeli oldugu
sonucuna ulasilmistir. Bu model, veri setindeki ani inis ve ¢ikislart diger modellerden
daha iyi aciklamistir. Ani degisimlerin oldugu veri kiimeleriyle ¢alisirken CP'y1 dikkate
almanin, olusturulan modelin performansi iizerinde olumlu bir etkisi oldugu goriilmiistiir.
Sonuglar, hibrit SDD modelinin veri setine uydugunu grafiklerle desteklemektedir.

Anahtar kelimeler: CIR SDD, Degisim noktasi tahmini, EM yaklasim yontemi,
GBM SDD, It6 stokastik diferansiyel denklemler, QMLE tahmin yontemi, WTI ham
petrol veri seti.






ABSTRACT

MODELING WITH STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS USING THE
CHANGE POINTS ESTIMATIONS

OZDEMIR CALIKUSU, Sevda
Ph.D. Thesis, Department of Statistics
Supervisor: Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN
Second Supervisor: Prof. Dr. Aladdin SAMILOV
May 2023, 142 pages

In this thesis, WTI (West Texas Intermediate) crude oil closing data between
01.03.2019 and 13.03.2023 were handled with stochastic differential equation (SDE)
modeling as they follow a trajectory in the form of a standard Wiener process. Because
crude oil, known as the lifeblood of an economy, and the reason of fluctuations in oil
prices, affected many countries around the world, especially in the last few years, as it
has shown sudden changes due to various global effects. Therefore, in this study, it was
aimed to obtain the most suitable hybrid SDE model for WTI data, taking into account
change point estimation (CP). For this, the WTI dataset was first modeled with geometric
Brownian motion (GBM) and Cox-Ingersoll-Ross (CIR) SDEs, frequently used in
finance, without considering the CP estimation. Then, GBM SDE and CIR SDE models
were reconstructed considering the CP estimation. Finally, a hybrid SDE model was
proposed, which is compatible with WTI data, again considering CP. GBM SDE and CIR
SDE models were used to establish the hybrid SDE model. Parameters and CPs for each
model were estimated by quasi-maximum likelihood estimation method (QMLE).
Obtained CPs were found to be linked to the Covid-19 outbreak and the Russia-Ukraine
war. Whether there is lack of fit between the established models and the data set was
examined with the chi-square test was developed specifically for SDEs in the literature.
The approximate solution of each SDE model was obtained with the Euler-Maruyama
(EM) numerical solution. Among the established models, MAPE, RMSE, AIC, and BIC
criteria were used to determine the best model for the data set. Accordingly, it was
concluded that the most suitable model for the WTI dataset according to the MAPE and
the RMSE criteria is the proposed hybrid SDE model. This model explained the sudden
ups and downs in the data set better than the other models. It was observed that
considering the CP when working with datasets with sudden changes has a positive effect
on the performance of the model created. The results graphically support that the hybrid
SDE model fits the dataset.

Keywords: CIR SDE, Change point estimation, EM approximation method,

GBM SDE, It6 stochastic differential equations, QMLE estimation method, WTI crude
oil dataset.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler teorisi siirekli dinamik sistemlerin modellenmesinde
¢ogu zaman basvurulan bir alandir. Bu alanda genis bir uygulamaya sahip olan adi

diferansiyel denklemler (ADD)

dx(t)
T b(x(¥)), (t>0) (L.1)
X(O) = xo

seklindedir, burada x, € RP ve b : RP - RP geklinde verilen bir diizgiin vektor alanidir.
x = X(t), t zamanmin bir fonksiyonu olmak tizere x : [0,00) = RP yoriingesi Esitlik

(1.1)’in ¢Oziimiidiir.

x(t)

Xg

Sekil 1.1 ADD’nin yoriingesi

X(t), sistemin t = 0 anindaki durumu olarak adlandirilir. Vektor alani b {izerin-
deki makul varsayimlar altinda, ADD’nin, x, baslangi¢ kosulu ile tek bir sekilde
belirlenen bir ¢oziimii vardir. Bu durum Sekil 1.1°de (Evans, 2013) gosterilmistir.

ADD’ler stokastik etkileri goz ardi ederek fiziksel sistemleri modeller. Birgcok
uygulamada, ADD tarafindan modellenen sistemlerin deneysel olarak olgiilen
yoriingeleri, aslinda tahmin edildigi gibi davranmaz. Gozlemlenen durum, ADD
tarafindan tahmin edilen yoriingeyi asag1 yukari takip ediyor gibi goriiniir, ancak ayni
zamanda goze ¢arpan rastgele bozulmalara da ugrar (Evans, 2013). Bu durum Sekil 1.2°de
(Evans, 2013) gosterilmistir. Bu nedenle, bir sekilde sistemi rahatsiz eden ve “gevresel
giiriilti” olarak adlandirilan rastgele etkilerin olasiligini sisteme dahil etmek icin ADD

tizerinde degisiklik yapmak makul bir islemdir. Bu islem sonucunda Esitlik (1.1)



dX
d(tt) =b(X(®)) + B(X()§(®), (t>0)
X(0) = x,

(1.2)

olacak sekilde degistirilir, burada MP*4, p X q matrislerinin uzaymi gostermek tizere
B: RP - MP*? geklindedir ve &(.) :=q boyutlu “beyaz girilti (white noise)”
olarak tamimlanir (Evans, 2013). Buradan hareketle, diferansiyel denklemin
katsayilarinda rassalliga izin vererek elde edilen denkleme stokastik diferansiyel denklem

(SDD) denir (@ksendal, 2000).

X(t)

Xp

Sekil 1.2 SDD’nin ydriingesi

Bilim ve endiistri dalindaki birgok sistem gesitli ¢evresel giiriiltii tiirlerinden

etkilenir. Ornegin, basit niifus artis modeli ele alinsin;

AN (t)

—— = alON®, N(O) = No (1.3)

burada N(0), baslangi¢ degeri; N(t), t anindaki niifus biiylikligi ve a(t), t anindaki
goreli bilyiime oranidir. Boyle bir durumda a(t) tam olarak bilinmeyebilir, ancak bazi

rassal ¢cevresel etkilere maruz kalabilir. Bir baska ifade ile

a(t) = () +a(t) - "noise" (1.4)

seklindedir. O halde a(t) ifadesi Esitlik (1.3)’te yerine yazilirsa

dN(t)
dt

= B()N(t) + o(t)N(t) - "noise" (1.5)



ifadesi elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa

N(t) = N, +L B(s)N(s)ds +J0 o(s)N(s) - "noise" ds (1.6)

Esitlik (1.6)’ya ulasilir. Burada ilk akla gelen “noise” teriminin matematiksel yorumunun
nasil oldugu ve “noise” terimini igeren integralin ne oldugudur. Rassallik sebebi ile
“noise” teriminin kesin davranigi bilinmemekle birlikte, sadece olasilik dagilimi
bilinmektedir. S(t) fonksiyonunun ise rassal olmadigi varsayilir. Bir baska ifadeyle,
rassallik igermesi bakimindan Esitlik (1.6)’nin nasil ¢oziilecegi merak konusudur.
(@ksendal, 2000; Mao, 2007). Tipik olarak, SDD’ler Wiener siireci® olarak da bilinen
Brownian hareketinin tiirevi olarak diistiniilebilecek beyaz giiriiltiiyii igerir. O halde B(t)
Brownian hareketini gostermek iizere; B(t) = dB(t)/dt olacak sekilde "noise" dt
terimi, B(t)dt = dB(t) olarak ifade edilebilir ve Esitlik (1.6)’nin sag tarafinin tigiincii

terimi

t t
j a(s)N(s) - "noise" ds = J a(s)N(s)dB(s) (1.7
0 0

t t
N(t) =N, +jo B(s)N(s)ds +J0 o(s)N(s)dB(s)
(1.8)

seklinde elde edilir. B(t) tiirevlenebilir olsaydi, "noise" ds terimini igeren integralin
¢ozlimill i¢in herhangi bir problem ortaya ¢ikmazdi. Ancak, B(t)’nin higbir yerde
tiirevlenebilir olmadigi, bu nedenle s6z konusu integralin bilinen integraller seklinde
tanimlanamayacagi bilinmektedir (Allen, 2007). Kisaca deginmek gerekirse, bu integrali
tanimlamak i¢in Brownian hareketinin stokastik dogasinin kullanilmasi gerekir. Boyle bir
integral ilk olarak 1949'da Kiyosi Itd tarafindan tanimlanmistir ve simdi It6 stokastik
integrali olarak bilinmektedir (Mao, 2007). Gergek hayatta bir sistemin davranigi

modellenmek istendiginde ya sistemin nasil davranacagini belirlemek i¢in yeterli ve

1 Boliim 3.7.3’te detayli olarak ele almmustir.



detayl1 bilgi elde edilemez ya da s6z konusu sitemin davranigi o kadar komplekstir ki
sistemin tam olarak betimlenmesi olanaksizdir. Bu gibi durumlarda stokastik modellerin
kullanimi, arastirmacilar i¢in son derece yararlidir (Onalan, 2010). SDD teorisi yaklasik
yetmis bes yildir varligini siirdiirmektedir (Kloeden vd., 2000). Stokastik modelleme,
giderek daha fazla insanin SDD ile karsilastig1 bircok bilim ve endiistri dalinda énemli
bir rol oynamaya baglamistir (Mao, 2007). Bu modelleme tiirii bir¢ok disiplinde ¢esitli
uygulamalara sahiptir ve bir¢ok olgunun incelenmesinde dogal olarak ortaya cikar. Bu
uygulamalara 6rnek olarak fizik, astronomi, mekanik, ekonomi, matematiksel finans,
jeoloji, genetik analiz, ekoloji, biligsel psikoloji, ndroloji, biyoloji, biyomedikal bilimler,
epidemiyoloji, siyasi analiz ve sosyal siiregler ve diger bir¢ok bilim ve miithendislik alani
verilebilir (lacus, 2008).

Boyle bir diferansiyel denklemin analizi i¢in sadece Newton kalkiiliisii ile islem
yapmak miimkiin degildir. Bu nedenle dncelikle bu tezin ii¢lincii ve dordiincii bolimlerin-
de bu tiir bir diferansiyel denklemin analizi i¢in gerekli olan matematiksel ara¢ ve
yaklasimlar ele alinmuastir.

Bu tez calismasinin ikinci bdliimiinde, literatiirde konu ile ilgili yapilan 6zellikle
finans alanindaki ¢alismalara yer verilmistir. Bu ¢alismalarin 1s1¢inda SDD teorisinin,
SDD’nin ¢06ziilmesi ve c¢esitli alanlara uygulanmasinin yayginlastirilmasi bu tez
calismasinin temel amacidir. SDD’nin teori ve uygulamasindaki temel 6geler rassal
degiskenler, stokastik siirecler, stokastik integrasyon, stokastik diferansiyel denklem ve
modelleridir. Tiim bu temel 6geler bu tezin ii¢iincii ve dordiincii boliimlerinde detayli bir
sekilde incelenmistir.

SDD'ler, olasilik teorisi ile adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢ok daha eski
ve daha gelismis alanlar1 arasinda bir baglanti kurar (Kostrista ve Cibuku, 2018). Bu
nedenle, olasilik teorisi terimleri stokastik hesapta olduk¢a 6nemlidir. Bir SDD, bir veya
daha fazla terimin stokastik siire¢ oldugu ve kendisi de stokastik siire¢ olan bir ¢6ziimle
sonuglanan bir diferansiyel denklemdir (Rezaeyan ve Farnoosh, 2010). Bu sebeple tezin
iclincli bolimiinde, belirli bir zaman aralifinda calisilan SDD’nin bir ¢6ziimii olan
stokastik siireglerin, aslinda bir rassal degisken olmasi sebebiyle olasilik teorisindeki
onemli bazi tanim ve kavramlara, kesikli parametreli ve siirekli parametreli stokastik

siireclere yer verilmistir.



Ayrica Hilbert uzayinin tamlik 6zelliginin, SDD’nin sunumunu basitlestirmesin-
den dolay1 fonksiyonel analizin temel kavramlarindan olan normlu uzaylar ve metrik
uzaylar lizerinde tanimlanan kavramlardan ve devaminda Hilbert uzayindan bahsedil-
mistir. Hilbert uzayinda tanimlanan metrik ve olasilik teorisinde tanimlanan beklenti
kavramlar1 arasindaki iliskiye deginilmistir. Daha sonra rassal degiskenlerin yakinsama-
sinin 6nemli kavramlar1 ele alinmis ve bu kavramlar arasindaki iliski verilmistir.
Sonrasinda, SDD teorisinde ¢ok sik kullanilan bir yontem olan Monte Carlo yontemi
kisaca ele alimistir. Onemli bir stokastik siire¢ olan Wiener siireci ise ayrica bu boliimde
dikkate alinmistir. Yine bu bolimde stokastik integraller ve takibinde Ito stokastik
integralleri tanimlanmig ve bu integrallerin baz1 6nemli 6zellikleri incelenmistir. Ayrica,
bu boliimde stokastik diferansiyellere ve SDD teorisi icin olduk¢a 6nemli olan It6
formiiliine deginilmistir. Son olarak, yaygin olarak kullanilan baska bir stokastik integral,
bir Stratonovich stokastik integralinden kisaca bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, It6 stokastik diferansiyel denklemler teorisi ele alinmistir. Bu
amagla ilk olarak, Hilbert uzayinda kesin kosullar altinda, SDD’nin tek bir ¢oziimiiniin
var oldugu ispatlanmistir. Daha sonra, SDD’nin birka¢ 6zelligi iizerinde durulmustur.
SDD’nin kesin ¢oziimlerini bulabilmek i¢in verilen Itd6 formiiliiniin yan1 sira, SDD’nin
yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in birka¢ niimerik yontemden bahsedilmis ve bu
yontemler arasindan Euler-Maruyama (EM) yontemi detayli bir sekilde ele alinmistir.
Ayrica bu bolimde, SDD’nin parametrelerini tahmin etmek i¢in yar1 (quasi) en ¢ok
olabilirlik (QMLE) yontemi anlatilmistir. Tez ¢alismasinin en 6nemli unsuru olan ve tezin
ozglnliigiine katkida bulunan, verilen bir fiziksel sistemin ani degisim gosterdigi
zamanlarin tespiti i¢in kullanilan degisim noktasi (CP) tahmini bu boliimde dikkate
alinmigtir. Sonrasinda, literatiirde 6zellikle SDD’ler igin gelistirilen Ki-kare uyum iyiligi
testi verilmis ve model performans degerlendirmesi i¢in kullanilan ortalama mutlak hata
yiizdesi (mean absolute percentage error (MAPE)), ortalama karekok hatasi (root mean
square error (RMSE)), Akaike bilgi kriteri (AIC) ve Bayes bilgi kriteri (BIC) kavram-
larindan bahsedilmistir. Son olarak literatiirde, Ozellikle finansta, siklikla kullanilan
geometrik Brownian hareketi (GBM) ve Cox-Ingersoll-Ross (CIR) SDD modellerine ve
bu iki modelin baz1 6zelliklerine yer verilmistir.

Besinci boliimde, onceki boliimlerde ele alinan yontemlerin gergek veri seti

tizerindeki uygulamasi ve bu uygulamalarin sonuglar1 detayl bir sekilde anlatilmistir.



Son zamanlarda petrol fiyatlarindaki dalgalanmalar ve istikrarsiz iiriin taleplerinin
tedarik, tiretim ve envanter agamalarinda aksamalara yol agmast; belirsizligi, yoneticilerin
ve karar vericilerin planlarina dahil etme konusundaki farkindaliginin artmasini saglamis-
tir. Belirsizlik altinda optimizasyonu ele almada en iyi yaklasimlardan biri stokastik
modellemedir (Mohd Noh vd., 2023). Bir baska ifadeyle, hammadde tedarik tahmininde
yapilabilecek herhangi bir yanlishigin tistesinden gelmek i¢in stokastik modelleme uygun
bir tahmin yontemidir. Dolayisiyla bu ¢alismanin amaci, dalgali ham petrol fiyatint GBM
ve CIR siirecine dayali olarak modellemektir. Ham petrol fiyatlarindaki ani dalgalanma-
lar, ozellikle son bir ka¢ yilda, ¢esitli kiiresel etkiler sebebiyle diinya ¢apinda birgok
tilkeyi onemli ol¢iide etkilemistir. Bu sebeple, bu tez c¢aligmasinda 01.03.2019 ile
13.03.2023 tarihleri arasindaki WTI (West Texas Intermediate (Bat1 Teksas petrolii)) ham
petrol kapanis fiyatlari, standart Wiener siireci seklinde bir yoriinge takip ettikleri i¢in
SDD modellemesi ile ele alinmistir. Bu tez ¢alismasinda WTI1 ham petrol verileri, ilk defa
degisim noktasi analizi dikkate alinarak hibrit bir stokastik diferansiyel denklem ile
modellenmistir. MAPE ve RMSE kriterlerine gore, soz konusu veri setini en iyi agiklayan
model iki degisim noktali hibrit SDD modelidir. Bu model dikkate alindiginda, EM
niimerik yaklasim yontemi yardimiyla hesaplanan 100 adet yoriingenin rastgele secilen
i adet t anindaki rassal degiskenlerinin olusturdugu kiimelerin dagiliminin ne oldugu
tahmin edilmistir. Elde edilen sonuglar ¢izelgeler ile verilmis ve sekiller ile gorsellestiril-
mistir. Tez caligmasinin tamamindaki uygulamalar ve 6rnekler, R programlama diline

entegre ¢alisan RStudio yaziliminin ¢esitli kiitiiphaneleri ile yapilmistir.



2. KAYNAK BILDIRISLERI

1827'de iskog botanik¢i Robert Brown, sivi iginde asili duran polen tanelerinin
diizensiz bir hareket gerceklestirdigini gozlemlemistir. Daha sonra 1900'de Louis
Bachelier ve bagimsiz olarak 1905°te Albert Einstein, detaylart matematiksel bakis
acistyla incelemis ve bu hareketin, stvinin molekiilleri ile rastgele ¢arpismalar yaptigini
aciklamislardir. Bu sebeple, hareketi matematiksel olarak tanimlamak igin, polen tanesi
w’nin t zamanindaki konumu olarak yorumlanan, stokastik bir stire¢ kavrami kullanil-
mustir. Bu siireg, Robert Brown'ln onuruna Brownian hareketi olarak anilmaktadir
(Oksendal, 2000; Iacus, 2008). Brownian hareketinin matematiksel 6zellikleri sibernetik
ve sinyal igslemenin kurucusu olarak bilinen Norbert Wiener tarafindan 1920 yilinda elde
edildigi i¢in sdz konusu siire¢ ayn1 zamanda Wiener siireci olarak da bilinmektedir (Ozel
Kadilar, 2020).

Brownian hareketinin hi¢bir yerde tiirevlenebilir olmadigi, bu nedenle integra-
linin bilinen integraller seklinde tanimlanamayacagi bilinmektedir. Bu integrali
tanimlamak i¢in Brownian hareketinin stokastik dogasinin kullanilmasi gerekir. Boyle bir
integral ilk olarak 1949'da Kiyosi It6 tarafindan tanimlanmistir ve simdi It6 stokastik
integrali olarak bilinmektedir (Mao, 2007). Stokastik integraller yardimiyla olusturulan
denklem, SDD’nin bir ¢oziimiidiir.

Yukaridaki 6nemli bilgiler 1s5181inda asagida literatiirde, 6zellikle finans alaninda,
SDD’ler yardimiyla yapilan ¢esitli uygulamalara yer verilmistir.

Bozdag (2010), yiiksek lisans tezinde SDD’lerin iki alt denklem smifini ele
almistir. Bu amagcla oncelikle SDD teorisi i¢in gerekli olan matematiksel temellere
deginmis daha sonra iki somut problem i¢in SDD modelleri énermistir. i1k olarak, bu
calismada, bir radyoaktif bozunma problemi bir rassal diferansiyel denklem ile
modellenmis ve bu modelin ¢6ziimii elde edilmistir. Ikinci olarak, hisse senetleri fiyatlari
i¢in Samuelson modeli tanitildiktan sonra fiyatlar i¢in bir SDD modeli kurulmustur. IKi
modeli fiyat tahminleri bazinda karsilastirabilmek i¢in Motorola hisse senedinin
20.03.09-11.05.09 tarihleri aras1 giinliik kapanis fiyatlar1 veri seti ele alinmigtir. Daha
sonra, elde edilen modeller niimerik olarak ¢oziilmiis ve her iki model Euclid metrigine
gore karsilastirilmig, Samuelson modelinin c¢alismada verilen yontemle elde edilen

modelden daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.



Ergisi (2019), yiiksek lisans tezinde Brownian hareketi ile temsil edilen SDD’ler
ile modelleme yaparken iki parametre tahmin yontemi Onermistir. Bunlar en g¢ok
olabilirlik tahmin yontemi ve genellestirilmis moment teknikleri yontemidir. Caligsma-
sinda, Brownian hareketi i¢in yapilan varsayimlar yerine getirildiginde, her iki teknigin
de ayn1 sonucu verdigini elde etmistir.

Ozdemir (2019), yiiksek lisans tezinde bilinen sigramali modellerden biri olan
Merton si¢gramali diflizyon modeli ile Dolar/TL verisini modellemeye c¢alismistir. Bu
calismada, parametre tahmini i¢in olusturulan algoritmay1 dogru bir sekilde kurabilmek
icin Merton yapisina gore bir veri simiilasyonu yapilmistir. Simiile verideki parametre
baslangi¢ degerleriyle en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ile bulunan parametre tahminleri
karsilastirilarak algoritmanin dogruluguna karar verilmistir Ayrica, EM yontemi ile
numerik yaklagim ve analitik ¢6zlimiin birbirlerine ne kadar yakinsadiklar1 kontrol
edilmistir. Parametre tahmini i¢in elde edilen algoritma kullanilarak hem Merton
difiizyon modeli hem de Black-Scholes modeli i¢in 01.02.2019-21.06.2019 tarihleri
arasindaki Dolar/TL doviz kuru verisi ile parametre tahmini; 23.05.2019-02.07.2019
tarihleri arasi i¢in ise 6ngorii tahmini yapilmistir. Son olarak, bu iki model tahmin ve
veriye uyumluluk agisindan karsilastirilmistir.

Ince (2021), doktora tezinde bir probleme uygulanabilmesi i¢cin SDD’lerin ¢ozii-
miiniin varlik ve tekligini Banach sabit nokta prensibinin genellestirilmesi yardimiyla ele
almistir. SDD’lerin ¢6ziimiiniin bir stokastik siire¢ olmasi, dolayisiyla bir rassal degisken
ifade etmesi ve bu rassal degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonunun bulunmasinin
onemli bir problem olduguna deginmistir. Bu ¢alismada, s6z konusu problemin ¢6ziimii
icin genellestirilmis entropi optimizasyon yontemleri kullanilarak SDD’lerin ¢6ziimii
olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek amaciyla bir yontem
gelistirilmis ve teorik olarak da ispatlanmistir. Genellestirilmis entropi optimizasyon
yontemleri, bu yontemlerden elde edilen dagilimlarin diger istatistiksel dagilimlardan
daha esnek olmasi sebebiyle tercih edilmistir. Gelistirilen bu yontemin performansini
gostermek amaciyla li¢ gergek veri seti iizerinde uygulama yapilmis ve simiilasyon
caligsmasi ile elde edilen sonuglar desteklenmistir.

Chen vd. (2005), calismalarinda regresyon ve volatilite (oynaklik) fonksiyon-
larinin bilinmedigi, parametrik olmayan bir modelin volatilitesindeki degisim noktalarini

saymak i¢in bir teori olusturmuslardir.



Lee vd. (2006), ¢alismalarinda difiizyon siireglerinde tek adimli tahmin edicilere
dayali CUSUM testini kullanarak bir parametre degisikligini test etme problemini deger-
lendirmislerdir. Parametre degisikligi, soz konusu siiregte bir degisim noktasi varligindan
kaynaklanmaktadir.

Gregorio ve lacus (2008), ¢alismalarinda ayrik zamanlarda gézlemlenen bir
difiizyon siirecinin volatilitesi i¢in bir degisim noktasi problemi ile ilgilenmislerdir.

lacus ve Yoshida (2012), calismalarinda g6zlemlerin ayrik zamanlarda toplandigi
bir SDD’ye yonelik bir siire¢ ¢6ziimiiniin volatilitesi igin bir degisim noktasi1 problemi ile
ilgilenmiglerdir. Volatilite rejimindeki degisim ani, yaklasik olasilik iizerinden QMLE
yontemi ile geriye doniik olarak belirlenmistir. Difiizyon siireglerinin siirekli zamanl
gbzlemleri ve siiriiklenme i¢in degisim noktasi tahmin problemini dikkate almiglardir.

Bahar vd. (2017), ¢alismalarinda dalgalanan ham petrol fiyatinin hammadde
tedarikini tahmin etmede zorluklara yol agmasindan dolay1 dalgali ham petrol fiyatini
GBM ve ortalamaya doniislii Ornstein-Uhlenbeck (OU) siireclerine dayali olarak model-
lemeyi ve ayni zamanda yapisal kirilmali dalgali ham petrol fiyatin1 tahmin etmeyi
amaglamislardir. Bunun i¢in, ham petrol fiyatinin modellenmesinde yapisal kirilmanin
olup olmadig: bilgisi oldukca 6nemli oldugundan ve uzun hafiza 6zelliginin yapisal
kirilmanin varligin1 kamufle edebileceginden 6ncelikle, Geweke ve Porter-Hudak'in log
periodogram regresyonunu kullanarak 2 Ocak 1986'dan 31 Agustos 2016'ya kadar WTI
giinliik verilerine uzun bellek testi uygulamis ve kirilma tarihini bulmak i¢in Bai ve
Perron testini kullanmiglar ve WTI ham petrol fiyatinda kirilma noktalar1 olarak 11 Kasim
1999, 18 Subat 2005 ve 13 Ekim 2009 tarihlerini bulmuslardir. Elde ettikleri sonuglar,
ham petrol fiyatinin yapisal kirilmalarla karakterize edildigini gostermektedir. Boylece
s0z konusu zaman serisinin ii¢ yapisal kirilmasinin, yani serinin veri iiretme siirecinde ii¢
stireksizliginin oldugu elde edilmistir. Bu sebeple Bahar ve arkadaslari, WTTI veri setini
GBM ve OU siireglerine dayali modellemek i¢in son yapisal kirilma olan 2009'dan
sonraki verileri secmistir. Gelecekteki fiyatin bugiiniin fiyatindan etkilendigi varsayimi
ile ham petrol fiyatim1 14 giin, 30 giin ve 6 ay i¢cin GBM ve OU siirecini ortalamaya
dondiirerek modelleyip tahmin etmistir. Sonucta, kullandiklar1 modeller MAPE ile
karsilastirildiginda ham petrol fiyati tahmininin, kisa donem i¢in OU siirecine kiyasla,
GBM ile daha dogru oldugunu, bir basgka ifadeyle, GBM’nin, WTI ham petrol fiyatini

tahmin etmek i¢in OU siirecinden daha iyi bir model oldugunu elde etmislerdir. Ayrica



ham petrol fiyatinin yapisal kirilma ile tahmin edilmesinin, yapisal kirilma dikkate
alinmadan tahmin edilmesinden daha iyi sonug¢ verdigini gostermislerdir. Bu ¢alismada,
parametre tahmin yontemi olarak en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi (maximum likelihood
estimation method (MLE) dikkate alinmustir.

Chen vd. (2018), cesitli zaman serisi verilerinde rejim ve yapisal degisikliklerin
ne zaman meydana geldigini dogru bir sekilde belirlemenin ¢ogu sosyal ve doga bilimle-
rinde kritik bir 6neme sahip olduguna dikkat ¢ekerek tek boyutlu OU siirecinin genellesti-
rilmis bir versiyonu ¢ergevesinde degisim noktasinin yerini belirlemede iki tutarli tahmin
tekniginin esdegerligini arastirmislardir. Yontemleri, en kii¢iik hata kareler toplami (least
sum of squared errors (LSSE)) ve maksimum log-olabilirlik (maximum log-likelihood
(MLL)) yaklasimlarina dayanmaktadir. Arastirmacilar degisim noktasinin hem varliginin
hem de konumunun bilinmedigi durumu arastirmislar ve sorun olarak gordiikleri bu
durumu ¢6zmek i¢in bilgilendirici bir yontem kullanmiglardir. Makalelerinde, hem
simiile edilmis hem de gozlemlenmis verileri igeren teorik sonucglari ve agiklayici
ornekleri, degisim noktasi tespitinin pratik hususlarma ve dikkat ¢ekici yonlerine
deginerek vermislerdir. Calismalarinin literatiire sundugu katkiyr ise bir degisim
noktasinin varligini veya yoklugunu gostermede ve boyle bir degisim noktasi oldugunda,
bilinmeyen konumu belirlemede MLL ve LSSE tabanli yontemleri, gelistirdikleri sekilde
degerlendirmektedirler. Ayrica, tahmin edicilerin degisim noktasi i¢in esdegerligini iki
yontem altinda kurmuslardir. Degisim noktast konumu i¢in tahmincilerin asimptotik
olarak tutarli olmasi kosullarin1 sinamislar ve bu sayede verimli bir uygulama
algoritmasinin tasarimina yardimci olmuslardir. Calismalari, uygulamada siklikla karsila-
stlan ¢oklu degisim noktasi probleminin iistesinden gelmede uygun yontemlerin arastiril-
mast ve gelistirilmesi i¢in tesvik edicidir.

Oliveira vd. (2019), makalelerinde ii¢ amaci gergeklestirmeyi amaglamiglardir.
Bunlar: (i) Brezilya enerji spot fiyatlarinin zaman serilerindeki degisim noktalarinin
(rejim degistirme) olusumunun belirlenmesi; (i1) Brezilya enerji spot fiyatlarinin modelle-
necegi en iyi SDD'nin belirlenmesi ve (iii) Brezilya'da elektrik fiyat riskini yonetmek igin
kullanilan bes tiir secenegin fiyatlandirilmasidir. Bu sayede degisim noktasini dikkate
alarak elde ettikleri SDD modeli ile Brezilya enerji spot fiyatlarini modellemislerdir.

Yaobin ve Oyuna (2021), makalelerinde WTI ve Brent piyasalarindan alinan

verileri kullanarak ham petrol oynakligin1 tahmin etmek i¢in Heston stokastik volatilite
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modelini 6nermislerdir. Heston modeline yaklagsmak i¢in EM semasini uygulamiglardir.
Ayrica genellestirilmis otoregresif kosullu degisen varyans (GARCH) tipi modellere
(simetrik ve asimetrik) yaklagsmak i¢cin RMSE ve ortalama hata (MAE)’yi kullanmustir.
Sonrasinda Heston modelinin simiilasyon sonuglarini, gelistirilmis genellestirilmis
GARCH tipi modellerinin yaklasik sonuglari ile karsilastirmistir. Elde ettikleri yaklagik
sonuglar, Heston stokastik oynaklik modelinin ham petrol oynakligint gelistirilmis
GARCH modellerinden daha iyi tahmin edebildigini ortaya koymustur. Gelecekteki
caligmalar i¢in, ham petrol fiyat oynakliginin davranisini modellemek adina atlama
difiizyon modellerinin performansinin stokastik oynaklik modelleriyle karsilastiriimasini
onermiglerdir.

Lahmuddin ve Shabri (2022), ¢calismalarinda son yillardaki ham petrol fiyatlarin-
daki 6nemli dalgalanmalarin, diinya ¢apinda ekonomik dengeleri 6nemli 6lciide etkiledi-
ginden, bu etkileri hafifletmek icin gelecekteki ham petrol fiyatlarini tahmin etmek amaci
ile GBM’yi kullanmiglardir. GBM ’nin siirekli zamanli bir stokastik siire¢ olmasi ve kisa
vadeli fiyat tahmini potansiyeli nedeniyle arastirmacilar tarafindan s6z konusu siireg
tercih edilmistir. Bu arastirmada, Diinya Bankasi'ndan alinan aylik ham petrol fiyatla-
rindan (Nisan 2002—Mart 2022) olusan ham petrol fiyat1 verileri kullanilmigtir. Drift
(stiriklenme) ve volatilite parametreleri tahmin edilmistir. Arastirmacilar, Malezya’daki
ham petrol fiyat verilerini tahmin etmek i¢in en iyi GBM modelini 6nermeyi, en iyi
modeli kullanarak ongoriilen verilerin modelini belirlemeyi ve tahmin edilen modelin
GBM dogrulugunu degerlendirmeyi amacglamiglardir. Sonug olarak, ham petrol fiyatla-
riin giinliik getirisinin normal dagildigin1 ve GBM modellerinin ham petrol fiyatlarim
tahmin etmek icin uygun oldugunu elde etmislerdir. Ayrica s6z konusu veri seti i¢in lineer
regresyon modellemesi de yapilmis ve MAPE yardimiyla GBM'nin, tahminde lineer
regresyondan daha dogru oldugu sonucuna ulagmislardir.

Noh vd. (2023), caligmalarinda petrol fiyatlarindaki dalgalanmalarin genel
ekonomi iizerinde biiyiik bir etkiye sahip olmasi ve sonunda enflasyon oraninda bir artiga
yol agacag diislincesiyle petrol fiyat1 dalgalanmalarin1 matematiksel olarak agiklamay1
onemli bulmuslardir. Bu sebeple arastirmalarinda, GBM modeli kullanilarak 2000
yilindan 2015 yilina kadar olan giinliik petrol fiyati verileri baz alinmis, WTI ve Brent

isimli iki ham petrol fiyati analiz edilmistir. Model degerlendirmesi ve model belirleme
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yontemiyle yapilan analizlerde 2000 yili sonrasi ham petrol fiyatinin GBM siirecini
izledigi sonucuna vartlmaistir.

Tonaki vd. (2023), ergodik diflizyon siireglerindeki degisim noktasi problemini
ayrik gdzlemlerden ele almislardir. ki durumda parametrenin degisim noktasini1 tahmin
etmek i¢in yontem dnermislerdir: bunlar, diflizyon parametresinde bir degisikligin oldugu
durum ve diflizyon parametresinde herhangi bir degisiklik olmadigi, ancak siiriiklenme
parametresinde bir degisikligin oldugu durumdur. Ayrica, degisim noktasi tahmincile-
rinin yakinsama oranlarini ve dagilim sonuglarin1 sunmuslardir.

Chen ve arkadaglarmin yukarida dikkat ¢ektigi ¢oklu degisim noktasi problemi
(Chen vd., 2018), WTI ham petrol verilerini modelleme asamasinda ortaya ¢iktigindan,
bu tez calismasinin odak noktast olmustur. 2019-2023 yillar1 arasindaki giivenilir
olmayan ekonomik ortam, petrol aritma sirketlerini istikrarsiz kar marjina neden olan
dalgali ham petrol fiyatiyla kars1 karsiya birakmistir. Bu durum, ham petrol verilerinin
belirsizliginden kaynaklanmaktadir. Bu sebeple, belirsizlik igeren teorik bir yaklasim
olan SDD modelleri bu tez ¢alismasinda detayli bir sekilde ele alinmistir. Ayrica WTI
veri setindeki fiyat dalgalanmalarinin ani degisimler icermesi, kullanilmak istenen SDD
modelinde belirsizligin yaninda degisim noktasi tahminini de dikkate almanin gerekli-
ligini dogurmustur. Bu baglamda eldeki veri setini modellemek i¢cin GBM ve CIR
SDD’leri ele alinmustir. Literatiirde SDD’ler i¢in lacus ve Yoshida’nin (2012) gesitli
calismalarinda ele aldiklar1 degisim noktasi analizi yukarida belirtilen iki denklem i¢in
ayr1 ayr1 dikkate alinmigtir. Buradan hareketle hesaplanan iki adet degisim noktasinin,
WTI ham petrol fiyatlarinin dalgalanma siirecinde kiiresel olarak son derece 6nemli olan
olaylarin yasandigi tarihlere denk diismesi hi¢ de sasirtici degildir. Bu durum, yapilan
analizin ne kadar yerinde oldugunun bir kaniti1 niteligindedir. Bu nedenle degisim noktasi
analizi SDD modellemesinde modelin performansina kayda deger anlamda katk:
sunmaktadir. Bu katkinin ele alinan veri seti iizerinde diinya ¢apinda nasil bir etkisi
oldugu, bu tez calismasinin uygulama kisminda detayl bir sekilde degerlendirilmistir.
Ayrica sadece WTI veri seti i¢in degil ayn1 zamanda farkli bilim alanlarindaki uygulama-
larda da boylesi bir dalgalanmayr modelleyebilmek ve elde edilen model ile ge¢mis
veriler yardimiyla gelecek verilerin nasil bir davranis sergileyecegini tahmin edebilmek

bliyiik ol¢iide 6nem arz etmektedir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

SDD teorisinin arkasinda 6l¢iim teorisine dayanan giiclii bir matematiksel yapi1
vardir. Olasilik ve istatistik teorisinde ele alinan rassal degisken kavrami, stokastik
integral ve SDD i¢in olduk¢a dnemlidir. Belirli bir zaman araliginda ¢alisilan SDD’nin
bir ¢oziimil olan stokastik siirecler, aslinda bir rassal degiskendir. Rassal degiskenlerin
Hilbert uzay1r (Hgy uzayi) ilizerinde bir metrik tanimlamak i¢in rassal degiskenlerin
beklentisi ifadesine gerek duyulmaktadir. Dolayisiyla, bu boliimde rassal degiskenler ve
rassal degiskenlerin beklentisi kavramlarinin yaninda baslica olasilik, istatistik ve dl¢tim
teorisi kavramlar1 tanimlariyla birlikte ifade edilmis ve bu boéliimiin esas amaglarindan
biri olan Hgy uzayr tanimlanmistir. Bu sebeple, kisaca fonksiyonel analizin temel
kavramlarindan olan normlu uzaylar ve metrik uzaylar iizerinde tanimlanan kavramlardan
bahsedilmistir. Sonrasinda rassal degiskenlerin yakinsamasinin 6nemli kavramlari ele
alinmig, bu kavramlar arasindaki iligki verilmistir. Burada, Hgy uzay1 kullaniminin bir
avantaji, Hilbert uzayindaki rassal degiskenlerin herhangi bir Cauchy dizisinin yine bu
uzayda tek bir rassal degiskene yakinsamasidir. Hilbert uzayinin bu tamlik 6zelligi,
SDD’nin sunumunu basitlestirmektedir (Allen, 2007). Daha sonra, SDD teorisinde ¢ok
sik kullanilan bir yontem olan Monte Carlo yontemi kisaca ele alinmistir. Ayrica bu
boliimde SDD ve SDD’nin modellemesinin tanimlanmasinda kullanilan stokastik siireg-
lere deginilmistir. Bu sebeple, kesikli parametreli ve siirekli parametreli stokastik stirecler
kisaca ele alinmistir. Daha sonra, yukarida deginilen sebeplerden 6tiirii stokastik siireg-
lerin Hilbert uzay1 (Hgp Uzayi) tanimlanmistir. Hry uzayina benzer sekilde Hgp uzayi da,
stokastik integraller ve SDD’nin sunumunu birlestirir ve basitlestirir (Allen, 2007).
Onemli bir stokastik siire¢ olan Wiener siireci ise ayrica bu bdliimde ele alinmustir.

Yine bu boliimde stokastik integraller ve takibinde Itd stokastik integralleri
tanimlanmis ve bu integrallerin bazi 6nemli 6zellikleri incelenmistir. SDD’nin niimerik
¢Oziimiinlin kolay bir sekilde bulunabilmesini saglamak adina stokastik integrallere
yaklasmak i¢in bir yontem agiklanmistir. Ayrica, bu boliimde stokastik diferansiyellere
ve SDD teorisi i¢in olduk¢a dnemli olan It6 formiiliine deginilmistir. It6 formiiliiniin
uygulanmasi, belirli bir SDD’nin tam olarak ¢oziilmesini saglar. Ustelik It6 formiili,

SDD’ler i¢in ek dnemli sonuglar elde etmek i¢in de kullanilabilir. Son olarak, yaygin



olarak kullanilan baska bir stokastik integral, bir Stratonovich stokastik integralinden

kisaca bahsedilmistir.
3.1 Olasiik Uzay1

Olasilik teorisi, sonuglart sansa bagli olan denemelerin matematiksel modelle-
riyle ilgilenir. Tiim olast sonuglar (elementer olaylar), karakteristik eleman1 w € (0 olan
bir Q kiimesi olusturmak igin gruplandirilir (Mao, 2007). Burada Q, elementer sonuglar
uzayi, bir baska ifadeyle, kompleks kosullar sabit tutuldugunda ortaya ¢ikabilecek tiim
deney sonuglariin olusturdugu kiime olmak tizere; &, Q iizerinde kurulmus bir o—cebir
ve P ise & tlizerinde tanimlanmis bir 6l¢iim fonksiyonu olsun. O halde (Q, &, P) tgliistiniin
olusturdugu uzaya olasilik uzay: denir (Samilov, 2014). Bu tezde, olasilik teorisinde ifade

edilen tiim kavramlar (£, &, P) olasilik uzayinda ele alinmistir.

Tanum 3.1. Sonlu sayida karsilikli ayrik dikdortgenlerin herhangi bir toplami seklinde
gosterilebilen kiimeye elementer kiime denir. Bir bagka ifadeyle; P,, kenarlar1 koordinat

eksenine paralel olan dikdortgenler
Bo={(x,y):a<x<b c<y<d} (3.1)

olmak tizere A = U, P, seklindeki kiimeye elementer kiime denir (Samilov, 2007).

Tanim 3.2. (Q,§, P) olasilik uzayinda Q0 elementer sonuglar uzayinin belli kosullar

saglayan § alt kiimeler sistemi ele alinsin. Eger & sistemi

i. 0,Q€ g, burada @ simgesi bos kiimeyi temsil etmektedir,
ii. A € & iken A € &, burada A° = Q — A, bir bagka ifadeyle A€, Q lizerinde A
kiimesinin tiimleyenini temsil etmektedir,

iii. {Ai}izl c & iken U?ilAl' EYF

kosullarini sagliyor ise, o zaman § ailesine Q iizerinde kurulan, olaylarin c—cebiri denir
(Samilov, 2014). Burada, (Q, &) ciftine dl¢iilebilir uzay denir ve §’nin elemanlari, § —
olgiilebilir kiimeler olarak adlandirilir (Mao, 2007).
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Eger C, (M’nin alt kiimelerinin bir ailesi ise, o0 zaman (Q iizerinde C’yi i¢eren en
kiiciik bir o — cebiri, a(€) vardir. Bu o(C), C tarafindan iiretilen o — cebiri olarak
adlandirilir (Mao, 2007).

Tanim 3.3. (Borel Cebiri). R reel sayilar kiimesi olmak iizere, eger O = R% ve C,
R%°deki tiim agik kiimelerin ailesi ise, 0 zaman B* = ¢(C) o — cebiri, Borel ¢ — cebiri

olarak, B’nin elemanlari ise Borel kiimeleri olarak adlandirilir (Mao, 2007).

O halde, [0,1] araligina ait olan [a,b], [a, b), (a, b], (a,b) araliklar1 tizerinde

kurulmus o—cebire B* Borel ¢ — cebiri denir.
M2 ={(x1,x): 0<%, <1, 0<x, <1} (3.2)

elementer kiimesi iizerinde kurulmus o — cebire iki boyutlu B2 Borel o — cebiri, benzer
sekilde.

[M"={xeR: 0<x <1} (3.3)

elementer kiimesi iizerinde kurulmus o — cebire ise d boyutlu B¢ Borel o — cebiri denir
(Samilov, 2014)

Tanim 3.4. (Q, §, P) olasilik uzay1 ele alisin. (—oo,c) € B! c RikenV c € R i¢in

X H(—0,0)}={weN: X(w)<c}EF (3.4)

oluyorsa X fonksiyonuna & —dl¢iilebilir fonksiyon denir; burada B*, Borel o — cebiridir
(Samilov, 2014).

Tanim 3.5. (Q, §, P) olasilik uzayi ele alinsin. X: Q) — R seklinde tanimlanan 6l¢iilebilir

fonksiyona (€, &, P) olasilik uzayinda tanimlanmis rassal degisken denir.

Rassal degisken reel degerli (¥ — ol¢iilebilir), tanim bolgesi elementer sonuglar

uzay1 olan bir fonksiyondur, rassallik (2’dan gelmektedir (Samilov, 2014).
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Tanim 3.6. X:Q — R% herhangi bir fonksiyon olsun. X tarafindan iiretilen o — cebir
a(X), tim {w:X(w) € U}, U € R% acgik kiimelerini iceren Q iizerindeki en kiigiik

o —cebirdir. Bir basgka ifadeyle,
d(X) = o({w: X(w) € U}: U c R? agtk kiime) (3.5)

O zaman X, a(X) — olgiilebilir olacaktir ve o (X) bu 6zellige sahip en kiigiik o — cebirdir.
X, & —olciilebilir ise, o zaman o(X) € §’dir, bir baska ifadeyle X, §’nin bir

alt—o —cebirini tiretir (Mao, 2007).

Olasilik Aksiyomlari. A,B € & olmak lizere (Q, &, P) olasilik uzayinda tanimlanan P

olasilik 6l¢timii

i. P(A) = 0’dr,
ii. P(Q) = 1’dir,
iii. AnB =@ iken P(AU B) = P(A) + P(B)’dir,

iv.A; DAy DD Ay ve N2, A; = @ durumunda lim P(4;) = 0’dir
L—>00
seklinde ifade edilen Kolmogorov’un olasilik aksiyomlarini saglar (Samilov, 2014).

Tanim 3.7. (Q,§, P) olasilik uzay: ele alinsin ve A, B € § olsun. B olayini olusturan
elementer sonuglar sayist m, A ve B olaylarini olusturan ortak elementer sonuglar sayisi

myg olsun. O halde, B kosulu altinda A olaymin ger¢eklesmesi olayimin olasilik dlgtimii

P(A|B) = % (3.6)

seklindedir.
Q esit olasiliklt elementer sonuglar uzaymin elemanlar1 sayisinin n oldugu

varsayildiginda P(AB) = myg/n ve P(B) = m/n oldugu dikkate alinirsa Esitlik (3.6)

P(4B)
P(B) '

P(A|B) = P(B) >0 (3.7)
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seklinde ifade edilir (Samilov, 2014).

Tanim 3.8. (Q, &, P) olasilik uzay1 ve bu uzayda tanimlanmis X rassal degiskeni ele

alinsin. x € (—o0,+00) olmak lizere
Fx)=P{X<x}=P{lwenN: X(w) <x} (3.8)

fonksiyonuna X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu denir (Samilov, 2014).
Dagilim fonksiyonun 6zellikleri asagidaki gibidir.

i. F(x),0 < F(x) <1 esitsizligini saglar.

. x; < xp iSe F(x1) < F(x,) esitsizligi saglanir. Bir baska ifadeyle, F(x)
azalmayan fonksiyondur.

iii. F(x), x noktasinda soldan siireklidir.

iv. lim F(x) =1ve lim F(x) =0 esitlikleri saglanir (Samilov, 2014).
X——00

X—+00

Tanim 3.9. (Q, &, P) olasilik uzay1 ve bu uzayda tanimlanmis X rassal degiskeni ele

alinsin.

i. Q elementer sonuglar uzayi, sonlu veya sayilabilir sonsuz elemanlardan
olustugunda X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu pargali, sabit, azalma-
yan bir fonksiyon ifade eder. Bu tiir rassal degiskenlere kesikli rassal degisken
denir (Samilov, 2014).

ii. Q elementer sonuglar uzayi, sayllamayan sonsuz olaylardan olusmus ise ve X
rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ise
X rassal degiskenine mutlak siirekli rassal degisken denir (Samilov, 2014).

iii. Q elementer sonuglar uzay1, sayllamayan sonsuz olaylardan olusmus ise ve X
rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu F(X), her yerde diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ise X rassal degiskenine siirekli rassal degisken denir.

iv. F'(x) = f(x) kosulunu saglayan siirekli f(x) fonksiyonuna da F(x) dagilim
fonksiyonuna sahip rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu denir. O
halde;
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F(x) = f f(s)ds (3.9)

esitligi saglanir (Samilov, 2014).

V. X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu F(X) stirekli ise ancak mutlak
stirekli degil ise bu tiir rassal degiskenlere singuler (zekil) rassal degisken denir
(Samilov, 2014).

Tanim 3.10. F(x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmis bir fonksiyon olsun. [a, b]
araliginda keyfi sekilde karsilikli ayrik [a;, b;] alt araliklart ele alinsmn. Ve > 0
verildiginde 38(e) > 0 vardir ki [a;, b;] alt araliklar igin  Yi=,(b; — a;) < &§ kosulu
saglandiginda Y,[-,|F(b;) — F(a;)| < € kosulu saglanir. Bu durumda, F (x) fonksiyonu
[a, b] araliginda mutlak siireklidir denir (Samilov, 2014).

3.2 Beklenti

Tanim 3.11. (Q, &, P) olasilik uzay1 verilsin. w € Q i¢in X (w) € {x4, x5, ... } olmak tizere
(Q, &, P) olasilik uzayinda taniml kesikli bir X rassal degiskeni ele alinsin. p(x), X in
olasilik kiitle fonksiyonu olsun, bir bagka ifadeyle; p(x) = P{X = x} olsun. O halde E

beklenti operatorii olmak {izere X rassal degiskeninin beklentisi

l

u=EX)= Z xip(x;) = ZX(wi)P{wi} (3.10)

olarak tanimlanir. Bu toplam her zaman yakinsaktir (Allen, 2007).

Lemma 3.1. (Q, &, P) olasilik uzay1 verilsin. w € Q i¢in X (w) € {x4, x5, ... } olmak lizere
(Q, &, P) olasilik uzayinda tanimli kesikli bir X rassal degiskeni ele alinsin. g: R - R, X
kesikli rassal degiskeninin bir fonksiyonu olsun. O halde Y = g(X) fonksiyonu da kesikli
bir rassal degiskendir ve beklentisi asagidaki gibidir (Allen, 2007).

E[g(X)] = Z g(x)p(x;) (3.11)

1
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Tanim 3.12. (Q, &, P) olasilik uzayinda tanimli kesikli X rassal degiskeni ele alinsin.

i. X kesikli rassal degiskeninin k. Momenti

E[X¥] = 2 xfp(x;) (3.12)

l

ii. X kesikli rassal degiskeninin k. merkezi momenti
EICX = 04 = ) G — 0p() 613
i

iii. X kesikli rassal degiskeninin varyansi

Var(X) = E[(X —)?] (3.14)

seklinde olup ikinci merkezi moment olarak tanimlanir (Allen, 2007).

Beklenti ile ilgili olarak, E[ag(x) + bh(x)] = aE[g(x)] + bE[h(x)] dir, burada
a ve b keyfi sabitlerdir. O halde, Var(X) = E[(X — n)?] = E[X?] — u? olarak elde
edilir.
Siirekli rassal degiskenler i¢in beklentiler, kesikli rassal degiskenlerde oldugu gibi

paralel bir yol ile tanimlanir.

Tanim 3.13. (Q, §, P) olasilik uzay1 verilsin. X(w) = x olmak tizere (Q, &, P) olasilik
uzayinda tanimli stirekli bir X rassal degiskeni ele alinsin. f(x), X’in olasilik yogunluk

fonksiyonu olsun, O halde X rassal degiskeninin beklentisi

E(X) = f Xf () dx (3.15)

seklinde tanimlanir (Allen, 2007).
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Lemma3.2. (Q, &, P) olasilik uzayi verilsin. g: R = R, (£, &, P) olasilik uzayinda taniml
X siirekli rassal degiskeninin bir fonksiyonu olsun Y = g(X) fonksiyonunun beklentisi
asagidaki gibidir (Allen, 2007).

E[g(X)] = f 90 f ()dx (3.16)

Tanim 3.14. (Q, &, P) olasilik uzayinda tanimli siirekli X rassal degiskeni ele alinsin.

I. X siirekli rassal degiskeninin k. Momenti

E[X¥] = f_ x*f (x)dx (3.17)

Ii. X siirekli rassal degiskeninin k. merkezi momenti

+00
FI-w4 = [ =G (3.18)
iii. E(X) = p olmak iizere, X siirekli rassal degiskeninin varyansi

Var(X) = E[(X — p)?] (3.19)

seklinde olup ikinci merkezi moment olarak tanimlanir (Allen, 2007).

Tanim 3.15. (Q, §, P) olasilik uzayinda tanimli gercek degerli X ve Y rassal degiskenleri

ele alinsin.

Cov(X,Y) = E[(X - EX))(Y - E(Y))] (3.20)

ifadesi X ve Y 'nin kovaryans: olarak adlandirilir (Mao, 2007).
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3.3 Hilbert Uzay1

Rassal degiskenlerin Hilbert uzaymin insasina gegmeden once ilk olarak fonksi-
yonel analizde tanimlanan Hilbert uzay1 kavramina deginilmistir. Bunun i¢in yararlanilan
temel kavramlar asagidaki tanimlar ile sirasiyla ele alinmigtir. Burada, normlu bir uzayin,
ayn1 zamanda bir vektor uzay1 olmasina karsin bir metrik uzayinin, lizerinde bir uzaklik
fonksiyonu tanimlanmis bir kiime oldugunu, bir baska ifadeyle metrik kavraminin,

uzaklik kavrami oldugunu vurgulamak gerekir.

Tanum 3.16. Bos olmayan bir V kiimesi verilsin. (K, +,.) kiimesi de reel ya da kompleks
sayilar cismi olsun. (V,@) degismeli grup olmak iizere ®: K X N = N fonksiyonu,
YabeKveVx,y€V icgin asagidaki ozellikleri saglarsa, V kiimesine vektér uzay

(lineer uzay ya da lineer vektir uzay) denir (Yiksel, 2006).

vl. a@®Qx €V

V2. aQ (xPy)=a®x) D (a®y)
V3. (a+bh)®x=(@@®x) D (b Qx)
Vh. (a D) ®@x=aQ@ (b x)

V5. e € K birim eleman ise, e @ x = x.

Tanim 3.17. Bos olmayan bir V" kiimesi, reel ya da kompleks sayilarin K cismi iizerinde,
bir vektor uzayi olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan p : ' = R fonksiyonuna V" vektor
uzay1 lizerinde tanimlanmig bir norm ve (I, p) ikilisine de normlu uzay (normlu lineer
vektor uzayr) denir (Yiksel, 2006).

nl. Vx € N igin, p(x) =0

n2. Vx € Nigin,p(x) =0 x=0

n3. Va € KveVx €N igin, p(ax) = |a|p(x) (pozitif homojenlik)
nd. Vx,y € Nigin, p(x +y) < p(x) + p(y) (alt toplamsallik)

Eger yalnizca nl, n3 ve n4 dzellikleri saglantyorsa, p: N — R fonksiyonuna, V"

vektor uzayi lizerinde tanimlanmis bir yar: norm denir (Yiiksel, 2006).

x vektoriiniin normu p(x) = ||x|| seklinde de gosterilir,
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Tanim 3.18. R™ ya da C" Oklid uzaylar verilsin. Bu uzaylara ait bir x = (xl,xz, Th xn)

vektoriiniin Oklid uzunlugu,

= (D ) @.21)

seklinde tanimlanir. Bu norma Oklid normu denir (Yiiksel, 2006).

Tanum 3.19. Bos olmayan bir M kiimesi verilsin. x, y € M oldugunda, x ve y noktalar1
arasindaki mesafeyi ifade eden bir d: M' X M’ — R fonksiyonu ele alinsin. V x,y,z € M

icin s6z konusu fonksiyon asagidaki

ml.d(x,y) =20, d(x,y) =0 e x =y (Pozitiflik ozelligi)

m2.d(x,y) = d(y,x) (Simetriklik ozelligi)

m3.d(x,y) < d(x,z) + d(z,v) (Ucgen esitsizligi)
ozelliklerini sagliyor ve sonlu degerler aliyorsa; bagka bir deyisle, M’ metrik kiimesinde
dizi limiti kavrami tanimlanmus ise, d fonksiyonuna M kiimesi iizerinde bir metrik ve
(M, d) ikilisine de bir metrik uzay denir (Yiiksel, 2006; Samilov, 2012).

X,V, Z, ... elemanlarindan olusan M kiimesinin elemanlar1 noktalar olarak adlan-

dirilir. S6z konusu noktalar genel anlamda sayilar, fonksiyonlar, vektor fonksiyonlar,

operatorler vs. olabilir (Samilov, 2012).

Tanim 3.20. (M, d) bir metrik uzay olsun. {x,} € M dizisi ve herhangi bir x eleman:
verildiginde, n — oo iken x, = x i¢in d(x,, x) = 0 oluyorsa, bir baska ifade ile Ve > 0
verildiginde 6yle bir AN(e) > 0 vardir ki n > N igin d(xn, x) < € kosulu saglaniyorsa

x’e, {x,,} dizisinin limiti denir ve lim x,, = x seklinde ifade edilir (Samilov, 2014).
X—00

Tanim 3.21 (Cauchy Dizisi). (M, d) bir metrik uzay olsun. {x,} € M dizisi verilsin.
Eger Ve > 0 sayis1 i¢in

nm>N=d(x,x,) <€ (3.22)
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kosulunu saglayan IN(e) > 0 sayis1 varsa bu durumda {x,} dizisine Cauchy dizisi
(fundamental dizi) denir (Nesin, 2012).

Teorem 3.1. Bir (M, d) metrik uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir (Nesin,
2012).

Tanim 3.22 (Tam Metrik Uzay). (M, d) metrik uzayinda her bir {x,,} Cauchy dizisi
yakinsak ise, diger bir deyisle, d(x,,x) = 0, x € M ise (M,d) metrik uzayina tam
metrik uzayt denir (Nesin, 2012).

Tanim 3.23. Bos olmayan bir J vektor uzay1 ele alinsin, Bir (x, y) i¢ ¢arpimi, 7 X J’dan
J’nin bir k skaler cisimi i¢ine yapilan bir fonksiyon olsun. V x,y,z € 7 ve A € R skaleri
icin asagidaki ozellikleri saglayan J vektor uzayina i¢ ¢arpim uzayt denir (Cakar, 2007).

il.(x,x) =0, ve (x,x) =0 & x =0 (Pozitiflik izelligi)

2. (x,y) = (y,x) (Simetriklik ozelligi)

13.(x+y,2) =(x2)+ (,2)

4. Ax,y) = A(x, y).

J tizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim, Esitlik (3.23) ile verilen bir norm ve Esitlik
(3.24) ile verilen bir metrik tanimlar (Cakar, 2007).

x|l = v/ (x, x) = (x, x)/2 (3.23)

d,y) =llx—yll=v&x—-y,x—y) (3.24)

Tanim 3.24 (Hilbert Uzayr). Tam normlanmig lineer uzayda norm, i¢ ¢arpim ile
tanimlanmus ise, bir bagka ifadeyle tam bir i¢ ¢arpim uzayinda ||f|| normu, uzaydaki
herhangi bir f icin bir (f, f) i¢ ¢arpim yardimu ile ||f]| = (f, f)*/? seklinde tanimlani-
yorsa bu uzaya Hilbert uzay: denir (Allen, 2007).
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3.4 Rassal Degiskenlerin Hilbert Uzay:

Rassal degiskenlerin Hilbert uzay1 ve stokastik siirecler, Boliim 3 ve 4'te sunulan
stokastik integral ve SDD’nin insasin1 birlestirir ve basitlestirir (Allen, 2007). Bu sebeple,
bu boliimde rassal degiskenlerin Hilbert uzay1 ele alinmistir.

f,g € H olmak iizere H, (f,g) € R i¢ ¢arpimina ve ||f|| = (f, £)*/? normuna
sahip bir Hilbert uzayi olsun. Hilbert uzaylari i¢in iki dnemli 6zellik, Esitlik (3.25) ile
verilen tiggen esitsizligi ve Esitlik (3.26) ile verilen Cauchy-Schwartz esitsizligidir:

If +gll <71+ gl (3.25)

IF DI < 1IfI- gl (3.26)

Her iki esitsizlik de konu kapsaminda yapilan ispat ve islemlerde kullanilmaktadir.
Tanim 3.25. (Q, &, P) olasilik uzay1 diisiiniilsiin. A € § olmak iizere;

L@ ={g oel
seklinde ele alinan rassal degiskene A igin bir indikatér fonksiyon denir (Allen,
2007).

ii. Indikatdr fonksiyonlarin sonlu lineer kombinasyonlar: sade (basit) rassal de-
giskenler olarak adlandirilir. Bir baska ifadeyle, eger X sade bir rassal degis-
ken ise 0 zaman X asagida ifade edilen Esitlik (3.27) formuna sahiptir ve E (X)
kolayca asagidaki Esitlik (3.28) yardimiyla elde edilir (Allen, 2007).

X(w) = Zi:l €ila; (@) (3.27)

E(X) = ZilciP(Ai). (3.28)

Sade rassal degiskenler yardimiyla rassal degiskenlerin Hilbert uzay:r tanim-

lanmigtir. Bunun i¢in Sgy, (£, &, P) olasilik uzayinda tanimlanan sade rassal degisken-
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lerin bir kiimesi olsun. Sy, rassal degiskenlerin bir vektor uzayidir. X,Y € Siy oldugu

diistiniildiigiinde Sy tizerinde tanimlanan (X,Y) i¢ carpimi

X,Y) = EXY) = E il (@) dyl5 (@) (3.29)
;; A j'B
buradan
) =2 cdiE (1, @)s, (@) (3.30)
i=1j=1

esitligini sagladigindan

(X,Y) = Z Z ¢; d;P(4; N B,) (3.31)
j=1

i=1j

L, w€ANB, i#]

seklindedir, burada IAi(a))IBj(w) _ {0 WEANB, %]
) i )

X((U) = 1L:l=1 CiIAi(w) ve

Y(w) = Xj-1d;1 B (w) oldugu dikkate alinir. Sgy, lizerinde tanimlanan norm ise

1/2

IXllay = (X, 02 = (E0x) " = (E1X1)V2 = (2 cﬂP(AL-))

i=1
kisaca,
IXIlgy = (EIX|?)"/2 (3.32)
olarak elde edilir. Sade rassal degiskenlerin i¢ garpim uzaylari genelde tam degildir ancak,
bir Hg, Hilbert uzayina tamamlanabilir. O halde Sk, ’nin Hg’de yogun oldugu sdylenir.

Bunun i¢in, Sg, uzayina pek ¢ok rassal degisken eklenebilir. O halde, herhangi bire > 0

verildiginde {X,};; ; dizisinin Hgy de bir rassal degiskenler dizisi olmas1 i¢in n,m > N
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olacak sekilde Oyle bir N tamsayisi vardir ki ||X;, — X||gy < € esitsizligi saglanir. O
zaman Hpy uzayi tam iken n — oo oldugunda ||X,, — X||zy — 0 olacak sekilde Hgy ’nin
bir X rassal degiskeni vardir. Ayrica Sgy € Hgy, Hgy’de yogun iken herhangi bir € > 0
verildiginde ||X — Y||gy < € esitsizligini saglayan Oyle bir Y sade rassal degiskeni vardir
(Allen, 2007).

Ozetlemek gerekirse; 6zellikle Hgy iizerindeki i¢ carpimin (X, Y) = E(XY) esitli-
gini, normun || X ||y = (E]X|?)'/? esitligini sagladigina, Sy sade fonksiyonlar kiimesi-
nin Hgy,’de yogun olduguna ve Hgy 'nin E beklentisi vasitasiyla olasilik dagilimina bagh
olduguna dikkat edilmelidir. O halde Hgy, Esitlik (3.32) ile verilen norma sahip rassal
degiskenlerin bir Hilbert uzayidir (Allen, 2007).

3.5 Rassal Degisken Dizilerinin Yakinsamasi

Rassal degisken dizilerinin yakinsamasi, SDD teorisinde oldukc¢a onemlidir.
(Q, &, P) olasilik uzayi iizerinde tanimlanmis bir {X;};2, rassal degiskenler dizisi diisii-
niilslin. n — oo iken s6z konusu dizinin yaklastig1 bir X rassal degiskeninin var olmasi
ilgi gekici bir durumdur. Dahasi, n — oo iken X,,’nin X e yaklasma seklini agik¢a karakte-
rize etmek 6nemlidir (Allen, 2007). Bu tiir yakinsakligin tanimlanabilecegi birkag farkli
yol vardir. Genel olarak ifade edilirse, bahsedilen yakinsaklik iki farkli sinifa ayrilir. Tlki,
Xy’ nin gerceklesmelerinin bir sekilde X inkilere yakin olmasi gereken daha giiclii bir
smif, digeri ise X,, ve X in yalnizca olasilik dagilimlarinin yakin olmasi gereken daha
zayif bir siniftir (Kloeden vd., 2000). Bu sebeple, bu boliimde rassal degiskenleri anlamak

i¢in yararli olan ve yukarida bahsi gecen farkli yakinsama kriterleri ele alinmistir.

Tanim 3.26. (Q, &, P) olasilik uzay tizerinde tanimlanmis bir {X;};2, rassal degiskenler
dizisi ve X rassal degiskeni diisiiniilsiin. Fy, X rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu ve

E beklenti operatorii olsun.
i, lim E(|X, —X]) =0 (3.33)

oluyorsa {X;}i2, dizisi X’e gii¢lii yakinsiyor denir.
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ii.n=123,.. icin E(X?) <o ve E(X?) < o olmak iizere
lim E(|X, — X|*) =0 (3.34)
oluyorsa {X;}{2, dizisi X e ortalama kare anlaminda yakinsiyor denir.
i, P(loea: lim |X, (@) = X ()| = 0}) =1 (3.35)

oluyorsa {X;}i2, dizisi X’e 1 (bir) olasilik ile yakinsiyor veya hemen hemen

a.s.
kesin yakinsiyor denir ve X,, — X olarak gosterilir.

iv.Ve > 0 i¢in

,Plrolo PlweQ : |X,(w) —X(w)|>€}) =0 (3.36)

oluyorsa {X;};2, dizisi X’e olasiliga gore yakinsiyor denir ve X, % X olarak

gosterilir. Olasilikta yakinsama, stokastik yakinsama olarak da adlandirilir.

v. Tim f: R — R diizgiin (smooth) fonksiyonlar1 i¢in

lim [ f0E,0) = [ FOMEO) (337)

oluyorsa {X;};2, dizisi X’e zayif yakinsiyor denir.

Vi. Fy dagilimimin tiim x siireklilik noktalarinda,

lim Fy, (x) = Fx (x) (3.38)

d
oluyorsa {X;};2, dizisi X’e dagilima gore yakinsryor denir ve X,, = X olarak
gosterilir. Dagilimda yakinsama, zayif yakinsama anlamina da gelmektedir

(Kloeden vd., 2000; Allen, 2007; Samilov, 2007).
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Bu tanimlardan hareketle, yakinsama tiirlerinin birbirleri ile olan iligkilerine
deginilmis ve iligkilerin kurulmasinda kullanilan baz esitsizlikler verilmistir.

SDD teorisinde en 6nemli yakinsama tiirli ortalama kare yakinsamasidir (Allen,
2007). Bu yakisama; {X;};2,; € Hgy verildiginde n — oo iken ||X,, — X||zy — 0 ifadesi-
ne esit olur. Dahasi, Hgy, bir Hilbert uzay: oldugundan {X;};2, dizisi Hgy’de bir Cauchy
dizisi ise X € Hpyy nin bir rassal degisken olmasi garantilenmis olur. Bir baska ifadeyle;
Ve > 0 i¢in AN (€) pozitif tamsayisi vardir ki n,m > N iken || X,, — X, ||z < € esitsiz-
ligi saglanir. Ortalama kare yakinsamasinin bir diger ilging noktasi ise gii¢lii yakinsama
anlamina gelmesidir. Bu sonug, X € Hpy i¢in Esitlik (3.40) ile verilen Lyapunov esitsizli-

ginden elde edilebilir (Allen, 2007). Burada p = 1 ve r = 2 olarak alinirsa esitsizlik,

E(X,—X|) < (E(IXn — X|2))1/2 esitsizligine indirgenir. Burada n — oo iken her iki

tarafa limit alma islemi uygulanir ve ortalama kare yakinsamasi tanimi kullanilirsa,

1

1 =
lim E(|X, - X|) < lim (E(IX, — X|%))? = (lim E(1X,, - X|?))* =0
n—-oo n—-oo n—o

lim E(|X,, —X|) <0 (3.39)
n-oo

esitsizligi elde edilir. Bu da, gii¢lii yakinsamanin tanimini verir. Dolayisiyla, ortalama

kare yakinsamasi1 ayn1 zamanda gii¢lii yakinsama kosulunu saglar.
Lyapunov Esitsizligi. (Q, &, P) olasilik uzayi izerinde tanimlanmus bir X rassal degiskeni

diisiiniilsiin. 0 < p < r < o0 i¢in

(EAx))? < (Eqx1))"" (3.40)

seklindeki esitsizlige Lyapunov Esitsizligi denir (Allen, 2007).

Ortalama kare yakinsamasi, olasilikta yakinsama anlamina da gelir. Bu sonug,

Esitlik (3.44) ile belirtilen Chebyshev—Markov esitsizliginden elde edilir. Bunun igin,

.. e . 1
p = 2 olarak alinirsa s6z konusu esitsizlik, P({w € Q: [X(w)| = €}) < E_zE(|X|2)
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esitsizligine indirgenir. Burada | X (w)| yerine | X,,(w) — X (w)| yazilir ve n — oo iken her

iki tarafin limiti alinirsa

lim P({w € Q: | Xp(w) = X(0)] 2 €}) S}Lijgoele(an(w) —X(@)I* (3.41)

lim P({w € Q: |Xp(w) = X(0)] 2 €}) Sé%‘lﬁ‘o E(IXp(w) = X(@)I?) (3.42)

esitsizligi elde edilir. Burada, esitsizligin sag tarafindaki ifade ortalama kare yakinsama-
sin1 ifade eder ve lim P({w € Q: |X,(w) — X(w)| = €}) Seiz- 0 = 0 ortaya ¢ikar. P
n—->oo

olasilik Sl¢timii oldugundan P > 0 sartini saglar. Dolayisiyla
lim P({0 € Q¢ [X, () = X(@)] = €}) = 0 (3.43)

esizligi elde edilir ve bu da ortalama kare yakinsamasinin olasilikta yakinsamayi ifade

ettigini gosterir.

Chebyshev — Markov Esitsizligi. (Q,$, P) olasilik uzay: iizerinde tanimlanmig bir X

rassal degiskeni diisiiniilsiin. 3 p, € > 0 i¢in
1
Pw €+ [X(0)| 2 €}) < - E(IXI?) (3.44)

seklindeki esitsizlige Chebyshev — Markov esitsizligi denir (Allen, 2007; Mao, 2007)

Her ne kadar ortalama kare yakinsamasi, olasilikta yakinsamanin yani sira giiclii
yakinsamayi ifade etse de olasilikta yakinsama veya giiclii yakinsama, mutlaka ortalama
kare yakinsamasini gerektirmez (Kloeden vd., 2000; Allen, 2007; Mao, 2007). Ayrica
hemen hemen kesin yakinsama, olasilikta yakinsamaya isaret eder. Bununla birlikte,
ortalama kare yakinsamasi, hemen hemen kesin yakinsama anlamina gelmez ve hemen
hemen kesin yakinsama, ortalama kare yakinsamay1 ifade etmez (Kloeden vd., 2000;
Allen, 2007).

Hemen hemen kesin yakinsama hakkinda asagidaki Lemma 3.3 verilebilir.
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Lemma 3.3. (Q, &, P) olasilik uzay1 tizerinde tanimlanmis bir {X;};2, rassal degiskenler

dizisi ve X rassal degiskeni diistiniilsiin. 3 € > 0 igin

[0e]

P({|X, — X| = €}) < (3.45)

n=1

kosulu saglaniyorsa {X;};2, dizisi X e hemen hemen kesin yakinsar.

Tanim (3.25)’1n iv. maddesinde, olasilikta yakinsamanin, stokastik yakinsama
olarak da adlandirildigindan bahsedilmistir. Bu durum asagidaki Esitlik (3.46) seklinde

ifade edilir.

ime (X=X ) _ (3.46)
1+ X, —X|

burada belirtilen E beklentisi Hg, Hilbert uzaymnda bir metrik tanimladigi igin rassal
degiskenler arasinda bazen daha kullanish olabilir (Kloeden vd., 2000).

Daha zayif yakinsakliklar sinifi i¢in gergek rassal degiskenlerin veya altta yatan
olasilik uzay(lar)inin bilinmesi gerekmez, bunun yerine sadece dagilim fonksiyonlarini
bilmek yeterlidir. Bu sebeple bazen, diger yakinsama tiirlerine gore zayif yakinsamanin
dikkate alinmasi daha kullanigh olur. Ayrica olasilikta yakinsama, dagilimda yakinsama
anlamina gelir, ancak tersi bir durum gecerli degildir. Bir dizi ancak ve ancak dagilimda
yakinsarsa zay1f bir sekilde yakinsar. Dagilimda yakinsama ve zayif yakinsama bigimle-
rinden herhangi biri, hemen hemen kesin yakinsama veya ortalama kare yakinsamasi ile
ifade edilebilir (Kloeden vd., 2000; Allen, 2007).

Rassal degisken dizilerinin yakinsamasini igeren iki 6nemli sonug, olasilik ve
istatistik teorisinin temel teoremlerinden olan biiyiik say:lar kanunu ve merkezi limit
teoremidir. Bunlardan ilki beklenti igerdiginden gii¢lii yakinsakligi, ikincisi ise dagilim

fonksiyonlar ile calisildigindan zayif yakinsaklig ifade eder.

Biiyiik Sayilar Kanunu. (Q, §, P) olasilik uzay1 tizerinde tanimlanmig bagimsiz ve ayni

dagilimli X;, X5, ... rassal degiskenleri ele alinsin. u = E(X,,) ve 2 = Var(X,,) olsun,
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Sp = 2iv1 X; olarak tanimlansin. O halde S,,/n orani, hemen hemen kesin ve ortalama

kare anlaminda p’ye yakinsar ve S,,/n = u seklinde gosterilir. Bir bagka ifadeyle,

: S|P
lim (=24 | =0 (347)
n—oo n
esitliginden
S
lim —=pu (3.48)
n—-oco N
esitligi ve dolayisiyla
S./n = (3.49)

yakinsamasi saglanir (Allen, 2007).

Merkezi Limit Teoremi. (Q, &, P) olasilik uzay1 tizerinde tanimlanmis bagimsiz ve ayni
dagihmli X;, X5, ... rassal degiskenleri ele alinsmn. u = E(X,) ve 2 = Var(X,) olsun,
Sp = Xiz1 X; olarak tanimlansm. E(Z,,) = 0 ve Var(Z,) = 1 olmak iizere normallesti-

rilmis rassal degisken

— (Sn_n/’t)

Z
n 0_\/5

(3.50)

dagilimda standartlastirilmig bir Z Gauss rassal degiskenine (yani Z~N(0,1)’e) yakinsar.
Bir baska ifadeyle,

Tlli_{?oFZn (x) = F;(x) (3.51)

esitligi saglanir, burada F , Z, nin dagilim fonksiyonu, F; ise standart normal dagilim

fonksiyonudur.
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Tanmim 3.27. (Q, , P) olasilik uzayi tizerinde tanimlanmis X rassal degiskeni ele alinsin.

O halde X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x),

_ (e=p)?

e 202 , x€(—00,+) (3.52)

1
(x) =
4 ovim
esitligini sagliyorsa X rassal degiskenine, beklentisi u ve varyanst g2 olan normal

dagilima sahip rassal degisken veya Gauss rassal degiskeni denir ve X~N(u,c?) ile

gosterilir (Samilov, 2014).

X~N(u,0?) iken Z = (X — u) /o rassal degiskenine beklentisi 0 ve varyansi 1
olan standart normal dagilima sahip rassal degisken denir ve Z~N(0,1) ile gosterilir.

Standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

f(z) = \/%_ne'? z € (—o0,+00) (3.53)

seklindedir (Akdi, 2014).

3.6 Monte Carlo Yontemi

(Q, &, P) olasilik uzayi iizerinde tanimlanmis bir X rassal degiskeni ele alinsin.
g () bilinen herhangi bir fonksiyon olmak iizere E[g(X)]’in degeri tahmin edilmek
istensin. Eger X’in dagilimindan n tane rassal x4, x5, ..., x,, sayisi iiretilebilirse, 0 zaman

g(x;)’nin 6rneklem ortalamasi ile E[g(X)] e yaklasilabilir:

1 n
Elg0) =7 ) 9(x) = gn (354)

Esitlik (3.54), sadece sembolik degil, ayn1 zamanda E|g(X)| < oo oldugunda

biiyiik sayilar kanunu anlaminda da gegerlidir. Ayrica, merkezi limit teoremi yardimiyla
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1
gn >N (ELg0), —Varlg0)

yakinsamasi elde edilir, burada N (u, 02) beklentisi p, varyans: o2 olan bir Gauss rassal
degiskeninin dagilimini gosterir. Yakinsama sonrasinda, simiilasyonlar ile tahmin edilen
Jn degeri, 1/+/n diizeyindeki gercek E[g(X)] beklentisinden bir sapmaya ugrayacaktir.
Bunu gorebilmek i¢in, standart normal dagilima sahip bir Z rassal degiskeni diisiiniilsiin,
bagka bir ifadeyle Z~N(0,1) olsun. P(|Z| < 1.96) = 0.95 olarak verildiginde g,

tahmini i¢in

(E[g(X)] —1.96-Z E[g(X)] + 1.96i)
5 5

seklinde bir giiven aralig1 olusturulabilir, burada o = W "dir. Budurum, E[g (X)]
degerinin Monte Carlo tahmini anlamina gelir ve zamanin %95 inin iizerindeki gercek
degerlerin, araliga dahil oldugu seklinde yorumlanir. Giiven araligi Var[g(X)] e baglidir
ve genellikle Var[g(X)] degerinin de 6rneklem iizerinden tahmin edilmesi gerekir.

Aslinda, Monte Carlo tekrarlarimin 6rnek varyansi

1
n—1

/\2=

> (gtx) - g (355)

olarak tahmin edilebilir ve E[g(X)] i¢in %95 giiven diizeyinde Monte Carlo giiven

aralig1 asagidaki gibi kullanilabilir:

~ ~

o o
Jn — 1.96—, g, + 1.96—)
(gn \/ﬁ gn \/ﬁ

buradaki & /+/n oran1 standart hata olarak adlandirilir. Standart hatanin kendisi rassal bir
niceliktir, baska bir deyisle degiskenlige tabidir; dolayisiyla bu deger “niteliksel” bir
dogruluk 6l¢iisii olarak yorumlanmalidir.

Burada v/n yakinsama hizinin 6zellikle hizli olmadig1, ancak en azindan g(-)’nin

diizgiinliiginden bagimsiz olduguna dikkat etmek gerekir (lacus, 2008).
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Ornek 3.1. (Q, §, P) olasilik uzayi iizerinde tanimlanmis bir X~N (0, 1) rassal degiskeni
ele almsm ve Y = g(X) = ef* olsun (lacus, 2008). B = 3 olmak iizere Y rassal
degiskeninin beklentisi E[Y] ve varyansi Var[Y] nin analitik olarak formiilize edilen

gercek degerleri hesaplansin. Buradan

E[Y] = ef*/2 = 90.01713 (3.56)

ve

Var[Y] = e?f* — eP® = 65651866 (3.57)

olarak elde edilir. M, Monte Carlo metodunun tekrar saymi gostermek tizere, sirasiyla
103,10%,105,10° tekrar ile, E[Y] degeri Monte Carlo ydntemiyle tahmin edilmis ve
tahmini standart hata & kullanilarak E[Y] i¢in %95 giiven diizeyinde Monte Carlo giiven
araliklari olusturulmustur. Sonuglar RStudio programi yardimiyla elde edilmis ve Cizelge
3.1°de 6zetlenmis, Sekil 3.1 ile gosterilmistir. Burada kirmizi ¢izgi hedef deger E[Y]’yi,
noktal1 yesil ¢izgiler Monte Carlo %95 giiven araligiin {ist ve alt sinirlarin1 ve kesikli
mavi ¢izgi ise tahmini §,,’yi géstermektedir. Monte Carlo yontemi kullanilarak M tekrar
sayist arttik¢a %95 giiven araliklarinin daraldigina ve E[Y] degerinin daha yakin tahmin

edildigine dikkat edilmelidir.

Cizelge 3.1 M adet Monte Carlo tekrar sayisi i¢in elde edilen tahmini beklenti ve giiven

araliklar
Tekrar sayisi E[Y]’nin tahmini g, %95 giiven aralig1
M =103 63.9997 (28.15337,99.84603)
M = 10* 86.83346 (58.06145,115.6055)
M = 10° 83.05988 (70.99106,95.1287)
M = 10° 92.10061 (83.73191,100.4693)

Literatiirde her zaman bdyle 6rnekleri bulmak kolay degildir. Bu duruma lacus
(2008)’de deginilmis ve ayn1 Y fonksiyonu i¢in 8 = 5 alindiginda Var(Y) degerinin ¢ok
cok biiyiik olduguna, bu sebeple %95 giiven araliklarinin ¢ok genis bulunduguna dikkat
cekilmigstir. Boyle bir sorunun giderilmesi i¢in literatiirde varyans indirgeme yontemi gibi

gesitli yontemler mevcuttur (Lapeyre vd., 2003; lacus, 2008).
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Sekil 3.1 E[Y] hedef gercek degeri ile g, Monte Carlo tahmininin sirastyla 103, 10%, 10°
ve 10° tekrar sayilari i¢in ayr1 ayr1 yakinsamasi

3.7 Stokastik Siirecler

Olaylarin bir zaman aralifinda gozlenmesine siire¢ ad1 verilir. Stokastik siiregler
ise rassal sonuclar doguran bir olaylar serisi olup olaylarin zamana gore degerlendirildigi
siireclerdir (Ozel Kadilar, 2020).

Stokastik siiregler teorisinin tarihi 20. yiizyila kadar uzanmakta olup hala tizerinde
calisilarak gelismesine katki sunulmaktadir. ilk kez Bernolli tarafindan kullanilan kav-
ram, Bienayme, Quetelest, Bortkiyevi¢, Bacheiler, Gibbs, Guttorp, Einstein, Rutherford
ve Gieger, Bateman, Wiener, Khinchin, Kolmogorov, Dobb ve Feller gibi pek cok iinlii
bilim insanlari tarafindan ele alinmistir. Biyolojik ve fiziksel problemlerin incelenmesin-
den ortaya ¢ikan ve belirsizlik iceren stokastik siire¢ kavrami artik biyoloji, fizik, kimya,
finans, ekonomi ve miihendislik dahil olmak iizere ¢esitli bilim alanlarindan birgok farkl

tirde fenomeni modellemek i¢in kullanilmaktadir (Allen, 2010).
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Tanim 3.28. (Q, &, P) olasilik uzay1 ele alinsin. §’nin artan alt ¢ — cebirlerinin bir {F;};s
ailesi Fy = {Q,0} olmak iizere tim 0<t<s< o i¢in F, cF, cF kosulunu

saglaniyorsa o zaman {F; };s, ailesine filtrasyon denir (Mao, 2007).

Tanim 3.29. Bir stokastik siireg, {F;};s¢ filtrasyonu ile verilen (Q, §, P) olasilik uzayinda
{X(t,w) : t €1, w € Q} seklinde tanimlanan rassal degiskenlerin bir kiimesidir, burada

7 bir parametre kiimesidir ve genelde “zaman 1 temsil eder (Allen, 2010).

X : T X Q - Rolan iki degiskenli bir fonksiyondur ve

i. sabitlenenV t € T igin X(t, - ) bir rassal degiskendir,

ii. sabitlenen Vw € Q i¢in X(-,w) : T - R fonksiyonu stokastik siirecin bir
gergeklesmesi (realization), bir érneklem yolu (sample path) veya yoriingesi
(trajectory) olarak adlandirilir (Kloeden vd., 2000). Bu tezin geri kalan

kisminda bu durum i¢in yoriinge ifadesi kullanilmistir.

X (t, w) stokastik siireci i¢in yukarida bahsedilen iki durum Sekil 3.2’de 6zetlen-
migstir (Mikosch, 1998). Burada, ilk grafik degisen her t ani1 igin X( -, w) siirecinin farkli
yoriingelerini, ikinci grafik ise sabitlenen her t ani igin X(t, *) rassal degiskenlerini
gostermektedir. Sekildeki tiglincii grafik de s6z konusu rassal degiskenleri 6zetlemek-
tedir.

Genelde, gosterimde w yer almaz ama bu durum onun 6nemli olmadig1 anlamina
gelmez. Clinkii her w € , farkl bir yoriinge ile sonuglanir. Stokastik siirecler ele alinir-
ken bazen bu w degiskeni ihmal edildiginden bir stokastik siire¢ X(t) veya X; olarak
gosterilir. Bu tanima ek olarak, bir stokastik siireg, {(X1 (1), X,(t), ...,Xn(t)) itE T}
seklinde bir rassal vektoriin koleksiyonu da olabilir (Allen, 2010).

Bir stokastik siire¢c 6rnegi olarak Sekil 3.3°te 23.09.2022 ile 20.03.2023 tarihleri
arasindaki ABD Dolarina karsin Euro’nun déviz kuru dalgalanmasinin grafigi verilmistir.

Rassal degiskenlerin ve t parametre kiimesinin kesikli mi yoksa siirekli mi
olduguna bagl olarak, stokastik siirecleri formiile etmek ve analiz etmek ig¢in farkl
yontemler ve teknikler vardir. Kesikli ve siirekli rassal degiskenler ve kesikli ve siirekli
parametre kiimesi arasindaki bu ayrimlar, stokastik modelin tiiriinii ve yontemin 6zellik-
lerini incelemek icin kullanilabilecek teknikleri belirler (Allen, 2010). Bu baglamda

stokastik stirecler, parametre kiimesine gore ele alindiginda kesikli parametreli stokastik
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stirecler ve siirekli parametreli stokastik siiregler olmak tizere ikiye ayrilirlar ancak rassal

degiskenlerin durumlarina gore farkli isimlerle anilirlar.
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3.7.1 Kesikli Parametreli Stokastik Siirecler

T = {ty, t1, ty, ... } kesikli zamanlarin bir kiimesi olsun. Stokastik siirecin tanimina
gore; X (ty), X(t1),X(ty), ... , {F:}ts0 filtrasyonu ile verilen (Q,§, P) olasilik uzayinda
tanimlanmis rassal degiskenler dizisi olur ve bu stokastik siire¢ i¢in her rassal deneme
arasinda gecen zaman kesiklidir. S6z konusu siiregte, X rassal degiskeni kesikli degerli

veya siirekli degerli olabilir. O halde,

I. kesikli parametreli ve kesikli durum uzayina sahip siireg olarak, Markov zinciri
ornek verilebilir. Bunun i¢in bes odal1 bir labirente bir deney hayvaninin bira-
kildig1, odalar arasindaki kapilarin her on dakikada bir agi1ldig1 ve deney hayva-
ninin odalardan birine girdiginde diger odalarin kapisinin kapandigi bir deney
diisiiniilebilir. Burada durum uzayr {l.oda, 2.oda, 3.0oda, 4.oda, 5.oda} ve
parametre kiimesi {0,1,2, ... } seklinde olup her ikisi de kesiklidir,

il kesikli parametreli ve siirekli durum uzayna sahip siire¢ olarak, zaman serisi
ornek verilebilir. Bunun i¢in bir hisse senedinin kapanis fiyatlar1 diistiniilsiin,
burada durum uzay1 {x : 0 < x < oo} ve parametre uzayi ise {0,1,2, ... } seklin-
de olup parametre kiimesi kesikli, durum uzay ise siireklidir (Ozel Kadilar,

2020).

Tanim 3.30. X (t,,) = X,, rassal degiskeninin simdiki degeri ilerideki X,,,, degerini belir-
liyorsa 0 zaman {X,,} dizisine Markov siireci denir. Kesikli degerli bir Markov siirecine
ise Markov zinciri denir (Allen, 2007).

Bir Markov zinciri igin tek adimli gegis olasiliklart P{X, ;1 = Xp411X5 = x5}

olarak tanimlansin. O halde

P{Xn+1 = xn+1} N P{Xn = xn}

P{Xn+1 = xn41lXn = xn} = PIX. = x] (3.58)
ve buradan
P{Xn+1 = xn+1} N P{Xn = xn} = P{Xn+1 = xn+1|Xn = xn} ) P{Xn = xn} (359)
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esitligi saglanir. Eger gecis olasiliklar t,, zamanindan bagimsiz ise, Markov zincirinin
duragan gegis olasiliklarina sahip oldugu sdylenir ve Markov zincirine homojen Markov
zinciri denir (Allen, 2007).

Bir Markov stokastik siireci, ortalamasi u ve standart sapmasi ¢ olan N(u, o)
normal dagilimina sahiptir. Markov 6zelligi tasiyan ve N(0,1) dagilimina sahip olan bir
degisken, Boliim 3.7.3’te ayrintili bir sekilde verilen Wiener siireci izler. Wiener siireci;

Markov stokastik siirecinin dzel bir durumudur (ince, 2021).

3.7.2 Siirekli Parametreli Stokastik Siirecler

{F;}:>o filtrasyonu ile verilen (€, &, P) olasilik uzayinda tanimlanmis stokastik
stireg {X(t): t € 7} ele alinsin, burada T = [0, T] olan zaman araligidir ve verilen siireg,
bu araliktaki zamanlarin her aninda tanimhidir. Baska bir ifadeyle, stirekli parametreli bir
stokastik siirecte olaylar, farkli zaman noktalarinda degil; zamanin herhangi bir aninda
stirekli olarak meydana gelebilmektedir. S6z konusu siiregte X rassal degiskeni, kKesikli

degerli veya siirekli degerli olabilir. O halde,

I. siirekli parametreli ve kesikli durum uzayina sahip siire¢ olarak, siirekli
Markov zinciri modelleri olarak adlandirilan stokastik modeller 6rnek verile-
bilir. Bunlar; biyolojik uygulamalar agisindan en ¢ok ilgiyi ¢eken rekabet,
avlanma ve salgin siiregleridir. Bunlar i¢in parametre kiimesi {t : t > 0} ve
durum uzay1 {0,1,2, ... } seklindedir,

ii. siirekli parametreli ve siirekli durum uzayina sahip siire¢ olarak difiizyon
sliregleri olarak adlandirilan modeller 6rnek verilebilir, burada X (t) stokastik
stireci, bir SDD'ye karsilik gelir. Bunlar i¢in parametre kiimesi {t : t > 0} ve

durum uzay1 {x : —oo < x < oo} seklindedir (Allen, 2010).
3.7.3 Wiener Siireci (Brownian Hareketi)
Iskog botanik¢i Robert Brown 1827°de siv1 iginde asili duran polen tanelerini

mikroskop ile incelerken polenin bosluklar i¢inde rastlantisal olarak hareket eden ufak

parcaciklar oldugunu goézlemlemistir. Aym1 deneyi tozla tekrarlayarak bu diizensiz
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hareketin polenin canli olmasi ile alakali olmadigini dogrulamis olsa da s6z konusu
hareketin sebebini agiklayamamistir. Daha sonra 1900'de Louis Bachelier ve bagimsiz
olarak 1905’te Albert Einstein, detaylar1 matematiksel bakis agisiyla incelemislerdir.
Bachelier, “Spekiilasyonlarin Teorisi”” adl1 kitabinda bdyle bir rastlantisal siireci finansal
verilere uygulamistir. Einstein, bu rastlantisal hareketin sivinin molekiilleri gibi mikros-
kop altinda goriilmeyen ¢ok kiiglik pargaciklarin bombardimani nedeniyle olustugunu,
bir baska deyisle polenlerin sivi molekiilleri ile rastgele ¢arpismalar yaptigini1 kanitla-
mistir. Bu sebeple, hareketi matematiksel olarak tanimlamak i¢in, polen tanesi w’nin ¢t
zamanindaki konumu olarak yorumlanan, stokastik bir siire¢ kavrami kullanilmistir. Bu
siireg, Robert Brown'n onuruna Brownian hareketi olarak anilmaktadir. Brownian
hareketinin matematiksel Ozellikleri sibernetik ve sinyal iglemenin kurucusu olarak
bilinen Norbert Wiener tarafindan 1920 yilinda elde edildigi i¢in ayn1 zamanda Wiener
siireci olarak da bilinmektedir (@ksendal, 2000; lacus, 2008; Ozel Kadilar, 2020).

Tanim 3.31. {F;};, filtrasyonu ile verilen (Q, &, P) olasilik uzayinda tanimlanmis bir
{W(t), t =0} Wiener siireci duragan (Stationary), bagimsiz artislara sahip, siirekli
parametreli bir stokastik siirectir, dyle ki:
i. W:[0,00) XxQ— R olmak tizere t » W (t)’ye resmeder ve 1 olasilik ile
baslangi¢ degeri W (0) = 0°dur.
. 0=ty <t; <t, < <ty=T igin W(ty) —W(ty_1), ... , W(ty) —W(ty)
artiglar1 bagimsizdir.
. 0=ty <t; <t, < <ty=T igin W(ty) —W(ty_1), ... , W(ty) —W(ty)
artislar1 duragindir.
iv. VO<s<t igin [W(t)—W(s)]~N(0,t —s) olan bir Gauss dagilimina
sahiptir (lacus, 2008).

Yukaridaki tanimdan yola ¢ikarak 0 < s <t olmak lizere E (W(t)) =0 ve
Var(W(t) - W(s)) =t —s oldugu soylenebilir. Yani, 0 <t; <t, <t;<t, igin
W(t,) —W(t,) ~N(0, t, —t;) ve W(ty,) —W(t;) ~N(O, t, —t3) olan bagimsiz
Gauss rassal degiskenleridir. Ayrica genellikle, W (t, w) = W (t) = W, olarak alinir ve
burada Boliim 3.7°de de belirtildigi gibi, w gosterimsel olarak yazilmaz. Bu nedenle, W4,

t’nin her degerinde rassal bir degiskeni temsil eder (Allen, 2007).
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Burada, Wiener siirecinin bir yoriingesinin nasil elde edilecegi ve bu siirecin sonlu
sayida nokta i¢in nasil tiiretilecegini 6ngorebilmek 6nemlidir. Bunun igin t, = 0 olarak
alindiginda, [to, ty] araliginda olmasi istenen bir Wiener siireci ydriingesinin, {t;},
noktalarinda tiiretilmek istenildigi diistiniilsiin. O zaman, W (t,) = 0 Ve ty, ty, ty, ..., ty

noktalarinda bir Wiener siireci yoriingesinin degerlerini veren tekrar iliskisi

W) =W(ti-) + nimgJti—tize , 1=12,..,N (3.60)

seklindedir, burada i =1,2,..,N i¢in 70;_;, bagimsiz standart normal dagilimli
sayilardir, bagka bir deyisle, 1;_; ~ N(0,1)’dir. Esitlik (3.60)’taki 77i—1m
ifadesi, [W(t) — W(s)]~(/t —s)-N(0,1) olmasi ile alakalidir. Literatiirde Wiener
stirecinin yoriingelerini hesaplamak adina, Fourier serisi agilimindan tiiretilen Karhunen-
Loéve genislemesi gibi ¢esitli yontemler de mevcuttur (Allen, 2007).

Sekil 3.4’te [0, 1] zaman araliginda N = 1000 adimli bir Wiener siireci yoriinge-
sinin simiilasyonu verilmistir. S6z konusu simiilasyon, Esitlik (3.60) dikkate alinarak
yapilmustir.

Brownian hareketinin Cov(W (s), W (t)) = min(s, t) olacak sekilde kovaryans
fonksiyonu ve sonsuz basit varyasyonu (Vi.(W) = o) vardir. Yoriingeleri siireklidir
ancak hi¢bir yerde diferansiyellenemez. Brownian hareketinin bu 6zelliginin sebebi,

ikinci dereceden varyasyonunun sonlu olmasidir. Tiim t > 0 i¢in [W, W], =t dir

(Kloeden vd., 2000; lacus, 2008).

Wiener Siireci

1.0
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1

-1.0

0.0 0.2 0.4 06 08 10

t

Sekil 3.4 [0, 1] zaman araliginda N = 1000 adimli Wiener Siirecinin bir simiilasyonu
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3.8 Stokastik Siireclerin Hilbert Uzay:

Boliim 3.4’tekine benzer olarak, bu boliimde ilk olarak temel stokastik siireclerden
olusan bir metrik uzay tanimlanmis, bu uzay daha sonra bir Hilbert uzayina tamamlanmis
ve temel stokastik stireclerin kiimesinin bu uzayda yogun oldugu séylenmistir.

(Q, %, P) olasilik uzayinda tanimlanan ve [0, T] araliginda bulunan siirekli para-
metreli bir stokastik siire¢ ele almsin. f(t) = f(t, w), [0,T] X Q {izerinde tanimlanan

rassal bir adim fonksiyonu olsun. Bir bagka ifadeyle f (¢, w),

ftw)=) ol (361)

formundadir, burada 0 = t, < t; < -+ <ty =T, [0,T] araliginin bir pargalanigidir ve
i=0,12,..,N — 1 olmak tizere I;(t),

1, t;<t<tiy
0, diger durumlar

1,(b) = { (3.62)

formundaki karakteristik fonksiyondur. Boliim 3.4’ten rassal degiskenlerin Hilbert
uzaymin Hpgy oldugu dikkate alindiginda V t; i¢in rassal degiskenin f(t;, *) € Hgy
oldugu, ve Vi i¢in E[f2(t;)] < © oldugu varsayilsin. O halde [0,T] X 2 iizerinde

tanimlanan rassal adim fonksiyonu f (¢, w) olmak iizere, Sgp metrik uzay1

Ssp = {f(t, 0): [ EIFF©Me =Y B @) 1) < oo} (3.63)
0 i=

olarak tanimlanir. Ssp lizerinde bir i¢ ¢carpim ve norm da sirasiyla

T

(f, 9)sp = f E[f(Dg(D)]de (3.64)

0
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T 1/2
Ifllsp = (f, Fsi = (J Elf(t)lzdt> (3.65)
0

esitlikleri ile tanimlanir. Sgp, ||*||sp metrikli bir metrik uzayidir ancak tam degildir. Bu
uzay, ona ek stokastik siirecler eklenerek tam uzaya tamamlanabilir. O halde, s6z konusu
tam uzay Hgp olarak gosterilir. Bir bagka ifadeyle, verilen bir f € Hsp Ve Ve > 0 igin
Oyle bir g € Hgp vardir ki ||f — gllsp < € esitsizligi saglanir. Buradan, Ssp’nin Hgp
tizerinde yogun oldugu sonucuna varilir. O halde Hgp, Esitlik (3.65) ile verilen norma

sahip stokastik siireglerin bir Hilbert uzay:dir (Allen, 2007).

3.9 Stokastik integraller

SDD’ler, stokastik integraller seklinde yazildigindan ve stokastik integrallerin
ozellikleri SDD’lerin 6zelliklerini belirlediginden stokastik integraller, SDD’lerin ¢ozii-
mi i¢in en 6nemli kavramlardan biridir. Wiener siirecinin diferansiyellenemezlik ve son-
suz varyasyona sahip olma 6zeliklerinden dolayr SDD’ler, integral denklemler olarak ele
alinmaktadir. Ancak burada ortaya ¢ikan integrallerden bazilari, Riemann-Stieltijes ya da
Lebesgue integralleri gibi bilinen integraller seklinde tanimlanamamaktadir (Allen,
2007). Ancak, stokastik integrallerin tanimlanmasina yardimci olmasi agisindan bu bo-
liimde ilk olarak Riemann-Stieltijes integralinin tanimi ele alinmistir. Bu tez ¢alismasinda

tanimlanan integrallerin, Hgp Hilbert uzayinin elemanlar1 oldugu varsayilmaktadir.

Tanim 3.32. (Riemann-Stieltijes integrali). f:[a,b] - R, &:[a, b] — R iki fonksiyon
ve Vt € [a,b] icin [f(t)], |d(t)] < oo olsun. Ty:a =ty <t; <<ty =b, [a,b]

araliginin keyfi pargalanisi olsun ve [l 7|l = rlnzaxNIti —t;_1| olarak tanimlansin.
i=12,..,

{; € [ti_,t;] keyfi nokta olmak tizere

Se= ) G($E) — d(ti-)) (366)
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toplamina T i¢in Riemann-Stieltijes toplami denir. Eger n - o ve || Tt [|- 0 iken S;
toplami bir sayiya yakinsiyor ise o zaman bu sayiya f fonksiyonunun ¢ fonksiyonuna

gore Riemann-Stieltijes integrali denir ve

b
[ rodo @s7)
a
ile gosterilir (Samilov, 2007).
3.9.1 f: f(s, w)ds Tipindeki Stokastik integraller

(Q, &, P) olasilik uzayinda tanimlanan f bir stokastik siire¢ ve a < t < b olmak

tizere J(f) ve J(f)(t) sirasiyla

b
1) = () (@) = j f(s,0)ds (3.68)

ve

t
JO® = ()t w) = j f(s,0)ds (3.69)

olsun. Eger f, Hsp Hilbert uzayinda belirli kosullar1 sagliyor ise o zaman bu integral-
lerden ilki, f € Hgp icin Hgy Hilbert uzayinda rassal degisken, ikincisi ise Hgp Hilbert

uzayinda bir stokastik siiretir. S6z konusu kosullar asagida verilmistir 2.

k1. f(a) € Hgy dir. O halde,

I f(a) Iy = EIf (@)]* < ky
olacak sekilde dyle bir k; > 0 sabiti vardir. Bu kosul sinirlilik kosuludur.

k2. V t,t, € [a, b] i¢in

2k1, k2 ve k3 kosulu Béliim 3.9.2°de verilen It6 stokastik integralleri i¢in de gecerlidir.
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If(tz) — f(ﬁ)"izw = Elf(t) — ft)I? < kalt; — t4]
olacak sekilde Oyle bir k, > 0 sabiti vardir.

k3. f, [a, b] aralig1 tizerinde nonanticipating (ongoriilemeyen) bir fonksiyondur,
yani f’nin t anindaki durumu, sonraki durumlara bagli degildir; bir baska
ifade ile f(t) rassal degiskeni, t anindan sonra gelen rassal degiskenlerden
bagimsizdir (Allen, 2007).

Bu kosullarin ne anlama geldigine kisaca deginilmistir. f € Hgp, k1 ve k2

kosulunu sagliyor ise 0 zaman V t € [a, b] igin

I £(E) gy < k2/*(b — @)Y2+1l f(a) llgy (3.70)

stirlilik kosulu saglanir. Bu esitsizlige iicgen esitsizligi kullanilarak ulasilir. k3 icin ise

Va <t<t' <b olmak iizere
E(FOWE) -w®)) = E(FO)EWE) -W(©®) =0 (3.71)

esitligi saglanir. Buradan f(t) ile (W(t’) - W(t)) farkinin bagimsiz oldugu sonucuna
varilir (Kloeden vd., 2000; Allen, 2007).

Tanim 3.33. f,,(t,w) = Y71 fi(m) (w)1;(t) seklinde bir adim fonksiyonu olmak {izere

fm (t, ), Sgp’nin bir elemani olsun. O zaman f: fm(s)ds integrali J(f;,,) olarak gosterilir,

m—1

b
I = [ fads =Y f =1 372)

a i=0

seklinde tanimlanir; burada fi(m) € Hpy, Vi ve m igin Sgp’de f fonksiyonuna yakin-
sayan bir adim fonksiyonlan dizisidir (Allen, 2007).

{J(fsm)}m=1"nin Hgy,’ de bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla Hgy,’de bir limite
sahiptir. Bunu gostermek i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligi ve Fubini Teoremi

(Kolmogorov ve Fomin, 1970) kullanildiginda
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2
=F

2
<

b b
uﬂmw;=EumaP=E]'MUMt fl»m@Mt

b b b
< E<f 12dt-f f,g(t)dt> - E<(b—a)J f,g(t)dt> -

b b
=(b—a)E <f fn%(t)dt> =(b- a)f Elfa®ldt =

=(b-a) - lIfm®IZ,

elde edilir, buradan

15y < (b = a) - I (Oll5, (3.73)

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikten yararlanarak

() = TNy, < (b — )lifin — full%, (3.74)

esitsizligi elde edilir. Esitsizlik (3.73) ve Esitsizlik (3.74) ile {f;,};m=1 dizisinin Hsp’de
bir Cauchy dizisi olduguna ulasilir. Bir baska ifadeyle, { J(f;,)}m=1 dizisi Hgy’de bir
Cauchy dizisidir. Dolayisiyla s6z konusu dizi, Hg’de yakinsaktir. Bu durum asagidaki

tanim ile 6zetlenmistir (Allen, 2007).

Tanim 3.34. f € Hgp olsun. m — oo iken ||f — fiullsp = 0 olacak sekilde Sgp’de bir

{J(f)}5= dizisi verildiginde [ £(s)ds integrali J(f) olarak gdsterilir ve

b b m-1
J(F) =J f(s)ds =T}Li£réof fn(s)ds = lim Z £ty — ) (3.75)
¢ @ i=0

seklinde tanimlanir (Allen, 2007).
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Lemma 3.4. J(f) integrali, J(f;,) basamakli fonksiyonlarinin limiti seklinde yazilabilir.
Bir bagka ifadeyle, s6z konusu integral Hgy,’de yakinsaktir.

Benzer sekilde, f € Hgp verildiginde [a, b] araliginda bulunan her bir t igin
J(H@®) = fat f(s,w)ds integrali, Tanim 3.34’teki gibi tanimlanir. Ancak burada soz

konusu integral Hgp’deki bir stokastik siireci, Hgp’deki baska bir stokastik siirece gotiiriir.

Yukaridaki islemlere benzer islemler yapilarak Esitsizlik (3.73)’te oldugu gibi

(b—a)ll f llsp
V2

I/ (Ollsp < (3.76)

ifadesine ulasilir. Ek olarak bu integral de [a, b] lizerindeki t’ye gére Hgy de stireklidir.

Bunu gérmek i¢in

t, 2
&) =IO, = E< f(S)dS> <tz =t I f 1% (3.77)

ty
esitsizligi kullanilir (Allen, 2007).

3.9.2 Itd Stokastik Integralleri

Itd stokastik hesabi, Kiyosi Ito6’nun Markov siirecinin yerel 6zelliklerinin, bu
siireci karakterize etmek icin kullanilabilecegi kosullar1 aragtirmasiyla ortaya ¢ikmustir.
Burada yerel ozellikler ile, bir diflizyon isleminin drift ve diflizyon katsayisi gibi
miktarlar1 kastedilmektedir. Bu terimler, Kolmogorov tarafindan bir difiizyon siirecinin
gecis olasiliklart i¢cin Kolmogorov’un admni tasiyan kismi diferansiyel denklemleri
tiretmek amaciyla kullanilmisti. Buna karsilik It6’nun yaklasimi, siirecin kendisinin
islevsel bi¢cimine odaklandi ve o zamana kadar sezgisel olan fakat matematiksel anlamda
yetersiz kalan SDD’nin, matematiksel olarak anlamli bir formiilasyonuyla sonuglandi.
Benzer bir teori, Gikhman tarafindan yaklasik olarak ayni zamanda bagimsiz olarak
gelistirilmistir (Kloeden vd., 2000).

Bu boliimde, (Q, &, P) olasilik uzaymda tanimlanan bir stokastik stire¢ f olmak

tizerea <t < b igin
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b
1) = 1(F) (@) = f £ (s, w)dW (s, w) (3.78)

ve

I(H (B =1(H (¢t w) =f f(s, w)dW (s, w) (3.79)

seklinde tanimlanan integraller ile ¢alisiimistir. Boliim 3.9.1°de oldugu gibi bu integral-
lerden ilki, f € Hgp igin Hgy, Hilbert uzayinda rassal degisken, ikincisi ise Hgp Hilbert
uzayinda bir stokastik siiregtir. Ayrica f’nin k1, k2 ve k3 kosullarini sagladigi kabul
edilmektedir (Allen, 2007). Ancak Boliim 3.9.1°de sunulan stokastik integrallerin aksine
buradaki problem, Boliim 3.7.3’te daha 6nce deginilen ve Teorem 3.2°de acikea belirtilen
bir W (t) Wiener siirecinin hicbir yerde tiirevlenebilir olmamasidir. Bu nedenle yukari-
daki integraller siradan bir Riemann integrali, Lebesgue integrali (Samilov, 2007) veya

bir Riemann-Stieltjes integrali olamaz. (Kloeden vd., 2000). W (t) Wiener siirecini igeren

fcd dW (t) integrali, a < ¢ <d < b i¢in W(d) — W(c) olarak tanimlanur.

Teorem 3.2. f deterministik bir fonksiyon ya da bir stokastik siirecin gergeklesmesi
olmak tizere; eger f, [a, b] lizerinde diferansiyellenebilir ve sinirl tiireve sahip ise o

Zaman

b
J (&AW (t, w)

integrali her Wiener siireci ger¢eklesmesi igin vardir (Bozdag, 2010).

Tamim 3.35. f,, € Sgp nonanticipating fonksiyon olsun. Her bir i ve m igin fl.(m) € Hpy
adim fonksiyonlar1 dizisi iken f,(t, w) = X%t f.(m) (w)I;(t) olmak iizere I(f;,),

1

f: fin(s)dW (s) integrali olarak gosterilir ve
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m-1

b
1G) = [ W)=Y £ aw, (3.80)

i=0

seklinde tanimlanir, burada i = 0,1, ..., m — 1 olmak tizere AW; = W (t;;,) — W(t;) dir
(Allen, 2007).

fim € Ssp i¢in I(fy,) € Hgy olduguna Bolim 3.9.1°dekine benzer islemler
yapilarak elde edilen [|[I(f,) gy = llfinllsp esitligi kullanilarak ulasilir.

f € Hgp’nin k1, k2, k3 kosullarimi sagladigi diisiiniilsiin. i = 0,1, ..., m i¢in

ti(m) iAt+a ve At = (b—a)/m olmak iizere a =t

(m) (m) < vee < t(m) — b
m

olacak sekilde [a, b]’nin parc¢alanislarinin bir ailesi tanimlansin.

(m) (m)
Ii(m)(t) . { 1! t =t< tl+1 (381)
0, dlger durumlarda.

olmak lizere

fu(t )= ) [ @™ © (382)

esitligini saglayan bir {f;;}m=0 € Ssp dizisi tanimlansin. k2 kosulundan

m—1 t(m)

IF = fulZy = j LCRECIEED) f EIF(©) ~ fu()de <

m—1 (m) m— 2
e [ a4 Y () e
2 (m) ¢ T2 2m
i=0
esitsizligi elde edilir, bir bagka ifadeyle
k,(b — a)?
If = fullgp < kalb —a)” (3.83)

2m
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seklindedir. O halde, Hsp’de m — oo iken f,,, = f olur. Boylece {fp,}m=o dizisi f’ye
yakinsayan bir Cauchy dizisidir. Benzer sekilde; I(f,,) € Hgy oldugu diisiiniilsiin.
Hpy’de tanimli norm tanimi kullanilarak {I(f;;,) }om=o dizisinin Hgy,’de tanimli bir Cauchy
dizisi oldugu, boylece Hgy, ’de bir limite sahip oldugu elde edilir (Allen, 2007). Bu durum

asagidaki Tanim 3.36 ile 6zetlenmistir.

Tanim 3.36. f € Hgp’nin k1, k2 ve k3 kosullarini sagladigi varsayilsin. [a, b] araligi

lizerinde ti(m) =a+i (b%) olmak tlizere f: f()dW (t) 1to stokastik integrali

m-1

b
1) = lim f fu @AW (©) = lim > £(e) (W () - w (™)) (3.84)
a i=0

seklinde tanimlanir ve Hpgy,’de yakinsaktir (Allen, 2007).

Tanim 3.37. f € Hgp’nin k1, k2 ve k3 kosullarin1 sagladigi varsayilsin. [a, b] araligi

lizerinde ti(m) =a+i (t_Ta) olmak tizere fat f(s)dW (s) Ito stokastik integrali

m-—1

1(O® = lim f (W () = 1im > (™) (WD) - w(t™)) (3.85)
a i=0

seklinde tanimlanir ve Hpgy,’de yakinsaktir (Allen, 2007).

Tanim 3.36 ve Tanim 3.37’°de sunulan integrallerin yakinsakligi, Tanim 3.34 ile
verilen J(f,,) integralinin yakinsakligini gormek i¢in yapilan islemlerin benzerleri
yapilarak gosterilebilir.

c keyfi bir sabit olmak tizere ve k1, k2 ve k3 kosullarin1 saglayan f, g € Hgp
icin J(f) = f:f(s, w)ds ve I(f) = ff f(s,w)dW (s, w) integrallerinin bazi dnemli ve
kullanish 6zellikleri

i I(f+9)=1()+1(9)

ii. I(cf) =cI(f)

iii. £(1(f))=0
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b
iv. E|I(F)2 = f E|f(0)[2dt

seklindedir. Burada I(f) integrali i—iv arasindaki 6zelliklerinin tiimiinii saglarken J(f)

integrali sadece i ve ii 6zelliklerini saglar, iii ve iv 6zelliklerini saglamaz (Allen, 2007).
Stokastik integralleri tanimlamanin farkli alternatif yollar1 vardir. It6 stokastik

integralinin yani sira, en yaygin stokastik integral, Stratonovich stokastik integralidir.

Stratonovich integrali

f T F© e dw () = Tim mz Z(Fe™) + £ (e§)) (WD) - w(e™)) (3.86)
a i=0

e 9

seklinde tanimlanir, burada “o” sembolii bu integrali Stratonovich integrali olarak

belirtmek i¢in kullanilir. (Allen, 2007).

3.9.3 Stokastik Diferansiyeller ve It6 Formiilii

Bu bolimde SDD’nin taniminda kullanilan stokastik diferansiyellerden bahsedil-
mis ve SDD’nin kesin ¢dziimlerini bulmada yararlanilan [t6 formiilii verilmistir. Bunun
icin f, g € Hsp ve X(a) € Hgy olmak tlizere f ve g’nin k1—k3 kosullarini sagladigi

varsayilsin. a < t < b igin

t t

f(s)ds+J g(s)dW (s) (3.87)

a

X(t) =X(a)+j

a

stokastik siireci ele alinsin, burada fat f(s)ds ve f; g(s)dW (s) € Hgp ise 0 zaman

X(t) € Hsp’dir. a<t< b lgln

£ gy < 1 FE) = F(@) gy + 1 £(@) gy < k32 (b — )2+ 1l (@) lgy

esitsizligi saglanir ve buradan Vt € [a, b] igin
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EIf2(0)| < 2ky(b—a)+2 |l f(a) %, (3.88)

elde edilir. Ayrica a < t < b igin X(t) nin Hgy,’de siirekli parametreli bir stokastik siireg
olduguna dikkat etmek gerekir. Bir bagka ifadeyle, t,, t, € [a, b] olmak iizere verilen bir
€ > 0 igin || X(t;) — X(t,)||gy < € olacak sekilde |t; — t;| < § kosulunu saglayan Oyle
bir § > 0 vardir.

X (t) stokastik siireci Esitsizlik (3.55)’1 sagliyorsa 0 zaman a < t < b igin X(t),

dX(t) = f()dt + g()dW (t) (3.89)

stokastik diferansiyelini saglar.
k1—Kk3 kosullar1 goz 6niine alindiginda; herhangi bir G : [a, b] X R — R fonksi-
yonu iizerindeki asagidaki iki kosul, s6z konusu Itd formiiliinii belirtmek ve kanitlamak
icin oldukca onemlidir.
k4. G : [a,b] X R — R fonksiyonu i¢in, herhangi bir t,, t, € [a, b] ve herhangi
bir X(t) € Hsp olmak {izere

E|G(t2»X(t2)) - G(t1:X(t1))|2 < k3([t; — t1] + E1X(t,) — X (t)1?) (3.90)

esitsizligini saglayan negatif olmayan bir k3 sabiti vardir.
K5. G : [a,b] x R - R fonksiyonu i¢in X(a) € Hgy iken G(a, X(a)) € Hg, dir
(Allen, 2007).

Teorem 3.3 (Ité Formiilii). t € [a, b] igin X € Hgp’nin Esitsizlik (3.87)’yi sagladigi
varsayilsin, burada f ve g, k1—k3 kosullarmimn yam sira t € [a, b] igin [[f2(D)l,, < ka4
ve g2l Ry = k, esitsizliklerini de saglasin. F, t ve x’in bir fonksiyonu olsun. x €

Rvet € [a, b] i¢in F’nin

OF(t,x) OF(t,x) 0°F(t,x) 02F(tx) 02F(t x)
at '’ dx dx? '’ at2 ' oxot
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]
stirekli ttirevlerine sahip oldugu ve s6z konusu tiirevlerin, F’nin ve f(t) F(tx),

2(t) o F(t 2 ve g(t)% fonksiyonlarmin k4 ve k5 kosullarimi sagladigi
Varsayllsm.

. 6F(t x) aF(t x) 0%F(t,x)

ftx) = +f(®) g 2() ——— (3.91)
2 0x
JdF (t,x
5t = g0 o (392)
olsun. O zaman F,

dF (t, X (1)) = f(t, X(£)dt + G(t, X(£))dW (t) (3.93)

stokastik diferansiyelini saglar (Allen, 2007).
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4. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER TEORISi

Bu boliimde It6 stokastik diferansiyel denklemler teorisi ele alinmistir. Bu tez
caligmas1 boyunca It6 stokastik diferansiyel denklemler teorisi yerine sadece stokastik
diferansiyel denklemler teorisi ifadesi, It6 stokastik diferansiyel denkleminin yerine ise
stokastik diferansiyel denklem (SDD) ifadesi kullanilmistir. Hgy, Ve Hgp Hilbert uzaylari
bu boliim boyunca SDD’lerin sunumunu basitlestirmek ve tez biitiinligiinii saglamak
amactyla ele alinmistir. Burada ilk olarak, Hgp Hilbert uzayinda kesin kosullar altinda,
SDD’nin tek bir ¢oziimiiniin var oldugu ispatlanmis ve SDD’nin birkag¢ 6zelligi iizerinde
durulmustur. SDD modellerinin uygulandig: biitiin alanlar hem teorik a¢idan hem de
uygulama acisindan c¢ok biiyilkk 6nem tasidigindan ele alinan stokastik veriler i¢in
SDD’lerin niimerik ¢d6ziimii olan stokastik siiregler ve bu silireglere ait parametre
tahminlerinin yapilmasi saglanmistir. Bu sebeple, SDD’nin kesin ¢dziimlerini bulabilmek
icin verilen It6 formiiliinlin yan1 sira, SDD’nin yaklasik ¢dziimlerini bulmak icin birkag
niimerik yontemden bahsedilmis ve bu yontemler arasindan Euler-Maruyama (EM)
yontemi detayli bir sekilde ele alinmistir. Yine bu béliimde, zamanin kesikli bir
kiimesinde oldugu varsayilan veriler i¢in Onerilen bir SDD’nin parametrelerini tahmin
etmek i¢in iki farkli en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi anlatilmigtir. Ayrica, verilen bir
fiziksel sistemin ani degisim gosterdigi zamanlarin tespiti i¢in degisim noktasi tahmini
(change point estimation (CP)) sunulmustur. Sonrasinda, literatiirde 6zellikle SDD’ler
icin gelistirilen Ki-kare uyum iyiligi testi ele alinmis ve model performans degerlendir-
mesi i¢in kullanilacak olan ortalama mutlak hata yiizdesi (MAPE), ortalama karekok
hatas1 (RMSE), Akaike bilgi kriteri (AIC) ve Bayes bilgi kriteri (BIC)’den bahsedilmistir.
Son olarak literatiirde bulunan, 6zellikle finansta siklikla kullanilan, geometrik Brownian
stireci ve Cox-Ingersoll-Ross SDD modellerine yer verilmistir.

[0, T] aralig1 tizerindeki bir It6 stokastik diferansiyel denklemi, 0 < t < T igin

X(t,w)=X0,w)+ th(s,X(s, w))ds + ftg(s,X(s, w))dW(s, W) 4.2)
0 0



formuna sahiptir, burada X (0, w) € Hgy ’dir ve ilk integral her yoriinge i¢in bir Riemann
(veya Lebesgue) integrali, ikinci integral ise bir It integralidir. S6z konusu denklemin

diferansiyel formu, 0 <t < T igin
dX(t,w) = f(t, X(t, w))dt + g(t, X(t, ) )dW (¢, ) (4.2)

seklindedir. g fonksiyonu difiizyon sabiti olarak, f fonksiyonu da drift sabiti olarak
adlandirilir. f ve g fonksiyonlarinin nonanticipating oldugu ve her k > 0 sabiti igin
asagidaki k6 ve k7 kosullarini sagladig: varsayilir:
k6. 0 <s,t <Tvex,y € Rigin
If(t,%) = f(s,M)I? < k(jt —s|+ |x —y|*)
k7. 0 <t <Tvex€Rigin
If (6,017 < k(1 + |x]?).

k6 ve k7 kosullarini saglayan f ve g fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri ele alinsin.
Bunun i¢in ilk olarak, u(t) = f(t, X(t)) oldugunda k7 kosulunun X(t) € Hgp iken u €
Hgp’yi sagladigina dikkat edilsin, ayn1 kosul g icin de gegerli olsun. Oyleyse, X € Hygp

icin k7 6zelligi, beklenti ve norm tanimi dikkate alindiginda

Il u ||§p=j E | f(t, X(t)|%dt
0

T
sf k(A+E|IX(®)|>)dt < kT + kIl X I3
0

lull2p < kT + k1 X 1% (4.3)

esitsizligi elde edilir. Esitsizlik (4.3) yardimiyla, X € H,), iken u(t) siirecinin sinirl
oldugu sonucuna varilir.
Simdi X,Y € Hgp iginty, t, € [0, T] ve Ve > 0 verildiginde beklenti tanim1, norm

tanimi1 ve k6 6zelligi kullanildiginda ilk olarak,
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T
If(t, X) = FtL, V% = f Elf(t, X(@®) = f(t, Y(@®)| dt

If (1, X) = fEL DIIZ < f KE|X(t) = Y(©)|*dt = klIX — YI3p
0

esitsizligi elde edilir. Burada ||X — Y||sp < €/Vk oldugu dikkate alinirsa

1f (e, X) =t Vllse < € (4.4)

esitsizligine ulasilir. Bir bagka ifadeyle; X(t) — Y (t) iken f(t,,X) stokastik siireci ile
f(t,,Y) stokastik siirecleri normca birbirine yakinsar. ikinci olarak. f(t,X) stokastik

stirecinin t degiskenine gore siirekliliginin goriilebilmesi amaciyla, t,,t, € [0, T] i¢in

”f(tlJX) _f(tZiX)";P = j Elf(tl'X(t)) _f(tZ'X(t))lzdt
0

T
< j kE|t, — t,|dt = kT|t, — t|
0

esitsizligine ulasilir. Burada |t, — t;| < €?/kT oldugu dikkate almirsa
“f(tllX) - f(tZiX)"SP <E€ (45)
esitsizligi saglanir. Bir baska ifadeyle, t, — t; iken f(t,, X) — f(t1, X) stokastik siireg-

leri normca birbirine yakinsar, yani; f(t, X) stokastik siireci t degiskenine gore Hgp

normunda siireklidir (Allen, 2007). Benzer islemler yapilarak |t, —t;| < €2/kT ve
IX = Yllsp < €,/Vk olarak alindiginda

”f(tz,X) - f(tliY)"Sp S €= 61 + 62 (46)

esitsizligine ulagilir.
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4.1 Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Coziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu boliimde f ve g, k6 ve k7 kosullarin1 sagladiginda Esitlik (4.1)’in X € Hgp
¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligi ispatlanmistir. Bu ¢6ziim, tek bir yoriingeye sahip ve giiclii
bir ¢oziim olarak adlandirilir. Bunun aksine ¢oziimler, yoriingeleri farkli olabilse de ayni
olasilik dagilimma sahiplerse zayif anlamda, tektirler. Varlik ve tekligi gostermek icin
Hgp’deki fonksiyonlarin bir Cauchy dizisi kurulmus ve bu dizinin limitinin Esitlik (4.1)’in

¢Ozliimii oldugu, bir Picard iteratif (tekrarli) dizileri yardimiyla ispatlanmistir.

Teorem 4.1 (Ité SDD icin varlik ve teklik teoremi). k6 ve k7 kosullar1 altinda Esitlik

(4.1)’in Hgp’de tek bir ¢ozlimii vardir ve bu ¢oziim tektir.

Ispat. Varlik ve teklik teoreminin ispati, ardisik yaklasimlar yontemi ile yapilmstir. Bu
sebeple Esitlik (4.1)’in ardisik yaklagimlar dizisi olusturulmustur. X(0) € Hgy, olmak
tizere verilen baglangi¢ kosulu ile bu dizinin ilk eleman1 X,(t) = X(0) olsun. Dizinin

sonraki elemanlart ise n = 0,1,2, ... i¢in sirastyla

X, (6) = Xo(0) + f £ (s, Xo(s))ds + f (5, X6())dW (s) @.7)
0 0

Xp(6) = Xo() + f £ (s, Xo(s))ds + f (5, X,())dW (s) 4.8)
0 0

o1 (6) = Xo(£) + f £(5, Xn(s))ds + f (5, Xn(s))dW () 4.9)
0 0

esitlikleri yardimi ile tanimlansin. S6z konusu teoremin ispati, asagida belirtilen bes
asamada yapilmistir:
- Ilk asamada [|X; (£) — Xo(O)I%p ,

- lIkinci asamada || X,,51(t) — X, (t)||%p normlari ele alinmus,
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- Ucgiincii asamada, ikinci asamada elde edilen sonugtan yola ¢ikilarak m > n
icin || X, () — X,,(©)||2p degerlendirilmistir.

- Doérdiincti asamada bir Cauchy dizisi olan {X;,};-, dizisinin, Esitlik (4.1)’in
¢ozlimil oldugu gosterilmistir.

- Sonuncu asamada ise {X,},—; dizisinin, Esitlik (4.1)’in keyfi ¢6ziimiine
yakinsadigina ait ¢oziimii gosterilmis ve buradan hareketle ¢6ziimiin tekligi
ispatlanmustir.

Bu asamalar tek tek ele alinsin:

Birinci asama:
T

1X,(6) — Xo (D12 = j E|X, (6) — Xo(0)[2dt (4.10)
0

buradan

1X:(6) = XoOlI5p = E { f f(s,Xo(s))ds + f g(s,XO(s))dW(s)} (4.11)
0 0

ifadesinde (a + b)? < 2(a? + b?) esitsizligi ve beklenen degerin lineerligi kullanilarak

2

t t
f F(s Xo(s))ds| +E f (5, X0()) AW (s)
0 0

1X,(®) — Xo(DI3p < Z{E

2
} (4.12)
elde edilir. Burada Cauchy-Schwartz esitsizligi ve It6 integralinin vi. dzelligi kullanilarak

X, (8) = Xo(Dl1Zp < z{Ef 12dsf £2(s, X (5)) +f E |g(s,X0(s))|2ds} (4.13)
0 0 0

esitsizligine ulasilir. k7 kosulu dikkate alindiginda

t t

Elky(1 + [Xo()|?)ds] + f

0

1X1(8) = Xo(O)II3p < 2 {TJ E [k, (1 + IXo(S)IZ)]dS}
0
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t t

E1Xo(s)2ds + k,T + ky j

E|X,(s) Izds}
0

<2 {Tsz + szf
0

<2 {(szZ + k,T) + (k,T + kz)f EIXO(S)Ist} =
0

= 2{(k;T? + k,T) + (k2T + k) |1 Xo (01135}
ifadesi elde edilir, burada X, (t)’nin sabit oldugu dikkate alinirsa
1X,1 () = Xo(OlIZp < 2(T + DIT + [1Xo (O lI7v] (4.14)

esitsizligine ulasilir. O halde || X; () — X, (t)]|2, normu sonludur.

Ikinci asama: Yukarida tanimlanan ardisik yaklagimlar dizisinden

Xn+1(t) - Xn(t) = j- [f(S'Xn(S) - f(S, Xn—l(s))]ds +
0

t
+] l9(s, Xn () = g(5, Xn-1(5)) |dW
0

esitligi elde edilir. Buradan birinci asamada yapilan igslemlere benzer islemler yapil-

diginda,

t

X1 () — Xn (D12 = f ElX a1 () = X (O <
0

<2 {E < fo (5, X)) — f(s,Xn_l(s))]ds>2 ;

ve([ [g<s,xn<s>)—g(syxn—1<s>>1dw“>>z}
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esitsizligi elde edilir. Burada Cauchy-Schwartz ve It6 integralinin vi. 6zelligi kullanilarak

|wﬁﬂw—&@més2%ff[ﬂa&@ﬂ—f@xwﬁﬂﬂ%&+

+ Ef [g(s, Xn(s)) — g(s, Xn_l(s))]zds}

esitsizligine ulasilir. Burada k4 kosulu dikkate alinirsa

t

X541 () — X (O1IEp < 2 {tf E[ky X5 (s) = Xp-1(8)|?]ds +
0
t
+j Elk1|Xn(s) — Xn—1(5)|2]d5} =
0

t
- (2tk1 + 2k1)J EIXTI(S) — Xn_l(S)lzdS
0

esitsizligi elde edilir. Burada E|X,(s) — X,—1(s)|?> = a,_,(s) ve (2tk, + 2k;) =L
oldugu dikkate alinirsa

t
a,(t) < Lj a,-1(s)ds (4.15)
0

olur. Buradan

t t S1
aAOSLfamA&M&SLfo s (52)ds,
0 0 0

t rs1 Sn—1
a,(t) < L”f f f ao(sy)dsy, ...ds,ds,
0 Jo 0
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esitsizligine ulasilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki integral n — katli integraldir. Bu

integralin tek katli parametre ile ifadesi dikkate alinirsa

n-1

a,(t) < L”(

— 1)'f ao(s)ds (4.16)
Ho

olur. Her iki tarafin [0, T] araliginda integrali alinir, beklenti ve norm tanimi kullanilirsa

T n-1

t
L e leo ao(s)ds] dt

T T
X g1 — Xal2, = j E|Xy () — Xp_1()]2dt = f an(t)dt < f
0 0 0

elde edilir. fot aog(s)ds = 1X; — X, II;P oldugu dikkate alindiginda

[nn 1/2

e A e L e (417)

esitsizligi elde edilir.

Uciincii asama: {X,,}5_, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdstermek icin Esitsizlik

(4.17)den yararlanilmistir. Bunun i¢in n < m olsun.

S ”Xm - Xm—l”sp + ”Xm—l - Xm—zllsp + ot + ||Xn+1 - Xn”sp

- Lm—le—l 1/2+ Lm—ZTm—Z 1/2+ N LTLTTL 1/2 "X X "
=\ (m=1)! (m—2)! n! 1 “ollsp

non rrom nom /
< (LnT! )1/2 {1 N (%)1/2 4ot (%)1 2}||X1 Xl

ifadesine ulasilir. Burada m,n > 4LT oldugu varsayilirsa
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npn, 1/2

LT 1
bl = (55 (14 s o
” m nllsp n! 2\/% 2\/%(”*‘1)771 ” 1 OHSP
L™ M2 1
= T4t t e | 1X = Xl
( n! ) < 2vm (2%)m—n—1> 1 0flsp
L™ M2
< 1+ — ) X. — X
( n! ) ( +2\/ﬁ+ 1% = Xoll
N =
2ym
S( n! ) 1+ _L Ile_XO”SP
2vm
L™ 2 1
= X1 — X,
<(=r) ( o )1, = Xol,
esitsizligi elde edilir. 1/2v/m — 1 < 1 oldugu dikkate alinirsa
L™ M2

esitsizligine ulasilir. Burada, birinci asamada yapilan hesaplamalardan elde edilen sonuca
gore || X7 — Xoll ¢p NOrMuNuUN sinirli oldugu bilinmektedir. C)yleyse Esitsizlik (4.18)’in sag

tarafindaki ilk ¢arpanin da sinirl oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in n — oo iken

(

ulagilir. Bir baska ifadeyle, verilen Ve > 0 i¢in 3N > 0 sayist vardir ki m,n > N iken

nrn

n!

1/2
) — 0 oldugu ve boylece |IX;, — X,ll sp dizisinin yakinsak oldugu sonucuna

1X;n — Xnllgp < € esitsizligi saglamir. Dolayisiyla {X,};-, dizisi Hgp’de bir Cauchy

dizisidir.

Dordiincii asama: {X,};-,; ardisik yaklasgimlar dizisi Hgp’de bir Cauchy dizisi

oldugundan bu dizinin Hgp’de tek bir limiti vardir. Bu limitin X (t) oldugu varsayilsin.

63



Bu asamada, X (t)’nin Esitlik (4.1)’in ¢6ziimii oldugu gosterilmistir. Bu amagla, asagida-

ki denklemi saglayan Y (t)’nin Hgp uzayinin bir elemani oldugu diistintilsiin:

t t
Y(®) = —X() + X(0) + f f(s,X(s))ds + f 9(s,X(s))dw (s) (4.19)
0 0
Ayrica ardigik yaklagimlar dizisi i¢in

0=-X,t)+X(0)+ jtf(s,Xn_l(s))ds + jt 9(5, Xn_1(s))aw (s) (4.20)
0 0

diizenlensin. Esitlik (4.19) ile Esitlik (4.20)’nin farki ele alinsin. O halde,

t t
Y(t) = X,(t) — X(t) + j f(s,X(s))ds + J 9(s,X(s))dw (s) —
° 4 (4.21)

t t
- f f(s, Xn_1(s))ds — j 9(s, Xn-1(8))dW (s)
0 0

esitligi elde edilir. Burada ikinci ve Tligiincii asamadaki benzer islemler yapilarak
IY (t)||2, = 0 sonucuna ulasilir. Bu durumda Cauchy dizisinin limiti olan X (t), Esitlik

(4.1)’in ¢6ziimii olur.

Begsinci agama: Cauchy dizisinin limiti olan X (t) ¢6zliimiiniin tek bir ¢6ziim oldugunu
gostermek i¢in {X, }y=, ardisik yaklasimlar dizisinin limitinin, Esitlik (4.1)’in keyfi

¢ozlimiine yakinsadigini gdstermek gerekir. Bu sebeple,

X, (6) — X ()] = f 1 (5, Xn_1(5)) — £ (5,X(s))|ds
° (4.22)

+ [ g5 X (52) = (s X(52) [aw ()
0

esitligi elde edilir. Her iki taraftan beklenen deger alinir ve ikinci ve iiglincli asamadaki

benzer islemler yapilarsa
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t t t
fEmﬂ%W@W®SZ%fEmwmﬂﬂ—ﬂﬂﬂw+fEmwﬁdﬂ—ﬂﬂﬂw}

a 0 a
IXn — Xllgp < 2tk + 2k)1Xp—1 — Xligp (4.23)

esitsizligine ulasilir. Burada [|X,_; — X II;P = fOT a,_,(s)ds olarak almir ve diger

asamalarda oldugu gibi benzer islemler yapilirsa

nmrn

X, — XII%, <

sp < X1 = Xlig, (4.24)

ifadesi elde edilir. O halde n — oo iken [X,, — X||%, — 0 sonucuna ulasilir. Oyleyse

2
sp
{Xn}nzq ardisik yaklagimlar dizisinin limiti keyfi bir X(t)’ye yakinsar. S6z konusu dizi
keyfi ¢oziime yakinstyor ise X(t), Esitlik (4.1)’in Hgp’deki tek ¢oziimiidiir. m

4.2  Stokastik Diferansiyel Denklemlerin Coziimlerinin Ozellikleri

Teorem 4.2 (Coziimlerin sinwrliign). f ve g, k6 ve k7 kosullarini saglasin ve X € Hgp,

(4.1) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. O halde, 0 < t < T i¢in
E1X(6)|? < 3(E|X(0)|? + kT? + kT)exp(3k(T + T?)) (4.25)

esitsizligi saglanir (Allen, 2007).

Teorem 4.3 (Coziimlerin [0,T] iizerinde siirekliligi). f ve g, k6 ve k7 kosullarini

saglasin ve X € Hgp, (4.1) denkleminin bir ¢6zliimii olsun. O halde, 0 < r,t < T i¢in
EIX(t) = X(M|* <c|t—7| (4.26)

esitsizligini saglayan dyle bir ¢ > 0 sabiti vardir (Allen, 2007).
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4.3 1t6 Formiilii ve Kesin Coziimler

Itd SDD’nin kesin ¢6ziimlerini bulmak kimi zaman oldukg¢a zordur, ancak Ito
formiiliiniin uygun sekilde uygulanmasiyla s6z konusu ¢6ziimii bulmak kolaylastirilir. Bir
baska ifadeyle It6 formiilii, belirli bir SDD’nin kesin ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilir.
Ayrica, kesin ¢ozlim bilinmese bile, belirli problemler i¢in ¢6ziimiin kesin momentlerini
belirlemede It6 formiilii kullanilabilir. Bu momentleri bulmak i¢in, It6 integralinin iii.
ozelliginden yararlanilir (Allen, 2007).

0 <t <Tve X(0) € Hgy i¢in diferansiyel formdaki Esitlik (4.2) It6 SDD ele
alinsin. F, Teorem 4.1’in kosullarini saglayan piiriizsiiz (smooth) bir fonksiyon olsun. O
zaman [t6 formiilii F(t, X)’ e uygulanabilir, burada X, Esitlik (4.2) stokastik diferansi-

yelini saglar. O halde F icin stokastik diferansiyel

OF (t, X oF(t,X) 1 0%F(t, X
dF(t,X(t))=< S:t )+f(t,X) g; )+Eg2(t,X)%)dt
(4.27)
dF(t,X)
+ gt X) 9% aw (t)

OF(t,X) _ OF(tx)
ox  ox x=X

formundadir, burada ’dir (Allen, 2007).

Ornek 4.1. Itd formiilii ile finansal matematikte bir varlik fiyat modeli olarak ¢ok sik

kullanilan ve Bo6liim 4.9.1°de detayl bir sekilde ele alinan
dX(t) = 0, X(t)dt + 0, X(t)dW (t), X(0) =X, (4.28)

ile verilen GBM SDD’nin kesin ¢oziimii bulunmak istensin. Bunun i¢in Esitlik (4.28)’de
Esitlik (4.2) dikkate alindiginda f(t, X(t)) = 6,X(¢) ve f(t,X(t)) = 6,X(¢) oldugu
goriiliir. Esitlik (4.27) ile verilen 1to formiiliinde F (¢, X(t)) = InX (¢) olarak ele almsm.

O halde, s6z konusu denklemdeki kismi tiirevler sirasiyla

6F(t,X)_O OF(t,X) 1  9*F(t,X) 1
at ' ax X))  oaxz  X2(t)
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seklindedir. Bu degerler Esitlik (4.27)’de yerine yazildiginda

2 1
- 0, Xz(t)> dt + 6,X(t) - ——=dW (¢t)

dF (6, X)) = (91X ) X(t)

X(@©) 2X%(0)

2

0
dinX(t) = <91 - %) dt + 6,dW (t)

esitligine ulasilir. Her iki tarafin [0, t] araliginda integrali alinirsa

2

j:dlnX(s) = .I: <91 - %) ds + fOtHZdW(s)

2

InX(t) — InX(0) = (01 — %) t+0,W(s)

2

X(t) = X(0) exp <01 — %) t+0,W(s) (4.29)

esitligi elde edilir. Bu deger, Esitlik (4.28) ile verilen GBM SDD’nin kesin ¢6ziimiidiir.
4.4  Stokastik Diferansiyel Denklemlerinin Yaklasik Coziimleri

SDD’nin kesin ¢oziimlerini elde etmek, 6zellikle denklem rassal degiskenler
icerdiginden, bir hayli zordur. Dahasi kesin ¢oziimleri bulunabilen SDD sinifi ¢ok dar bir
smiftir. Bu sebeple, SDD’nin ¢6zlimiiniin yaklasik olarak tahmin edilebilmesi, bir baska
ifadeyle niimerik ¢ozlimii, sagladig1 kolaylik acisindan olduk¢a dnemli bir konu haline
gelmistir. Literatiirde bu amag icin kullanilan ¢esitli yontemler mevcuttur. Euler-
Maruyama (EM) yontemi, Runge-Kutta yontemi ve Milstein yontemi bunlardan
bazilaridir. Bu tez g¢alismasi i¢in yapilan uygulamalarda kurulan 1t6 SDD modelinin
yaklagik ¢6ziimiinii belirlemek i¢in literatiirde en genis uygulama alanina sahip olan EM

yontemi kullanilmistir. Bu sebeple, bu boliimde EM yontemi ele alinacaktir.
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4.4.1 Euler — Maruyama Yaklasim Yoéntemi

Bir It0 siirecinin en basit ayrik zamanh yaklasimlarindan biri, Euler-Maruyama
yaklasimidir. Literatiirde bu yaklasim sadece Euler yaklasimi olarak da ele alinmaktadir.
Xj, X(t, w)’nin niimerik yaklagimlarim gostermek iizere Esitlik (4.2)’ye EM metodu

uygulanirsa

X] S Xj—l + f(T]'_l,X]'_l)At + g(Tj—erj—l) (W(Tj) - W(Tj—l)) (430)

semasi elde edilir, burada Xo(w) = X(0,w)’dir ve 0 =t; <t; <--<t; =T, [0,T]

araliginin bir pargalanigi ve L > 0 iken j = 1,2, ..., L i¢in 7; = jAt, At = %, olmak iizere
X ~ X(rj, a)) ve W(Tj) — W(Tj_l) ~ N (0, At)’dir. Ayrica burada L’nin EM yaklagimi-
nin adim sayisi ve @ ’nin bir yoriinge gosterdigine dikkat etmek gerekir. Esitlik (4.30)’un
nereden geldigini anlamak i¢in Esitlik (4.1)’de sirasiyla t = 7; ve t = 7;_4 olarak dikkate

alinirsa

X(T]-, a)) =X0,w)+ frj f(s,X(s, w))ds + ij g(s,X(s, a)))dW(s, w) (4.31)
0 0

X(T]-_l,a)) =X(0,w) +f - f(s,X(s,w))ds +f - g(s,X(s, w))dW(s,w) (4.32)

T T
0 0
esitlikleri elde edilir. Esitlik (4.31) ile Esitlik (4.32)’nin farkindan

X(Tj,w) =X(T]~_1,a)) +jj f(s,X(s,w))ds+Jj g(s,X(s,w))dW(s,w) (4.33)

Tj-1 j-1

esitligine ulasilir. Esitlik (4.30)’un sag tarafindaki ii¢ terimin her biri, sirasiyla Esitlik
(4.33)’iin sag tarafinda karsilik gelen terimlere yaklasir. Ayrica X(z;), X(t) yaklasik

¢Oziimiiniin 7; amindaki degeridir (Higham, 2001).
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Ornek 4.2. [0, 1] aralig iizerinde N = 28 pargalanis1 ile Ornek 4.1°de kesin ¢oziimii
hesaplanan bir GBM yoriingesi ele alinsin. EM yaklasim yontemi, (4.28) ile verilen GBM
SDD’ye uygulansin. Burada, X(0) = 2, 6, = 2 ve 8, = 2 olarak ele alinsin. O halde,
Esitlik (4.29) ile verilen kesin ¢oziim, “gerg¢ek ¢oziim” olarak gosterilsin. Ayrica [0,1]
aralig1 tizerinde iki farkli adim boyutu L = 8 ve L = 128 adimlar i¢in GBM’nin EM
yaklasik ¢oziimleri “EM yaklasimi ile ¢6ziim” olarak ifade edilsin. Burada, her iki durum
icin kesin ¢oziim ile EM yaklagik ¢6zliimii arasindaki mutlak hata, L = 8 i¢in 5.7254 ve
L = 128 i¢in 0.2230 olarak hesaplanmistir. O halde, adim sayis1 L arttikga EM ¢oziimleri
ile gercek coziimlerin arasindaki mutlak hatanin diistiigli; bir bagka ifadeyle EM
¢Oziimiiniin gercek ¢coziime yaklastigi goriilmektedir. Sonuglar1 veren MATLAB program

ciktist Sekil 4.1°de verilmistir.

—— Gergek Géziim 1 [ Ceegaim
12 —#— EM Yaklagimi ile Gozim 2 r H| —H EM Yaklagimile Gziim
n
10 |
Y l’l‘
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I Iy
X 4 wlf % | i
#oo,
; | . |
275 u\fl : ! j@?‘*‘“‘
fojr¥E o+ '
0 4 an'l‘l .’WI f 1
\ /qul v *ﬁ
2 ‘t ﬂ*ﬁ*ﬁ ‘.'\\ ’/\.f\
“ . # | \
L ) ] ’{{%M A *‘*u,mmwmn \[“
€ 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t t

Sekil 4.1 GBM’nin gercek ¢oziimleri ile sirasiyla L = 8 ve L = 128 adimlar1 i¢in EM
¢Ozlimlerinin karsilastirilmasi

EM yaklagim yontemi kullanilarak elde edilen ve Esitlik (4.1) ile ele alinan SDD
modelinin yaklasik ¢6ziimii olan stokastik siirecin x, X1, ..., Xy—71 gozlemleri igin N adet
yoriinge elde etmek miimkiindiir. Bahsi gegen yoriingelerin her biri, 7; zamaninda Esitlik
(4.1)’in ¢6ziimii olan ve X (t) stokastik siirecini olusturan rassal degiskenlerin yaklasik
degerleridir. Budurum, i = 0,1, ...,Nvej = 0,1,..., Ligint; = jAt ve At = %olmak uzere,

matematiksel olarak
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X(z) = (2P, . x?) (4.34)

seklinde belirtilir (Allen, 2007; Iacus, 2008; Ince, 2021). Bu tez c¢alismasindaki
uygulamalarda EM yaklasim yontemi ile elde edilen yoriingelerin adim sayisi, verilen

verinin gozlem sayisina esit olarak, bir baska ifadeyle L = N olarak se¢ilmistir.
4.5 Stokastik Diferansiyel Denklemler i¢cin Parametre Tahmini

Fiziksel bir problem, SDD ile modellenmek istendiginde hangi SDD modelinin
kullanilacagina karar verildikten sonra, s6z konusu SDD’nin ¢6ziimiinii bulmadan 6nce
denklemde yer alan parametrelerin tahmin edilmesi gerekmektedir. Bu durum igin
literatiirde en ¢ok olabilirlik tahmin (MLE) yontemi, yari (quasi) en ¢ok olabilirlik tahmin
yontemi (QMLE) , sozde en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi, yaklasik olabilirlik tahmin
yontemi, genellestirilmis momentler yontemi, Bayes tahmini, parametrik olmayan tahmin
yontemi gibi pek ¢cok yontem vardir. Bu tez kapsaminda yapilan uygulamalarda ele alinan
veriler i¢in kurulan SDD modellerinin parametre tahmini i¢in yar1 en ¢ok olabilirlik

tahmin yontemi kullanilmigtir.
4.5.1 En Cok Olabilirlik Tahmin Yontemi

dX(t) = f(t,X(t); 0)dt + g(t, X(¢t); )dW (t) (4.35)
It6 SDD ele alinsin, burada @ € R™ bilinmeyen parametrelerin bir vektoriidiir. At = T /N
olmak tizere i =0,1,...,N i¢in t; = iAt diizgiin dagilmis zaman aralifinda Esitlik
(4.35)’in ¢ozlimii olan X (t)’nin gézlem verisinin

Xg, X1, X2, o) XN

oldugu varsayilsin. O halde buradaki problem, s6z konusu N + 1 goézlem verisi
verildiginde Esitlik (4.35)’te bulunan @ parametre vektoriiniin bir tahminini bulmaktir.
Bu sebeple, verilen bir 8 vektorii ig¢in (tj_q, Xx—1) den baslayarak (tj,x;) noktasinin

gecis olasilik yogunluk fonksiyonunun p(ty,x) | tx—1, Xx—1; @) oldugu varsayilsin.

70



Baslangi¢ durumundaki olasilik yogunlugunun ise py(x, | @) oldugu diisiiniilsiin. O

zaman, @ vektoriiniin en ¢ok olabilirlik tahminindeki ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

N
D(8) = po(x, | 8) l_[ Pt Xp | ty—1, X—1; @) (4.36)
k=1

olarak ifade edilir. @ vektoriiniin tahmin edilebilmesi i¢in Esitlik (4.36)'nin @ {izerinde
maksimize edilmesi veya bilgisayar uygulamalarinda kii¢iik sayilardan kaginmak i¢in
Esitlik (4.36)’nin logaritmik ifadesi olan L(@) = —In(D(8)) fonksiyonunun minimize
edilmesi gerekmektedir. Bir bagka ifadeyle,

N
L(8) = —In(po(xo | 8)) — Z In(p(tr, xp | tror, Xi—1; 0)) (4.37)
k=1

esitligi en aza indirilmelidir. L(0)’y1 minimize eden @ degeri 8" olmak iizere; Esitlik
(4.37), gegcis olasilik yogunluk fonksiyonu i¢erdiginden ve s6z konusu geg¢is yogunluk-
lar1, difiizyon siiregleri i¢in genel olarak bilinemediginden optimal 6 degerini bulmak
bir hayli zordur. Bu sorunu ortadan kaldirmak i¢in s6z konusu gegis olasiliklar1 tahmin
edilmelidir. Bunun i¢in Esitlik (4.37)’ye Euler yaklagimi uygulandiginda t = t;_; anin-

daki X (t) siirecinin gézlem degerleri olarak X (t;_,) = xj_, oldugu dikkate alinirsa
X(te) = xg—q + f(tp1, Xp—1; OIAL + g(tx—y, Xi—1; O)VALT, (4.38)

ifadesine ulasilir, burada 1, ~ N(0,1) dagilimma sahiptir. X (¢;, w) ~ N(u;, 57) olmak

tizere gecis olasilik yogunluk fonksiyonu

— (ke — ) ) (4.39)

1
Pt xp | th1, Xp—1;0) = > exp< 2
J2nof 20,

olarak elde edilir, burada
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e = Xg—1 + f (Ex—1, Xg—1; O)AL (4.40)

O = g(tk—1, Xk—1; 0)\/E (4.41)

seklindedir. Bu prosediirde geg¢is olasilik yogunluklarinin, Euler formiilii kullanilarak
yaklagik olarak normal dagilima yakinsadigi kabul edilmis olur. Buradan hareketle,

Esitlik (4.37) minimize edilerek @* tahmincisi elde edilir, bir bagka ifadeyle 6,
0" = argmin L(0) (4.42)
)

esitligini saglar (Allen, 2007; Ince, 2021).
4.5.2 Yari1 (Quasi) En Cok Olabilirlik Tahmin Yontemi

En ¢ok olabilirlik tahmin yontemindeki prosediir, gecis olasiliklarina dayanmak-
tadir. Ancak bir SDD modelinin difiizyon teriminin gegis olasiliklart genellikle bilinme-
mektedir. Bu nedenle, diflizyon teriminin gegis olasiliklar1 hakkinda 6n bilgi gerektirme-
yen denklem parametreleri i¢in bir tahmin yontemi gelistirmek 6nemli bir konudur. Bu
sebeple asagida tanitilan yar1 en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi (QMLE), bu amaca
ulagmak i¢in tasarlanmistir (Su ve Chan, 2015).

dX(t) = f(t,X(t); 01)dt + g(t, X(£); 02)dW (L), Xo = %o (4.43)

SDD ele alinsin, burada W, X, baslangi¢ degiskeninden bagimsiz, m — boyutlu standart
bir Wiener siirecidir. Ayrica, 8; € ©; c RP, 8, € 0, c RY, f:R? x 0, » R? ve
g:R% x ©; » R¥*™ seklindedir. t; = iA, olmak iizere X, = (X(ti))i=o,...,n verilen
orneklem verileri olsun, burada n — oo iken A, — 0 olur. O halde QMLE yontemi, ¢ok

boyutlu difiizyon siiregleri i¢in gercek log-olasiliginin asagidaki yaklasikligini kullanir:

1 1
n(Xn;8) = =5 ) {log det(,-1(80) + 757500 (4% — 4nfi 02)%°]}  (4.44)

n
i=1
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burada A=, A matrisinin tersi, A®? = AAT, S = g®2, A[B] = tr(4B) ve 0 = (04,0,)
olmak lizere AXL = X(tl) - X(ti—l)v 51(01) = S(GI;X(ti)) Ve fl(02) = f(X(tl); 02)
seklindedir. O halde In(X,,; ®)’y1 maksimize eden 0 degeri @ olmak iizere 8’nin QMLE

tahmincisi,

0 = argmax In(X,,; 0) (4.45)
0

esitligini tam veya yaklasik olarak saglayan bir tahmin edicidir (lacus ve Yoshida, 2018).
4.6 Degisim Noktas1 Tahmini (Change Point Estimation)

Degisim noktas1 (CP) tahmini, bir modelin parametresinde bir degisimin meydana
geldigi “an”m tanimlanmasindan olusan bir problemdir (lacus, 2008). Bu problem,
baslangigcta bircok yazar tarafindan bagimsiz ve Ozdes olarak dagilmis veriler
cergevesinde ele alinmistir. Son zamanlarda, dogal olarak zaman serisi analizi baglamina
tasinmistir. Aslinda, degisim noktast problemleri baslangicta, kalite kontrol baglaminda
ortaya ¢ikmig olsa da genel olarak ani degisim problemleri, epidemiyoloji, elektro-
kardiyogramlarda ritim analizi, sismik sinyal isleme, arkeolojik alanlarin incelenmesi,
finansal piyasalar. ekonomi, psikoloji, jeoloji, edebiyat gibi bircok alanda ortaya
cikmakta ve hatta giinliik hayatimizda bile degisen nokta problemleriyle karsilasilabil-
mektedir. Ozellikle finansal zaman serilerinin analizinde, s6z konusu siirecin volatilite
yapisindaki degisimin ne zaman gerceklestiginin bilinmesi oldukga ilgi ¢ekicidir. Bu
sebeple son zamanlarda, degisim noktasi tespiti ve tahmininin istatistiksel analizine
yogun bir ilgi vardir. Istatistiksel terimlerle, bir degisim noktasi, gézlemlerin o noktaya
kadar bir dagilimi1 ve bu noktadan sonra bagka bir dagilimi takip ettigi zamandaki bir yer
veya noktadir.

Bu baglamda, piyasalardaki degisimler goz 6niinde bulunduruldugunda, degisim
noktas1 tahmini dikkate alinmalidir. Bu durum, stokastik modelin parametrelerinin digsal
faktorlerden dolayr degistigi tarihi belirlemeyi icerir. Burada en 6nemli parametre, daha
genel olarak finansal piyasalarda oldugu gibi, volatilite siirecindeki, yani bir SDD
modelindeki difiizyon terimindeki degisikliklerdir. S6z konusu probleminin ¢dziimiine

yonelik birka¢ yaklasim vardir. En kiigiik kareler ¢6ziimii, yari-maksimum olabilirlik
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degisim noktasi tahmini bunlardan bazilaridir (lacus, 2008; lacus ve Yoshida, 2012; Chen
ve Gupta, 2014; de Oliveira vd., 2019). Bu tezde, gbzlemler ayrik zamanlarda toplandi-
ginda, bir SDD ile bir siire¢ ¢oziimiiniin parametreleri i¢in bir degisim noktas1 problemi
ele alinmustir. Parametrelerdeki degisim ani, yaklasik olabilirlik iizerinden QMLE yonte-

mi ile geriye doniik olarak belirlenmistir.
4.6.1 Volatilitenin Degisim Noktas1 Tahmincisi
Tek boyutlu bir It6 siireci
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t); 0)dW (t) (4.46)

ele alinsin, burada f ve g bilinen fonksiyonlar ve @ € ® c R, degisim noktasi tahmini
icin ilgilenilen parametredir.

Simdi, 8 parametresinin degerinde bir degisimin meydana gelip gelmedigi ve bu
degisimin ne zaman meydana geldigi, s6z konusu degisim noktasi 7* € [0,T] olmak
tizere, geriye doniik olarak belirlenmek ve degisim noktasindan dnce ve sonra 6
parametresinin tutarli bir sekilde tahmin edilmesi istenmektedir. Burada n4,, = T sabiti
icin n — oo iken asimptotik olarak 4,, = 0 olur. O halde, volatilite i¢in degisim noktasi

problemi asagidaki gibi formiile edilir:

¢ t
X, +f0f(s,X(s))ds + J;) 9(s5,X(s);05)dW(s), te][0,t%)

X(t) = (4.47)

t t
X(r*)+f f(s,X(s))ds+f g(s,X(s);0:)dW (s), t € [t%,T]

Burada, anlik degisim noktas1 7* bilinmemektedir. 8, X yolundan 6rneklenen gézlemler
yardimiyla degisim noktasindan 6nce 6, ve degisim noktasindan sonra 6; olarak tahmin
edilmek tizere 7%, @ ile birlikte tahmin edilmektedir. Bu durum, finans uygulamalarinda
siklikla ortaya ¢ikan bir volatilite degisim noktas1 tahmini problemidir (lacus, 2008). S6z
konusu tahmin iglemi i¢in bu tez ¢alismasinda, lacus ve Yoshida (2012)’de agiklandigi

gibi QMLE yaklasimi uygulanmistir. Bunun igin 4;X = X(t;) — X(t;_1), S = g®? ve
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Gi(8) = log det S(X(t;-1); 0) + 43 (4:X)' S(X (t;-1); 8) ™ (4:X) (4.48)

olmak lzere

[nt/T] n
Pulti 00,6 = ) GO+ D Gi(6) (4.49)
i=1 i=[nt/T]+1

esitligi tanimlansin. Esitlik (4.49), degisim noktasi istatistigidir. k = 0, 1 olacak sekilde
her 6, icin bir §), tahmincisi oldugu varsayilsin. 8; biliniyorsa 8, 8, = 6; olarak

tanimlanir. O halde 7, 7"’ degisim noktas1 tahmincisi olmak {izere

t = arg min @,(t;0,,0,) (4.50)

te[o,T]

seklinde bulunur. Bir bagka ifadeyle, degisim noktasi istatistigi @,,, degisim noktasi
tarihinde en kiigiik degerine ulasir (lacus ve Yoshida, 2018).

Pratik durumlarda, parametrelerin baslangi¢ degerleri bilinmez ve bunlara iliskin
baz1 6n tahmin edicilerin saglanmasi gerekir. Bunun i¢in faydali bir yaklasim, iki asamali
degisim noktasi tahmini yaklagimidir (lacus ve Yoshida, 2012; 2018). Buradaki amag, 0
parametrelerinin ilk tahminini elde etmek i¢in zaman serisinin en basindan ve en
sonundan kiigiik bir gézlem alt kiimesi alarak bir degisim noktas1 tahmin etmek ve
Bunun i¢in, goézlemlerin yaklagik ilk %m’i ile son %m’i, alinarak se¢ilen model i¢in
parametreler tahmin edilir ve bdylece bir degisim noktasi, yart maksimum olabilirlik
yaklagimiyla tahmin edilmis olur, burada %m genellikle %20 olarak alinir. Tahmin
edilen degisim noktasindan once ve sonra segilen model i¢in parametreler tahmin edilir.
Yukaridaki islemde elde edilen tahminleri kullanarak yari-maksimum olabilirlik yaklagi-
miyla degisim noktasi tekrar tahmin edilir. Bu isleme, yakinsayana kadar devam edilir

(Guidotti vd., 2017).
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change point statistic
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Sekil 4.3 t* =4 civarinda degisim noktas1 olan iki boyutlu yoriinge

4.7 Stokastik Diferansiyel Denklemler icin Ki-Kare Uyum Tyiligi Testi

Verilen bir veri seti i¢in onerilen bir stokastik diferansiyel denklemin drift ve
difiizyonunun parametrik veya parametrik olmayan tahmininden sonra, elde edilen
modelin gecerliligine uyumsuzluk testi kullanilarak erismek oldukca 6nemli bir konudur.
Bu amagla, tez ¢calismasinin bu bdliimiinde SDD modelleri i¢in 6zel olarak gelistirilen ve
uygulamasi kolay olan ki-kare uyum iyiligi testi ele alinmistir. Bir stokastik stire¢ oldugu
diistiniilen bir veri seti incelenmek istensin. S6z konusu siire¢ i¢in bir SDD modelinin
gelistirildigi varsayilsin. Gelistirilen bu SDD modeli ile veriler arasinda bir uyumsuzluk
olup olmadigini test etmek icin yukarida bahsedilen ki-kare uyum 1iyiligi testinden
yararlanilir. Bu test icin temel fikir, ardisik gozlemler arasindaki yoriingelerin Monte-

Carlo simiilasyonlarni elde etmek ve bu gdzlemleri her noktada orijinal verilerle
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karsilagtirmaktir. Her noktada orijinal veriler ve simiile edilmis gozlemlerin
karsilastirilmasiyla ranklar elde edilir ve bu ranklara bagli olarak test istatistikleri hesap-
lanir. At = % > (0 sabiti ve i = 0,1, ..., N — 1 i¢in t; = iAt olmak tlizere ty, tq, ..., ty_1

anlarinda gézlemlenen stokastik siirecin gozlem verisinin
XO, Xl, xZ, ey XN_1

oldugu, ayrica bu siire¢ i¢in 6nerilen SDD’nin Esitlik (4.2)’yi sagladig1 varsayilsin. O
halde Ki-kare prosediiriinii kullanabilmek igin ilk olarak, x;_; gozleminden baslayarak
ti_, anmndan t; anina kadar Esitlik (4.2)’nin M adet Monte-Carlo simiilasyonu
hesaplanmalidir. Bu nedenle, i =1,2,...,N—1, j=0,1,..,K—-1vem=12,...M

(m)

igin X;” = x;_1 olmak iizere Esitlik (4.2)’ye K adimli Euler yontemi uygulayarak

| v At At At At
X (ti_l +G+1) 7) =X (ti—l +]7) tf (ti_l i X (ti‘l ) 7)>7 *

At At /At
+g (ti_l +j 7.)(1.(;”) (ti_l +]7)) 77;](.?{‘) (4.51)

denklemine ulasilir, burada her bir gozlem sayisi i, adim sayisi j ve simiilasyon sayis1 m
icin n;r?) ~ N(0,1)’dir ve ayrica At; = t;41 —t; = % icin AW (t,w) ~ \gN(O,l)
olduguna dikkat edilmelidir. Bir baska ifadeyle, [t;_4,t;] 6rneklem araligi K adet alt
araliga boliinerek t;_;’den ti’ye t;_q, t;_q + %, tiq + 2% ey ticg (K — 1)%
noktalarina karsilik gelen Euler yaklasik degerleri hesaplanir. Bu hesaplama alt araligin
her bir noktasi icin Monte-Carlo simiilasyonu ile M adet gerceklestirilir ve bdylece
[t;—1, t;] arah@inda M adet yoriinge ¢izilmis olur. Bu da nihayetinde, her bir t; i¢in M

adet X ].(;n) simiilasyon degerlerinin bulunmasini saglar. O halde, t; anindaki m. simiilasyon

degeri Xl.(m) = XI((T’?) olmak lizere m = 1,2, ..., M i¢in
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(m)
sm b xiz A (4.52)
‘ 0, x;<x™
olarak ve
M
ro=1+4 Z 5™ (4.53)
m=1

olarak tanmimlansin, burada i = 1,2,...,N — 1’dir. Oyleyse r;, M kez simiile edilmis
yorilingelerin u¢ noktalar1 olan X i(m) degerleri ile karsilastirildiginda x; degerinin ranki
olarak ele alinir. Esitlik (4.53)’ten r; ranki i¢in 1 < r; < M + 1 esitsizliginin saglandig
goriilmektedir. Burada anlatilan matematiksel islemler, Sekil 4.4 yardimai ile ifade edilsin.
Sekil 4.4°te, [1,2] araligi K = 4 olacak sekilde alt araliklara boliinmiis ve alt araliktaki
her bir degere karsiik M =5 adet Monte Carlo simiilasyonu hesaplanmistir. Mavi
cizgiler s6z konusu simiilasyonun yoriingelerini ““ * * ile isaret edilen degerler ise her bir

Monte Carlo simiilasyonunu gostermektedir, Ornegin, t = 2 anindaki x, gdzlem degeri
(m)

i¢in rank hesaplanmak istensin. Rank denkleminde belirtilen s;7 i¢in 52(5) degerine
bakildiginda x, gozlemi, Monte Carlo simiilasyonlarinin 2’sinden biiyiiktiir, dolayisiyla

52(5) = 2 olarak ve r, = 2 + 1 = 3 olarak bulunur.
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Sekil 4.4 Onerilen herhangi bir SDD i¢in K = 4 ve M = 5 olmak iizere [1,2] araligindaki
yorilingeler ve simiile edilen Monte Carlo degerleri
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Artik uyum 1iyiligi hesaplamasima ge¢mek icin sifir hipotezi olarak SDD modelinin
¢oziimiiniin Esitlik (4.51) ile verilen stokastik siireci sagladigi kabul edilir. Sifir hipotezi
altinda, 7r; ranklarinin, 1 ile M 4+ 1 arasinda esit olasilik degerlerine sahip olmasi

yapilacak olan uyum iyiligi testinin temel kabuliidiir. Bir baska ifadeyle,

—sqg=1..M+1, i=1,..,N—1 4.54
M+1 9 1o (4.54)

P{ri=q} =piq =
esitligi saglanir. Genellikle, p;,’nun i ve q’ya bagli oldugu ancak, her i igin yalnizca bir
gozlem degeri mevcut oldugundan zamana bagli olmadig1 varsayilir. Boylece sifir
hipotezini test etmek icin ki-kare uyum iyiligi testi kullanilir. Bu testi gerceklestirmek

icin gozlenen ve beklenen frekanslara ihtiyag¢ vardir. Bu sebeple, i = 1,2, ..., N — 1 i¢in

_(L, n=q
Pl;, = {o, oy (4.55)
olarakve g = 1,2,...,M + 1 i¢in
N-1
2@ =) lig (456)
i=1

olarak tanimlansin. Burada Q(q), rank1 q degerine esit olan gdzlenen frekanstir ve en

fazla M + 1 frekans gozlenebileceginden

Z Q@) =N-1 (4.57)
q=1

toplami elde edilir. Esitlik (4.57)’den her q’ya karsilik gelen birkag r; degerinin oldugu,

ve boylece r; ranklarinin Q(q) seklinde gruplara boliindiigii sonucuna ulasilir. Sifir
hipotezi altindaki beklenen frekansin da % oldugu gbz oniinde bulundurulursa Pearson

teoremine (Neyman ve Pearson, 1933) gore elde edilen test istatistigi
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+ N-1)2
le (0@ —37) (4.58)

Gr)
q=1 M+1

by =

seklindedir. Ayrica ¢, yaklasik olarak, M serbestlik dereceli x? rassal degiskeni olarak
dagilir. O halde, ¢, nin biiyiik bir degeri, 6nerilen SDD modeli ile veriler arasinda bir
uyum eksikligine isaret eder. Bir baska ifadeyle P(x*(M) = ¢,), onceden belirlenmis
bir anlamlilik seviyesinden kiiciikse, o zaman sifir hipotezi reddedilir ve bu durum,
onerilen SDD modelinin gozlem verileri ile uyusmadigint gosterir. Bunun disinda, eger
sifir hipotezi altinda beklenen frekanslar kiiglikse, ki-kare yaklagimi basarisiz olur. Pek
¢ok arastirmaci, genellikle uygulanan beklenen frekanslarin 5’ten az olmamasi gerektigi

kuralin1 kullanir. Bu kuralin uygulanmasi ile, % > 5 esitsizligi ve buradan M < %

esitsizligi elde edilir. Ornegin, N = 250 ise simiilasyon sayis1 M, 48’den fazla
olmamalidir (Bak vd., 1999; Allen, 2007; Ince, 2021). Sekil 4.5’te M < 5 olacak sekilde
herhangi bir SDD i¢in her bir gézlem verisine karsilik gelen ve “*  ile gosterilen Monte
Carlo simiilasyon degerleri gosterilmistir, burada simiilasyon degerlerinin net goriilebil-

mesi i¢in veri setinin tamami grafikte verilmemistir.
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Sekil 4.5 M < 5 olacak sekilde herhangi bir SDD igin her bir gozlem verisine karsilik
gelen Monte Carlo simiilasyon degerleri

SDD’ler icin gelistirilen bu test, uyumsuzluk olup olmadigini test etmenin yani
sira, onerilen SDD modelleri arasindan en 1yi modeli segmek icin de kullanilir. Esitlik

(4.58) kullanilarak elde edilen test degeri, en iyi modeli se¢gmede, 6nerilen her model i¢in
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karsilastirilmalidir. En kiiclik test degerini veren model, verilere en uygun modeldir.
Diger bir deyisle, en kiigiik test degeri, gdzlenen frekans ile beklenen frekans arasinda
cok fazla sapma olmadigi i¢cin model ve veri arasinda uyumluluk oldugunu gosterir

(Ergisi, 2019).

4.8 Model Performans Degerlendirmesi

Eldeki veriler i¢in Onerilen SDD modelleri arasindan en iyi modeli segmek
arastirmacilarin ulagsmak istedigi bir sonugtur. Modelin olusturulmasindan sonra modelin
tahmin dogrulugunun 6l¢iilmesi ve dnerilen modeller arsindan se¢im yapilmasi 6nemli
bir konudur. Bunun igin istatistiksel bilimlerde ¢esitli kriterler mevcuttur. Her bir kriterin
kendine gore farkli avantajlar1 ve dezavantajlart vardir. Bu sebeple bu tez ¢alismasinda
literatlirde en ¢ok kullanilan dort kritere yer verilmistir. Bunlar AIC, BIC, MAPE ve
RMSE’dir.

Bilgi teorisine dayali model se¢imi, istatistiksel bilimlerde oldukga farkli bir
yaklagimi temsil eder ve sonucta secilen model, bir tiir istatistiksel sifir hipotez testine
dayali model se¢iminden onemli Glgiide farkli olabilir. Burada sunulan bilgi-teorik
yaklagim altinda model se¢imi, muhtemel en iyi modeli belirlemeye calisir, modelleri en
iyiden en kotliye dogru siralar ve her modelin bir ¢ikarim olarak gercekten en iyisi

olduguna dair bir kanmit agirlig tiretir (Burnham ve Anderson, 2002).

4.8.1 Akaike Bilgi Kriteri Model Se¢cimi

Akaike bilgi kriteri (AIC), 1973 yilina dayanmaktadir ve daha genis bir model
sinifina gomiilii en 1yi modeli arayacak sekilde yapilandirilmistir. Kabaca sdylemek
gerekirse, log olasiliginin eksi iki kat1 ile parametre uzaymin boyutunun iki katinin
toplam1 olarak tanimlanan, olabilirlige dayali bir yontemdir. Bir rakip model smnifi
verildiginde, en iyi model AIC kriterini en aza indiren modeldir. Buradaki ana varsayim,
gercek modelin su anda rakip olanlar arasinda yer almasidir; aksi takdirde bir yanlis
belirleme sorunu ortaya ¢ikar (lacus, 2008).

AIC, belirli bir veri seti i¢in istatistiksel bir modelin goreceli kalitesinin bir

Olciisiidiir. Bu nedenle AIC, muhtemelen i¢ ice olmayan modellerin model se¢imi i¢in
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kullanilan bir aragtir, ancak istatistiksel bir test degildir. Ger¢ekten de AIC istatistigi,
modelin kalitesi hakkinda mutlak anlamda higbir sey sdylemez; yani, tiim aday modeller
zayif bir sekilde eldeki veriye uyuyorsa, AIC bununla ilgili herhangi bir uyari
vermeyecektir. AIC, modelin uygunlugu ile modelin karmasiklig1 arasindaki denge ile
ilgilenir.

6 e®cR? ve én, 6’nin en cok olabilirlik tahmincisi olsun. O zaman AIC

istatistigi
AIC = —2In(8,,) + 2dim(0) (4.59)

seklinde tanimlanir (lacus ve Yoshida, 2018). Bir bagka ifadeyle, AIC hesaplanmasindaki
temel amag, parametre uzaymin boyutunun bir fonksiyonu olan bir bilgi kriterini
kullanarak ayrik gozlemler temelindeki siirekli modeli tanimlamaya ¢aligmaktir (lacus,
2008). Goriindiigii gibi difiizyon siirecleri, gecis olasiliklart hesabi icerdiginden ve
ln(én)’mn acik ifadesinin bilindigi yalnizca birka¢ model oldugundan, ¢ogu durumda
Boliim 4.6'da deginilen yaklasik olabilirlik yontemlerinden birine ihtiya¢ duyulur. Bu
sorunu ortadan kaldirmak i¢in Onerilen ¢6ziim, yaklasik log-olabilirlik fonksiyonunu
dikkate almaktir (Uchida ve Yoshida, 2005). Bu sebeple, bu tez ¢alismasinda kullanilan
RStudio yazilim1 “yuima” kiitiiphanesi de, SDD modelleri i¢in, 6zellikle MLE sinifin,
QMLE yonteminin ¢iktist gibi genisleten nesneler i¢in degerlendiren AIC adinda bir
fonksiyona sahip oldugundan AIC degeri hesaplanirken MLE tahmincileri yerine QMLE
tahmincilerini ele almaktadir. Bu durum hakkinda detayli bilgiye (Uchida ve Yoshida,
2005; lacus ve Yoshida, 2018) *ten ulasilabilir.

4.8.2 Bayes Bilgi Kriteri Model Se¢imi
Istatistikte, Bayes bilgi kriteri (BIC), AIC'ye benzer sekilde sonlu bir model seti
arasindan en dogru modeli se¢gmeyi amaglayan; log olasiliginin eksi iki kati ile parametre

uzayinin boyutuna ve veri seti bliyiikliigiine bagli olan bir kriterdir. Genellikle daha diisiik
BIC degerine sahip olan modeller en dogru model olarak tercih edilmektedir. AIC hesabi-
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na benzer sekilde, yine RStudio yazilimi “yuima” kiitiiphanesinde, SDD modelleri i¢in

BIC degeri hesaplanirken MLE tahmincileri yerine QMLE tahmincileri ele alinmaktadir.
6 €e®@cR* ve 6,, 6 nmn en cok olabilirlik tahmincisi olsun. O zaman BIC
istatistigi

BIC = —2In(8,) + dim(0). In(n) (4.60)

seklinde Bayes baglaminda Schwarz tarafindan 1978'de tiiretilmistir ve "boyut tutarli
kriterlerin™ en iyi bilinenidir (Schwarz, 1978; Burnham ve Anderson, 2002).

4.8.3 Model Performans Degerlendirmesi icin MAPE

Ortalama mutlak hata yiizdesi (MAPE), farkli modeller veya farkli zamanlar i¢in

tahminin dogrulugunu 6l¢gmek amaciyla kullanilir ve

n
1 |X; — Yil
MAPE == ) Z—21.100 (4.61)
n ] Xi

esitligi ile hesaplanir, burada n gézlem sayisi, X; gozlemlenen degerler ve Y; modelden
tahmin edilen degerlerdir. Farklit MAPE degerlerinin yorumlar1 Cizelge 4.1°de verilmistir

(Ergisi, 2019).

Cizelge 4.1 MAPE degerlerinin yorumlanmasi

Deger Yorum

MAPE < 0.1 Miikemmel tahmin
0.1 < MAPE < 0.2 Iyi tahmin

0.2 < MAPE < 0.5 Makul tahmin
MAPE > 0.5 Kusurlu tahmin
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4.8.4 Model Performans Degerlendirmesi icin RMSE

Ortalama karekok hatas1 (RMSE), pek c¢ok istatistiksel caligmada model

performansini 6l¢mek igin standart bir metrik olarak kullanilmaktadir. RMSE,

n
1
RMSE = ;2 (X; — Y,)2 (4.62)
i=1

esitligi ile hesaplanir, MAPE’ye benzer sekilde burada n gézlem sayisi, X; gdzlemlenen

degerler ve Y; modelden tahmin edilen degerlerdir (Chai ve Draxler, 2014).
4.9 Bazi Onemli SDD Modelleri

Bu boliimde literatiirde, 6zellikle finansta, yaygin olarak kullanilan ve iyi bilinen
geometrik Brownian hareketi siireci ve Cox-Ingersoll-Ross SDD’lerin bazi 6zelliklerin-
den bahsedilecektir. Bunun igin {X(t), t = 0}, baslangi¢ degeri X, olarak verilen ve
Esitlik (4.2)’nin tek bir ¢éziimii olan bir boyutlu bir difiizyon siireci olsun. Buradan

hareketle asagidaki siirecler ele alinmastir.
4.9.1 Geometrik Brownian Hareketi Siireci

Geometrik Brown hareketi (GBM) ile matematiksel modellemede siklikla
karsilagilmaktadir. GBM, gelir dagilimi, viicut agirliklari, yagis, kaya kirma siireglerinde
parca boyutlar1 da dahil olmak tizere cesitli dogal fenomenlerin dinamiklerinin temelini
olusturmak i¢in kullanilmistir. Yapisal olarak, GBM, rastgele degisen faiz miktarinin
logaritmasinin siiriiklenmeli bir Brown hareketini takip ettigi basit, siirekli zamanl
stokastik bir siirectir. Buradaki stokastiklik, volatiliteden kaynaklanmaktadir. Dolayistyla
ilk yaklasimda volatilite, stokastik bir siirectir. Yerel volatilite modellerinde varlik
fiyatlar1, difiizyon katsayisinin fiyatin bir fonksiyonu olan bir SDD’yi takip eder.
(Stojkoski vd., 2020).
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Varlik fiyatlarint modellemek i¢in finans baglaminda kullanilan GBM siireci daha
once Esitlik (4.28) ile verilen asagidaki

dX(t) = 61X(t)dt + 02XtdW(t) ) XO = xO

SDD’nin ¢6ziimiidir, burada ve 6, > 0’dir ve 0; parametresi sabit faiz orani, 6,
parametresi ise riskli faaliyetlerin volatilitesi olarak yorumlanir. Ornek 4.1°de Esitlik
(4.29) seklinde hesaplanan kesin ¢oziimiin logaritmasi alindiginda, log-ortalama ve log-

varyans

1
pu =log(xy) + (01 = 5922) t (4.63)

o? = 0%t (4.64)

olarak, kosullu yogunluk fonksiyonu ise, Esitlik (4.63) ve Esitlik (4.64) tarafindan verilen
logaritma doniisiimiiniin ortalamasi ve varyansi (yani log-ortalama ve log-varyans) ile

log-normaldir. Asagidaki gibi elde edilir.

oty 110) =~ —enp{ - 1) (469
L <logy — (togxo + (6, - 563) t))2
pe(t,y | xo) =y92meXP - 202t (4.66)
Burada, X (t) siirecinin ortalama ve varyansi ise
m(t, xy) = e“%"Z = xoef1t (4.67)
v(t, x9) = ez"“’z(esz -1) = xgezglt(egzzt - 1) (4.68)

fonksiyonlart ile elde edilir (lacus, 2008).
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4.9.2 Cox-Ingersoll-Ross Siireci

Bir bagka parametrik model ailesi, Cox-Ingersoll-Ross (CIR) siirecidir. Bu model
Feller tarafindan niifus artis1 i¢in bir model olarak tanitilmis ve Cox, Ingersoll ve Ross'un
kisa vadeli faiz oranlarint modellemeyi 6nermesinden sonra finansta olduk¢a popiiler hale
gelmigstir. Son zamanlarda Pedersen tarafindan topraktan nitr6z oksit emisyonunu ve
molekiiler evrimde boélgeler arasindaki evrimsel hiz degisimini modellemek igin

benimsenmistir. CIR siireci,
dX(t) = (6, — 0,X(t))dt + 03/ X()dW,, Xy=x9>0 (4.69)

esitligi ile verilen SDD’nin bir ¢oziimiidiir, burada 6,,0,,0; € R™ seklindedir. Bu
modelde, 26, > 6% ise siire¢ kesinlikle pozitiftir, diger durumlarda siire¢ negatif degildir,
bir bagka ifadeyle siire¢ sifir durumuna ulasabilir. Ancak CIR siireci finansta faiz
oranlarint modellemek i¢in kullanildiginda bahsedilen bu durum gegerli degildir.

Esitlik (4.69)’un kesin ¢6ziimii

9 t
X, = (XO - 9—1) e~02t 4 93e-92tf e%2s [X AW, (4.70)
2 0

seklinde, ortalama ve varyans ise

0 0
m(t, xo) = — + (xo — —1> e~ 92t

6, 0, (4.71)

Hg(e—ezt _ e—292t) N 9193?(1 _ e—ZGZt)

472
6, 262 (#.72)

v(t, xp) = X,

seklindedir (lacus, 2008).
Esitlik (4.69) ile verilen CIR SDD’nin kesin ¢oziimii Esitlik (4.70)’in stokatik
integral i¢erdigine ve bu sebeple hesaplanmasinin kolay olmadigina dikkat etmek gerekir.

Kesin ¢Olimiiniin bulunmasinin yerine, kesin ¢oziime yaklasan nlimerik ¢6ziim
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yontemleri tercih edilebilir. Bu sebeple, bu ¢alismada hem GBM SDD hem de CIR SDD
icin EM yaklasik ¢oziimleri hesaplanmistir. S6z konusu EM ¢oziimlerinin hangi aralikta
degisecegini bulabilmek adina stokastik siireclerin ¢dzlimleri i¢in olusturulan giliven

araligi

m(t, xo) + 24/v(t, x0) (4.73)

kullanilir (Mikosch, 1998).
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5. WTI HAM PETROL VERILERI iCIN SDD MODELLEMESI

Bir ekonominin can damar1 olarak anilan ham petrol, bu nedenle petrol
fiyatlarindaki dalgalanmalar diinya ¢apinda bir¢ok tilkeyi 6nemli 6l¢iide etkilemektedir
(Sabah vd., 2021). Covid-19 pandemisinin yol actig1 insani kayip ve ekonomik hasara
paralel olarak ham petrol fiyatlarinda onemli Olgiide diisiisler yasanmistir. Pek ¢ok
ilkenin trafik ablukalar1 ve karantina emirleri uygulayarak iiretimi ve ticari faaliyetleri
kisitlamas1 baglaminda Covid-19 salgmi kiiresel olarak ham petrol hareketliligini
kisitlamis ve Nisan 2020'nin baslarinda petrol talebinde 30 milyon varilden fazla diislise
neden olmustur. Ayrica Suudi Arabistan, 9 Mart 2020'de ham petrol fiyatin1 %20’den
fazla disiirerek ve “Kara Pazartesi” olarak adlandirilan ayni giin sok yayilmalariyla
finansal piyasalar1 ¢gokerten bir petrol fiyati savasi baslatmistir. Rusya ile Suudi Arabistan
arasindaki bu savas, petrol fiyatlarinda tarihin en sert diisiisiine sebep olmustur. Tiim
bunlar goz Oniinde bulunduruldugunda modern tarihin en biiyiilk piyasa kapanmasi
yasanmis ve 20 Nisan 2020’de bir noktada, ham petrol fiyatlarinin WTI 6lgiitii varil
basina -36,98%’a diismiistiir (Corbet vd., 2021). Ayrica bu dénemde, COVID-19 salgini-
nin yani sira Rusya-Ukrayna savasinin kiiresel etkileri nedeniyle ham petrol fiyatlarinda
bliylik dalgalanmalar gerceklesmis, Rusya’nin Ukrayna’ya baglattig1 askeri miidahelenin
ardindan petrol fiyatlar1 hizla yiikselise ge¢mistir (Mbah ve Wasum, 2022). Petrol ve
petrol iirlinleri arz ve talebi degistik¢e bu dalgalanmanin siddeti artacaktir. (Jahanshahi
vd., 2022). Bu sebeple, kiiresel dlgekte petrol fiyatlarini tahmin etmek olduk¢a dnemli
hale gelmistir.

Yukaridaki bilgiler 1s181nda, petrol fiyatlarindaki ani dalgalanmalarin, 6zellikle son
bir kag yilda, ¢esitli kiiresel etkiler sebebiyle diinya ¢apinda birgok iilkeyi dnemli dlgiide
etkilemesi sebebiyle bu tez ¢alismasinda, Sekil 5.1°de grafigi verilen, 01.03.2019 ile
13.03.2023 tarihleri arasindaki WTTI petrol kapanis verileri, standart Wiener siireci seklin-
de bir yoriinge takip ettikleri i¢in SDD modellemesi ile ele alinmistir. S6z konusu veri
seti ABD Enerji Bilgi Idaresi (U.S. Energy Information Administration (EIA))’nin
https://www.eia.gov/dnav/pet/histtRWTCD.htm adresli internet sitesinden elde edilmis-

tir.
WTI; Teksas ve Giiney Oklahoma'da tiretilen ve bir dizi baska ham petrol akisinin

fiyatlandirilmasi igin bir referans veya “isaret” iglevi géren ve Cushing, Oklahoma'daki


https://www.eia.gov/dnav/pet/hist/RWTCD.htm

yerel spot piyasada alinip satilan ham bir akis olarak tanimlanmaktadir. Yukarida
belirtilen tarihlerdeki WTI verilerini modellemek i¢in CP degisim noktas: tahminini
dikkate alan bir hibrtit SDD modeli 6nerilmistir. Bu modeli elde edebilmek amaciyla
finansta ¢ok sik kullanilan GBM SDD ve CIR SDD modelleri dikkate alinmistir.
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Sekil 5.1 Varil bagina Dolar cinsinden ele alinan WTI ham petrol verileri

SDD modellerini dikkate alabilmek i¢in 6ncelikle, s6z konusu veri setinin Wiener

stireci varsayimlarini saglayip saglamadigi kontrol edilmelidir.

5.1 WTI Veri Seti icin Wiener Siireci Varsayimlarinin Kontrolii

SDD modellemesine ge¢cmeden 6nce WTI veri setinin, Wiener slirecinin
normallik, artiglarinin duraganligi ve bagimsizligi varsayimlarini saglayip saglamadigi
sinanmalidir. Oncelikle, yukarida anlatilan sebeplerden otiirii 20 Nisan 2020 tarihindeki
verinin kapanis fiyatinin negatif degerlere diismesi, veri setinin normallik varsayimini
saglamasini olumsuz etkilemistir. Kaldi ki petrol verilerinin bu sekilde negatif degerlere
diismesi alisilagelmis ve beklenen bir durum degildir. 1012 giinliik veri setinde aykiri
deger tespiti yapildiginda, 20 Nisan 2020 tarihli verinin aykiri deger oldugu sonucuna
varilmis ve bu deger, SDD analizini yapabilmek agisindan veri setinden arindirilmistir.
lgili grafik Sekil 5.2°de gosterilmistir. Aykiri degerlerden arindirilan WTI verileri Sekil

5.3’te gOsterilmistir.
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WTI FOB Ham Petrol verileri igin Aykirn Degerler
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Sekil 5.2 WTI ham petrol verileri i¢in aykirt degerler
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Sekil 5.3 Aykir1 degerlerden arindirilan WTI ham petrol verileri

5.1.1 Normallik Varsayiminin Kontrolii

WTI veri setinin, Wiener siirecinin normallik varsayimin saglayip saglamadigi

Ho : WTI veri seti normal dagilimlidir.

Hi : WTI veri seti normal dagilimli degildir.

hipotezleri altinda RStudio programi “tseries” kiitiiphanesi kullanilarak Jarque-Bera
normallik testi ile stnanmis ve elde edilen 4.3262 test istatistigine karsilik gelen p degeri
0.115 olarak elde edilmistir. Buna gore, p = 0.115 > 0.05 = a oldugundan %5’lik
anlamlilik diizeyinde Ho hipotezi red edilemez, bir bagka ifadeyle WTI veri setinin normal

dagilimli oldugu gdsterilmis olur. Ayrica normallik stnamasi grafiksel olarak Sekil 5.4°te
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gosterilmistir. Buradan, s6z konusu veri setinin asimptotik olarak normal oldugu gortil-

mektedir.

Cushing, Oklahoma WTI FOB Ham Petrol density.default(x = na.omit(WTI)) Normal Q-Q Plot
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Sekil 5.4 WTI verisinin histogrami, yogunluk fonksiyonu ve Q-Q plot’1

5.1.2 Duraganlik Varsayiminin Kontrolii

Ikinci adim olarak WTI veri setinin duraganlik varsayimi sinamasi

Ho : WTI veri seti artiglar1 duragandir.
Hi : WTI veri seti artiglar1 duragan degildir.

hipotezleri altinda, RStudio programinin “urca” kiitliphanesi kullanilarak genisletilmis
Dickey-Fuller (ADF) birim kok testi ile yapilmuistir. Elde edilen —23.2192 test istatistigi,
%1, %5 ve %10 anlamlilik diizeylerinde sirasiyla —3.43, —2.86 ve —2.57 olarak elde
edilen kritik degerlerden kiiciik oldugundan Ho hipotezi red edilememistir, bir baska
ifadeyle; WTI veri seti artislar1 duragandir. WTI veri setininartiglart Sekil 5.5’te
gosterilmistir. Burada, 0 = t, = 01.03.2019 ile 13.03.2023 = t,, = T tarihleri arasinda
degisen WTI veri seti i¢in i = 0,1,2, ...,n olmak lizere A= t;,; —t; = 1/252 olarak
alinarak t zamani [0, 4) araligina doniistiirilmiistiir. Tez ¢alismasinin tiimiinde t zamani

bu sekilde ele alinmistir.
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Artiglar
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Sekil 5.5 WTI veri setinin artiglari

5.1.3 Bagmmsizlik varsayiminin kontrolii

Son adim olarak WTI veri setinin bagimsizlik varsayimi sinamast

Ho : WTI veri seti artiglar1 bagimsizdir, bir bagka ifadeyle verilerin tim
gecikmeleri i¢in otokorelasyon katsayilari sifira esittir.
Hi : WTI verilerinin tiim gecikmeleri i¢in otokorelasyon katsayilari sifirdan

farklhidir.

hipotezleri altinda Box-Pierce testi ile yapilmis ve elde edilen 0.0038642 test istatistigine
karsin p degeri 0.9504 olarak hesaplanmistir. Buna gore, p = 0.9504 > 0.05 =«
oldugundan %5’lik anlamlilik diizeyinde Ho hipotezi red edilemez, bir baska ifadeyle
WTI veri seti artislarinin bagimsizligi saglanmais olur.

WTI veri seti igcin Wiener siirecinin normallik, duraganlik ve bagimsizlik

varsayimlari saglandigindan modellemeye gecilebilir.
5.2  WTI Veri Seti icin SDD Modellemesi

Bunun i¢in 6ncelikle amaglanan hibrit modeli kurabilmek i¢in gerekli olan GBM

SDD ve CIR SDD modelleri sirasiyla Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2) ile asagida verilmistir:

dX, = 0, X, dt + X, dW,, X,=X(0) (5.1)
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dX, = (0, — 0,X,)dt + o\[X,dW;, X, = X(0) (5.2)

Burada her iki denklemde de X;, WTI kapanis fiyatini; X,, WTI verilerinin baslangig
degerini; 8, ve 6,, siiriiklenme katsaysinin sabitlerini; o ise siirecin volatilite parametre-
sini gostermektedir. Bu c¢alismada ilk olarak WTI veri seti, degisim noktas: dikkate
alinmadan Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2) ile modellenmistir. Bunun i¢in oncelikle
modeldeki parametreler, QMLE yo6ntemi ile tahmin edilmis ve sonuglar Cizelge 5.1°de
verilmistir. Bu tez ¢alismasindaki tiim parametre ve degisim noktasi tahminleri RStudio

programinin “yuima” kiitiiphanesi kullanilarak gerceklestirilmistir.

Cizelge 5.1 WTI verileri igin kurulan Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’nin parametre tahmin

sonugclari
Model/Parametre 0, 0, o
Tahmin  Std. hata Tahmin Std. hata Tahmin Std. hata
GBM SDD 0.3373 0.3599 - - 0.7206  0.0161
CIRSDD 108.8132 42,4974 15787 0.6945 4.2037 0.0952

Elde edilen parametreler her iki denklemde yerine yazilirsa

dX, = 0.3373X,dt + 0.7206X,dW,, X, = 55.76 (5.3)

dX, = (108.8132 — 1.5787X,)dt + 4.2037,/X,dW,, X, = 55.76 (5.4)

denklemlerine ulagilir. Parametre tahmini yapildiktan sonra, Esitlik (5.3) ile kurulan
GBM SDD modeli ile veriler arasinda bir uyumsuzluk olup olmadigini test etmek i¢in

Bolim 4.7°de dikkate alinan ki-kare uyum iyiligi testinden yararlanilmistir. O halde,

H, : Esitlik (5.3) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTI verileri arasinda uyum
eksikligi yoktur,
H, : Esitlik (5.3) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTI verileri arasinda uyum

eksikligi vardir,

hipotezleri altinda N = 1012 adet gézlem degerinin her biri icin M = 201 adet Monte-
Carlo simiilasyonu elde edilmis ve ki-kare hesap degeri )(21 = 247.5545 olarak

bulunmustur. Burada, GBM SDD’nin hesaplanan iki adet parametresi oldugundan
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serbestlik derecesi sd = 201 — 2 = 199 olmak {izere %1 anlamlilik diizeyinde, yani

a = 0.01 i¢in, ki-kare tablo degeri )(2199‘().01 = 248.3286 scklindedir. Buna gore;
X%, < X*199 0.0, 0ldugundan model ile veriler arasinda uyum eksikligi olmadigina dair

verilen sifir hipotezi reddedilemez. Bir bagka ifadeyle; Esitlik (5.3) ile kurulan GBM
SDD modeli ile WTI verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.6’da gorsel olarak
113 32

verilmistir. Burada WTI veri seti kirmizi ¢izgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 ile

gosterilmistir.

GOF Testi igin GBM SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlar
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Sekil 5.6 Esitlik (5.3) ile kurulan GBM SDD modelinin Monte-Carlo simiilasyonlari

Benzer bir sekilde, Esitlik (5.4) ile kurulan CIR SDD modeli ile veriler arasinda
bir uyumsuzluk olup olmadigini test etmek i¢in ki-kare uyum 1iyiligi testi kullanilmistir.

O halde,

Hy : Esitlik (5.4) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri uyumludur,
H; : Esitlik (5.4) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri uyumlu degildir,

hipotezleriile N = 1012 ve M = 201 igin ki-kare hesap degeri y?2 , = 229.9195 olarak
bulunmustur. Burada, CIR SDD’nin hesaplanan {i¢ adet parametresi oldugundan
serbestlik derecesi sd = 201 — 3 = 198 olmak lizere @ = 0.01 i¢in ki-kare tablo degeri

)(2198‘0_01 = 247.2118 seklindedir. Buna gore; )(22 < )(2198’0_01 oldugundan sifir hipo-

tezi reddedilemez. Bir bagka ifadeyle; Esitlik (5.4) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI
verileri uyumlu-dur. Sekil 5.7°de uyum 1yiligi gosterilmistir. Burada WTI veri seti

kirmiz1 ¢izgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 ““ * * ile gosterilmistir.
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GOF Testi icin CIR SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan
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Sekil 5.7 Esitlik (5.4) ile kurulan CIR SDD modelinin Monte-Carlo simiilasyonlari

Model ile veri arasinda uyum s6z konusu olduguna gore kurulan SDD’lerin
yaklasik ¢oziimiinii hesaplamaya gegilebilir. Ilk olarak Esitlik (5.3) ele almsin. Bu
denklemin Esitlik (4.67) ve Esitlik (4.68) tarafindan elde edilen ve Esitlik (5.5) ile
verilen beklenen deger ve Esitlik (5.6) ile verilen varyans fonksiyonlari yardimiyla
¢Oziimlerinin bulunacag: aralik Sekil 5.8’de gdsterilmistir. Bu tez calismasindaki tiim
giiven araliklari, EM c¢oziimleri ve grafikler RStudio programi yardimiyla elde

edilmistir.

verm (6 x0) = (55.76)%exp(2(0.3373)¢) (exp((0.7206)2t) — 1) (5.6)

Burada mavi kesikli ¢izgi mgpy (¢, xo) beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi
kesikli ¢izgiler ise Esitlik (5.5) ve Esitlik (5.6) yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin
megpm (t, x) * Zm fonksiyonlarini gostermektedir.

Esitlik (5.3) ile verilen GBM SDD’nin niimerik ¢oziimleri Euler-Maruyama
yontemi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢oziimlerin bir yoriingesi Sekil 5.9°da
gosterilmistir. Burada siyah ¢izgi ile WTI gozlem verileri, mor ¢izgi ile EM niimerik
coziimleri gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen yoriingeler Sekil

5.8’de gosterilen araliga diismektedir.
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GBM SDD'nin ¢6ziimlerinin giiven aralig
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Sekil 5.8 Esitlik (5.3) ile verilen GBM SDD’nin ¢6ziimlerinin bulunabilecegi giiven

aralig
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Sekil 5.9 Esitlik (5.3) ile verilen GBM SDD’nin EM ¢6ziimiiniin bir yoriingesi

Ikinci adim olarak Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD denklemi ele alinsin. Bu
denklemin Esitlik (4.71) ve Esitlik (4.72) tarafindan elde edilen ve Esitlik (5.7) ile verilen
beklenen deger ve Esitlik (5.8) ile verilen varyans fonksiyonlar1 yardimiyla ¢6ziimlerinin
bulunacag aralik Sekil 5.10°da gosterilmistir.

108.8132 108.8132
mer(t, Xo) = (

108.8132 _ 1088132\ 1 5.7
15787 T\>>76 " 7577 )exp( 1.57871) (7

(4.2037)2(6_1'5787t _ e—2(1.5787)t) . 1088132(42037)2(1 _ e—2(1.5787)t) (58)
1.5787 2(1.5787)%

vCIR(t' xO) = 55.76"-
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CIR SDD'nin géziimlerinin giiven arahg
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Sekil 5.10 Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD’nin ¢oziimlerinin bulunabilecegi giiven
aralig

Burada mavi kesikli ¢izgi mgr(t, xo) beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi

kesikli ¢izgiler ise Esitlik (5.7) ve Esitlik (5.8) yardimui ile olusturulan giiven araliklarinin

meir(t, %) £ Zm fonksiyonlarim1 gostermektedir. Dikkat etmek gerekir ki,
Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD’nin ¢6ziimlerinin giiven araligi, Esitlik (5.3) ile verilen
GBM SDD’nin ¢6ziimlerinin giiven araligindan daha dar ve WTI veri setine daha
yakindir. Ayrica her iki model icin ki-kare hesap degerleri karsilastirildiginda da bu
durum desteklenmektedir. Ciinkii Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD’nin Ki-kare hesap
degeri )(22 = 229.9195, Esitlik (5.3) ile verilen (5.3) GBM SDD’nin ki-kare hesap
degeri )(21 = 247.5545°den kiigiiktiir. Boliim 4.7°de ki-kare hesap degerlerinin model
performansi degerlendirmesi agisindan ele alinabilecegi ifade edilmistir.

Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD’nin niimerik ¢oziimleri Euler-Maruyama yonte-
mi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢ozlimlerin bir yoriingesi Sekil 5.11°de gosterilmistir.
Burada siyah ¢izgi ile WTI gozlem verileri, yesil ¢izgi ile EM niimerik ¢6ziimiiniin
yoriingesi gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen ydriingeler Sekil
5.10°da gosterilen araliga diismektedir.

Ancak Sekil 5.9 ve Sekil 5.11 dikkate alindiginda elde edilen ¢oziimlerin WTI
veri setindeki ani diisiis ve artiglar1 yansitamadig diisiiniilmiistiir. Bu sebeple veri setinin

degisim noktalarr, GBM SDD ve CIR SDD denklemleri dikkate alinarak hesaplanmustir.
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CIR SDD'nin EM gemasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.11 Esitlik (5.4) ile verilen CIR SDD’nin EM ¢6ziimiiniin bir yoriingesi

5.3 WTI Veri Seti icin Degisim Noktasi (CP) Tahmini

Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’nin her ikisinden de iki adet degisim noktasi, her
defasinda veri setinin ilk %35’lik ve son %35°lik kisimlar1 alinarak elde edilmis ve 74
ve T, olarak gosterilmistir. Buna gore 74, 14.05.2020 tarihli veri (303. veri) ve 1,
24.02.2022 tarihli veri (750. veri) olarak bulunmustur. Sonuglar sirasiyla Sekil 5.12 ve
Sekil 5.13 ile gosterilmistir.

Burada t,, Covid-19 pandemisinin tiim diinyada alevlendigi ve ham petrol
fiyatlarinin en sert diisiisti yasadigi donem olan 20 Nisan 2020 tarihi sonrasindaki siirecin
doniim noktasina denk gelmektedir. Bu tarihten sonra fiyatlar net bir sekilde yiikselige
gegmistir. T, iSe Rusya’ninbaslattig1 askeri miidahelenin ardindan Rusya’nin Ukrayna’y1
isgaline denk gelen tarihi gostermektedir. Bu tarihten sonrapetrol fiyatlari hizla yiikselise
gecmistir. WTI veri seti i¢in 7 Ve 7, degisim noktalarinin tahmin sonuglarinin diinya
tarihindeki boylesi 6nemli tarihlere denk diismesi, ele alinan SDD modelleri i¢in CP
degisim noktas1 analizinin dogru bir sekilde kullanildigini gostermektedir.

WTI veri seti, 7; ve T, degisim noktalar1 dikkate alinarak tekrar modellenmistir.
Bunun igin s6z konusu veri seti, [0,7;), [71,T,) Ve [, T] araliklarinda ayr1 ayri
incelenmistir. Tlgili araliklar ve 7, Ve T, degisim noktalar1, veri seti iizerinde Sekil 5.14’te
gosterilmistir. Burada siyah ¢izgi WTI veri setini, kirmizi1 kesikli ¢izgi 7;, mavi Kesikli

cizgi ise 7, degisim noktasini gostermektedir.
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Sekil 5.12 WTI veri setinde sirastyla GBM SDD i¢in 7, degisim noktasi istatistikleri, CIR
SDD i¢in 7; degisim noktasi istatistikleri ve her iki SDD i¢in artimlara gore 7,
degisim noktas1

change point statistic change point statistic
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Sekil 5.13 [1, T] arahigindaki WTI veri setinde sirasiyla GBM SDD ig¢in 7, degisim
noktasi istatistikleri, CIR SDD i¢in 7, degisim noktasi istatistikleri ve her iki
SDD i¢in artimlara gore 7, degisim noktasi
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WTI FOB Ham Petrol Verileri igin Degisim Noktalar
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Sekil 5.14 WTI veri setinde 7, ve 7, degisim noktasi istatistikleri ve [0, 71), [71,72) Ve
[T,, T] araliklar

5.4 WTI Veri Seti icin CP Tahmini Dikkate Ahinarak Yapilan SDD Modellemesi

Yukarida yapilan islemlere benzer olarak, bahsi gecen her bir aralikta veri seti
Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2) ile ayr1 ayri modellenmistir. Bunun i¢in dncelikle QMLE
yontemi ile modeldeki parametreler tahmin edilmis ve her bir aralik i¢in sonuclar sirasiyla

Cizelge 5.2, Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4’te verilmistir.

Cizelge 5.2 [0, t,) arahigindaki WTT verileri i¢in kurulan Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’nin
parametre tahmin sonuglari

Model/Parametre 0, 0, o

Tahmin  Std. hata Tahmin Std. hata Tahmin Std. hata
GBM SDD 0.4297 0.6915 - - 0.9524  0.0308
CIR SDD 203.2234 67.9702 4.2780 1.4942 44936  0.1484

Cizelge 5.3 [14,T,) araligindaki WTI verileri igin kurulan Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’nin
parametre tahmin sonuglari

Model/Parametre 0, 0, o

Tahmin  Std. hata Tahmin Std. hata Tahmin Std. hata
GBM SDD 0.7925 0.3389 - - 0.3789  0.0152
CIR SDD 147.0962 69.5120 2.2070 1.3747 2.7048 0.1155
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Cizelge 5.4 [1,, T] araligindaki WTI verileri i¢in kurulan Esitlik (5.1) ve Esitlik (5.2)’nin
parametre tahmin sonuglari

Model/Parametre 0, 0, o

Tahmin  Std. hata Tahmin Std. hata Tahmin Std. hata
GBM SDD -0.0859  0.4549 - - 0.4691 0.0203
CIR SDD 397.7344 3015859 4.4581 3.2809 4.6828 0.2050

54.1 74 ve 1, Dikkate Alinarak Kurulan GBM SDD Modeli

Yukarida belirtilen her bir aralik i¢in elde edilen parametreler Esitlik (5.1)’de
yerine yazilmistir. Bu denklemde degisim noktalar1 7; ve 7, dikkate alindigindan elde

edilen GBM SDD

0.4297X,dt + 0.9524X,dW,, X, =55.76, t € [0,1;)
dX, = { 0.7925X.dt + 0.3789X,dW;, X, =27.4, tE€E [11,1,) (5.9)
—0.0859X,dt 4 0.4691X,dW,, X,, =92.77, t € [1,,T]

seklindedir.

Esitlik (5.3) GBM SDD modelindeki islemlere benzer olarak, Esitlik (5.9) ile
kurulan GBM SDD modelinin her bir araligindaki model ile veriler arasinda bir
uyumsuzluk olup olmadiginmi test etmek ic¢in ki-kare uyum 1iyiligi testi kullanilmistir.

Bunun i¢in ilk olarak, [0, 7;) araligindaki model ele alinmistir. O halde,

Hy : t € [0,7;) igin Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTTI verileri
uyumludur,
H, : t € [0,1,) i¢in Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTI verileri
uyumlu degildir
hipotezleri altinda N = 302 adet gozlemin her biri icin M = 59 adet Monte Carlo
simiilasyonu elde edilmis ve ki-kare hesap degeri x? 3 = 84.0521 olarak bulunmustur.
Bir dnceki boliimde bahsedildigi lizere serbestlik derecesi sd = 57 ve a = 0.01 i¢in ki-
kare tablo degeri y? 57001 = 84.7328 seklindedir. xX%5 < )(257’0.01 oldugundan model

ile WTI verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.15°te gosterilmistir. Burada WTTI veri seti

kirmiz1 ¢izgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 ““ * * ile gosterilmistir.
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GOF Testi icin GBM SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan

WTI Spot Fiyati
40 80 80

20

" - .
0 50 100 150 200 250 300
N

Sekil 5.15 t € [0, 1,) i¢in Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

Ikinci olarak, Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modelinin [z4, T,) araligindaki

model dikkate alinmis ve

Hy : t € [14, T2) igin Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTI verileri
uyumludur,

H, : t € [14,T,) i¢in Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTTI verileri
uyumlu degildir

hipotezleri altinda N = 447 adet gozlemin her biri i¢in M = 88 adet Monte Carlo
simiilasyonu elde edilmis ve ki-kare hesap degeri y? 4 = 87.6278 olarak bulunmustur.
Burada, serbestlik derecesi sd = 86 olmak iizere @ = 0.01 i¢in ki-kare tablo degeri

)(286,0'01 = 119.4139 seklindedir. y?, < )(286,0_01 oldugundan model ile WTI verileri

uyumludur. Bu durum, Sekil 5.16’da gosterilmistir. Burada WTI veri seti kirmizi ¢izgi
ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 “ * ” ile gosterilmistir.

Son olarak, (5.9) GBM SDD modelinin [z, T] aralig1 igin

Hy : t € [ty T] igin Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTI verileri
uyumludur,
H, : t € [1,, T] igin Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modeli ile WTTI verileri
uyumlu degildir
hipotezleri altinda N = 263 adet gozlemin her biri icin M = 51 adet Monte Carlo
simiilasyonu elde edilmis ve ki-kare hesap degeri )(25 = 38.9768 olarak bulunmustur.

Serbestlik derecesi sd = 49 olmak tizere @ = 0.01 anlamlilik diizeyi i¢in ki-kare tablo
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degeri y? 20,001~ 749195 seklindedir. X% < )(286‘().01 oldugundan model ile WTI

verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.17°de gosterilmistir. Burada WTI veri seti kirmizi

¢izgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 “ * ” ile gosterilmistir.

‘GOF Testi igin GBM SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan
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Sekil 5.16 t € [t4,T,) i¢in Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

GOF Testi igin GBM SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan
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Sekil 5.17 t € [1,, T] igin Esitlik (5.9) ile kurulan GBM SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

Esitlik (5.9) modeli ile veri arasinda uyum sz konusu olduguna gore bu modelin
yaklasik ¢oztimiinii hesaplamaya gegilebilir. O halde, Esitlik (5.9)’un ¢6ziimiiniin giiven
araliklar1 ve EM yoriingeleri, bir 6nceki boliimdekine benzer olarak, denklemdeki her
bir alt denklem i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmistir. Bu hesaplamalar asagidaki alt boliimlerde

verilmistir.
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5.4.1.1 [0, t,) Arahginda Kurulan GBM SDD’nin EM Niimerik Coziimii

t € [0, 7,) araliginda kurulan GBM SDD’nin Esitlik (5.10) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.11) ile verilen varyans fonksiyonlari yardimiyla ¢éziimlerinin buluna-

cagr aralik Sekil 5.13’te gdsterilmistir.

Vepm1(t, xo) = (55.76)%2exp(2(0.4297)t) (exp((0.9524)%t) — 1) (5.11)

1.CP'den 6nce GBM SDD'nin géziimlerinin giiven araligi

300
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|

-100
1

-200

Sekil 5.18 t € [0, t,) i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin ¢6ziimlerinin buluna-
bilecegi giiven aralig1

Burada siyah ¢izgi t € [0,7,) i¢in WTI veri setini, mavi kesikli ¢izgi

meem1 (t, Xo) beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli ¢izgiler ise Esitlik (5.10) ve

Esitlik (5.11) yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin mggpq (¢, x0) * Zm
fonksiyonlarini gostermektedir.

t € [0, 7,) i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin niimerik ¢oztimleri Euler-
Maruyama yontemi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢6ziimlerin bir yoriingesi Sekil 5.19°da
gosterilmistir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gozlem verileri, pembe ¢izgi
ile EM niimerik ¢oziimii gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen

yorlingeler Sekil 5.18’de gosterilen araliga diismektedir.
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1. CP'den 6nce GBM SDD'nin EM semasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.19 t € [0, 7,) i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin EM ¢6ziimiiniin bir
yorilingesi

5.4.1.2 [74,72) Arah@inda Kurulan GBM SDD’nin EM Niimerik Coziimii

t € [t4,72) araliginda kurulan GBM SDD’nin Esitlik (5.12) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.13) ile verilen varyans fonksiyonlar1 yardimiyla ¢dziimlerinin

bulunacag aralik Sekil 5.20°de gosterilmistir.

mGBMz (t, xo) = 2746exp(07925t) (512)

veamz (t, x0) = (27.46)%exp(2(0.7925)t) (exp((0.3789)%t) — 1) (5.13)

Burada siyah c¢izgi t € [t4,7,) igin WTI veri setini, mavi kesikli ¢izgi

Meem2 (t, Xo) beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli ¢izgiler ise Esitlik (5.12) ve

Esitlik (5.13) yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin mggp, (¢, x) * ZW
fonksiyonlarin1 gostermektedir. t € [t4,T,) icin Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin
niimerik ¢oztimleri Euler-Maruyama yontemi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢éziimlerin
bir yoriingesi Sekil 5.21°de gosterilmistir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI
gozlem verileri, pembe ¢izgi ile EM niimerik ¢6ziimii gosterilmektedir. Buradan da

goriilecegi gibi elde edilen yoriingeler Sekil 5.15°te gosterilen araliga diismektedir.
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1. CP ile 2. CP arasindaki GBM SDD'nin ¢dziimlerinin giiven arahgi

Spot Fiyati

Sekil 5.20 t € [t4,T,) i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin ¢6ziimlerinin buluna-
bilecegi giiven aralig

1. CPile 2. CP arasindaki CIR SDD'nin EM semasinin bir yoriingesi

Spot Fiyati
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L | L |
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t

Sekil 5.21 t € [14,T,) i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin EM ¢6ziimiiniin bir
yorilingesi

5.4.1.3 [t3,T] arahi@inda kurulan GBM SDD’nin EM niimerik ¢6ziimii
t € [t,, T] araliginda kurulan GBM SDD’nin Esitlik (5.14) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.15) ile verilen varyans fonksiyonlar1 yardimiyla ¢odziimlerinin

bulunacag aralik Sekil 5.22°de gosterilmistir.

mGBMg(t, xO) == 92776exp(—00859t) (514)

vepmz (t x0) = (92.77)%exp(2(—0.0859)t) (exp((0.4691)t) — 1) (5.15)
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Burada siyah ¢izgi t € [1,, T] igin WTI veri setini, mavi kesikli ¢izgi

meems(t, xo) beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli ¢izgiler ise Esitlik (5.14) ve

Esitlik (5.15) yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin mggp 5 (t, xo) + 2+/ Vepms (¢, xo)

fonksiyonlarin1 géstermektedir.

2. CP'den sonra GBM SDD'nin EM gemasinin ¢éziimlerinin giiven araligi

Spot Fiyati

Sekil 5.22 t € [1,, T] i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin ¢6ziimlerinin buluna-
bilecegi giiven araligi

t € [1,, T] i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin niimerik ¢oztimleri Euler-
Maruyama yontemi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢oziimlerin bir yoriingesi Sekil 5.23°te

gosterilmistir.

2. CP'den sonra GBM SDD'nin EM semasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.23 t € [t,, T] i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD’nin EM ¢oziimiiniin bir
yorilingesi
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Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gozlem verileri, pembe ¢izgi ile EM
niimerik ¢oziimii gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen yoriingeler
Sekil 5.22’de gosterilen araliga diismektedir. ilgili araliklar birlestirildiginde Esitlik (5.9)
ile verilen GBM SDD modelinin EM semasinin bir yoriingesi Sekil 5.24’teki gibi elde
edilir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gozlem verileri, pembe ¢izgi ile EM
niimerik ¢6ziimi, mavi kesikli ¢izgiler ile sirasiyla 7; ve t, degisim noktalar

gosterilmektedir.

CP ile kurulan GBM SDD Modelinin bir EM yoringesi

100 120 140
1

Spot Fiyati
40 60

20

Sekil 5.24 t € [0, T] i¢in Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD modelinin EM semasinin bir
yorilingesi

5.4.2 14 ve T, dikkate alinarak kurulan CIR SDD Modeli

Yukarida belirtilen her bir aralik i¢in elde edilen parametreler Esitlik (5.2)’de

yerine yazilmistir. Bu denklemde degisim noktalar1 7; ve 7, dikkate alindigindan elde

edilen CIR SDD

(147.0962 — 2.2070X,)dt + 2.7048,/X,dW,, X, =27.40, tE€ [1,,1,) (5.16)

(203.2234 — 4.2780X,)dt + 4.4936,/X,dW,, X, =55.76, t € [0,7;)
dX, =
(397.7344 — 4.4581X,)dt + 4.6828,/X,dW,, X, =92.77, t€ [1,,T]

seklindedir. Esitlik (5.9) ile verilen GBM SDD modelindeki islemlere benzer olarak,
Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin her bir araligindaki model ile veriler
arasinda bir uyumsuzluk olup olmadigini test etmek i¢in ki-kare uyum iyiligi testi

kullanilmistir. Bunun igin ilk olarak, [0, 7;) araligindaki model ele alinmustir. O halde,
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Hy : t € [0,7,) icin Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri
uyumludur,
H, : t € [0,7,) i¢in Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri
uyumlu degildir
hipotezleri altinda N = 302 adet gozlem ve M = 59 adet Monte Carlo simiilasyonu i¢in
ki-kare hesap degeri y? ¢ = 74.5501 olarak bulunmustur. Serbestlik derecesi sd = 56
ve a = 0.01 i¢in ki-kare tablo degeri )(256’0_01 = 83.5134 seklindedir. x*, < )(256,().01

oldugundan model ile WTI verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.25’te gosterilmistir.

(13

Burada WTI veri seti kirmiz1 ¢izgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 “ *  ile gosteril-

mistir.

GOF Testiigin CIR SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan
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Sekil 5.25 t € [0, 1,) i¢in Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

Ikinci olarak, Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin [7, T,) araligindaki

model dikkate alinmis ve

Hy : t € [14, T,) i¢in Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTTI verileri
uyumludur,
H, : t € [14,T,) igin Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTTI verileri
uyumlu degildir
hipotezleri altinda N = 447 ve M = 88 i¢in ki-kare hesap degeri )(27 = 86.6255 olarak
bulunmustur. Serbestlik derecesi sd = 85 olmak tlizere @ = 0.01 igin ki-kare tablo

degeri )(285,0_01 = 118.2357 seklindedir. y*, < )(285,0_01 oldugundan model ile WTI
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verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.26’da gosterilmistir. Burada WTI veri seti kirmizi
cizgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 “ * ” ile gosterilmistir.
Son olarak, Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin [7,, T] aralig1 i¢in
H, : t € [1,,T] igin Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri
uyumludur,
H, : t € [1,,T] i¢in Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modeli ile WTI verileri
uyumlu degildir

GOF Testi i¢in CIR SDD Modelinin Monte-Carlo Simil
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Sekil 5.26 t € [t4,T,) i¢in Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

hipotezleri altinda N = 263 ve M = 51 i¢in ki-kare hesap degeri )(28 = 51.8623 olarak
bulunmustur. Serbestlik derecesi sd = 48 olmak tlizere @ = 0.01 igin ki-kare tablo

degeri )(248‘0_01 = 73.6826 seklindedir. x* < X248,0.01 oldugundan model ile WTI

verileri uyumludur. Bu durum, Sekil 5.27°de gosterilmistir. Burada WTI veri seti kirmizi
cizgi ile, Monte-Carlo simiilasyonlar1 “ * ” ile gosterilmistir.

Esitlik (5.16) modeli ile veri arasinda uyum séz konusu olduguna gore bu
modelin yaklasik ¢6ziimiini hesaplamaya gegilebilir. O halde, Esitlik (5.16)’nin
¢Oziimiiniin giiven araliklar1 ve EM ydriingeleri, bir 6nceki boliimdekine benzer olarak,
denklemdeki her bir alt denklem igin ayri ayri hesaplanmigtir. Bu hesaplamalar

asagidaki alt boliimlerde verilmistir.
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GOF Testi igin CIR SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlan
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Sekil 5.27 t € [1,, T] igin Esitlik (5.16) ile kurulan CIR SDD modelinin Monte-Carlo
simiilasyonlar1

5.4.2.1 [0, 1) arah@inda kurulan CIR SDD’nin EM niimerik ¢6ziimii

t € [0, 7;) araliginda kurulan CIR SDD’nin Esitlik (5.17) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.18) ile verilen varyans fonksiyonlar1 yardimiyla ¢dziimlerinin

bulunacag aralik Sekil 5.28°de gdsterilmistir.

(5.17)

203.2234 203.2234
Merr1(t, Xg) = (55-7

exp(—4.2780t
4.2780 0) p( )

(4‘.4‘936)2(9_4'2780t _ e—2(4.2780)t) N 2032234(44936)2(1 _ e—2(4.2780)t) (518)

verr1 (€, %0) = 55.76 - 2.2780 2(4.2780)?

Burada siyah ¢izgi t € [0, 7;) i¢in WTI veri setini, mavi kesikli ¢izgi m¢;z1 (t, xo)
beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli gizgiler ise Esitlik (5.17) ve Esitlik (5.18)
yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin mg;z4 (¢, xo) + ZJm fonksiyon-
larin1 gostermektedir.

t € [0, 7,) igin (5.16) CIR SDD’nin niimerik ¢6ziimleri Euler-Maruyama yontemi
ile hesaplanmis ve elde edilen ¢ozliimlerin bir yoriingesi Sekil 5.29°da gosterilmistir.
Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gozlem verileri, agik yesil ¢izgi ile EM
nlimerik ¢oziimii gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen yoriingeler

Sekil 5.28’de gosterilen araliga diismektedir.
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1. CP'den 6nce CIR SDD'nin ¢dziimlerinin giiven aralig
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Sekil 5.28 t € [0, ;) icin Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin ¢6ziimlerinin buluna-
bilecegi giiven aralig1

1. CP'den 6nce CIR SDD'nin EM semasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.29 t € [0, 7;) icin Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin EM ¢oziimiiniin bir
yoriingesi

5.4.2.2 [t4,73) arahginda kurulan CIR SDD’nin EM niimerik ¢oziimii

t € [t4,T,) araliginda kurulan CIR SDD’nin Esitlik (5.19) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.20) ile verilen varyans fonksiyonlari yardimiyla ¢oziimlerinin

bulunacag aralik Sekil 5.30°da gosterilmistir.

(5.19)

147.0962 147.0962
Merr2(t, %) = ——5— ( -

2.2070 m) exp(—2.2070¢)

. e~ —e” ) . . —e )
(2 7048)2( 2.2070t 2(2 2070)!7) . 147 0962(2 7048)2(1 2(2 2070)t) (520)
2.2070 2(2.2070)2

Verra (t,%0) = 27.4 -
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1. CP ile 2. CP arasindaki CIR SDD'nin ¢6ziimlerinin giiven aralig

Spot Fiyati
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I

Sekil 5.30 t € [14,T,) icin Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin ¢6ziimlerinin buluna-
bilecegi giiven aralig1

Burada siyah ¢izgi t € [14,7,) igin WTI veri setini, mavi Kesikli ¢izgi mgr2(t, Xo)

beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli gizgiler ise Esitlik (5.19) ve Esitlik (5.20)

yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin mg;g, (¢, xo) + 2+/ V2 (t, xo) fonksiyon-

larin1 gostermektedir.

1. CPile 2. CP arasindaki CIR SDD'nin EM semasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.31 t € [14,T,) igin (5.16) CIR SDD’nin EM ¢dziimiiniin bir yoriingesi

t € [t4,T,) i¢in Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin niimerik ¢6ziimleri Euler-
Maruyama yontemi ile hesaplanmais ve elde edilen ¢oziimlerin bir yoriingesi Sekil 5.31°de
gosterilmistir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gozlem verileri, agik yesil ¢izgi
ile EM niimerik ¢6ziimii gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen

yortingeler Sekil 5.30°da gosterilen araliga diismektedir
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5.4.2.3 [t,,T] arahginda kurulan CIR SDD’nin EM niimerik ¢6ziimii

t € [t,, T] araliginda kurulan CIR SDD’nin Esitlik (5.21) ile verilen beklenen
deger ve Esitlik (5.22) ile verilen varyans fonksiyonlar1 yardimiyla ¢dziimlerinin

bulunacag aralik Sekil 5.32°de gosterilmistir.

(5.21)

397.7344 n ( 397.7344

- exp(—4.4581t
44581 ) P( )

m t,xg) =
C1R3( ) O) 4.4581
(4.6828)2(8_4'4581t _ e—2(4.4-581)t) . 3977344(46828)2(1 _ e—2(4.4581)t) (522)

veirs (6, %) = 92.77 - 4.4581 2(4.4581)?

2. CP'den sonra CIR SDD'nin EM semasinin ¢éziimlerinin giiven araligi
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Sekil 5.32 t € [t,, T] i¢in Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin ¢dziimlerinin buluna-
bilecegi giiven aralig

Burada siyah ¢izgi t € [t,, T] igin WTI veri setini, mavi kesikli ¢izgi m¢;z3(t, xo)

beklenen deger fonksiyonunu, kirmizi kesikli gizgiler ise Esitlik (5.21) ve Esitlik (5.22)

yardimi ile olusturulan giiven araliklarinin me;ps(t, x0) £ ZW fonksiyon-
larin1 gostermektedir.

t € [1,, T] i¢in Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin niimerik ¢oziimleri Euler-
Maruyama yontemi ile hesaplanmis ve elde edilen ¢oziimlerin bir yoriingesi Sekil 5.33°te
gosterilmistir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI gézlem verileri, acik yesil ¢izgi
ile EM niimerik ¢oziimii gosterilmektedir. Buradan da goriilecegi gibi elde edilen

yoriingeler Sekil 5.32°de gosterilen araliga diismektedir.
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2. CP'den sonra CIR SDD’'nin EM semasinin bir yoriingesi
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Sekil 5.33 t € [1,, T] i¢in Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD’nin EM ¢oziimiiniin bir
yorilingesi

lgili araliklar birlestirildiginde Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD modelinin EM

semasinin bir yoriingesi Sekil 5.34’teki gibi elde edilir. Burada, siyah c¢izgi ile ilgili

araliktaki WTI gozlem verileri, agik yesil ¢izgi ile EM niimerik ¢6ziimii, mavi kesikli

cizgiler ile sirasiyla 74 Ve 7, degisim noktalar1 gosterilmektedir.

CP ile kurulan CIR SDD Modelinin bir EM yoriingesi
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Sekil 5.34 t € [0, T] i¢in Esitlik (5.16) ile verilen CIR SDD modelinin EM semasinin bir
yorilingesi

5.5 WTI Veri Seti icin Model Secimi
Alt boliim 5.2°de kurulan modeller, AIC ve BIC kriterleri kullanilarak karsilasti-

rilmis ve WTI veri seti i¢in en uygun model se¢imi yapilmistir. Alt boliim 5.4°te kurulan

modeller, CP degerleri dikkate alinarak boliinen araliklarda, yine AIC ve BIC kriterleri
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kullanilarak karsilagtirilmis ve ilgili araliklara diisen veri seti i¢cin en uygun model se¢imi

yapilmistir. Sonuglar sirasiyla Cizelge 5.5 ve Cizelge 5.6’da verilmistir.

Cizelge 5.5 WTI verileri i¢in kurulan Esitlik (5.3) ve Esitlik (5.4)’tin AIC ve BIC

degerleri
Model AIC BIC
Esitlik (5.3) GBM SDD 4950.618 4960.453
Esitlik (5.4) CIR SDD 4330.257 4345.010

Cizelge 5.5 dikkate alindiginda, Esitlik (5.4) CIR SDD modeli, her iki kritere gore
en kiigiik degeri aldigindan Esitlik (5.3) GBM SDD modeline gore WTI veri setini daha

iyi agiklayan model olarak secilmistir.

Cizelge 5.6 CP degerleri dikkate alinarak boliinen araliklardaki WTI verileri i¢in kurulan
Esitlik (5.9) ve Esitlik (5.16)’nin AIC ve BIC degerleri

Model/Aralik te€[0,77) t € [14,75) t €[r,,T]
AIC BIC AIC BIC AIC BIC
Esitlik (5.9) 2329.240 2337579 1012.1363 1019.641 1300.005 1307.187
GBM SDD

Esitlik (5.16) 1972.711 1985220 993.7283  1004.986 1319.080  1329.853
CIR SDD

Cizelge 5.6 dikkate alindiginda, [0, ;) ve [t4,T,) araliklarinda Esitlik (5.16) CIR
SDD modeli, [, T] araliginda ise Esitlik (5.9) GBM SDD modeli, her iki kritere gore en
kiiglik degeri aldigindan s6z konusu araliklarda WTI veri setini daha iyi agiklayan

modeller olarak secilmistir.
5.6 WTI Veri Seti icin CP Tahmini Dikkate Alinarak Kurulan Hibrit SDD
Tim WTI veri seti géz 6niinde tutuldugunda, [0, t,), [T1,72) Ve [Ty, T] araliklar

igin secilen yukaridaki modellerin birlestirilmesiyle, CP dikkate alinarak kurulan hibrit

SDD modeli 6nerilmistir. Bir bagka ifadeyle WTI veri seti i¢in sunulan hibrit model
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(147.0962 — 2.2070X,)dt + 2.7048,/X,.dW,, X, =27.40, tE€ [1,1,) (5.23)

(203.2234 — 4.2780X,)dt + 4.4936,/X.dW,, X, =55.76, t € [0,7,)
dXt =
X, = 9277, t€ [t,T]

—0.0859X,dt + 0.4691X,dW, ,

seklindedir. Esitlik (5.23) hibrit SDD’nin niimerik ¢oziimleri, daha once, ilgili
araliklardaki Euler-Maruyama yontemi ile hesaplanan yoriingelerin birlestirilmesiyle
olusturulmus ve Sekil 5.35’de gosterilmistir. Burada, siyah ¢izgi ile ilgili araliktaki WTI
gbzlem verileri, kirmizi ¢izgi ile EM niimerik ¢6ziimii, mavi kesikli ¢izgiler ile sirasiyla

T, Ve 7, degisim noktalarini gosterilmektedir.

Hibrit SDD Modelinin bir EM yoériingesi

Spot Fiyati
40 60 80 100 120
Il Il Il

20

Sekil 5.35 Esitlik (5.23) Hibrit SDD’nin EM ¢6ziimiiniin bir yoriingesi

5.7  WTI Veri Seti icin Model Performans Degerlendirmesi

WTI veri seti i¢in kurulan tiim modellerin performanst RMSE ve MAPE kriterleri

ile incelenmistir. Sonuglar Cizelge 5.7 de verilmistir.

Cizelge 5.7 WTI verileri igin kurulan Esitlik (5.3), Esitlik (5.4), Esitlik (5.9), Esitlik (5.16)
ve Esitlik (5.23) denklemlerinin RMSE ve MAPE degerleri

Model RMSE MAPE
Esitlik (5.3) GBM SDD 21.3624 0.3101
Esitlik (5.4) CIR SDD 19.7637 0.2754
Esitlik (5.9) GBM SDD 16.4034 0.2138
Esitlik (5.16) CIR SDD 10.7092 0.1491
Esitlik (5.23) Hibrit SDD 9.9439 0.1425
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Burada, MAPE degerleri dikkate alindiginda, Esitlik (5.23) Hibrit SDD ve Esitlik (5.16)
CIR SDD’nin MAPE degerleri [0.1,0.2) araligina diistiigiinden “iyi tahmin” yapildigi,
benzer sekilde, Esitlik (5.9) GBM SDD, Esitlik (5.4) CIR SDD ve Esitlik (5.3) GBM
SDD’nin MAPE degerleri [0.2,0.5) araligina distiiginden “makul tahmin” yapildigi
sOylenir.

Kurulan tim modeller karsilastirildiginda en kii¢iik RMSE ve MAPE degerlerine
sahip olan Esitlik (5.23) hibrit SDD modeli, veri seti i¢in en uygun model olarak
secilmigtir. Bu durum SDD modellemesinde, degisim noktasi analizinin, 6zellikle ani
dalgalanma gosteren veri setleri ile ¢aligildiginda, olduk¢a 6nemli bir yere sahip olduguna

bir isarettir.

5.8 WTI Veri Seti icin Hibrit SDD Modelinin Yoériingelerinden Elde Edilen

Rassal Degiskenlerin Dagilimlarim Belirleme
Esitlik (5.23) Hibrit SDD modeli i¢in kurulan

Xj_1 + (2032234 — 4.2780X)At + 4.4936,/X; (W (1)) = W(5;_)), Jj=12,..,302
X; =1 Xj_y + (147.0962 — 2.2070X,)dt + 2.7048,/X, (W(1;) = W (11)), J = 303,...,749 (5.24)
Xj_1 — 0.0859X,dt + 0.4691X, (W (1) - W(z;-1)), j =750,...,1012

EM semast yardimiyla 100 adet yoriinge elde edilmistir. Burada, X, = 55.76, X393 =
Xr, = 27.40 ve X750 = x;, = 92.77°dir. Sonuglar Sekil 5.36 ile gosterilmistir.

Hibrit SDD igin 100 adet EM yoriingesi

Spot Fiyat
100 150 200 250
1

50

Sekil 5.36 WTI veri seti igin kurulan Esitlik (5.24) EM semasinin yoriingeleri
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S6z konusu yoriingeler herhangi bir t aninda dikey olarak kesilirse, Boliim 3.7°de
belirtildigi gibi, soz konusu t anindaki X (t, w) rassal degiskenleri elde edilir. Boylece,
elde edilen rassal degiskenler icin istatistiksel ¢ikarimlarda bulunulabilir. O halde, elde
edilen rassal degigkenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlar ¢izdirilerek hangi dagilima
uygun olduklari arastirilmistir. Bu uygulamada, WTI veri seti {i¢ araliga boliindiiglinden,
her bir aralik i¢in rasgele secilen li¢ t aninda, rassal degiskenler olusturulmus ve
dagilmlar1 bulunmustur. Ilk olarak, t = 0.75 anindaki gdzlem degeri 55.97$ olan
02.12.2019 tarihli veri igin tahmin edilen 100 elemanl: rassal degisken kiimesi igin elde
edilen sonuglar Sekil 5.37°de gosterilmistir. S6z konusu rassal degisken kiimesinin
normal dagilima yakinsakligi Jarque-Bera normallik testi ile sinanmis ve p-degeri,
0.3031 > 0.05 olarak elde edilmistir. Buna gore, %5 anlam diizeyinde s6z konusu rassal
degiskenlerin dagilimi, ortalamasi 60.2913 ve standart sapmasi 9.15 olan normal

dagilima yakinsamaktadir.

1=0.75 ani rassal degigkenleri
0

RD

Spot Fiyat
20 40 60 80 100
I
30 40 50 60 70
I

0.0 0.5 1.0 15 0 20 40 60 80 100
t Index

1=0.75 ani igin histogram density.default(x = RD)

20

15
002 003
|

Frequency
10
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0.00 001

w
o
[ T T T T 1 T T T T T T T
20 30 40 50 60 T0 20 30 40 50 60 0 80

RD N=100 Bandwidth =3.62

Sekil 5.37 t = 0.75 anindaki WTI verisi i¢in tahmin edilen 100 elemanli rassal
degiskenin elemanlari, grafigi, histogrami ve olasilik yogunluk fonksiyonu

Ikinci olarak, t = 2.00 anindaki gozlem degeri 65.03$ olan 08.03.2021 tarihli
veri i¢in tahmin edilen 100 elemanl rassal degisken kiimesi i¢in elde edilen sonuglar
Sekil 5.39°da gosterilmistir. S6z konusu rassal degisken kiimesinin normal dagilima

yakinsaklig1 Jarque-Bera normallik testi ile sinanmig ve p-degeri= 0.429 > 0.05 olarak
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elde edilmistir. Buna gore, %5 anlam diizeyinde s6z konusu rassal degiskenlerin dagilima,

ortalamas1 48.7025 ve standart sapmasi1 10.7257 olan normal dagilima yakinsamaktadir.

t=2 ani rassal degigkenleri

80

80 100
70

Spot Fiyat
60
50 60
1

20 40

40

0 20 40 60 80 100
t Index
t=2 ani igin histogram density.default(x = RD)
g
- =
&
©
=
> @ =)
2 z
5 w o
E] z2 o
g = g =
'
- S
=)
o
o 3
T T T T 1 = T T T T T T T
40 50 60 70 80 30 40 50 60 70 80 90
RD N =100 Bandwidth =3.072

Sekil 5.38 t = 2.00 anindaki WTI verisi i¢in tahmin edilen 100 elemanli rassal
degiskenin elemanlari, grafigi, histogrami ve olasilik yogunluk fonksiyonu

Ucgiincii olarak, t = 3.8016 anindaki gézlem degeri 79.57$ olan 23.12.2022
tarihli veri i¢in tahmin edilen 100 elemanli rassal degisken kiimesi i¢in elde edilen
sonuglar Sekil 5.40’da gosterilmistir. S6z konusu rassal degisken kiimesinin log-normal
dagilima yakinsaklig1 Jarque-Bera normallik testi ile sinanmis ve p-degeri= 0.0837 >
0.05 olarak elde edilmistir. Buna gore, %5 anlam diizeyinde s6z konusu rassal
degiskenlerin dagilimi, ortalamasi 4.4164 ve standart sapmasi 0.4479 olan log-normal

dagilima yakinsamaktadir.
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t=3.8 ani rassal degigkenleri
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Sekil 5.39 t = 3.8016 anindaki WTI verisi i¢in tahmin edilen 100 elemanli rassal
degiskenin elemanlari, grafigi, histogrami ve olasilik yogunluk fonksiyonu
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6. TARTISMA VE SONUC

Gergek hayatta bir sistemin davranisi modellenmek istendiginde ya sistemin nasil
davranacagini belirlemek igin yeterli ve detayl bilgi elde edilemez ya da s6z konusu
sitemin davranisi o kadar karmagiktir ki sistemin tam olarak betimlenmesi olanaksizdir.
Bu gibi durumlarda, rastgelelik icerdiginden dolayr stokastik modellerin kullanimu,
arastirmacilar i¢in son derece faydalidir. Son yetmis bes yildir varligin1 ivmelenen bir
sekilde siirdiiren SDD ile modelleme, giderek daha fazla insanin karsilastigi pek ¢ok
alanda Onemli bir rol oynamaktadir. Bu modelleme tiirii birgok disiplinde c¢esitli
uygulamalara sahiptir ve birgok olgunun incelenmesinde dogal olarak ortaya ¢ikmaktadir.
Hatta bu dogal rastlantisal siirecin zaman zaman ani degisimler gdstermesi, literatiirde
SDD’ler i¢in ¢esitli calismalarda ele alinan tekli veya ¢oklu degisim noktasi problemlerini
de beraberinde getirmistir.

2019-2023 yillar1 arasindaki giivenilir olmayan ekonomik ortam, petrol aritma
sirketlerini istikrarsiz kar marjina neden olan dalgali ham petrol fiyatiyla kars1 karsiya
birakmistir. Bu durum, ham petrol fiyatlar1 lizerindeki, kiiresel anlamda yasanan ¢esitli
krizlerin sebep oldugu belirsizlikten kaynaklanmaktadir. Bu sebeple rastlantisallik,
dolayisiyla belirsizlik igeren teorik bir yaklasim olan SDD modelleri, verilerin standart
Wiener siireci seklinde bir yoriinge takip etmeleri sebebiyle 01.03.2019 ile 13.03.2023
tarihleri arasindaki WTT ham petrol kapanis fiyatlarina uygulanmistir. Burada, eldeki veri
setini modellemek i¢cin GBM ve CIR SDD’leri ele alinmistir. Bu sebeple, bu calismada
ilk adim olarak SDD modellerinin parametreleri QMLE tahmin yontemi kullanilarak
tahmin edilmis ve kurulan modeller ile veri seti arasinda bir uyumsuzluk olup olmadigi,
literatiirde SDD’ler igin 6zel olarak gelistirilen, Ki-kare uyum iyiligi testi ile test
edilmistir. Testin sonucunda her iki modelin, veri seti ile uyumlu oldugu sonucuna
ulasilmigtir. Sonrasinda kurulan her bir SDD modelinin yaklasik ¢6ziimii, EM niimerik
¢Ozlimii ile elde edilmistir. Her bir model i¢in ¢dziimlerin giiven araliklar1 olusturulmus
ve hesaplanan her bir niimerik ¢6ziimiin EM ydriingelerinin, kendi modellerinin giiven
araliklar1 sinirlart i¢inde oldugu gdsterilmistir.

Ikinci adim olarak, WTI veri setindeki fiyat dalgalanmalarmm ani degisimler
gostermesi sebebiyle, kullanilmak istenen SDD modellerinde degisim noktas1 tahminini

dikkate almanin gerekliligi ortaya ¢ikmistir. Bu sebeple, bu ¢alismada QMLE tahmin



yontemi ile degisim noktalari tahmin edilmistir. Buna gore s6z konusu tahminler, her
defasinda veri setinin ilk %35°1ik ve son %35°lik kisimlar alinarak 7; = 14.05.2020 ve
T, = 24.02.2022 tarihleri olarak elde edilmistir. Burada ilk degisim noktasi olan 74,
Covid-19 pandemisinin tiim diinyada yarattigi olumsuz etkinin sebebiyle ham petrol
fiyatlarinin en sert diisiisii yasadigi tarih olan 20 Nisan 2020’den sonraki siirecin doniim
noktasia denk diismektedir. Bu tarihten sonra ham petrol fiyatlarinin net bir sekilde
yiikselise gectigi goriilmektedir. Tkinci degisim noktasi olan 7, ise Rusya’nin Ukrayna’ya
baslattig1 askeri miidahelenin ardindan Rusya’nin Ukrayna’y1 isgali olarak literatiire
gegen tarihi gostermektedir. Bu tarihten sonra petrol fiyatlari hizli bir yiikselise gegmistir.
WTI veri seti i¢in 74 Ve T, degisim noktalarinin tahmin sonuglarinin diinya tarihindeki
boylesi onemli tarihlere denk diismesi, ele alinan SDD modelleri i¢in CP degisim
nokktasi tahmininin dogru bir sekilde kullanildiginin kanit1 miteligindedir.

Ucgiincii adim olarak, WTI veri seti, [0, 7,), [t1,T,) Ve [t,, T] araliklarinda ayr1
ayr1 incelenmis ve ilgili araliklarin her birinde GBM ve CIR SDD modelleri tekrar
kurulmustur. S6z konusu SDD modellerinin parametreleri yine QMLE tahmin yontemi
kullanilarak tahmin edilmis ve boylece WTI verilerini modellemek i¢in iki farkli SDD
modeli daha Onerilmistir. Bunlar, CP tahminleri dikkate alinarak, bir baska ifadeyle
[0, 7,), [T1,T2) Ve [T,, T] araliklarinda ayr1 ayr1 kurulan GBM ve CIR SDD modelleridir.
Kurulan modeller ile veri seti arasinda bir uyumsuzluk olup olmadigi, yine ki-kare uyum
iyiligi testi ile test edilmis ve testin sonucunda her iki modelin, veri seti ile uyumlu oldugu
sonucuna ulasilmistir. Daha sonra, kurulan her bir SDD modelinin yaklasik ¢oziimii, yine
EM niimerik ¢6ziimii ile elde edilmis ve her bir model i¢in ¢6ziimlerin giiven araliklari
olusturulmustur. Ilk adimdakine benzer olarak, s6z konusu SDD’lerin EM niimerik
¢oziimlerinin yoriingelerinin, kendi modellerinin giiven araliklart sinirlari iginde oldugu
gosterilmistir.

Dérdiincii adimda ise kurulan modeller arasindan veri seti i¢in en iyl olan model
belirlenmistir. Bunun igin ilk olarak AIC ve BIC kriterlerine gore [0, T,), [71,T2) V€
[T, T] araliklarinda ayr1 ayri elde edilen her bir GBM ve CIR SDD modeli karsilagtirilmis
ve [0, 7;) arahiginda, en kiigiik AIC degeri 1972.711 ile ve en kiigiik BIC degeri
1985.220 ile CIR SDD, [t4,7,) araliginda, en kii¢iik AIC degeri 993.7283 ile ve en
kii¢iik BIC degeri 1004.986 ile CIR SDD ve son olarak [t,, T] araliginda, en kiigiik AIC
degeri 1319.080 ile ve en kiigiik BIC degeri 1329.853 ile GBM SDD, ilgili araliklardaki
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WTI ham petrol verilerini en iyi agiklayan model olarak segilmistir. Boylece sdz konusu
araliklarda model performansi agisindan segilen SDD modelilerinin birlestirilmesiyle bir
hibrit SDD modeli elde edilmistir. Bu model, bu tez ¢alismasinin literatiire katki
niteliginde sundugu bir modeldir.

Besinci adimda, WTI veri setini modellemek i¢in 6nerilen bahsi gegen bes model,
MAPE ve RMSE kriterlerine gore karsilastirilmistir. Buna gore yukaridaki yaklagima
benzer olarak, en kiiciik MAPE degeri 0.1425 ile ve en kiigiik RMSE degeri 9.9439 ile
WTI veri seti i¢in 6nerilen en uygun modelin, iki degisim noktali hibrit SDD modeli
oldugu elde edilmistir. Burada, hibrit SDD’nin MAPE degeri [0.1,0.2) araligina
diistiigiinden “iyi tahmin” yapildigi gosterilmis olur. Bir baska ifadeyle bu model, veri
setindeki ani inis ve cikislari, dolayisiyla fiyat dalgalanmalarini diger modellerin aksine
daha iyi agiklamstir.

Son olarak, hibrit SDD modeli dikkate alindiginda, EM niimerik yaklagim
yontemi yardimiyla hesaplanan 100 adet yoriingenin rastgele secilen ii¢ adet ¢ anindaki
rassal degiskenlerinin olusturdugu kiimelerin dagiliminin nasil oldugu tahmin edilmistir.

Sonug olarak, dalgalanan ham petrol fiyatinin dogru bir sekilde modellenebilmesi,
hammadde tedarikini tahmin etmede ¢ikan zorluklarin {istesinden gelmeyi ve rafinaj
sirketi kar marjin1 optimize etmede daha verimli kararlar almay1 saglar. Dolayisiyla ani
degisimlerin oldugu veri kiimeleriyle calisirken CP'yi dikkate almak, olusturulan modelin
performansi iizerinde olumlu bir etki gosterir. Bu nedenle degisim noktast tahmini, SDD
modellemesinde modelin performansina kayda deger anlamda bir katki sunmaktadir.
Ayrica sadece WTI veri seti icin degil ayn1 zamanda farkli bilim alanlarindaki uygula-
malarda da boylesi bir dalgalanmay1 modelleyebilmek ve elde edilen model ile gegmis
veriler yardimiyla gelecek verilerin nasil bir davranis sergileyecegini tahmin edebilmek
bliyiik ol¢iide dnemlidir.

Bu tez calismasinin sonugclari ile degisim noktasi tespiti igeren daha karmasik ve
ayrintili sistemleri ve fiyat dalgalanmalarinin geleneklestirilmis 6zelliklerine sahip zaman
serilerini modellemede ilerleme kaydedilmesi, kurulan modellerde daha nitelikli
modifikasyonun yapilabilmesi ve yeni fikirlerin benimsenebilmesi i¢in temel olugturmak

amaglanmaktadir.
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EKLER

Ek 1. Ornek 3.1 icin RStudio Program Kodlar1

set.seed (123)

n = 10000

beta =3

X =rnorm (n)

y = exp (beta*x)

exp ( beta ~2/2)

mc.mean = mean ()

mc.sd = sd(y)

true.sd = sqrt ( exp (2* beta ~2) - exp ( beta *2))

mc.mean - true.sd*1.96 / sqrt (n)

mc.mean + true.sd* 1.96 / sgrt (n)

mc.mean - mc.sd* 1.96 / sqgrt (n)

mc.mean + mc.sd* 1.96 / sqrt (n)

plot (1:n, cumsum(y)/ (1: n), type ="I",axes =F, xlab ="n",
ylab = expression ( hat (g)[n]), ylim =c (0,135))

axis (1, seq(0,n, length =5))

axis (2, seq(0,135, length =6))

abline (h =90.01713, col="red")

abline (h=mc.mean-mc.sd* 1.96 / sqrt (n), Ity =4, col="green")

abline (h=mc.mean+mc.sd* 1.96 / sgrt (n), Ity =4, col="green")

abline (h=mc.mean , Ity =2, col="blue")

box ()



Ek 2. Sekil 3.3 icin RStudio Program Kodlar:

set.seed (132)

N = 1000

T=1

Delta = T/N

W = numeric (N +1)

t=seq (0,T, length = N +1)

for (i in 2:( N +1))

WI[i] = WI[i -1] + rnorm (1)*sqrt(Delta)

plot (t, W, type = "1", main =" Wiener Siireci ", ylim = ¢( -1 ,1))
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Ek 3. Ornek 4.1 icin MATLAB Program Kodlari

clc

clear all

randn('state’,100)

lambda=2 ; mu = 2; Xzero = 2;

T=1;N=2"8; dt = 1/N;

dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

W = cumsum(dW);

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu”2)*([dt:dt: T])+mu*W);
plot([0:dt:T],[Xzero,Xtrue],'b-"), hold on

R =4; Dt =R*dt; L = N/R;

Xem = zeros(1,L);

Xtemp = Xzero;

forj=1:L

winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;
Xem(j) = Xtemp;

end

plot([0:Dt:T],[Xzero,Xem],'r--*"), hold off
xlabel('t','FontSize',12)
ylabel("X','FontSize',16,'Rotation’,0,'Horizontal Alignment’,'right’)
legend('Gergcek Cozliim')

emerr = abs(Xem(end)-Xtrue(end))
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Ek 4. Boliim 5 icin RStudio Program Kodlar:

# WTI, West Teksas ham petrol verisini gostermek iizere;

library(nortest)

library(tseries)

library(urca)

require(yuima)

n = length(WTI)

Delta = 1/252

time =rep(0,n)

for (i in 1:n) { time[i] = time[i-1]+Delta }

h = boxplot(WTIL, main = "WTI FOB Ham Petrol verileri icin Aykir1 Degerler")

WTI[285]=NA

hist(WTI, main = "Cushing, Oklahoma WTI FOB Ham Petrol™)

plot(density(na.omit(WTI)))

jarque.bera.test(na.omit(WT]I))

test_normality(na.omit(WT]I), show.volatility = FALSE, plot = TRUE, pch =1,
add.legend = TRUE, seed = sample(1e+06, 1))

qqnorm(na.omit(WTTI),ylab = "Spot Fiyat1", main = "Normal Q-Q Plot")

ggline(na.omit(WT]I),col = "red")

As = ts(na.omit(WTI))

df_As = diff(As, difference=1)

plot(time[1:1010], df As, xlab ="t", ylab ="Fark", typ ='l', main = "Artiglar")

adf_d_AIC _df As <- ur.df(df_As, type = "drift", selectlags = "AIC")

summary(adf_d_AIC_df As)

Box.test(df_As, lag = 1, type = "Box-Pierce")

#ipatatatatatt CIR SDD  ######H#HHHHHTH T

cir <- setModel(drift = "thetal- theta2*x", diffusion = "sigma*sqrt(x)")
modcir <- setYuima(model = cir, data = setData(na.omit(WTI))

fitcir <- gmle(modcir, start = list(thetal, theta2, sigma))

summary(fitcir)
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thetal=fitcir@coef[["thetal"]]

theta2=fitcir@coef[["theta2"]]

sigma=fitcir@coef[["sigma"]]

MUCIR<-rep(0,n)

VARCIR<-rep(0,n)

VCIR<-rep(0,n)

con.int.ICIR<-rep(0,n)

con.int.rCIR<-rep(0,n)

for (iin 1:n) {
MUCIR[i]=(thetal/theta2)+(WTI[1]-(thetal/theta2))*exp(-theta2*time[i])
VARCIR[I]=WTI[1]*((sigma”2)*(exp(-theta2*time[i])-exp(-
2*theta2*time[i]))/theta2)+(thetal*(sigma”2)*(1-exp(-
2*theta2*time[i])))/(2*(theta2"2))

VCIR[i]=sqrt(VARCIR([i])

con.int.ICIR[i]=MUCIR[i]-2*vCIR[i]
con.int.rCIR[i]=MUCIR[i]+2*vCIR[i]

plot(time, WTI, typ ='l'.lwd = 2.5, xlab ="t", ylab = "Spot Fiyat1", main ="CIR
SDD'nin ¢éziimlerinin giiven aralig1")

lines(time, MUCIR, Ity=3,lwd=3, col="blue")

lines(time, con.int.ICIR, Ity=3,Ilwd=3, col="red")

lines(time, con.int.rCIR, Ity=3,lwd=3, col="red")

YCIR <-rep(0,n)

for (j in 1:n){

YCIR[j]<-YCIR[j-1]+(thetal-theta2*Y CIR[j-1])*Delta+sigma*(Y CIR[j-1])*dw[j] }
plot(time, WTIL typ="T', lwd=2.5, xlab="t", ylab="Spot Fiyat1", main="CIR SDD'nin EM
semasinin bir yoriingesi")

lines (time, YCIR, typ="', lwd=2.5, col="mediumseagreen")

fitlcir <- gmleL(modcir, t, start=list(thetal, theta2, sigma))

fit2cir <- gmleR(modcir, t, start=list(thetal, theta2, sigma))
summary(fitlcir)

summary(fit2cir)

cpcir <- CPoint(modcir,paraml1=coef(fitlcir),param2=coef(fit2cir), plot=TRUE)
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z <- diff(get.zoo.data(modcir)[[1]])

plot(time[1:1010], z, xlab="t", typ="l', main="Artislar")

plot(time, WTI, typ='T', Iwd=2.5, xlab="t", ylab="Spot Fiyat1", main="WTI FOB Ham
Petrol Verileri i¢in Degisim Noktalar1")

abline(v=time[750], Ity=3,lwd=3,col="blue")

abline(v=cpcir$tau, Ity=3,lwd=3,col="red")

WA GBM SDE  #HHHHHHHHHHHHHHH

gBm <- setModel(drift="theta*x", diffusion="sigma*x")

modgBm <- setYuima(model=gBm, data=setData(na.omit(WTI), delta=Delta))
fitgBm <- gmle(modgBm, start=list(theta, sigma))

summary(fitgBm)

theta=fitgBm@-coef[["theta"]]

sigma=fitgBm@coef[["sigma"]]

MUGBM<-rep(0,n)

VARGBM<-rep(0,n)

vGBM<-rep(0,n)

con.int.IGBM<-rep(0,n)

con.int.rxGBM<-rep(0,n)

for (iin 2:n) {

MUGBM[i]=WTI[1]*exp(theta*time[i])
VARGBMIi]=(WTI[1]*2)*exp(2*theta*time[i])*(exp((sigma”2)*time[i])-1)
vGBM[i]=sqrt(VARGBM[i])

con.int.IGBM[i]=MUGBM([i]-2*vGBM([i]
con.int.rtGBM[i]=MUGBM][i]+2*vGBM]i] }

plot(time, WTI, typ="I' lwd=2.5, ylim=c(-1000,1400), xlab="t", ylab="Spot Fiyat1",
main="GBM SDD'nin ¢6ziimlerinin giiven aralig1")

lines(time, MUGBM, lty=3,lwd=3, col="blue")

lines(time, con.int.IGBM, Ity=3,lwd=3, col="red")

lines(time, con.int.rGBM, lty=3,lwd=3, col="red")

YGBM<-rep(0,n)

for (jin 1:n){
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YGBM[j]<-YGBM[j-1]+(theta*Y GBM][j-1])*Delta+(sigma*YGBM[j-1])*dw[j] }

plot(time, WTLtyp="T', Iwd=2.5, xlab="1", ylab="Spot Fiyat1", main="GBM SDD'nin

EM semasinin bir yoriingesi'")

lines(time, YGBM, typ="I',lwd=2.5, col="purple")

fitlgBm <- gmleL(modgBm, t, start=list(theta, sigma))

fit2gBm <- gmleR(modgBm, t, start=list(theta, sigma))

summary(fitLlgBm)

summary(fit2gBm)

cpgBm<-CPoint(modgBm,paraml1=coef(fitgBm),param2=coef(fitgBm),plot=TRUE)

z <- diff(get.zoo.data(modgBm)[[1]])

plot(z)

abline(v=cpgBm$tau, Ity=3,lwd=2,col="red")

modcirs <- setYuima(model=cir, data=setData(na.omit(WTI[303:1012]), delta=Delta))

fitlcirs <- gmleL(modcirs, t, start=list(thetal, theta2, sigma))

fit2cirs <- gmleR(modcirs, t, start=list(thetal, theta2, sigma))

summary(fitlcirs)

summary(fit2cirs)

cpcirs <- CPoint(modcirs,paraml1=coef(fitcirs),param2=coef(fitcirs), plot=TRUE)

zs <- diff(get.zoo.data(modcirs)[[1]])

plot(time[1:709], zs, xlab="t", typ="l', main="Artiglar")

abline(v=cpcirs$tau, Ity=3,lwd=2,col="red")

modgBms <- setYuima(model=gBm, data=setData(na.omit(WTI[303:1012]),
delta=Delta))

fitlgBms <- gmleL(modgBms, t, start=list(theta, sigma))

fit2gBms <- gmleR(modgBms, t, start=list(theta, sigma))

summary(fitLlgBms)

summary(fit2gBms)

cpgBms<-CPoint(modgBms,paraml1=coef(fitgBms),param2=coef(fitgBms),

plot=TRUE)

zs <- diff(get.zoo.data(modgBms)[[1]])

plot(zs, xlab="t", typ="l', main="Artislar")

abline(v=cpgBms$tau, Ity=3,Iwd=2,col="red")
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YGBMcp2<-c(YGBMcpo,YGBMcpso,Y GBMcpss)
YCIRcp2<-c(YCIRcpo,YCIRcpso,YCIRcpsS)
AIC(fitcir, fitgBm)

BIC(fitcir, fitgBm)
HYB<-c(YCIRcpo,YCIRcpso, YGBMcpss)
mape(WTI, HYB)

mape(WT]I, YCIR)

mape(WTI, YGBM)

mape(WTI, YCIRcp2)

mape(WTI, YGBMcp2)

rmse(WTI, HYB)

rmse(WTI, YCIR)

rmse(WTI, YGBM)

rmse(WTI, YCIRcp2)

rmse(WTI, YGBMcp2)

x<-WTI

m=(n-6)%/%?5

xc<-array(dim=c(n,m))

omega<-array(n)

ir<-array(n)

for (icase in 1:2) {

xx=1

for (j in 1:m+21){

omega[j]=0}

kk=1

akk=kk

plot(x, ylim=c(5,150), 1ty=5, pch=10, col="red", xlab="N",ylab="WTI Spot Fiyat1",
main="GOF Testi i¢cin CIR SDD Modelinin Monte-Carlo Simiilasyonlar1")
lines(x,Ity=5, pch=10, col="red")

for (iin 1:n){

xs=x[i-1]

for (j in 22m){
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for (k in 2:kk){

ri<-funct_CIR(xk, 0.01*thetal, theta2, sigma)
r2<-ran(xx)
xk=h*r1[[1]]+sqrt(h)*r1[[2]]*r2[[1]]
points(i, xk, col="black",pch="*")
xx=r2[[3]] }}

for (i in 2:n){

irr=1

for (jin 1:m) {

xcalc=xc[i,j] }

ir[i]=irr }

for (i in 2:n){
omega[irr]J=omega[irr]+1 }
hlp=(an-1.0)/(am+1.0)

for (j in 1:m+21){
chi2=chi2+(omega[j]-hlp)*2/h }
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