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Danisman: Dog. Dr. Giilsiim ULUSOY ADA

Bu tezde, Korovkin altkiimeleri ve Korovkin altuzaylar {izerinde lineer pozitif operator dizileri
icin Korovkin tip teoremler incelendi. Bu amagla ilk olarak X bir kompakt metrik uzay1 (ve
buradan Cy(X) = C(X)) oldugu 6zel durumunda C(X) uzayinda taniml lineer pozitif
operatdr dizileri igin Korovkin alt uzaylarin1 karakterize eden Korovkin tip teoremler
verildi. C(X) tizerindeki 6zdeslik operatorii i¢in Korovkin alt kiimeleri karakterize edildi.
Agirlikli siirekli fonksiyon uzaylari ve LP(X,fi) uzaylarinda Korovkin-tipi teoremler
incelendi. Siirekli fonksiyonlarin uzaylarindaki Korovkin-tipi teoremler kullanilarak
LP(X, i) — uzaylari, 1 < p < 400, i¢in baz1 sonuglar elde edildi. Korovkin tipi teoremler
ile Stone-Weierstrass teoremleri arasindaki baglantilar incelendi. Bir lineer pozitif
izdiistimler sinifi i¢in bazi Korovkin tipi teoremler verildi.
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ABSTRACT
Master of Science Thesis
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In this thesis, Korovkin type theorems for linear positive operator sequences on Korovkin
subsets and Korovkin subspaces are investigated. For this purpose, firstly, Korovkin type
theorems characterizing Korovkin subspaces are given for linear positive operator
sequences defined in C(X) space in the special case where X is a compact metric space
(and hence Cy(X) = C(X)). For the identity operator on C(X), Korovkin subsets were
characterized. Korovkin-Type theorems in weighted continuous function spaces and
LP (X, fi) —spaces are investigated. By using the Korovkin-type theorems on spaces of
continuous functions, some results are obtained for LP (X, i) —spaces, 1 < p < +oo. The
connections between Korovkin type theorems and Stone-Weierstrass theorems were
examined. Some Korovkin type theorems are given for a class of linear positive
projections.
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SIMGELER DiZIiNi

X tlizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar uzayi

X lzerinde tanimli sinirh fonksiyonlar uzayi

X tizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlar uzay1

X lzerinde taniml siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1

X tizerinde tanimli siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlar
uzayi

X lzerinde tanimli stirekli ve kompakt destekli fonksiyonlar
uzayi

d-boyutlu simpleks

Pozitif sinirli Radon 6l¢iilerinin uzay1

X tizerinde diizgiin siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1



1. GIRIS

Korovkin tipi teoremler, belirli bir fonksiyon uzayi lizerinde etki eden verilen bir lineer
pozitif operatorler dizisinin bir yaklasim siirecini veya esdeger olarak, ozdeslik
operatoriine kuvvetle yakinsadigini belirlemek i¢in basit ve kullanigh araclar saglar.
Korovkin-tipli yaklasim teorisinin, sadece klasik yaklagim teorisinde degil ayn1 zamanda
reel analiz, fonksiyonel analiz, harmonik analiz, 6l¢ii teorisi ve olasilik teorisi,
toplanabilirlik teorisi ve kismi diferensiyel denklemler alanlarinda 6nemli uygulamalari

vardir.

1951 yilinda Popoviciu, 1952 de Bohman ve 1953 te Korovkin, birbirinden bagimsiz
olarak, kompakt bir kiimede stirekli olan fonksiyonlara polinomlar ile yaklagimda, lineer
pozitif operator dizilerini kullanarak elde ettikleri teoreme gore; bir lineer pozitif L,
operator dizisinin [a, b] kompakt araliginda f siirekli fonksiyonuna diizgiin yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter kosul e;(x) = x¢, i = 0,1,2 fonksiyonlar1 igin L, (e;) dizisinin
e; fonksiyonuna [a, b] tizerinde diizgiin yakinsak olmasidir. Daha sonraki ¢alismalarda
Korovkin teoremi, fonksiyon uzaylari, soyut Banach latisleri, Banach cebirleri ve Banach

uzaylarina genigletilmistir. Bu teorideki temel amaglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

(1) {1, e, e2} kiimesi i¢in oldugu gibi ayn1 6zelligi saglayan baska fonksiyon alt kiimeleri

bulmak,

(i) bagka fonksiyon uzaylarinda veya soyut Banach uzaylarinda Korovkin teoremindeki

benzer sonuglar elde etmek,

(iii) bagka lineer operatdr smiflarinda Korovkin teoremindeki benzer sonuglart elde

etmek.

Bu tezin hazirlanmasinda agirlikli olarak Altomare (2010) adli ¢alismadan
yararlanilmistir. Tezde C(X) (X kompakt uzay), L,,(X, i), 1 < p < oo ve agirlikli siirekli

fonksiyon uzaylarinda tanimlanan lineer pozitif operatdr dizileri i¢in Korovkin alt



uzaylarini karakterize eden Korovkin tipli teoremler verildi. Bu uzaylar teoride merkezi

bir rol oynar ve uygulamalarda en faydali olanlardir.

Bu amagla ilk olarak Boliim 3'de X bir kompakt metrik uzayi (ve buradan Cy(X) = C(X))
oldugu 6zel durumunda C (X) de tanimlanan lineer pozitif operator dizileri i¢in Korovkin
alt uzaylarin1 karakterize eden Korovkin tipli teoremler gosterildi. C(X) tizerindeki
0zdeslik operatorii i¢in Korovkin alt kiimeleri karakterize edildi ve 6zdeslik operatorii
icin Korovkin kiimeleriyle ilgili ¢esitli sonuglar ve uygulamalar verildi. Boliim 4’de
agirlikli siirekli fonksiyon uzaylar1 ve LP(X, ) uzaylarinda Korovkin-tipi teoremler
incelendi. Siirekli fonksiyonlarin uzaylarindaki Korovkin-tipi teoremleri kullanarak
LP (X, i) — uzaylari, 1 < p < 400, i¢in sonuglar elde edildi. Bolim 5’de Korovkin tipi
teoremler ile Stone-Weierstrass teoremleri arasindaki baglantilar incelendi. Boliim 6'da
X kompakt bir uzay olmak tizere C(X) tizerindeki pozitif izdiisiimler sinifi i¢in bazi
Korovkin tipi teoremler ispatlandi ve bunlarin Dirichlet problemlerinin ve diger benzer

problemlerin ¢dzliimlerinin yaklagimina yonelik uygulamalart ile ilgili sonuglar verildi.

Boliim 3 ve 6'nin sonunda, bir lineer pozitif operatore ve 6zel olarak bir pozitif izdiisiime
karsilik gelen Bernstein-Schnabl operatorleri ile ilgili ¢esitli uygulamalar sunduk. Bu
operatorler, sadece siirekli fonksiyonlarin yaklasimi i¢in degil, ayn1 zamanda pozitif yar1

gruplarin ve dolayisiyla baslangi¢-sinir deger degisimi problemlerinin ¢dziimleri i¢in de
faydalidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Bilgiler

Tamim 2.1.1 Bir (X,d )metrik uzay1 verilsin, her bir X; € X ve r >0 icin, X, merkezli

ve [ yaricaph B(XO, r) ve B'(Xo, I’) sirastyla, agik yuvar ve kapali yuvari asagida,

B(xg,r):={x € X | d(xy,x) <r}
ve

B'(xg,r):={x € X | d(x9,x) <1}
ile tanimlanur.
Tamm 2.1.2 X {izerinde tanimli tiim reel degerli fonksiyonlarin lineer uzayini A(X) ile
gosterelim. Eger M, A(X) ’in bir alt kiimesi ise bu durumda £(M), M tarafindan tiretilen
lineer alt uzayi belirtir.
B(X) sembolii ile tim f : X — R simirh ve

I f lloo: = supxex |f ()| (f € B(X)) (2.1)

ile tanimlanan diizgiin yakinsaklik normu ile donatilmig ve bu norma gore bir Banach

uzay1 olan fonksiyonlarin lineer alt uzayini gosteririz.

C(X) ve C,(X) sembolleri A(X) de bulunan fonksiyonlarin biitiin siirekli (ve sirastyla

stirekli ve sinirl) lineer alt uzaylarini gosterecegiz.



Son olarak, UCb(X) ile A(X)’deki tiim diizgiin siirekli ve sinirli fonksiyonlarin lineer

alt uzaym gosterecegiz. C,(X) ve UC,(X), B(X) ’de kapalidir ve dolayisiyla bunlar

(2.1) denkleminde verilen norm ile donatilmis Banach uzaylaridir.

Tanim 2.1.3 G, A(X) ’in lineer alt uzay1 olsun. Eger G deki her f igin
|G (2.2)

oluyorsa G ye A(X)’in bir latis alt uzayidir denir. Ornegin B(X), C(X), C,(X) ve

UCb (X) uzaylari latis alt uzaylardir.
(2.2) 6zelligini dikkate alirsak, her bir f,g G igin

sup(f, @) (x): = sup(f (), g(x))  (x €X)

ve

inf(f, g)(x): = inf (f(x), g(x)) (x € X)

olmak tizere sup(f,g) G ve inf(f,g) € G oldugu goriiliir. Bu

sup(f, ) = 9 ve in(f, g) = L4

temel Ozdesliklerinden kolayca elde edilir.  Daha genel bir ifadeyle, eger

fi,..n T, €G,N>3 ise 0 halde sup;cicp fi, inficicn f; € G dir.

Tanim 2.1.4 Eger her bir f,g G igin

f.geG



oluyorsa veya esdeger olarak her bir f €G icin f?€G ise bu durumda A(X)’in G

lineer alt uzayina bir alt cebirdir denir. Bu durumda, eger f «G ve n>1 ise 0 halde

f"eG olur ve dolayistyla 0°da sifira esit olan her bir
Q(f)i= a1x + azx? + -+ + a,x™ (xell)
reel polinomu igin,
Q(f) = arf +arf? + =+ apf"

fonksiyonu da G ’ye de aittir. Eger G sabit fonksiyonlari igeriyorsa o halde her reel P

polinomu i¢in P(f)e G olur.

Bir alt cebir bir latis alt uzay: olmayabilir (6rnegin , C*([a,b]) béyledir). Fakat C, (X )

in kapali alt cebirleri latis alt uzay olurlar.

Tanmim 2.1.5 A(X) ’in lineer bir G alt uzayi1ve bir ,:G — 0 lineer fonksiyoneli verilsin.

Eger her bir

feG Ve f>0 igin x(f)=0
oluyorsa £ niin pozitif oldugunu sdyleriz.
Bir lineer pozitif fonksiyonelin en basit 6rnegi

5,(f)=f(@) (fec)

ile tanimli a € X noktasinda degerleme fonksiyonelidir.



Eger (Y,d’) baska bir metrik uzay iken T :G — A(Y) lineer operatérii igin her bir

feGve f>0i¢in T(f)>0

Ise bu durumda T nin pozitif oldugunu soyleriz.

Her pozitif T:G — A(Y) operatorii G iizerinde

1, (D) =T()(Y) (f cG)

ile tanimls lineer pozitif fonksiyonellerin (¢, ),y ailesini dogurur.

Asagida hem lineer pozitif fonksiyonellerin hem de lineer pozitif operatérlerin bazi temel
ozelliklerini ifade edecegiz. F sembolii ile ya [J cismi ya da bir A(Y) uzayin

gosterecegiz, burada Y keyfi bir metrik uzaydir.

A(X)’in bir G lineer alt uzayini ve bir T :G — F lineer pozitif operatoriinii géz 6niine

alalim. Bu durumda
Q) Her bir f,geG, f <g ig¢in,
T(f)<T(9)
dir.

(i) G bir latis alt uzay iken her bir f € G igin

TCOI=T(If])



dir.

(iii)  (Cauchy-Schwarz esitsizligi) G bir latis alt uzay iken ayni1 zamanda bir alt

cebir ise o halde
T(f.g)<JT(FOHT(@®)  (f.g<G) 2.3)
dir. Ozel olarak, 1€ G ise, o halde
T(f) <T@T(f?) (f €G)
dir.

(iv)  Eger X kompakt, 1eG ve F ya [l yada B(Y) ise o halde T siireklidir

ve
[Tl =IT el

dir. Bu ylizden, eger 11:G — (] pozitif bir lineer fonksiyonel ise o halde

siireklidir ve || = (1) dir.
Korovkin Teoremi

Korovkin teoremi C([0,1]) de lineer pozitif operatérlerin bir (L), dizisinin verilmesi

durumunda oldukga kullanigh ve basit bir kriter saglayan bir yaklagim siirecidir, yani her

bir f €C([0,1]) igin [0.1] de diizgiin olarak L,(f)— f olmasidir. Bunu ifade etmek

igin, M >1 olmak {izere



e (t)=t" (0<t<1)
fonksiyonlarina ihtiyacimiz vardir.

Teorem 2.1.6 (L), C([0,1])°den A(]0,1]) igine bir lineer pozitif operatdrlerin bir

dizisi olsun &yle ki her bir g €{Le,,e,} icin [0,1] de diizgiin olarak
limL,(g)=g

dir. O halde her bir f e C([0,1]) igin [0,1] de diizgiin olarak
limL,(f)=f

dir (Korovkin 1953).

Tamm 2.1.7 Korovkin teoreminin (ilk teorem) C ([01]) deki pozitif yaklasim siirecleri

calismasinda pek ¢ok kayda deger uygulamalar: vardir. Bunlardan bir tanesi C ([0,1])

iizerinde
Ba(H) (@)= Ticof (5) () ¥ —x)n* (24)

(n 21,feC([O,l]),Ostl) ile tammli Bernstein operatorleri ile ilgilidir. Her

bir B,,(f), derecesi n'den kiigiik veya esit olan bir polinomu gosterir. Bernstein
operatorleri Weierstrass (1885) deki yaklagim teoremlerine (cebirsel version) yapici bir

ispat olusturmak i¢in Bernstein (1913) tarafindan tanitilda.



Teorem 2.1.8 Her bir f «C([0,1]) ve [0.1] araliginda
limB_(f)= f
diizgiin yakinsaktir.

Ispat. Her bir B,, C ([01]) lizerinde bir lineer pozitif operatordiir. Buna ek olarak, her

n>1 icin

Bn(l) = 1, Bn(el) =ée ve Bn(eZ) :n__lez +1el
n n

oldugunu gostermek kolaydir. Dolayistyla sonug¢ Teorem 3.1'den goriiliir.

Tamm 2.1.9 L.V. Kantorovich‘in tanittigi Kantorovich polinomlar1 her bir

fel’([0,1]), n>1, 0<x<1 igin

k+1

Kn(F)():= Yieo |+ 1) Ef(t)dt] (7o) x< (1 = x)n*

n+1

ile tanimlanir. Her bir K, (f) n’den biiyiik olmayan dereceden bir polinomdur ve her

Kn(f), L?([0,1]) den (6zellikle C([0,1]) den kendi igine) bir lineer pozitif operatdrdiir

(Kantorovich and Bernstein 1930).

Tanmm 2.1.10 L° ([0,1]), 1< p < +oo, Uzerindeki pozitif yaklasim operatorlerinin bir

digeri Bernstein-Durrmeyer operatorleridir ve f e L° ([01]) ,0< x<lic¢in

Da(F)():= Epoo ([o 4+ 1) () 41 = " *f(©)de) () (1 = )"



ile tanimlanir (Derrienic 1981).

Tanmim 2.1.11 1 < p < w0 i¢in [—7, 7] lizerinde p. kuvveti Lebesgue integrallenebilen ve
hemen her x € R i¢in f(x + 2m) = f(x) i saglayan tim f:R — R fonksiyonlarinin
(esdegerlik smiflarinin) Banach uzaymi LY_(R) ile gésteririz. L)_(R) uzayi, f € L _(R)

icin

1
L 1
IFly = (5 STl @ IPde)?
normu ile donatilmistir.

Tamm 2.1.12 L5_(R) deki bir (gon )nZl ailesi i¢in eger her bir ¢@,, pozitif, yani R tizerinde

¢n = 0ve
1 V3
%j-_n(pn(t)dt =1
ise (Q)n )nZl ye bir pozitif periyodik ¢ekirdek adi verilir.

Tanim 2.1.13 ((Dn )nzlbir pozitif ¢ekirdek verilsin. Tiim O € ]0, 72'[ sayilari igin
-0 Ve
lim j o, (t)dt+ j @ (t)dt=0
- 5
oluyorsa bu durumda ((Dn )n21 pozitif ¢ekirdegine bir yaklasim 6zdesligi ad1 verilir.

Tamim 2.1.14 d-boyutlu;

10



d
K, ;:{x:(xi)1<i<d eR’ x >0,1<i<d, ve Yx <1 (2.5)

i=1

simpleksini goz oniine alalm ve her bir n>1 f EC(Kd) vex:(xi )Kisd eK, ig¢in

T

— ﬁ h_d n! by (=X —eee—
B“(f)(x)'_m,.“,hdz—o,...,nf(n”"’ njm!---hd!(n—hl—---—hd)!xi X' (1% %)

hy++hy <n

diyelim. B, (f) bir polinomdur ve buna genel olarak d-boyutlu simpleks tizerinde f ye

karsilik gelen n. Bernstein polinomu denir. Bu polinomlar ilk olarak Dinghas tarafindan

calisilmistir (Dinghas 1951).

Her bir f €C ( K, ) icin K, tizerinde diizgiin olarak lim B, (f)= f saglanir.

Lokal kompakt bir Hausdorff X uzayi verilsin. X tizerindeki tiim reel degerli siirekli ve

kompakt destekli tiim fonksiyonlarin lineer alt uzaymi K ( X) ile gosterecegiz. O halde
K (X ) cC, (X ) dir. ||||OO supremum normuna gore K (X ) ’in kapamgini C, ( X ) ile

gosterecegiz.

Boylece, C, (X ) , G, (X ) ‘in bir kapal1 alt uzayidir ve buradan ||||OO normu ile donatilmis

bir Banach uzayidir.

Eger X kompakt ise o halde CO(X): C(X) dir. Eger X kompakt degil ise o halde
fe C(X) fonksiyonu C, (X ) e aittir ancak ve ancak her ¢ >0 icin X ’in bir kompakt

K alt kiimesi vardir dyle ki her x € X \ K igin |f (X)| <& saglanr.

11



Co(X) ve C(X)uzaylar, (X kompakt), supremum normu ile donatilmis Banach

latisleri olurlar. Benzer sekilde L” (X, ) dogal ||| = normu ve

ji-a.e. xeXigineger f(X)<g(x)ise f<g
siralamasi ile donatilmis bir Banach latisdir.

Tammm 2.1.15 Bir G Banach latisi bir |||| normu ve G {izerinde < siralamasi ile

donatilmis bir vektor uzayidir dyle Ki

(1) (G : ||||) bir Banach uzayidir;

(i)  (G.<) bir vektor latisidir;

(iii)  Eger 1,1, cc ve|f|<|f,| ise o halde |f<]|f,| dir,

(burada her f <G igin | f|:=sup(f,—f) dir).

Eger G, ve G, Banach latisleri ve S:G, = G, bir lineer operatér olmak iizere, eger

her f€G,, >0 igin S(f)>0

oluyorsa S pozitiftir. Her S:G, =G, lineer pozitif operatérii siireklidir. Ustelik, eger

G, =C(X), X kompakt ise o halde || =||S (1)| dir (Aliprantis and Burkinshaw 1985).
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Tamm 2.1.16 Bir S:G, > G, latis homomorfizmi her f cg, igin |S(f)|=5(|f|)
Ozelligini saglayan bir lineer operatordiir. Esdeger olarak bu S nin sonlu latis iglemini

korumasi demektir, yani her fl,---, fn eG,n=2 igin

S(inf fi)=iLnfS(fi) ve S(supr:supS(fi)

1<i<n <i<n 1<i<n 1<i<n

olur.

Ornegin, eger X bir lokal kompakt Hausdorff uzay1, &z, X iizerinde bir regiiler sonlu
Borel dlgiisii ve 1< p <o ise 0 halde J (f):=f (f eCO(X)) ile tanimlanan bir

J,:Cy(X)— LP(X, 1) ifadesi bir latis homomorfizmidir.

Benzer sekilde, eger X ve Y kompakt uzaylar ve ¢:Y — X bir siirekli doniigiim ise 0
halde T, ( f ) = ogo,( fe C(X )) bileske operatorii C(X ) >den C(Y) ’ye bir latis
homomorfizmidir. Her latis homomorfizmi pozitif ve dolayisiyla siireklidir. Bir
S:G,—G, bijeksiyonunun bir latis homomorfizmi olmasi igin gerek ve yeter kosul S

ve onun tersi S~ in her ikisinin de pozitif olmasidir. Bu durumda S ye latis izomorfizmi

denir. G, ve G, arasinda bir latis izomorfizmi varsa o halde G, ve G, ye latis izomorfiktir

denir.

Asagidaki tanim teorinin en onemlilerinden birisidir ve ilk olarak Baskakov (1961)

tarafindan formiile edilmistir.

Tamm 2.1.17 Bir G Banach latisinin bir M alt kiimesine G ’nin Korovkin alt kiimesi
denir eger G den G igine lineer pozitif operatdrlerin her (Ln)n21 dizisi i¢in asagidaki

kosullar saglaniyorsa:
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(1) sup||L, || <+
nx1

ve
(i)  her geMigin limL, (g)=g dir,

buradan tim f G i¢in limL, (f)=f dir.

n—o0

Eger G=C ( X ) , X kompakt uzay ve 1 sabit fonksiyonu M tarafindan {iretilen
L(M) lineer alt uzayina ait ise 0 halde (i) kosulu gereksizdir ¢ilinkii (ii) nin bir sonucudur.

Bu tanima gore, Korovkin teoremini {1,61,62} ‘nin C([O,l])’de bir Korovkin kiimesi

oldugunu soyleyerek yeniden ifade edebiliriz.

Bir M alt kiimesi G ’nin bir Korovkin alt kiimesidir ancak ve ancak M tarafindan

tiretilen L(M) lineer alt uzayinin bir Korovkin alt kiimesi olmasidir. Korovkin alt kiimesi

olan bir lineer alt uzayr G ’nin Korovkin alt uzay1 olarak tanimlayacagiz. Eger G, ve
G, latis izomorfik ve S:G, = G, bir latis izomorfizmi ise o halde G,’in bir M alt

kiimesinin G, de bir Korovkin alt kiimesi olmas i¢in gerek ve yeter kosul S (I\/l ) nin G,

>de bir Korovkin alt kiimesi olmasidir.

Tanm 2.1.18 G, ve G, Banach uzaylari olsun ve bir lineer pozitif T:G, -G,
operatoriinii géz oniinde bulunduralim. Eger G, den G, icine lineer pozitif operatorlerin
her (Ln)nZl dizisi igin asagidaki kosullar saglaniyorsa G1 ‘nin bir M altkiimesine T i¢in

G, ’in bir Korovkin alt kiimesi denir:
(i) sup||L,|| < +e0
nx1
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ve

(i)  Her geM igin IliQLn(g):T(g)

dir. Buise her f g, i¢in limL,(f)=T(f) olmasi demektir.

Bu nedenle, bu tiir alt kiimeler, lineer pozitif operatorlerin es sinirli dizilerinin verilen

belirli bir T:G, =G, lineer pozitif operatoriine yakinsamasini arastirmak veya (genel

olarak, daha basit) L,, n>1 lineer operatérleri anlaminda T ’ye zayif olarak yaklasmak

i¢in kullanilabilir.
2.2 Lokal Kompakt Uzaylar Uzerindeki Bazi Siirekli Fonksiyon Uzaylar

Tanmm 2.2.1 X bir topolojik uzay olsun. Eger X in her acik ortiisii sonlu bir alt ortiiye
sahip ise X e kompakttir denir. Bir topolojik uzayin bir alt kiimesi, baglantili uzaylarda
kompakt ise, onun kompakt oldugu sdylenir. Bir topolojik uzayin, noktalarinin her birinin

kompakt bir komsulugu varsa bu uzaya lokal kompakttir denir.

Aslinda, X lokal kompakt ve Hausdorff ise (yani, x;, x, € X farkli noktalarinin her ¢ifti
icin, sirasiyla x; ve x, nin U; ve U, komsuluklar1 vardir, 6yle ki U; N U, = @) 0 zaman

X 'in her noktasi bir temel kompakt komsuluk sistemine sahiptir.

Her kompakt uzay lokal kompakttir. R%,d > 1, uzaylar1 (kompakt olmayan) lokal
kompakt uzaylarin temel oOrnekleridir. Ayrica, eger X lokal kompakt ise, 0 zaman
baglantili uzaylarda X in her agik alt kiimesi ve X in her kapali alt kiimesi lokal

kompakttir.
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Daha genel olarak, baglantili uzaylarda lokal kompakt bir Hausdorff uzayinin bir alt
kiimesi, ancak ve ancak X in agik bir alt kiimesinin X in kapal1 bir alt kiimesi ile kesisimi

ise lokal kompakttir. Bu nedenle, her reel aralik lokal kompakttir (Engelking 1989).

Tammm 2.2.2 Bir X topolojik uzaymin topolojisi X tizerindeki bir metrikten elde
edilebiliyorsa, bu durumda X e metriklenebilirdir denir. Bu halde, eger boyle bir metrik
tam ise X in tam oldugunu sdyleriz. Her kompakt metriklenebilir uzayin tam ve ayrilabilir

olduguna, yani, sayilabilir yogun bir alt kiime i¢erdigine igerdigini biliyoruz.

Olgii teorisinde ve Korovkin-tipi yaklasim teorisinde sayilabilir bir tabana (veya
tabanlara) sahip, yani, her agik alt kiimenin onun bir alt ailesinin birlesimi oldugu
sayilabilir bir agik alt kiime ailesi ile lokal kompakt Hausdorff uzaylar1 6nemli rol oynar.
Bu tiir uzaylar metriklenebilir, tam ve ayrilabilirdir. Aslinda, metriklenebilir bir uzaymn
sayilabilir bir tabaninin bulunmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu uzaymn ayrilabilir

olmasidir.

R%,d > 1, uzaylar1 ve bunlarin her bir agik veya kapali alt kiimesi sayilabilir bir taban

olan lokal kompakt Hausdorff uzaylardir.

Tanmm 2.2.3 X lokal kompakt Hausdorff uzay: ve f: X — R bir fonksiyon olsun. f nin
(kapal1) destegi

supp(f) = {x € X|f(x) # 0}

ile tanimlanir. Destegi kompakt olan tim f: X — R reel degerli siirekli fonksiyonlarinin
lineer uzayini K (X) ile gosteririz. K(X), C,(X) uzayinin bir latis alt uzayidir ve eger X
kompakt ise C(X) ile cakisir.

Asagidaki sonug, K (X) de yeterince ¢ok fonksiyon oldugunu gostermektedir.
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Teorem 2.2.4 (Urysohn lemmasi) X in her K kompakt alt kiimesi ve K y1 igeren her agik
U altkiimesi i¢in ¢ € K(X) vardir 6yle ki K tizerinde 0 < ¢ < 1, =1 ve supp(¢) C
U dir (ve dolayisiyla K\U iizerinde ¢ = 0 dir).

Diger bir temel fonksiyon uzayi, C,(X) deki sup normuna gore K (X) in

Co(X) ==W

kapanisi olarak tanimlanan Cy(X) uzayidir. Boylece, Cy(X), C,(X) in kapali bir lineer alt

uzayidir ve bu nedenle, sup-norm ile donatilmis, bir Banach uzayidir.

Urysohn lemmasi1 anlaminda, C,(X) de yer alan fonksiyonlarin asagidaki

karakterizasyonunu ispatlamak zor degildir.

Teorem 2.2.5 X in kompakt olmadigini varsayalim. Bir f € C(X) fonksiyonu ig¢in

asagidaki ifadeler esdegerdir:

(i) f € Co(X);

(i) {x € X| |[f(x)| = €} her & > 0 i¢in kompakttir;

(iii) her & > 0 i¢in, X in bir K kompakt alt kiimesi vardir dyle ki her x € X\K igin
|f (x)| < edir.

Onceki teorem nedeniyle, Co(X) de bulunan fonksiyonlarin sonsuzda sifir oldugu
sdylenir. X bir kompakt uzay ise, bu durumda C,(X) = C(X) olur. Ustelik, Co(X), Cp(X)
in bir latis alt uzayidir ve sup-norm ile donatilmis, X in sayilabilir bir tabani olmasi

kosuluyla ayrilabilirdir.
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Co(X) deki fonksiyonlarin baska bir karakterizasyonu, X in noktalarinin sonsuza
yakinsayan dizilerini igerir. Daha kesin olarak, X in kompakt olmadig1 varsayilirsa, X
deki bir (x,),51 dizisi, eger X in her kompakt K alt kiimesi i¢in, v € N varsa dyle ki her
n = v igin x,, € X \K ise X in sonsuz noktasina yakinsaktir denir. Boyle bir dizi ve her

f € Co(X) icin
lim f(x) =0 26)
olur.

Karsit olarak, X in sonsuz noktasinda yakinsayan her (x,,),»4 dizisi i¢in (2.6) denklemini
saglayan bir f € C(X) fonksiyonu, X in sonsuzda sayilabilir olmas1 kosuluyla zorunlu
olarak Cy(X) de bulunur, yani 0 X in kompakt altkiimelerinin bir dizisinin birlesimidir.
Yine dikkat edilirse X in sonsuzda sayilabilirdir ancak ve ancak her x € X i¢in f(x) > 0
olacak sekilde f, € Co(X) dir. Ustelik, X sayilabilir bir tabana sahip ise o zaman X

sonsuzda sayilabilirdir.

Korovkin-tipi yaklasim teorisinde dnemli bir rol oynayan faydali bir ara¢ Radon 6lgiileri
ile verilmektedir. Aslinda tanim geregi sadece Cy(X) Tlzerinde lineer pozitif

fonksiyoneller olan pozitif sinirli Radon élgiilerini ele alacagiz.

Tamm 2.2.6 Pozitif sinirhh Radon 6lgiilerinin tamaminin kiimesini My (X) ile gosteririz.
Her u € M; (X), yani, her p: Co(X) — R lineer pozitif fonksiyonel siireklidir (supremum

norma gore) ve normu

lull = sup{lu(HI 1 f € Co(X),1f] < 13 (2.7)

u toplam kiitlesi olarak da adlandirilir.
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Sinirli pozitif Radon 6l¢iisliniin basit bir 6rnegi, bir a € X noktasindaki Dirac 6l¢iisii

tarafindan saglanir ve

6a(f) = f(a) (f € Go(X))

ile tanimlanir.

Tamm 2.2.7 Dirac 6lgiilerinin pozitif bir lineer birlesimine (pozitif) ayrik 6l¢ii denir.

Diger bir deyisle, bir p € Mj (X) Radon &lgiisii ayriktir eger sonlu sayida aq, -, a, €

X,n = 1, noktalar1 ve sonlu sayida pozitif 44, --+, 4,, reel sayilari varsa dyle ki

p=2Xi /1i5ai
ise, yani her f € Cy(X) igin

=31 Aif (@) (2.8)
dir. Bu halde, |||l = YXiv, 4; dir ve u ye {ay, -+, a,} tizerinde desteklenir denir.

X tuzerindeki pozitif sinirlt Radon 6lgiileri ile (pozitif) sonlu Borel 6l¢timleri arasinda
giiclii bir iligki vardir. Bunu kisaca agiklamak igin, X teki Borel o-cebrinin tanim geregi
X in tiim agik alt kiimelerinin sistem tarafindan iiretilen g-cebiri oldugunu hatirlayalim.
Onu B(X) ile gosterecek ve elemanlart X in Borel alt kiimeleri olarak adlandirilacagiz. X

in acik alt kiimeleri, kapali alt kiimeleri ve kompakt alt kiimeleri Borel alt kiimeleridir.

Tammm 2.2.8 X {izerindeki f bir Borel olgiisii, tanim olarak, bir fi: B(X) = [0, + 0]

Ol¢iistidiir dyle ki, X in her kompakt K alt kiimesi i¢in

fi(K) < +oo
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olur. B(X) tizerindeki her sonlu f 6lgiisii, yani (X) < oo, bir Borel dlgiisiidiir.
Bir fi: B(X) — [0, 4+o00] 6l¢iisii eger her B € B(X) i¢in
f(B) = sup{i(K)| K c B, K kompakt}
ise i¢ regiilerdir denir eger her B € B(X) icin
A(B) = inf{A(U)| B c U,U agik}
saglaniyorsa dis regiilerdir denir.
Bir fi 6l¢iisii hem ig regiiler hem de dis regiiler ise fI dl¢iisiine regiilerdir denir. R%,d > 1,
tizerindeki Lebesgue-Borel olgiisii regiilerdir. Aslinda, eger X in sayilabilir bir tabani

varsa, 0 zaman X tizerindeki her Borel 6l¢iisii regiilerdir (Bauer 2001).

Eger I, B(X) lizerinde sonlu bir 6lgii ise, o zaman her f € C,(X) fi-integrallenebilirdir.

Dolayisiyla, X tizerinde pozitif sinirli Radon 6lgiisii ; yi su sekilde tanimlayabiliriz:

Ii(f) = [, fdii (f € Co(X). (2.9)

O halde ||| < @(X) dir ve eger  i¢ regiiler ise ||I;|| = Z(X) olur.

Nitekim, formiil (2.9) asagidaki temel sonucun gosterdigi gibi, X tizerindeki tim pozitif

sinirli Radon 6l¢timlerini tanimlar (Bauer 2001).

Teorem 2.2.9 (Riesz gosterim teoremi) Eger p € M, (X) ise, bu durumda her f € C,(X)

i¢cin
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w(f) =y fdi

olacak sekilde X iizerinde birtek sonlu ve regiiler Borel &l¢iisii vardir. Ustelik, ||I~|| =

A(X) olur.

Tamm 2.2.10 B(X) tizerinde bir i dlgiisii ve p € [1, +oo[ yi géz Oniine alalm. L, (X, i)
|f|P f-integrallenebilir olacak bigimde tim f:X - R

ile B(X)-olgiilebilir ve

fonksiyonlarinin lineer alt uzaymi gosterecegiz. Eger f € L, (X, i) ise
1/p

No(f) = (Jy fdi) (2.10)

yazanz. N,(f): L,(X, ) - R fonksiyoneli bir yar1 normdur ve alisiimis p.-ortalama

yakinsamaya gore yakinsaktir.

{f € L,(X, i) | Np(f) = 0}
{f €e AX)|f, B(X)olgiilebilirve f =0 fia.e.}

%
I

diyelim,
(2.11)

Ly (X, 1) = L, (X, 0/ X

boliim lineer uzay1

IFIl, = Np() (F € Lp(X, D))

normu ile donatilmis bir Banach uzayidir. (Burada, f = {g € £,(X,D)|f = g, A a.e.}
dir.) Eger fi bir Borel 6lgiisii ise, bu durumda her p € [1, +oo[ i¢in K(X) © L, (X, [i)

olduguna dikkat ederiz. Eger fi da regiiler ise, cok daha fazlasini sdyleyebiliriz.
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Teorem 2.2.11 Eger fi, X iizerinde bir regiiler Borel 6l¢iisii ise 0 zaman her p € [1, +oo[
i¢in, K (X) uzay1, p.-ortalama yakinsamaya gore L, (X, i) de yogundur (ve dolayisiyla
111, ye gbre L, (X, &) de yogun).

Teorem 2.2.12 u € M; (X) olsun ve X in kapali bir Y alt kiimesini goz dniine alalim dyle
Ki

her ¢ € K(X) , supp(p) < X\Y igin u(p) =0 (2.12)

dir. O zaman Y iizerinde f = g olacak sekilde her f, g € Cy(X) icin u(f) = u(g) dir.

Ispat. Eger f € Co(X) ve Y iizerinde f = 0 ise, 0 zaman pu(f) = 0 oldugunu gostermek
yeterlidir. Bir f € Cy(X) fonksiyonunu gz oniine alahm ve &€ > 0 verildiginde U :=
{x € X||f(x)| < &} diyelim. Buradan, Teorem 2.2.5’den dolay1 X\U kompakttir ve
X\U c X\Y dir.

Urysohn lemmasindan (Teorem 2.2.4) dolay1, ¢ € K(X), 0 < ¢ < 1 vardir 6yle ki X\U

lizerinde @ = 1 ve supp(¢) c X\Y dir. Ozel olarak, supp(fe) C supp(¢) C X\Y ve
buradan u(fe) = 0 dir. Dolayisiyla

Ol = [n(H) — n(fe)l < llullif A=)l < llulle
dir ¢iinkii simdi onayladigimiz gibi ||f(1 — ¢)|| < e dir. Her x € X igin, gergekten de
x ¢ Uise|f(x)(1 — @(x))| =0 dir ve eer x € U ise |[f(x)(1 — ()| < If(x)| < ¢

dir. € > 0 keyfi olarak segildiginden p(f) = 0 oldugu sonucuna variriz.

X in (2.12) 6zelligini saglayan bir kapal1 Y alt kiimesinin her zaman var olduguna dikkat

ederiz. Bunlarin en kii¢iigiine yu 6l¢iisiiniin destegi denir.
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Sonu¢ 2.2.13 p € M;(X) olsun ve her i € I igin u(f;) = 0 olacak sekilde Co(X) de

pozitif fonksiyonlarin keyfi bir (f;);¢; ailesini diisiinelim. Bu durumda
Y:= {x € X| heriicin f;(x) =0 €I}
alt kiimesi (2.12) 6zelligini saglar.

Dolayisiyla, eger f, g € Co(X) ve eger her x € Y igin f(x) = g(x) ise, 0 zaman u(f) =
u(g) dir.

Ispat. supp(p) € X\Y = {x € X |f;(x) > 0 olacak sekilde i € I vardir} olacak
sekilde ¢ € K(X) 1 gbz Oniine alalim. Bir kompaktlik argiimani kullanarak,

supp(@) < | Jex e X 1fi0) > 0)

i€]

olacak sekilde | nin sonlu bir J alt kiimesini buluruz. Eger a = min{Zie]fi(x)pc €

supp ((p)} > 0 alirsak bu durumda

ol <2y, £
ve buradan u(f) = 0 dir.

Bir onceki sonug¢ sayesinde, ayrik Radon olgiilerinin bahsedilen karakterizasyonuna

ulasmak kolaydir.

Teorem 2.2.14 p € M; (X) ve aq,...,a, € X,n = 1, farkl noktalar1 verilsin, agagidaki

ifadeler esdegerdir:
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() u= X148, olacak bigimde A4,...,4, € [0,+0oo[ vardir ((2.8) denklemine
bakiniz);

(ii) eger ¢ € K(X) ve supp(p) Nn{ay,...,a,} = @ ise bu durumda u(¢p) = 0 dir;

(iii) her x € X\{ay,...,a,} i¢in f € Cy(X), f = 0, vardir 6yle ki f > 0, her bir i =

1,:--,nigin
f(a;) =0ve u(p) =0 dir.
Ispat. (i) = (ii). Asikardr.
(i) = (iii). Eger x € X\{ay, ..., a,} ise Urysohn lemmasmdan ¢ € K(X), 0 <

@ < 1, segebiliriz, dyle ki ¢ (x) = 1 ve supp(¢p) < X\{a4,...,a,} ve boylece u(f) =0

olur.
(iii) = (ii). supp(p) Nn{a,,...,a,} = O olacak bigimde ¢ € K(X) i gbz 6niine
alalim. Hipoteze gore, her x € supp(¢) icin f, € Cy(X), fr = 0, vardir 6yle ki f > 0,

her biri = 1,---,nig¢in f,(a;) = 0 ve u,(¢) = 0 dir.

supp (@) kompakt oldugundan, x4, ..., x, € supp(¢) vardir dyle ki

p
supp(e) | _Jox € X1 £, > 0)
k=1

dir. Dolayisiyla, f := Zﬁzlka € Co(X) fonksiyonu pozitiftir, supp(¢) nin herhangi bir

noktasinda sifir olmaz ve u(f) = 0 dir.

Egerm := min{f(x)| x € supp(p)} > 0dersek, m|p| < ||¢||f ve dolaysiyla u(f) =
0 oldugu hemen gergeklenir.
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(ii) = (). Herj=1,--,ni¢in 0 < ¢; < 1, (pj(aj) =1veheri=1,-,n, i#]j, icin

@;j(a;) = 0 olacak bigimde ¢; € K(X) i géz 6niine alalim.
Eger f € Cy(X), 0 zaman {ay, ..., a,} lizerinde
fi= 2k f(a)e;

dir. Ote yandan, {a,,...,a,} alt kiimesi (2.12) 6zelligini saglar ve buradan Teorem
2.2.12°den dolay1

u(f) = Sy f(@)n(p)) = TPy Aif (@) olur, burada 2; = p(p)) (i = 1,-,n) dir ve

bu ispat1 tamamlar.

Tamm 2.2.15 M} (X) de bir () =1 dizisi verilsin eger her f € Cy(X) igin
lim g1, (F) = u(f) (2.13)

oluyorsa bu durumda dizi belirsiz bir sekilde p € M; (X) ya yakinsiyor denir. Boylece
(2.13) denklemi basit olarak Cy(X) in dual uzayinda zay1f olarak pu,, = p oldugu anlamina

gelir.

Eger buna ek olarak, X in sayilabilir bir taban1 varsa, o zaman C,(X) ayrilabilirdir ve bu
nedenle Banach teoremine gore, Cy(X) in dual uzaymin birim yuvart zayif dizisel

kompakttir.

Teorem 2.2.16 X in sayilabilir bir taban1 varsa, o zaman M, (X) deki (2.7) denklemi ile
verilen norma gore smirl olan her dizi, belirsiz olarak bir p € M; (X) degerine

yakinsayan bir alt diziye sahiptir.
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3. C(X) (X KOMPAKT), UZERINDE OZDESLiK OPERATORU iCIN
KOROVKIN-TiPi TEOREMLER

Bu bolimde X bir kompakt metrik uzay1 (ve buradan Cy(X) = C(X)) oldugu 6zel

durumunda C (X) tizerinde 6zdeslik operatorii i¢in korovkin-tipi teoremleri inceleyecegiz.

Teorem 3.1 Eger M, C(X) in X in noktalarini ayiran bir alt kiimesi ise bu durumda {1} U
M U M? C(X) in bir Korovkin alt kiimesidir.

Ustelik, eger M = {fy, -, f},n = 1 sonlu ise bu durumda {1, f;, -, fp., Z:;lfiz}, c(X)

in bir Korovkin alt kiimesidir.

Ozel olarak, eger f € C(X) injektif (igine) ise bu durumda {1, f, f2} C(X) in bir Korovkin

alt kiimesidir.

Onerme 3.2 (1) Eger 0 < 1; < A, ise bu durumda {1,e;, e;,} C([0,1]) in bir Korovkin

alt kiimesidir, burada her bir x € [0,1] ve k = 1,2 igin ey, (x) = x™e dir.

(2) Eger u € C([0,1]) kesin olarak konveks ise bu durumda {1, e;,u} C([0,1]) in bir

Korovkin alt kiimesidir.

Daha sonra, bir lokal konveks E uzayinin bir K konveks kompakt alt kiimesini g6z oniine
alarak Teorem 3.1'in bazi uygulamalarini tartisacagiz. K tizerindeki tiim reel-degerli
stirekli afin fonksiyonlarin alt uzayin1 A(K) ile gosterecegiz. Eger her bir x,y € K ve 1 €
[0,1] i¢in

uAx + (1 - 2Dy) = Aulx) + (1 — Du(y) (3.1)

ise veya esdeger olarak eger her birn > 2,x,-:+,x, € K ve Yj=; A4; = 1 olacak bigimde

Ay, Ap = 0 igin
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UEit1 Ai i) = Ximq Au(xy)
oluyorsa u: K — R fonksiyonunun afin oldugu sdyleriz.

A(K), sabit fonksiyonlarin yan1 sira E tizerindeki her siirekli lineer fonksiyonelin K ya
kisitlamalarini da igerir. Hahn-Banach teoreminden dolay1 A(K), K nin noktalarini ayirir.

Dolayistyla, Teorem 3.1'den, hemen asagidaki sonucu elde ederiz:

Sonuc 3.3 A(K) U A(K)? C(K) nim bir Korovkin alt kiimesidir.

Simdi K tizerinde Borel olasilik 6l¢iisiiniin siirekli bir ({I, ) yex olasilik se¢imini gozoniine
alalim, yani, her bir f € C(K) iginx - | « fdiiy fonksiyonu K tizerinde siireklidir. Boyle

bir fonksiyon T (f) ile gosterilecektir, yani

T(f) = f, fdife (x €K) (3.2)

dir. Hatirlatalm ki T ye C(K) dan C(K) igine bir lineer pozitif operator ve T(1) = 1
olarak bakilabilir.

Karsit olarak Riesz gosterim teoreminden her bir T:C(K) — C(K) lineer pozitif
operatorii (3.2) denklemini saglayan K {izerinde Borel olasilik 6l¢iisiiniin bir siirekli
secimini tretir. BOoyle bir segime T ye karsihik gelen kanonik siirekli secim olarak

anilacaktir.

Bundan sonra her u € A(K) igin

Ji, udiy = u(x), (3:3)

baska bir deyisle, her u € A(K) i¢in
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T(u)=u

esitligini saglayan K tizerindeki Borel olasilik 6l¢iistiniin siirekli bir (fi,),ex se¢imini

sabit tutacagiz.

(3.3) denklemindeki 6zellik her bir x € K nin fi,, in agirlik merkezi veya bileskesi (veya

sonucu) olmasi demektir.

Her birn > 1 ve x € K i¢in ﬁ,(cn) ile K™ tizerinde fi, in kendisiyle n defa ¢arpimindan

elde edilen carpim 0l¢iisiinii gosterelim ve her f € C(K) icin

BalF) () = [ f (Z22) d Gy + -+ + 1) (3.4)

diyelim (Bauer 2001). Fubini teoreminden

Ba(H)@) = [+ fie £ () dft () -+ e ()

n

olarak yazabiliriz. Carpim ol¢iisiiniin siireklilik 6zelliginden ve se¢imin siirekliliginden
B,(f) € C(K) oldugu goriiliir (Choquet 1969, Bauer 2001).

B,(f):C(K) = C(K) lineer pozitif operatorii verilen (fi,),ex secimine (veya verilen
lineer pozitif T:C(K) - C(K) operatoriine) karsilik gelen n. Bernstein-Schnabl

operatorii olarak anilir.

Bernstein-Schnabl operatorleri ilk olarak 1968 yilinda Schnabl (1968 ve 1969) tarafindan
kompakt bir Hausdorff uzayi iizerindeki tiim Radon olasilik olgiilerinin kiimesi
baglaminda tanitildi ve daha sonra goérecegimiz gibi, (2.4) esitligi ile verilen klasik
Bernstein operatorlerini genellestirdiler. Daha sonra, Grossman (1974), genel tanimi (3.4)

denklemi ile vermistir. Bauer basitleri (simplices) 6zel durumunda bu operatorler

Altomera and Campiti (1994), Freud (1964) ve Nishishiraho (1974 ve1983) tarafindan

28



kapsamli bir sekilde ¢alisilmistir. Yapilar1 esasen pozitif projeksiyonlar igerir ve bu
durumda, evrim (gelisim) problemlerinin incelenmesinde faydali olan bir¢ok ek 6zelligi
saglarlar. Bu operatorlerin baz1 sekil koruma 6zellikleri Rasa (1988 ve 1993) tarafindan

da caligilmustir.

Bu operatorler hakkinda kapsamli bir arastirma i¢in Altomera and Campiti (1994)
calismasinin, Boliim 6'da ve ilgili notlarda yer alan referanslara bagvururuz. Daha yeni
sonuglar Altomare (2009), Altomare et al. (2009), Altomare et al. (2008) ve Altomare et
al. (2008) calismalarinda da bulunabilir.

Asagida bazi 6rnekleri tartisacagiz.
Ornekler 3.4

1. K =[0,1] i gbz 6niine alalim ve her x € [0,1] i¢in fi,, = x8; + (1 — x)&, diyelim. Bu
durumda (fi,)o<x<1 bir stirekli se¢cimdir ve karsilik gelen Bernstein-Schnabl operatorleri

Bernstein operatorlerine doniisiir.

2.a,B,yEC(0,1)olsunve 0 <a<1,0<p<1,0<y<1l,a+pB+y=1veher
bir x € [0,1] i¢in B(x)/2+y(x) =x oldugunu kabul edelim. [, = a(x)d,+
B (x)81/2 +y(x)6; diyelim. Bu durumda [0,1] tizerinde (fiy)o<x<1 € karsilik gelen

Bernstein-Schnabl operatorleri

h+2k)

Bu(NG) = T Do (i) (M 7 ) @Gk ooty (ot (M
ile verilir (f € €([0,1],) 0 <x < 1).

3.a=ag<a;<--<a,=b, p=1, kompakt reel [a,b] araligmin bir alt bolmesi

(pargalanisi) olsun. Her bir x € [a, b] i¢in x € [a, ax4+1],0 < k < p — 1 oldugunda
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~ _  X—ag Ar+1—X 6

Hx = Qet1 Ak+1— Ak

a
Ak+1—Ak k

diyelim. Bu durumda Bernstein-Schnabl operatorleri x € [ay, ax4+1],0 <k <p—1
(f € C([a,b],) n = 1) oldugunda

Bu(N@) = ———37 o (") (& = 4" (@ees = )" f (L sy +
(ak r n n

F1—aR"
ile verilir.

4. R% nin (2.5) esitligi ile tamml1 d-boyutlu K, simpleksini gézoniine alalim ve her bir

x = (xq4,+,x4) € Ky icin

d
fy = (1 - Z?:l xi)60 ain Z 1xi6ai
1=

diyelim, burada &;; Kronecker sembolii olmak {lizere her bir i=1,--,d igin

ai:(6ij)1sjsd dir. Bu durumda (,)yex, ye karsilik gelen Bernstein-Schnabl

operatorleri (2.5) esitligi ile tamimli K; simpleksi tizerindeki Bernstein operatorleri olur.

5. R4 nin Qg4 := [0,1]% hiperkiibiinii g6z 6niine alalim ve her bir x = (x,*,x4) € Qq

i¢cin
1 h h
o= 1 1-h d 1-h
=) A=) el (d = xg)thas,
Ry, hg=0

diyelim, burada by, .., = (6p,1,»6ng1), (hy, -, kg € {0,1}) dir. Bu durumda

Bernstein-Schnabl operatorleri Q4 lizerinde Bernstein operatdrleri olur.
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Diger bir¢ok 6nemli 6rnek, diger sonlu boyutlu alt kiimeler ¢ergevesinde verilebilir. Daha
genel olarak R nin elipsoidleri gibi veya sonsuz boyutlu Bauer simpleksleri anlaminda

tanimlanabilir (Altomera and Campiti 1994, Altomare and Rasa 1998, Romito 1998).

Bernstein-Schnabl operatorlerinin yaklagim 6zelliklerini tartismak i¢in, hatirlatalim ki her

n = 1icin

B,(1) =1

dir. Ustelik, eger u € A(K) ise bu durumda her bir x;, -+, x,, € K i¢in

) (x1+---+xn) _ u(x)+-ulxyn)
n n

ve

u? () = SR () + 2 Basicjen u(x)u ()]
dir. Dolayisiyla (3.3) denkleminden dolayi, her bir x € K i¢in,

B, (u)(x) = u(x)
ve

By (u?)(x) = = T(u?) (@) + = u?(x)

olur. Bagka bir deyisle, her bir h € A(K) U A(K)? igin K iizerinde diizgiin olarak
B,(h) — h dur.

Teorem 3.5 Her bir f € C(K) i¢in K tizerinde diizgiin olarak lim B, (f) = f dir.
n—-oo
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Yakinsama orani tahminleri, asimptotik formiiller, sekil koruma 6zellikleri ve 6zellikle
bunlarin pozitif yart gruplarin yaklasimlar ile ilgileri ve ayrica evrim denklemlerinin
¢dziimleri dahil olmak iizere Bernstein-Schnabl operatdrlerinin ek dzellikleri i¢in, Ornek

3.4'den Once verdigimiz referanslara bakilabilir.
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4.  AGIRLIKLI SUREKLI FONKSiYON UZAYLARI VE LP (X, ji)
UZAYLARINDA KOROVKIN-TiPi TEOREMLER

Siirekli fonksiyon uzaylarindaki Korovkin-tipli teoremleri kullanarak LP (X, ji)- uzaylari,
1 < p < 4, igin baz1 sonuglar elde etmek de miimkiindiir. Bu baglamda C,(X) uzay1
disinda agirlikls siirekli fonksiyon uzaylar da etkili bir sekilde kullanilabilir. Bu béliimde,
agirliklr siirekli fonksiyon uzaylarinda bazi ek Korovkin tipi sonuglart da gosterecek ve
ardindan LP (X, fi)-uzaylar1 cinsinden karsilik gelenleri yeniden sunarak bu metodu

gelistirecegiz.

Lineer pozitif operatorler i¢in Korovkin altuzaylarinin karsiligi Altomare and Campiti
(1994)’de elde edilmistir. Altomare and Cappelletti Montano (2005) da lokal konveks
fonksiyon uzaylarinin bir genislemesi elde edilmistir. Kisa olmasi igin, ispatini

vermeyecegiz.

Onceki boliimde oldugu gibi, X, sayilabilir bir tabani olan, lokal kompakt sabit bir

Hausdorff uzayini gosterir.

Teorem 4.1 Cy(X) in bir H lineer altuzay1 verilsin, asagidaki ifadeler denktir:

(i) H Cy(X) uzaymin bir Korovkin altuzayidir;

(if) Her bir f € Cy(X) ve her bir € >0 igin sonlu ¢oklukta hg,-:-,h, € H,
ko, -, ky, € H fonksiyonlar1 ve u,v € Cy(X),u,v = 0 vardir dyle ki ||u|| < & ||v|| < €

ve

inf k; — sup h” <evesup hy—u<sf< inf ki+v
osjsn 7 ogizn osisn 4 osj=n

dir (Bauer ve Donner 1978).
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Uyar1 4.2 Eger X kompakt ve 1 € H ise bu durumda Teorem 4.1 daha basit bir sekilde
ifade edilebilir (Altomare and Campiti 1994).

Simdi Teorem 4.1’in iki 6nemli sonucundan bahsedelim.

Teorem 4.3 H Cy(X) uzaymin bir Korovkin altuzayi olsun. Eger E bir Banach latisi ve
eger S: Cy(X) — E bir latis homomorfizmi ise bu durumda H S igin Cy(X) in bir Korovkin

altuzayidir (Bauer and Donner 1978).

Ispat. C,(X) den E igine lineer pozitif operatdrlerin bir (L,,),,»1 dizisini gdz oniine alalim

oyle ki M := sup||L,|| < +oo ve her bir h € H igin hm L,(h) = S(h) olsun. f € Cy(X)

n=1

ve € > 0 verilsin, § €]0, [ segelim 6yle ki her bir g € Co(X), llgll < § igin ||S(g)|l < ¢
saglansin. Teorem 4.1°den dolay1 hg,-,h,, ko,*, k, € H Ve u,v € Co(X),u,v=0

vardir 6yle ki ||u]l < 6, ||v]| <6 vellv] < eile

1nfS(k)— sup S(h))|[<dve sup hy —u<f< inf k;+v

0<jsn 0<i<n ” 0<i<p 0<jsp

saglanir. Dolayisiyla

inf S(k;

O<] 0<l<p

dir. Ustelik her n > 1 igin

sup Ly(h) = Ln() < La(f) < inf Lu(k;) + La(v)

0<is<p

ve

sup S(h;) — S(u)<S(f)< 1nf S(kj) +S(v)

0<l<p
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dir. Buna gore

Ln(f) = S(f) < X0_o|Ln(ky) = S(k))|+

inf S(k;) — sup S(h))| + L,(v) — S(w)
0<j<p 0<i

<isp

ve

SU) = La(f) < X olLn(h) — SCh) 1+

inf S(k;) — sup S(h))| + L,(w) — S(v)
0<j<p i

0=<i<p

ve boylece

IS(F) = Ln()] < B_olLn(hy) = S(h)| + XP_o|La (k) — S (k)|

+| inf S(k;) — sup S(hy)| + L,(w) + L,(v) + S(w) + S(v)

0<jsp 0<is<p

< 3P olln(h) = S(h)| + X¥_o|Ln(k)) = S(ky)| + 2Me + 2¢

olur. Simdi kolayca goriiliir ki n — oo iken L,,(f) = S(f) dir ¢linkii her biri,j = 0,-++,p
iginn — oo iken L, (h;) = S(h;) ve n - oo iken Ly, (k;) - S(k;) dir.

Uyan 4.4. Teorem 4.3’den goriiliir ki eger M Cy(X) in bir Korovkin alt kiimesi ise bu
durumda M, C,(X) den Cy(X)’i igeren B(X)’in bir keyfi E kapali latis alt uzay1 Korovkin

altkiimedir.
Teorem 4.3’{in diger bir sonucu asagida belirtilmistir.

Onerme 4.5 E bir Banach latisi olsun ve S(Cy(X)), E’de yogun olacak sekilde bir
S:Cy(X) — E latis homomorfizmini g6zoniine alalim. Eger M, Cy(X)’in bir Korovkin

altuzay1 ise S(M), E’nin bir Korovkin altuzayidir (Altomare and Mangino 1999).
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Ispat. E iizerinde lineer pozitif operatdrlerin essimrlt bir (Ly,)p,s; dizisini goz oniine
alalim ve her bir k € S(M) igin n — oo iken L, (k) — k oldugunu kabul edelim. Bu
demektir ki her bir h € M igin n — oo iken L, (S(h)) = S(h) dir ve buradan her bir h €
H = L(M) dir. Boylece Teorem 4.3’den dolay1 her bir f € Cy(X) i¢in L, (S(f)) = S(f)
dir. Simdi S(Cy(X)) in E de yogun olmasi (Ly,),»; dizisinin egsiirli olmasi kabuliinden

sonug goriiliir.

Uyar1 4.6 Onerme 4.5’in uygulanabilecegi tipik bir durum, E nin yogun bir alt latis olarak
Co(X) i igeren bir Banach latisi oldugu ve S nin Cy(X) ten E ye dogal gémiilme oldugu

durumla ilgilidir. Dolayistyla, bu durumda,

Co(X) in her Korovkin alt uzay1 E nin bir Korovkin alt uzayidir.

Bu 6n hazirliklardan sonra, simdi LP (X, fi) uzaylari i¢in bazi Korovkin-tipi sonuglari

tartismaya gecebiliriz.

X ftizerinde bir fi Borel 6l¢iisiinii géz oniine alalim ve p € [1,+oo[ verilsin, |||[,, dogal
normu ile donatilmig LP (X, fi) uzaymi goz oniine alalim (daha fazla detay i¢in (2.10) ve
(2.11) formiillerine atifta bulunuruz). fi regiiler oldugundan K (X) p — yinci ortalamadaki

yakinsakliga gore LP (X, iI) de yogundur. Dolayistyla asagidaki sonuglar elde ederiz.

Sonug¢ 4.7 M, Cy(X) in Korovkin alt kiimesi olsun. Ayrica, Y, sayilabilir bir tabani olan
lokal kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun ve Y iizerinde bir fi Borel dl¢iisiinii ve p €
[1,4o00[ yi gbz Oniine alalim. S:Cy(X) — LP(Y, &) bir latis homomorfizmi 6yle ki
K(Y) c S(Cy(X)) olsun. Bu durumda S(M), LP (Y, i) min bir Korovkin alt kiimesidir.

Ozel olarak, eger jI X iizerinde sonlu bir Borel dl¢iisii ise, o zaman M, LP (X, fi) nin da bir

Korovkin alt kiimesidir.

Sonu¢ 4.8 X, R% d > 1, nin bir kompakt alt kiimesi olsun ve X iizerinde sonlu bir i
Borel Olgiisiinii g6z oOniine alalim. Bu durumda her p € [1,4+0o[ igin

{1, pry, o, bra, Z‘iizl pr? } LP (X, fi) nin bir Korovkin alt kiimesidir.
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Eger ek olarak, X, R%nin bir kiiresinde yer aliyorsa, o zaman {1,pry,---,pry },

LP (X, ii) nin bir Korovkin alt kiimesidir.
Sonu¢ 4.9 0 < A, <A, < A3vep € [1,+00[ yi gbz Oniine alalim. Bu durumda

(1) {ﬁl,f;{z,ﬁs}, LP ([0, +oo[) nin bir Korovkin alt kiimesidir, burada her x € [0, +oo[
igin f, (x) = exp (—Axx) ve k = 1, 2, 3 diir.

(2) Eger u: R —]0,1[ kesin olarak artan bir siirekli fonksiyon oyle ki liIP u(x) =0 ve
X—>+ 00

lim u(x) = 1 ise bu durumda
X—>—00

{®, dutt, Putz}
L?(R) nin bir Korovkin alt kiimesidir, burada ®(x) = exp(—x?) (x € R) dir.
Ispat. S(f)(x) == exp(—1,x) f(exp(—x)) (f € C([0,1]),x = 0 ile tanimh
S:€([0,1]) = LP(]0, +oo[) latis homomorfizmini goz oniine alalim. Bu durumda S, M :=

{1, 8)12_,11’8,13_11,} alt kiimesini {ﬁll,f,lz,f,13} icine doniistiiriir. Buradan Sonug 4.7 ve

Onerme 3.2, (1)’den sonug goriiliir.

S(f)(x) = exp(=x?) f(u(x)) (f € C([0,1]),x € R)

ile tanimlanan S:C([0,1]) = LP(R) latis homomorfizmi dikkate alinirsa sonug¢ elde

edilir.

Simdi daha genel agirlikli fonksiyon uzaylari icin Sonug 4.7’ye benzer bir sonug verelim.
X tizerinde siirekli bir w agirhigmi ve Cg’ (X) agirlikli uzayimi géz oniine alalim. Eger f,

X tizerinde bir Borel dl¢iisii ise ve eger bir p € [0, +oo[ i¢in
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w=l € LP(X, i) (4.1)
ise bu durumda Cy' (X) < LP(X, fi) olur ve p. —ortalama yakinsakliga gore yogundur.

Sonu¢ 4.10 C¥ (X) in bir M Korovkin alt kiimesini g6z 6niine alalim, yani, wM, C,(X) in
bir Korovkin alt kiimesidir ve i X tizerinde bir Borel 6l¢iistidiir. Eger (4.1) saglanirsa, bu

durumda X LP (X, i) min Korovkin alt kiimesidir.

Ispat. S(f) = w™f (f € Co(X) ile tanimli S: Co(X) — LP (X, i) latis homomorfizmini
g6z oOniline alalim. Bu durumda M = S(wM) ve S (CO(X)) = Cy’ (X) dir. Dolayisiyla,

Sonug 4.7°den sonug goriiliir.

Bu sonuglar LP(X, i) uzaylarinda Korovkin altkiimelerini olusturmak igin basit ama
kullanigh bir yontem sunar. Benzer yontemler kullanarak, 6nceki sonuglarin bazilarini
uygulamalarda siklikla ortaya c¢ikan daha genel agirlikli fonksiyon uzaylarina

genisletebiliriz.

Asagida, X in kompakt olmadigimi kabul edecegiz ve X in Alexandrov tek nokta

kompaktlagtirmasini
Xo =X U {00}
ile gosterecegiz. Bir f € C(X) fonksiyonuna sonsuzda yakinsaktir denir eger bir (bir tek)

[ € R varsa Oyle ki herhangi bir € > 0 i¢in X in bir K kompakt alt kiimesi vardir dyle ki
her bir x € X\K i¢in |f(x) — | < & saglanir. Boyle bir durumda lim f(x) = [ yazariz.
X—00

Benzer sekilde lim f(x) = oo yazdigimizda bu demektir ki her M > 0 igin X in bir K
X—>00

kompakt alt kiimesi vardir dyle ki her bir x € X\K i¢in f(x) = M saglanir.

Bir w € C(X) agirhigi verilsin,
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CY(X) ={f € C(X)| wf sonsuzda yakinsaktir}
dogal (noktasal) siralama ve

Ifllw = llwflle (f € C&(X))

agirlikli normu ile donatilmis Banach latisini goz oniine alalim. Her bir f € CY (X) i¢in

X Uzerinde T(f) ile

w(z)f(z) eger z€e X
T(f)(2) = {;an}o w(x)f (x) eger z = o

ile taniml1 fonksiyonu gosterelim. Boylece €Y (X) in bir M alt kiimesinin C¥ (X) in bir
Korovkin alt kiimesi olmasi igin gerek ve yeter sart T (M) nin C (X, ) un bir Korovkin alt

kiimesi olmasidir.

Simdi X tizerinde bir i Borel 6l¢iisiinii géz 6niine alalim ve (4.1) 6zelliginin saglandigini

kabul edelim. Bu durumda CY (X) < LP(X, i) ve C¥ (X), LP (X, i) da yogundur.

Onerme 4.11 (4.1) kabulii altinda CY” (X) in her bir Korovkin alt kiimesi L? (X, ) nin de

bir Korovkin alt kiimesidir.

Ispat. Yukaridaki S latis izomorfizmi C(X.) dan LP (X, i) icine bir latis homomorfizmi
olarak g6z oniine alinabilir ve onu deger kiimesi LP (X, i) ve yogun olan CY (X) dir. H :=
T(M), C(X) in bir Korovkin alt kiimesi oldugundan M = S(H) Sonug 4.7’den dolay1
LP (X, fi) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

Asagida, Onerme 4.11’in bir sonucunu ifade edecegiz.

Onerme 4.12 M, CY (X) in bir alt kiimesi olsun ve kabul edelim ki
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(i) her bir xo, yo € X, Xo % Yo, i¢in h € L(M), h =0, Syle ki h(x,) = 0 ve h(yy) >
0;

(ii) her bir x, € X i¢in h, k € L(M) pozitif fonksiyonlar1 vardir dyle ki

h(xy) =0, ;i_)r{)low(x)h(x) >0

ve

k(xy) =0, ii_r)gow(x)k(x) =0

dir. Bu durumda M, €Y (X) in bir Korovkin alt kiimesidir ve buradan X tizerindeki her
bir {i Borel 6lgiisii ve (4.1) 6zelligini saglayan her bir p € [1, +oo[ igin LP (X, ) min bir

Korovkin alt kiimesidir.

Sonuc¢ 4.13 C(X) in X in noktalarini ayiran bir M alt kiimesini ve bir kesin olarak pozitif

fo € €y (X) fonksiyonunu goz 6niine alalim. Ayrica, kabul edelim ki
(1) foM U fuM? c ¢V (X),
(2) g € M vardir 6yle ki
lim w(x)fo(x)g(x) = 0 ve lim w(x)fo(x)g*(x) > 0

saglanir. Bu durumda {fo} U fuM U fuM?, CY(X) in bir Korovkin alt kiimesidir ve
buradan X tizerindeki her bir g Borel olgiisii ve (4.1) 6zelligini saglayan her bir p €
[1, +oo[ i¢in LP (X, fi) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

Ispat. Onerme 4.12 nin (i) ve (ii) kosullarini dogrulayacagiz. x, Vo € X, Xo # Yo,
verildiginde, f(xy) = f(y,) olacak sekilde f € M vardir.
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Dolayisiyla, h = fo(f — f(x0))? € L{fo} U foM U fyM?) fonksiyonu h(x,) = 0 ve
h(y,) > 01saglar ve dolayisiyla (i) 6zelligi gorliir.

Onerme 4.12'nin (ii) kosuluyla ilgili olarak, bir g € M fonksiyonunun (2) varsayimini
sagladig diisiiniildiigiinde, o zaman her x, € X i¢in h = fo(g — g(x0))?* Ve k = f,

fonksiyonlar1 Onerme 4.12°nin (ii) kosulunu saglar.

Sonu¢ 4.14 X in noktalarini ayiran f;, -, f, € Cg'(X), n = 1, i ve Kkesin olarak pozitif

fo € €y (X) fonksiyonunu goz 6niine alalim. Ayrica, kabul edelim ki
(D) heri=1,-,nigin fofi € C¥(X) ve fo X, f# € CY(X) dir.
(2) lim w(x)fo(x) Xitq fi*(x) > 0

saglanir. Bu durumda {f5, fof1, ) fofow fo 2req i}, €V (X) in bir Korovkin alt kiimesidir
ve buradan X {izerindeki her bir i Borel 6l¢iisii ve (4.1) 6zelligini saglayan her bir p €

[1, 400 i¢in LP (X, ) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

Ispat. Ispat, durumda h fonksiyonunun h:= fo Y™, (f; — fi(xo))2 olarak segilmesi

durumu disinda, Sonug 4.13’dekine benzerdir.

Sonug 4.15 X in noktalarini ayiran f;,-, f,, € C(X), n = 1, i ve bir w € Cy(X) agirlik

fonksiyonunu g6z oniine alalim 6yle ki
(1) heri =1, ,nigin f; € C¥(X) ve ¥, f? € C(X) dir.

@) lim wCo) Bk, f2() > 0
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saglanir. Bu durumda {1, f;, -, f 2i=q fi*}, C¥(X) in bir Korovkin alt kiimesidir ve
buradan X tizerindeki her bir i Borel dlgiisii ve (4.1) 6zelligini saglayan her bir p €
[1, +0o[ i¢in LP (X, ) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

Sonu¢ 4.14 ve Sonug¢ 4.15°deki kabullerin saglandigi bir basit durum asagida

belirtilmistir.

Sonu¢ 4.16 X in noktalarini ayiran fi,---, f, € C(X), n = 1, leri géz 6niine alalim ve

kabul edelim ki lim ¥, f;*(x) = +oo dir. Asagidaki ifadeler saglanir:
X—00

(1) Eger f, € C(X) kesin olarak pozitif bir fonksiyon ise bu durumda
{fo fofv = fofw fo 2r1 £}, C¥ (X) in bir Korovkin alt kiimesidir, burada

1

W= —————
fo(I+3 D)

dir. Dolayisiyla, eger i X tizerinde bir Borel dl¢iisii, 1 < p < 400 ve eger f; € LP (X, 1)

ve her i = 1,-+,n icin fof* € LP(X, @) ise bu durumda {fo, fof1, " fofow fo 2req fi°D
LP (X, fi) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

(2) Ozel olarak, {1, f;, ", fu, 201 fi*}, C¥(X) in bir Korovkin alt kiimesidir.

Burada

1
w = n 2
14X fi

dir. Dolayisiyla, eger fi X lizerinde bir sonlu Borel dl¢iisii, 1 < p < +o0 ve eger her i =
1,-,n igin f? € LP(X, @) ise bu durumda {1,f;, -, f, 20, f%}, LP(X, @) nin bir

Korovkin alt kiimesidir.

Sonug 4.16’n1n asagidaki 6zel durumunu daha sonra kullanacagiz.
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Sonug¢ 4.17 X R%,d > 1, nin bir sinirsiz kapali alt kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:

(1) Eger f, € C(X) kesin olarak pozitif bir fonksiyon ise bu durumda
{for forrs, > forra foll11?3}, C¥ (X) in bir Korovkin alt kiimesidir, burada

w = —1
T @+

dir. Dolayisiyla, eger i X lizerinde bir Borel dl¢iisii, 1 < p < 400 ve eger f; € LP (X, 1)
ve |IlI%fo € LP(X, i) ise bu durumda {f,, forrs, **, forra foll'lI?}, LP(X,fi) nm bir

Korovkin alt kiimesidir.

(2) Ozel olarak, {1,pry, -, prg |IlI?}, CY(X) in bir Korovkin alt kiimesidir,

burada

W = !
L+

dir. Dolayisiyla, eger i X iizerinde bir sonlu Borel olciisi, 1 < p < 400 ve eger
Il € LP(X, ) ise bu durumda {1,pry, -, pry, |IlI?}, LP(X, i) nin bir Korovkin alt

kiimesidir.

Ispat. f; = pr;, 1 < i < d alip Sonug 4.16’y1 uygulamak yeterlidir.

Ek olarak asagida bazi 6rnekler siralanmistir.

Ornekler 4.18 1) I kompakt olmayan bir reel aralik olsun ve 1, := infl € R U {—o0} ve
r, == supl € R U {+oo} diyelim. Kesin olarak pozitif bir f, € C(I) igine fonksiyonunu

g0z Oniine alalim.

Kabul edelim ki kesin olarak pozitif bir w € C(I) fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler

saglanir:
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(i) r; & I olacak bigimde her i = 1,2 i¢in lim w(x) f,(x) = lim w(x) f,*(x) =
X-T; X-OTi

0 dir;

(i) ; & I olacak bicimde her i = 1,2 i¢in I > 0 vardir 6yle ki lim w(x) f,°(x) =
XOTi

I dir. Bu durumda {fo,foz,f03}, CY (I) nin bir Korovkin alt kiimesidir ve buradan 1/w €
LP (I, i) olacak bigimde I tizerindeki her bir ji Borel olgiisii ve p € [1, +oo[ igin LP (I, i)

nin da bir Korovkin alt kiimesidir.
Bu, n = 1 ve f, = f; olmak lizere Sonug 4.14’lin bir direkt bir sonucudur.
2) I kapali sinirsiz bir reel aralik olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) Eger f, € C() kesin olarak pozitif bir fonksiyon ise bu durumda
{fo, foew, foez} CY (1) in bir Korovkin alt kiimesidir, burada

1
w =
fo(1+ez)

dir. Dolayistyla, eger fi I izerinde bir Borel dlgiisti, 1 < p < 400 ve eger f, € LP(I, i)
ve foe, € LP(X, ) ise bu durumda {f,, foe1, foez}, LP(X, @) mn bir Korovkin alt

kiimesidir.

(2) Ozel olarak {1, e;, e,}, C (I) in bir Korovkin alt kiimesidir, burada

1
w =
1+e,

dir. Dolayisiyla, eger i I iizerinde bir Borel 6l¢iisii, 1 < p < +00 ve eger e, € LP (X, i)

ve fye, € LP(X, i) ise bu durumda {1, e, e, }, LP (X, fi) nin bir Korovkin alt kiimesidir.

Daha sonra, yukaridaki sonuglarin
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n /2 n
Ga(H@) = () Jua FBexp (=2 it = xIP)dt (x € RY) (42)

seklinde tanimlanan G,,n = 1, operatorleriyle ilgili basit bir uygulamasini verecegiz.
Burada her bir f:R% - R,d > 1, Borel 6lgiilebilir fonksiyonu icin (4.2) denklemindeki

integral mutlak yakinsaktir.
@:R% - R bir Borel 6lgiilebilir kesin olarak pozitif fonksiyon olsun ve onun d-boyutlu

Aq Lebesgue olglisiine gore integrallenebilir oldugunu kabul edelim. fi, = @A, ile R4

lizerinde 1, ye gore ¢ yogunluguna sahip sonlu Borel 6l¢iisiinii gdsterelim, yani R? nin

her bir B Borel alt kiimesi i¢in

ﬁ(p(B) = fB (p(x)dx

dir. Eger p € [1,+oo[ ve f € LP(R%, i,,) ise

1/p
1fllgp = (fual FCOIP @(x)lx)
alacagiz.
Teorem 4.19 Kabul edelim ki

1 [ n\%/2
Cp = sup {m (4n> fRd @ (x)exp (—% ||t — xIIZ)dx} < 4o (4.3)

n=1,teR4

dir. Bu durumda her bir p € [1,4+00[ ve n > 1 ve her bir f € LP(IR{d,;I(p) icin (4.2)

denklemindeki integrali a.e. x € R igin mutlak yakinsaktir.

Ustelik G, (f) € LP(RY, fi,,) ve

45



1Ge (Ml p < max{1,Co}lIfllyp (4.4)

dir. Son olarak eger her bir i = 1,---,d i¢in pr{? € LP(R%, i) ise bu durumda |||l ,,, Ve

gore

lim G,(f) = f
dir.
Ispat. Her bir n > 1 i¢in

1

K,(x,t) := m(ﬁt)d/z exp (—% [lt — x||2), (t,x € RY),

konuldugunda
Ga(f)() = [ Kn(t,)f(©)dfi,(¢) (x € RY)

elde ederiz. Ustelik, eger x € R® sabit ise bu durumda

/2 n
fy Kn(t, 0)diL, () = (4’;)(1 Jpaexp (= 2l¢ = xl®)de = 1

ve t € R4 sabit i¢in

fR Kn(t: x)d/j(p(x) < C(p

dir. Dolayisiyla, ifadenin ilk kismi Fubini'nin ve Tonelli'nin teoremlerinden ve Holder
esitsizliginden goriilir (Folland 1999). Son kisimla ilgili olarak, her pr; nin de

LP(R%, [i,,) ye ait olduguna dikkat ederiz ¢iinkii [pr;| < 1+ pr?, (i =1,--,d) dir.
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(4.4)'den, (Gp)ns1 dizisinin LP (]Rd,ﬁ(p) den kendisi i¢ine essinirlt oldugu goriiliir.
Ustelik, her h € {1, pry, -+, prg, XL, pr} icin LP (RY, fi,,) de G,(h) — h olmasi gerekir

ve bu nedenle sonug, Sonug 4.17, (2) den goriiliir.

Uyan 4.20 Kosul (4.3)'iin, drnegin, @,,, := (1 + [|x]|™) ! veya ¢,,,(x) := exp(—m]|x]|)
(x € R%) fonksiyonlar: tarafindan her m > 1 i¢in saglandigini gdstermek zor degildir.
Daha fazla ayrint1 i¢in, daha genel integral operatdrlerin bir dizisi igin Teorem 4.19°un
bir genislemesinin olusturuldugu ve G,, n > 1, operatorlerinin agirlikli stirekli fonksiyon

uzaylarinda da incelendigi Altomare and Milella (2008) adli makaleye bakilabilir.
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5. KOROVKIN-TiPi TEOREMLER VE STONE-WEIERSTRASS
TEOREMLERI

Bu boliimde, Korovkin tipi teoremler ile Stone-Weierstrass teoremleri arasindaki

baglantilar verecegiz.

Weierstrass teoreminin bir genellestirmesinin yeni bir ispatin1 vererek baslhiyoruz. ilk

olarak asagidaki sonuca ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.1 C,(X) in her bir kapali A altcebiri bir latis alt uzayidir (yani, her bir f € A
icin ||f]| € A dir).

Ispat. t € [0,2]’ye gore diizgiin olarak

2 = 5720 (M?) (€ = D" = lim pa(o)

oldugu bilinmektedir. Burada

1/2

pa(t) = Zzo( i )(t— Dk n=1,t€[02])

dir. lim p,,(t) = 0 oldugundan t € [0,2] ye gore diizgiin olarak t/2 = lim q,,(t)’yi de
n—oo n—-oo

elde ederiz, burada q,, == p,, — p»(0), n = 1 dir. Dolayistyla, herhangi f € A, f # 0 i¢in

1/2

A= (Es) " = I lim g, (L) € 4= 4

olur.
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Stone yaklagim teoremini belirtmeden once, Cy(X) in bir M alt kiimesinin, X in
noktalarini ayirtyorsa ve her x € X i¢in f(x) # 0 olacak sekilde f € M var ise, X in

noktalarini gii¢lii bir sekilde ayirdiginin sdylendigini hatirlayalim.

Teorem 5.2. X, sayilabilir bir taban1 olan lokal kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun ve 4,
X in noktalarii giiclii bir sekilde ayiran Cy(X) in kapali bir alt cebiri olsun. Bu durumda

Ispat. 1k once, A da kesin olarak pozitif bir f, fonksiyonunun var oldugunu
ispatlayacagiz. Bunun i¢in, A nin ayrilabilir olduguna dikkat ederiz ¢iinkii Cy(X) Oyledir.

{h,| n = 1} ile A nin bir yogun alt kiimesini gosterirsek, bu durumda her x € X iginn >

1 vardir, oyle ki h, (x) # 0 olur. Buradan f; := Z,‘fﬂ% fonksiyonu Lemma 5.1'den

dolay1 A da bulunur ve X iizerinde kesin olarak pozitiftir.

Boyle bir f, € A fonksiyonu verildiginde, o zaman {fy} U foA U fy A2 € A olur ve
buradan A4, C,(X) in bir Korovkin alt uzayidir.

f € Cy(X) ve € >0 dikkate alindiginda, Teorem 4.1’den dolay1 h,...., h, € A,
ko,....,k, € A ve ayrica u,v € Cy(X), u = 0,v = 0, vardir dyle ki ||u|| < e, ||v|| <€

saglanir ve son olarak,

inf kj — sup h;

0<jsn 0<isn

<ecve suph—usf<inf kj+v

0<isn 0<jsn

dir. Budurumda f — inf k; < v ve

0<js<n
inf kj —f <|inf kj— sup h|+u
0<jsn 0<jsn 0<isn

dir. Dolay1siyla
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‘f—inf ki| < |sup h; — inf kj|+u+v
0<jsn Osisn 0<jsn
ve buradan
0<jsn

olur ki bu f € A = A oldugunu gésterir ( inf k; € A dir) ve bu da ispati tamamlar.

0<js<n

Teorem 5.3 X lokal kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun ve Cy(X) in bir M alt kiimesini
diistinelim, dyle ki onun tarafindan iretilen lineer alt uzay kesinlikle pozitif bir f; €
Co(X) fonksiyonu igerir. x, € X Verilsin, her bir g € {f;} U foM U fy M? iginu(g) = g
yi saglayan her p € My (X) igin u(f) = f(x,) olacak sekilde tim f € Cy(X)
fonksiyonlarmin alt uzayin1 A(M, x,) ile gosterelim. Bu durumda A(M, x,), Co(X)'in M

yi igceren kapali bir alt cebiridir.
Ispat. A(M, x,), Co(X) in kapali bir alt uzayidir.

M(x) = {x € X| g(x) = g(x0), Vg € M}
= {x € X1 fo(9() - g(x))" = 0, vg € M}

diyelim ve f € A(M, xy) 1 sabitleyelim ve her bir g € {f,} U foM U fuM? igin u(g) =
g(xy) olacak bigimde € Mj(X) alalm. Ozel olarak, her bir g € M igin

1 (folg — 90))") = 0

dir. Diger taraftan, eer x € M(x,) ise bu durumda her bir g € {f;} U foM U f, M? igin
8,(g) = g(xy) dir boylece f(x) = f(x,) ve buradan M(x,) iizerinde fy(xo)f? =
f2(xo)fo dir.
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Dolayisiyla, Sonug 2.2.13°den, u(fo(xo)f?) = f2(xo)u(fo) = f2(xo) fo(x,) ve buradan
u(f?) = f2(x,) elde ederiz. Dolayisiyla, f2 € A(M, x,) ve buradan A(M, x,), Co(X)’in
bir alt cebiridir.

Son olarak, eger h € M ise bu durumda M (x,) tizerinde f,(xyo)h = h(xy)f, olduguna
dikkat ederiz. Dolayistyla, eger her bir g € {fu} U foM U fy M? i¢in her bir u € M7 (X) i
u(g) = g(xy) seklinde tekrar sabitlersek, Sonu¢ 2.2.13’iG uygulayarak hemen
fo(xo)u(h) = h(xg)u(fo) = h(xg)fo(xe)1 elde ederiz, boylece u(h) = h(x,) ve
dolayistyla h € A(M, x;) dir.

Teorem 5.4. Bir f, € Co(X) kesin olarak pozitif fonksiyonunu ve Cy(X)’in X’in
noktalarini ayiran bir M alt kiimesini gdz oniine alalim. Bu durumda {fy} U fuM U f, M?

Co(X)’in bir Korovkin alt kiimesidir.

Teorem 5.5 Korovkin tipi Teorem 5.4 ve Stone-Weierstrass Teoremi 5.2 esdegerdir.

Ispat. Teorem 5.2'nin ispat1 15181nda, sadece Teorem 5.2'nin Teorem 5.4'i gerektirdigini
gostermeliyiz. Dolayisiyla, X in noktalarin1 ayiran ve onun tarafindan tretilen lineer
altuzay kesinlikle pozitif bir f, € C,(X) fonksiyonu igerecek sekilde Cy(X) in bir M alt

kiimesini géz Oniine alalim.

Xo € X verilsin, onceki teoremde tanimlanan A(M, x,) alt uzayini géz Oniine alalim.
Teorem 5.2 ve 5.3’den, A(M,x,) = Co(X) oldugu sonucunu ¢ikariyoruz. Baska bir
deyisle, gostermis olduk ki her x, € X icin ve her g € {fy} U foM U fy M? igin u(g) =
g(x,) 1saglayan her bir u € M (X) igin, ayrica her f € Cy(X) igin u(f) = f(xo) dir ve
bu, {fo} U foM U fuM? nin Cy(X) in bir Korovkin alt kiimesi oldugu anlamina gelir.

Korovkin tipi teoremler ile Stone-Weierstrass teoremleri arasindaki iliskinin daha da
derinlestirilmesi i¢in Altomare and Campiti (1994) ve Altomare and Cappelleti Montano
(2008)'ya bakilabilir.
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6. POZITIF iZDUSUMLER iCIN KOROVKIN-TiPi TEOREMLER

Bu son boliimde, Boliim 5°te ispatlanan genel teoremin asikar olmayan bir uygulamasini
gostererek, bir lineer pozitif izdiisimler sinifi i¢in bazi Korovkin tipi teoremleri

tartisacagiz.

Bir X kompakt metrik uzaymi ve bir T: C(X) = C(X) lineer pozitif izdiisiimiinii goz
Ontine alalim yani, T bir lineer pozitif operatordiir 6yle ki her f € C(X) i¢in T(T(f)) =
T(f) dir. T nin goriintii kiimesini Hy ile gosterecegiz, yani,

Hr :==T(C(X)) = {h € C(X)| T(h) = h}.

Ayrica 1 € Hy (dolayistyla T (1) = 1) oldugunu ve Hy nin X in noktalarini ayirdigini

varsayacagiz. Devaminda, bu tiir izdiisiimlerin baz1 6rneklerini verecegiz.

Her x € X icin p,, € M*(X) ile asagidaki sekilde tanimlanan Radon dlgiisiinii gosterelim:

me(f):=T(H)x) (f € CX))

ve fi, ile X tizerinde Riesz gosterim teoremi araciligiyla p, e karsilik gelen birtek Borel

olasilik 6l¢iisiinii yani,

T = () = [y fdile (f € C(X)) (6.1)

gosterelim. Boylece, (fiy)xex, T ye karsilik gelen kanonik siirekli se¢imdir.

(2.3) esitsizligi ile verilen Cauchy-Schwarz esitsizligine gore, her h € Hy igin

Ihl = IT(h)| < yT(DT(?) = T2 dir.
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Boylece

h? < T(h?) (6.2)

elde ederiz.

Yr={xeX|T(H(x) = f(x) Vf € C(X)} (6.3)

diyelim. Y; kapalidir ve aslinda Hy nin Choquet sinirina esittir ve buradan bostan farklidir
(Altomare and Campiti 1994).

Onerme 6.1 Eger M, Hy nin X in noktalarini ayiran bir alt kiimesi ise bu durumda

Yy = {x € X| T(h¥) (x) = h2(x) Vh € M} (6.4)

dir. Ustelik, eger (h,)n=1, Hy Nin X in noktalarin1 ayiran sonlu veya sayilabilir bir ailesi

ve eger u = Y, h2 serisi X iizerinde diizgiin yakinsak ise bu durumda u < T'(u) ve
Yr ={x € X| Tu(x) = u(x)} (6.5)

dir.

Ispat. T(h?)(x) = h?(x) olacak sekilde x € X i gbz oniine alalim, yani, her bir h € M

i¢in p,.(h?) = h2(x) dir. M c Hy oldugundan p, (h) = h(x) (h € M) dirve {1} U M U

M? Teorem 3.1 den dolay1 C(X) in bir Korovkin alt kiimesidir. Buradan her bir f € C(X)

icin f (x) = p,(f) = T(f)(x) bulunur.

Ifadenin ikinci kismu ile ilgili olarak, T(u) =Y, T(h2) ve buradan (6.2)

esitsizligindenden dolayr u < T'(u) olduguna dikkat ederiz. Ustelik eger x € X ve
T (u)(x) = u(x) ise bu durumda
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Y2 (T(h2)(x) — h2(x)) = 0

dir. Buradan (6.2) esitsizliginin hesaba katilmastyla her bir n > 1 igin T (h2) (x) — h2(x)
dir ve boylece (6.4) esitliginden dolay1 x € Yy dir.

Uyar 6.2. X in noktalarm ayiran ve Y hZ serisinin X iizerinde diizgiin yakinsak
olacak sekilde Hy nin sayilabilir bir (h,,),s, ailesi her zaman var olduguna dikkat ederiz.
Aslinda, C(X) ayrilabilir oldugundan, H; de ayrilabilirdir, 6yle ki Hy nin bir sayilabilir

yogun (@,)ns1 ailesi gdz oOniine alindiginda, h, : P

= ol (n=>1) koymak

yeterlidir.

Teorem 6.3. Eger M, X in noktalarin1 ayiran Hy nin bir alt kiimesiyse bu durumda Hy U
M? T igin bir Korovkin alt kiimesidir. Ustelik, eger u € C(X), u < T(u) yu saghyorsa
ve (6.5) esitligi gegerliyse, bu durumda H; U {u}, T i¢in bir Korovkin alt kiimesidir.

Ozel olarak, yukaridaki ifade u := Yo, h2 i¢in gegerlidir, burada (hy,),s1, Hr de X in
noktalarini ayiran ve Yo, h2 serisi X iizerinde diizgiin yakinsak olacak sekilde keyfi bir
dizidir.

Ispat.u € M*(X)vex € Xi herh € Hr UM?igin u(h) = T(h)(x) = (u.(h)) olacak

sekilde gdz oniine alalim. Buna gore eger h € M ise

u(T(h?) —h*) = T(h*)(x) — ux(h?) = 0
ve T(h?) — h? > 0 dir. Dolayisiyla (6.4) kullanilarak ve Teorem 2.2.12 ve Sonug 2.2.13
uygulanirsa, her f € C(X) i¢in Tf = f oldugundan Y; {izerinde u(T(f)) = u(f)

oldugunu goriirtiz. Buradan u(f) = u(T(f)) = u,(Tf) =Tf(x) dir ve bu ispati

tamamlar.
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Benzer yontemle (6.4) yerine (6.5) kullanilarak ifadenin ikinci boliimiinii gostermek igin

kullanilabilir.
Ornek 6.4. R%,d > 1, in d-boyutlu K, simpleksini ve
Ta(H) = (1 - 28, x)f(0) + X x; f(ay) (6.6)

(f € C(Ky),x = (x)1<i<q € Ky) ile tanml Ty : C(Ky) — C(K,) pozitif izdlisimiini

g0z oniinde bulunduralim, burada her i = 1, -+, d igin a; = (6;;)1<j<q dir.

Bu halde Hr,, M := {1,pry, -+, pry} tarafindan iiretilen A(Ky) alt uzayidir (Bolim 3,

(3.1) denklemindeki formiiliine bakiniz) ve buradan Teorem 6.3 den dolay1
{1, PTL, -, DTa, Dy priz} T, icin bir Korovkin alt kiimesidir.

Daha genel olarak, eger K sonsuz boyutlu bir Bauer simpleksi ise bu durumda C(K)
tizerinde deger kiimesi A(K) olan bir birtek lineer pozitif T izdiisiimii vardir. Bu halde
her bir kesin olarak konveks u € C(K) i¢in A(K) U {u}, T igin bir Korovkin alt kiimesidir
(Altomare and Campiti 1994).

Ornek 6.5. R%,d > 1, in Q4 = [O,l]d hiperkiiresini ve
Sa(f)(x) = Xk, ng=o xfl (1—x)tM e xgd(l —x) " Mf(by,.n,)  (6.7)

ile tammlh S : C(Qq) = C(Qq) pozitif izdiisiimiinii g6z Oniine alalim, burada by, ..., =

(On;1)1<i<a (hi, -+, hq € {0,1}) dir.

Bu halde Hy,, C(Qg) nun {1} U {[[;g; pr;|J < {1, -, d}} tarafindan iiretilen alt uzayidir.
Dolayistyla Teorem 6.3’den dolay1
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{13 {[ligprilJ c {1,-,d}} U XL, pr?

nin S, icin bir Korovkin alt kiimesi oldugunu buluruz.

Yukaridaki sonucun bir genislemesi i¢in Altomare and Campiti (1994)’ye bakilabilir.

Ornek 6.6. Potansiyel teori anlaminda diizgiin oldugunu varsaydigimiz R%,d > 2, nin
sinirlt bir Q agik alt kiimesini ele alalim (Ornegin, Helms (1969) veya Altomare and
Campiti (1994)’ye bakimiz). Yine, R? nin her bir konveks agik alt kiimesi diizgiindiir). Q

lizerinde harmonik olan tiim u € C(Q) larm alt uzaymi H(Q) ile gosterelim.

Q nin diizgiinliigiinden, her f € C(Q) i¢in bir birtek uy € H(R2) vardir, 8yle ki us|pq =

flaq dir, yani u, nin

9%u . .
Au = Zf:lﬁ =0, Q lizerinde
1A

(u € C(Q) NC% Q)
uf|an = flaa

Dirichlet probleminin birtek ¢oziimii oldugu gériliir. Bu durumda

T(f) =us (f €C(Q)

ile tamimh T:C(Q) - C(Q) Poisson operatorii deger bdlgesi H(Q) olan bir pozitif

izdlisimdiir.

Dolayisiyla Teorem 6.3 den

HQ u{ZL, pr?}

nin T i¢in bir Korovkin alt kiimesi oldugunu buluruz.
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Simdi Teorem 6.3 iin bir uygulamasimi tartisacagiz. Lokal konveks bir uzayin
metriklenebilir konveks kompakt bir K alt kiimesini gézoniine alalim. Her f € C(K), z €
K ve a € [0,1] i¢in, f,, € C(K) ile

fra(®) = flax+ (1 —a)z) (x €K)

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyonu gosterelim. T: C(K) — C(K) 6zdeslik operatoriinden

farkli bir T lineer pozitif izdlisiimiinii g6z 6niine alalim ve

A(K) € Hy = T(C(K))) (6.8)

oldugunu kabul edelim yani,

heru € A(K) iginT(u) =u

ve

herh€ Hy, z€ K,0 < a < 1i¢in h,, € Hy (6.9)

dir. Burada, bir kez daha, K iizerindeki tiim siirekli afin fonksiyonlarin alt uzayini
belirtmek igin A(K) semboliinii kullanityoruz. Ustelik, 6.4-6.6 orneklerinin hepsinde,
(6.8)—(6.9) kabulleri saglanmaktadir. Ustelik Teorem 6.3den

Hy U A(K)? nin T igin bir Korovkin alt kiimesi (6.10)

oldugu da ¢ikar. T ye karsilik gelen yani, (6.1) denklemi ile tanimlanan (fi,)ex sirekli
secimine karsilik gelen Bernstein-Schnabl operatorlerinin (B,,),»1 dizisini goz Oniine

alalim.
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Eger T (6.6) esitligi ile tanimlanan T,, projeksiyonu (sirastyla (6.7) ile tanimlanan S,
projeksiyonu) ise bu durumda karsilik gelen Bernstein-Schnabl operatérlerinin Bernstein

operatorleridir. Biliyoruz ki
K tizerinde diizgiin olarak lim B,(f) =f (f € C(K ))
n—-oo
dir. Bu 6zel durumda, B,, operatorlerinin yinelemelerini de inceleyebiliriz.

Hern,m > 1 i¢in

B,, egerm = 1ise

Bﬁn :={ opm—1 .5 i
B,°B;"" *,egerm = 1ise

diyelim. (6.9) kabiiliinden, eger h € Hy ise, 0 zaman B, (h) = h ve buradan
B*(h) = h =T(h) (6.11)
dir. Ote yandan, eger u € A(K) ise, o zaman bir tiimevarim ydntemi uygulayarak
_\m N
B.(u?) = (1 (22) )T + (=) 2 (6.12)
elde edilir. Simdi, bir sonraki sonucu kolayca ispatlayabiliriz.

Teorem 6.7. f € C(K) olsun. Bu durumda

(1) her m = 1 i¢in K iizerinde diizgiin olarak lim B}*(f) = f dir.
n—oo

(2) Her n = 1 igin K tizerinde diizgiin olarak lim Bj*(f) =T(f) dir.
m—oo
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(3) Eger (k(n))pns1 pozitif tamsayilarin bir dizisi ise bu durumda

,eger K uzerinde diizgiin olarak ko 0 ise
k(n) g g

lim B, (f) = "
n—-oo

T(f),eger K lizerinde diizgiin olarak @ — 400 ise

dir.

ispat.
(n—_l)m = exp (m log (1 - %)) (n,m = 2)

n

temel formiiliniin yan1 swra (6.11) ve (6.12) dikkate alinarak (6.10) ifadesinin

uygulanmasi yeterlidir.

T tizerindeki bazi ek varsayimlar altinda, (B,’lc ™ (f)) (f € C(K)) dizisinin % -
1

nz

t €]0, +oo[ oldugunda da diizgiin yakinsak oldugunu belirtmekte fayda vardir.

Daha kesin olarak, her t > 0 i¢in bir T'(t): C(K) — C(K) lineer pozitif operatorii vardir
oyle ki pozitif tamsayilarin @ — t yi saglayan her (k(n)),s, dizisi ve her f € C(K)
icin

T@)f = lim B ()

dir. Ustelik, (T(t))¢so ailesi, (4, D(A)) iireteci (Z,D(Z)) operatoriiniin kapanist olan

kuvvetli stirekli bir operator yari grubudur, burada
D(Z2):= {u € C(K)| limn(B,(u) —u),C(K) da Val"dll"}
n—->oo

ve, her biru € D(Z) < D(A) igin
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Aw) =Z@) = limn(B, (W) —w)

olur. K,R% d > 1, nin i¢i bos olmayan bir alt kiimesi ve eger T, her m > 1 i¢in m
dereceli tiim polinomlarin alt uzaymni kendi igine déniistiirirse 0 zaman C?(K) c

D(Z) < D(A) dir ve her u € C?(K) igin,

0%u(x)
axixj

Au(x) = Zu(x) = s %45 @;;(x) (x = (X1siza) (6.13)

dir. Burada heri,j = 1,...,d igin
a;j(x) 2= T(pripr)(x) — xi%;

(6.13) diferensiyel operatorii, (K nin tiim ekstremum noktalarini igeren) (6.3) ile
tanimlanan Y7 alt kiimesi tizerinde dejenere olan eliptik ikinci dereceden bir diferensiyel

operatordiir.

Ustelik, her uy € D(4) igin

%(x' t) =A(uC0))x), x€Kt=0

u(x,0) =uyg(x), x€K (6.14)
u(,,t) € D(A), t=>0
(soyut) Cauchy problemi
u(x,t) = T(0) (up)(®) = lim B¥™M(uy)(x) (x €K, t=0) (6.15)
ile tanimlanan bir birtek u: K X [0, +oo[— R ¢6ziimiine sahiptir ve limit, @ — t olmak

lizere x € K ya gore diizgiindiir.
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Bu sonuglar Altomare (1989) ve Altomare and Campiti (1994) tarafindan verilmistir ve
ana amaglari, ilk olarak, lineer pozitif operatorlerin iterasyonlar: anlaminda ((6.15) gibi)
dejenere evrim denklemlerine ((6.14) gibi) karsilik gelen baslangi¢ smir diferensiyel
probleminin ¢o6ziimlerinin yaklagimi ve ikinci olarak, (6.15) formiilii anlaminda

¢Oziimlerin hem sayisal hem de niteliksel analizi olan bir dizi arastirmaya kap1 agmustir.
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