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2

: ( ) ,n
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   

 
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
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1. GENEL BİLGİLER 

1.1 Giriş 

Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak G. Bernard Rieman‟ın 1851 yılında kompleks 

düzlemin bir  ( )D D   alt bölgesini 1D  bölgesi üzerine resmeden bir f  analitik 

fonksiyonunun varlığını gösteren ve adına “Riemann dönüĢüm teoremi” denilen 

teoremiyle ortaya çıkmıĢtır. Fakat bu teorem, 20. yüzyılın baĢlarına kadar bazı 

araĢtırmacılara göre kullanıĢlı olmadığından, bazı araĢtırmacılara göre de önemi fazla 

anlaĢılmadığından pek fazla uygulama alanı bulamamıĢtır. 1907 yılında meĢhur 

matematikçilerden biri olan Koebe‟nin, bu teoremi hem analitik hem de ünivalent 

(yalınkat) fonksiyonlar için  

       “Kompleks düzlemin ( )D D    basit bağlantılı bir alt bölgesini 

U  açık birim diski üzerine resmeden f  analitik ve ünivalent fonksiyonu 

vardır. Ayrıca 0 z D  çin  0 0,f z   0 0f z   Ģartlarını sağlayan bir tek 

analitik ve ünivalent fonksiyon vardır.”   

biçiminde ifade etmesi geometrik fonksiyonlar teorisine yeni bir boyut kazandırmıĢtır. 

Koebe‟nin bu teoreminde f  analitik ve ünivalent fonksiyonunun tanım kümesi olan D  

yerine U  açık birim diski ve  0 0,f z    0 0f z   Ģartı yerine de (0) 0,f    0 1f    

biçimindeki Ģartları alınırsa, f  fonksiyonu 
2

2( ) ...f z z a z    Ģeklinde seri açılımına 

sahip olur. Literatürde, (0) 0,f    0 1f    Ģartlarına normalize şartları ve bu Ģartı 

sağlayan fonksiyonlara da normalize edilmiş fonksiyon denir. Bu tipteki analitik 

fonksiyonların kümesi A , bu kümede tanımlı ünivalent fonksiyonların kümesi de  ile 

gösterilir. 1914 yılında alan teoreminin Gronwall tarafından ispatı ve 1916 yılında 

Bieberbach‟ın ortaya koyduğu normalize edilmiĢ fonksiyonlar için katsayı tahmini ve 

bu tahminin sonuçları geometrik fonksiyonlar teorisi için yeni bir dönemin baĢlangıcı 

olmuĢtur. 

 

Matematiksel fizik, hidrodinamik, radyo fiziği, atom ve nükleer fizik gibi uygulama 

alanlı problemlerin çözümünde kullanılan önemli bir fonksiyon Bessel fonksiyonudur. 
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Bu fonksiyon ilk olarak 1732 yılında Bernoulli tarafından tanımlanmıĢtır. Fakat ismini 

F.W. Bessel (1784-1846)‟den almaktadır. Bessel, bu fonksiyonu Kepler‟in “aynı 

yerçekimi ivmesi altında hareket eden farklı üç kütlenin hareketini hesaplama” 

problemini çözme sonucunda elde etmiĢtir. 

 

Sunulan bu tez genel olarak altı ana baĢlık altında toplanmıĢtır. 

Tezin giriĢ kısmında tez konusu ile ilgili geçmiĢten günümüze yapılan çalıĢmalar tarihi 

bir seyir içinde sunulmuĢtur. 

Genel bilgiler olarak adlandırılan ikinci bölümde, tezde kullanılan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiĢtir. 

Materyal ve yöntem olarak adlandırılan üçüncü bölümde, Pochammer sembolü, Mittag-

Leffler ve Wright fonksiyonunun belirli geometrik özelliklerinden bahis edilmiĢtir. 
 

Bulgular bölümünde normalize edilmiĢ Mittag-leffler ve Wright fonksiyonunun 

geometrik özellikleri verilmiĢtir. 

TartıĢma ve sonuç bölümünde tez genel anlamda değerlendirilmiĢ, benzer konudaki 

çalıĢmalarla kıyaslama yapılmıĢtır. 

Kaynakça bölümünde tezde kullanılan kaynaklar verilmiĢtir. 

1.2. Genel Kavramlar 

Bu bölümde, tezde ihtiyaç duyulacak bazı temel kavramlar verilmiĢtir. 

Tanım 1.2.1: A  bir bölge olmak üzere :f A  ve 0z A  olsun. Eğer, sonlu 

 

0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z




 

limiti varsa f  fonksiyonu 0z A  noktasında diferensiyallenebilirdir (türevlenebilirdir) 

denir. Bu limit değeri 0( )f z  ile gösterilir ve 0zz   noktasında )(zf  fonksiyonunun 

türevi olarak adlandırılır [23]. 



3 

 

 

Tanım 1.2.2: Bir :f   kompleks fonksiyonu bir 0z   noktasında ve bu noktanın 

belli bir  0 ,U z r  komĢuluğundaki bütün noktalarda diferensiyallenebiliyorsa f ‟ye 0z  

noktasında analitiktir denir. Eğer, bu fonksiyon bir S   kümesinin her noktasında 

analitikse S ‟de analitik denir. Tüm kompleks düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam 

fonksiyon denir [23]. 

 

z x iy   olmak üzere ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   kompleks değiĢkenli kompleks değerli 

fonksiyonu analitik ise 

 

( , ) ( , )u x y v x y

x y

 


 
 ve 

( , ) ( , )u x y v x y

y x

 
 

 
 

 

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann koĢullarını sağlar [23]. 

 

Teorem 1.2.1: (Liouville Teoremi): Tam ve sınırlı bir fonksiyon sabittir [23]. 

 

Kompleks fonksiyonlar teorisinde analitik fonksiyonlar için önemli bir yere sahip olan 

Cauchy-Türev formülü aĢağıdaki gibidir. 

 

Teorem 1.2.2: f  pozitif yönlü basit kapalı   eğrisinin sınırladığı bölgede ve bu eğrinin 

üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z  bu eğrinin sınırladığı bölgenin içinde keyfi bir 

nokta ise her n  için 

 

( )

0 1

0

! ( )
( )

2 ( )

n

n

n f z
f z dz

i z z


 


  

 

eĢitliği sağlanır [23]. 
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Cauchy-Türev formülünün en önemli sonuçlarından biri Ģudur: f  fonksiyonu sınırlı bir 

bölgede analitik bir fonksiyon ise bu bölgede her mertebeden türevi vardır ve bu 

türevler de bu bölgede analitiktir. Bu durumda f  analitik fonksiyonu 
0z  noktasında 

 

( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n




                   (1.2.1) 

 

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. Fakat bu hükmü reel değiĢkenli her fonksiyon 

için söyleyemeyiz. Yani, reel değiĢkenli her fonksiyon bir noktada birinci mertebeden 

türeve sahipse bu noktada daha yüksek mertebeden türevi vardır diyemeyiz. Örneğin, 

5/2( )f x x  reel değiĢkenli fonksiyonunun 0x  noktasında birinci ve ikinci 

mertebeden türevi olduğu halde, aynı fonksiyonun 0x  noktasında üçüncü mertebeden 

türevi yoktur. 

 

Teorem 1.2.3: Sabitten farklı bir f  fonksiyonu kompleks düzlemin bir bölgesinde 

analitik olsun. Bu durumda )(zf  maksimum değerini bu bölgenin sınırında alamaz 

[23]. 

 

Sonuç 1.2.1: B  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge ve sabit olmayan f  fonksiyonu da 

bu bölgenin sınırında sürekli ve içinde analitik olsun. Bu durumda ( )f z  maksimum 

değerini  B  bölgesinin sınırında alır [23]. 

 

Maksimum prensibinin önemli sonuçlarından birisi aĢağıda ifade edilen Schwarz 

lemmasıdır. 

 

Lemma 1.2.1: f  fonksiyonu U  açık birim diskinde analitik ve (0) 0f   olsun. Eğer, 

U  diskinde ( ) 1f z   ise bu durumda (0) 1f    ve ( )f z z ‟dır. EĢitlik sadece 

   olmak üzere ( ) if z e z  fonksiyonu için sağlanır [23]. 
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Teorem 1.2.4: ( )f z  fonksiyonu kompleks düzlemin bir B   bölgesinde sabit olmayan bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda ( )f z ,  B   bölgesinde minimum değerini alamaz [23]. 

 

Sonuç 1.2.2: B  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge, ( )f z  bu bölgede sabit olmayan 

bir fonksiyon olsun. Ayrıca, ( )f z  fonksiyonunun B  bölgesinin içinde analitik, 

sınırında sürekli olduğunu kabul edelim. Bu durumda ( )f z  minimum değerini B  

bölgesinin sınırında alır [23]. 

 

1.3. Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu kısımda, ünivalent fonksiyon kavramı tanıtılarak bu fonksiyon yardımıyla bazı tanım 

ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 1.3.1: ,f B  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Her 1 2,z z B  için 

1 2 1 2( ) ( )f z f z z z    ise (veya 1 2 1 2( ) ( )z z f z f z    ise) f  fonksiyonuna B  

bölgesinde ünivalent (yalınkat veya schlicht) fonksiyon denir [2]. 

 

Eğer, f  fonksiyonu 0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f ‟ye yerel ünivalent 

fonksiyon denir. 

 

Teorem 1.3.1: Analitik bir f  fonksiyonunun 0z  noktasında yerel ünivalent olması için 

gerekli ve yeterli koĢul 0( ) 0f z   olmasıdır [2]. 

 

Ayrıca, 0( ) 0f z   Ģartı ( )f z  fonksiyonunun ünivalentliği için gerek Ģarttır, fakat yeterli 

değildir. Yani, f  analitik fonksiyonu ünivalent ise 0( ) 0f z  ‟dır. Tersi daima doğru 

değildir.  

Bir kümede yerel ünivalent olan analitik fonksiyonların bu kümede ünivalent olması 

gerekmez. 

 



6 

 

Örnek 1.3.1: 2( )f z z  fonksiyonu { :1 2,0 arg 3 2}B z z z       bölgesinde yerel 

ünivalent olmasına rağmen ünivalent değildir. Gerçekten 2( )f z z  fonksiyonu, B  

bölgesinde analitik ve her 
0z B  için 

0( ) 0f z   sağlandığından yerel ünivalenttir. 

Fakat 

 

5 5 5 5 25

93 2 3 2 3 2 3 2
f i f i i
   

       
   

 

 

olduğundan 2( )f z z  fonksiyonu B  bölgesinde ünivalent değildir. 

 

Eğer, B  bölgesinde f  analitik fonksiyonu yerel ünivalent ise bu durumda z B  

noktasında ( )f z  türevi f nin yerel geometrik davranıĢını belirler. ( )f z  ve arg ( )f z  

değerleri sırasıyla yerel büyüme (uzunluklar için) ve yerel dönme etkenleridir. Buna 

ilave olarak, :f B   analitik dönüĢümünün Jacobian determinantı 

2
( ) ( )Jf z f z  ile verilmektedir. Jacobian determinantının 

2
( )f z  ifadesine eĢit 

olduğu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca görülür.  

 

Böylece, Teorem 1.3.1 den analitik fonksiyonlar için Jacobian determinantının sıfırdan 

farklı olması, yerel ünivalentlik için gerek ve yeter Ģarttır. 

 

Tanım 1.3.2: Eğer, bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki düzgün eğri arasındaki 

açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu noktada konform dönüĢüm 

denir. Eğer, bir f  fonksiyonu, bir B  bölgesinin tüm noktalarında konform ise, f  

fonksiyonu B  bölgesinde konformdur denir [2]. 

 

Örneğin  ( ) zf z e  dönüĢümü   düzleminin tamamında konformdur. 

 

Teorem 1.3.2: f  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z   koĢulu 

sağlanıyorsa, f  fonksiyonu konformdur [2]. 
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Dolayısıyla bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konformdur.  

En önemli konform dönüĢümlerden biri Möbius dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm , , ,a b c d  

0ad bc   koĢulunu sağlayan kompleks sabitler olmak üzere 

 

( ) ,
az b

w f z
cz d


 


    

 

geniĢletilmiĢ kompleks düzlemi  { }     kendi üzerine konform olarak 

resmeder.  

 

z düzlemindeki ( )D D   bölgesini, wdüzlemindeki 1D  bölgesi üzerine 

resmeden f  analitik fonksiyonunun varlığı 1851 yılında Riemann tarafından ortaya 

atılmıĢtır. 

 

Teorem 1.3.3: Kompleks düzlemin her ( )D D   basit bağlantılı bölgesi konform 

olarak U  açık birim diski üzerine resmedilir. Ayrıca, 0z D  olmak üzere 0( ) 0f z   ve 

0( ) 0f z   koĢullarını sağlayan ve D  yi U  birim diski üzerine resmeden bir tek 

konform dönüĢüm vardır [2]. 

 

1.4. Normalize Edilmiş Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu bölümde geometrik fonksiyonlar teorisinin özel bir konusu olan ünivalent 

fonksiyonları biraz daha ayrıntılı ele alacağız. Analitik olarak bir ünivalent fonksiyon 

sıfırdan farklı türeve sahip iken geometrik olarak da basit eğrileri basit eğrilere 

dönüĢtürür. Hem analitik hem de ünivalent fonksiyon basit bağlantılı bölgeleri basit 

bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. Riemann dönüĢüm teoreminden, keyfi bir basit 

bağlantılı bölgede tanımlı f  ünivalent fonksiyonu yerine U  açık birim diskte tanımlı 

bir f  ünivalent fonksiyonu seçilebilir. Bu fonksiyon için (0) 0,f  (0) 1f    

normalizasyon Ģartları göz önüne alınırsa (1.2.1) serisi ( 0 0z   için) 
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2

( ) , ( )n

n

n

f z z a z z U




                                  (1.4.1) 

 

Ģeklini alır. Burada,  (1.4.1) Ģeklinde tanımlanmıĢ fonksiyona normalize edilmiş analitik 

fonksiyon denir. Normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların sınıfını A  ile göstereceğiz 

ve kısaca 

2

:  için ( )  n

n

n

A f z U f z z a z




 
     
 

  

yazacağız. 

 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin temel taĢı olan bir sınıfı aĢağıda tanımlayalım. 

 

Tanım 1.4.1: U  birim diskinde ünivalent olan f A

 

fonksiyonlarının oluĢturduğu 

sınıfa  sınıfı denir ve kısaca  

 

 :  için ünivalentf A z U f      

 

Ģeklinde gösterilir [6,22]. 

 

 sınıfına ait bazı fonksiyon örneklerini aĢağıda verelim. 

 

(i) 
1( ) (1 )w f z z z     fonksiyonu U  açık birim diskini Re( ) 1 2w    sağ yarı 

düzlemine resmeder. 

 

(ii) 2 1( ) (1 )f z z z    fonksiyonu U  açık birim diskini     \ , 1 2 1 2,     

bölgesi üzerine resmeder. 

 

(iii) 
2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu U  açık birim diskini  \ , 1 4   bölgesi 

üzerine resmeder. 

Ayrıca, Ģunu da belirtelim ki,  sınıfına ait iki fonksiyonun toplamı  sınıfına ait 

olmayabilir.  
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Örneğin, 

 

1( )
1

z
f z

z



 ve 

2 ( )
1

z
f z

iz



 

 

fonksiyonları  sınıfına ait olmasına rağmen 

 

1 2

1
( )

(1 )
f z

z
 


 ve 

2 2

1
( )

(1 )
f z

iz
 


 

 

türevlerinden  

 

1 2 2 2

2 2(1 )
( ) ( )

(1 ) (1 )

i z
f z f z

z iz

 
  

 
 

 

elde edilir. Buradan, 
0

1

2

i
z U


   noktasında 1 0 2 0( ) ( ) 0f z f z    olduğu görülür.  

 

Bununla beraber  sınıfındaki birçok özellik bazı dönüĢümler altında korunur. 

 

Tanım 1.4.2: U  açık birim diskinde (0) 1p  ,  Re ( ) 0p z   koĢullarını sağlayan 

1

( ) 1 n

n

n

p z c z




   Ģeklindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Caratheodory sınıfı veya 

 sınıfı denir [2]. 

 

Örneğin ( ) (1 ) (1 ),p z z z z U     fonksiyonu  sınıfına ait olup, U  açık birim 

diskini sağ yarı düzlem üzerine resmeden bir konform dönüĢümdür. Ayrıca,  sınıfına 

ait bir fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin; ( ) 1 nf z z   fonksiyonu  

sınıfına ait olmasına rağmen 0 , 2n n   için ünivalent değildir. 
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Tanım 1.4.3: U  açık birim diskinde (0) 0   ve ( ) 1z   koĢullarını sağlayan analitik 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve   ile 

gösterilir [2]. 

 

Bunların yanı sıra,  sınıfı ile Schwarz fonksiyonları arasında aĢağıda olduğu gibi 

önemli bir bağ vardır: 

 

( ) 1
( ) .

( ) 1

p z
p z

p z



   


 

 

 ve   sınıflarını tanımladıktan sonra,  sınıfının iki önemli alt sınıfını aĢağıdaki 

Ģekilde verebiliriz. 

 

Tanım 1.4.4:  B  kümesi verilsin. B  kümesindeki sabit bir 0w  noktasını her w B  

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen B  kümesinde kalıyorsa, B ‟ye 0w  

noktasına göre yıldızıl küme denir. 0w  noktası özel olarak orijin seçilirse, bu kümeye 

orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme adı verilir.  Eğer, bir f  fonksiyonu 

U  açık birim diskini 0w  noktasına göre bir yıldızıl kümeye resmediyorsa, f  

fonksiyonuna 0w  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Özel durumda, f  fonksiyonu 

U  açık birim diskini yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, f  fonksiyonuna yıldızıl 

fonksiyon denir. f A  olması durumunda yıldızıl fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir 

[2, 22]. 

 

Yıldızıl fonksiyonların geometrik tanımını analitik olarak ifade eden en önemli teorem 

aĢağıdaki gibidir. 

 

Teorem 1.4.1: f   olsun. Bu durumda f   olması için gerek ve yeter Ģart  

 

( )
Re 0

( )

zf z

f z

 
 

 
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olmasıdır. Ayrıca, 
2

( ) n

n n

n

f z z a z a n






      [6, 22].  

 

Kısaca, yıldızıl fonksiyonların kümesi 

 

( )
:  için Re 0

( )

zf z
f z U

f z


  

      
  

 

 

Ģeklinde gösterilir.  

 

Örneğin,   sınıfına ait fonksiyonlardan en önemlilerinden birisi z U   olmak üzere, 

 

2)1(
)(

z

z
zk


  

 

Ģeklinde tanımlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu  

 

2
1 1

( ) 1
4 1

z
k z

z

  
   

   

 

 

Ģeklinde yazabiliriz.  

Ayrıca, ( )k z  fonksiyonu 

 

1
( ) ,

1

z
u z

z





   

2( ) ( ),g z u z    
1

( ) ( ) 1
4

k z g z   

 

biçiminde yazılarak U  açık birim diskini   dan 41  e kadar negatif reel ekseni 

çıkartılmıĢ kompleks düzlem üzerine konform olarak dönüĢtürdüğünü görebiliriz.  zk  

dönüĢümü ünivalent fonksiyonlar teorisinde çok sayıda problemde önemli rol oynar. 

 

Görüldüğü gibi  
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 
 

2
21

n

n

z
k z z nz

z






   


 .  

 

Ayrıca, Teorem 1.4.1 kullanılarak da iz re    ve  0 1,0 2r       olmak üzere, 

 

 

 
2

2

1 1
Re Re Re

1 1

1 1
0

1 2 cos 1

i

i

zf z z re

f z z re

r r

r r r







     
            

 
  

  

 

 

elde edilir. Buradan da ( )k z   olduğu görülür. 

Koebe fonksiyonunun dönmeleri her z U   için 

 

2)1(
)(

ze

z
zk

i


  

 

Ģeklinde tanımlanır ve ( )k z  fonksiyonları  sınıfına ait fonksiyonlardır. Bu dönüĢüm 

ile birim diskin görüntüsü   dan 4ie  ıĢın hariç kompleks düzlem olur. ]2,0(  

ve z U  olmak üzere  

 

























 1

1

1

2

1
)(



 z

z
zf  

 

fonksiyonu, “genelleĢtirilmiĢ Koebe fonksiyonu” olarak adlandırılır ve  sınıfına aittir. 

 

Tanım 1.4.5:  B  kümesi verilsin. Her 1 2,w w B  için 1w  noktasını 2w  noktasına 

birleĢtiren doğru parçası tamamen B  içinde kalıyorsa B ‟ye konveks küme denir.  Eğer, 

bir f  fonksiyonu birim diski konveks bir kümeye resmediyorsa f  fonksiyonuna 

konveks fonksiyon denir. f A  olması durumunda konveks fonksiyonların sınıfı C  ile 

gösterilir [8, 22]. 
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Konveks fonksiyonları analitik olarak ifade eden en önemli teorem aĢağıdaki gibidir. 

Teorem 1.4.2 : f   olsun. Bu halde f C  olması için gerek ve yeter Ģart  

 

( )
Re 1 0

( )

zf z

f z

 
  

 
 ya da 

 ( )
Re 0

( )

zf z

f z

 
  

 
 

 

 

olmasıdır. Ayrıca, 
2

( ) 1n

n n

n

f z z a z C a




      [12,16]. 

 

Örneğin,  

 

  2 1

2

1 1 1
log

2 1 2 1

n

n

z
f z z z C

z n






 
    

  
  

 

dır. Gerçekten iz re    0 1,0 2r       olmak üzere,   

 

2 2 2

2 2 2

4 2

4 2 2

( ) 1 1
Re 1 Re Re

( ) 1 1

1 1
0

1 2 cos 2 1

i

i

zf z z r e

f z z r e

r r

r r r







       
       

       

 
  

  

 

 

elde edilir. 

 

Teorem 1.4.1 ve 1.4.2‟nin bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafından verilmiĢ olan 

aĢağıdaki teorem   ve C  sınıflarına ait fonksiyonlar arasındaki çok önemli bir 

bağlantıyı ifade eder. 

 

Teorem 1.4.3 (Alexander Teoremi): f   ve z U  olmak üzere, ( ) ( )g z zf z  olsun. 

Bu durumda, f C  olması için gerek ve yeter Ģart g   olmasıdır [6, 8, 22]. 
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Tanım 1.4.6: 0 1   olmak üzere her z U   için  

 

 
Re

zf z

f z


 
  

 
 

 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna  mertebeden yıldızıl fonksiyon ve bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da  mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

ve ( )   ile gösterilir [6]. 

 

Tanım 1.4.7: 0 1   olmak üzere her z U   için 

 

 

 
Re 1

zf z

f z


 
    

 ya da 
 ( )

Re
( )

zf z

f z


 
  

 
 

 

 

koĢulunu sağlayan f   fonksiyonuna   mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıf ( )C    ile gösterilir [6]. 

Özel olarak, (0)   ve (0)C C  yazılır. Buradan da anlaĢıldığı üzere ( )   

ve ( )C C  ‟dir.  

Tanım 1.4.8:  0 1   olmak üzere her z U   için  

 

( )
Re

( )

zf z

g z


 
 

 
 

 

koĢulunu sağlayan bir *g S  fonksiyonu varsa bu durumda f   fonksiyonuna   

mertebeden konvekse yakın fonksiyon denir. Bu fonksiyonların oluĢturduğu sınıf 

( )gK    ile gösterilir [2, 6, 22]. 
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Özel olarak (0)g gK K  sınıfına konvekse yakın fonksiyonların sınıfı, bu sınıfa ait 

fonksiyonlara da konvekse yakın fonksiyon denir. 

Ayrıca 
( )

Re
( )

zf z

g z


 
 

 
 eĢitsizliğinde *( )g z z   alınırsa konvekse yakınlık Ģartı için 

daha kullanıĢlı olan  Re ( )f z    elde edilmiĢ olur. Yani Re ( )f z    koĢulunu 

sağlayan fonksiyonlar da ( )gK   sınıfından olur. 

 

Yukarıdaki sınıflar arasında *C K     içerme bağıntısı vardır.  

 

Tanım 1.4.9.  (Pochhammer  (Apell)  sembolü):   Gama fonksiyonunu göstermek 

üzere 0 ,n a  ve 0, 1, 2,...a     olması durumunda  

 

 1,                                      0;  0( )
( )

( ) ( 1)...( -1),          ;  
n

n aa n
a

a a a a n n a

    
  

    
 

 

Ģeklinde tanımlanır. Eğer, a  ve a n  negatif tamsayı ise      

 

0

( )
( ) lim

( )
n

t

a n t
a

a t

  


 
 

 

formülü geçerlidir. 

 

Pochhammer sembolü için 1( ) ( )( )n na a n a    eĢitsizliği her zaman sağlanır. 

Özel olarak 0n   alınırsa 0( ) 1a   Ģeklinde tanımlanır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEMLER 

 

Bilindiği üzere [13], Mittag-Leffler fonksiyonu 

 

0

( ) ,  ,  Re( ) 0.
( 1)

n

n

z
E z z

n
 







  
 

                                     (2.1.1) 

 

Ģeklinde tanımlanır. Bu,   
1

Re( )


mertebeden z ‟nin tam fonksiyonudur.  

( )E z ‟nin bir genelleĢtirilmiĢi  

 

,

0

( ) ,  , , ;Re( ) 0
( )

n

n

z
E z z

n
    

 





  
 

                             (2.1.2) 

 

fonksiyonudur.  

Mittag-Leffler fonksiyonu tabii olarak kesir mertebeli diferansiyel ve integral 

denklemlerin çözümünde ve özellikle kinetik denklemlerin kesirsel genellemesinin 

araĢtırılmasında, çok-ayrıntılı nakil ve karmaĢık sistemlerin çalıĢmasında görülür 

[21,43]. Bu fonksiyonların önemli özellikleri birçok matematikçi tarafından 

araĢtırılmıĢtır [3, 4]. 

Bu tezde, biz ,E   Mittag-Leffler fonksiyonunun geometrik özelliklerini çalıĢıyoruz. 

Mittag Leffler fonksiyonu A  sınıfına ait olmadığı açıktır.  

Bu nedenle, Mittag Leffer fonksiyonunun aĢağıdaki Ģekilde normalleĢtirilmesi doğaldır 

, ,

2

( )
(z) ( ) ( ) ,

( (n 1)

               , , ;Re( ) 0, 0, 1,... .

n

n

E zE z z z

z

   




 

   






   

  

   


                              (2.1.3) 

,E   fonksiyonu özel durumda birçok iyi-bilinen fonksiyon içermektedir. 

 Örneğin, 
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1 3

0,1 1,1 2,1

1,2 1,3

2

1,4 2,2
2

1

1 3 1 32
3,1

(z) ,  (z) ,  (z) cosh( ),
1

2( 1)
(z) 1,  (z) ,

6( 1 ) 3
(z) ,  (z) sinh( ),

3
(z) 2 cos(

2 2

z

z
z

z

z
z

z
E E ze E z z

z

e z
E e E

z

e z z
E E z z

z

z
E e e z



  


 
  

  
 

 
  

 

                             (2.1.4) 

 

Ġyi bilinmektedir ki Wright fonksiyonu aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

 

 ,

0

( ) , 1,
! ( )

n

n

z
W z C

n n
   

 





   
 

                   (2.1.6) 

 

Eğer,   1   ise (2.1.6) serisi her z  için mutlak yakınsaktır; 1    iken bu seri 

1z   için mutlak yakınsaktır. Dahası, 1    için, ,W     z ‟nin tam fonksiyonudur. 

Wright fonksiyonları ilk defa Wright tarafından [30] tanıtılmıĢ ve parçacıkların 

asmiptotik teorisinde, Mikusinski iĢlemsel kalkulusünde ve Hankel tipi integral 

dönüĢüm teorisinde geniĢ olarak kullanılmıĢtır. Son zamanlarda bu fonksiyonlar kesir 

dereceden kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde ortaya çıkmıĢtır, Green 

fonksiyonlarının da Wright fonksiyonları yardımı ile ifadesi bulunmuĢtur (bkz. [21, 

27]). 

Eğer   bir pozitif rasyonel sayı ise, o halde ,W   Wright fonksiyonu genelleĢtirilmiĢ 

hipergeometrik fonksiyonlar yardımı ile ifade edilebilir (bkz. [7, Bölüm 2.1]). Özel 

durumda 1    ve 1v    iken, 
2

1, 1( / 4)vW z     fonksiyonları vJ  Bessel 

fonksiyonları yardımı ile aĢağıdaki Ģekilde ifade edilir: 

2 2

1, 1

0

( 1) ( / 2)
( ) ( ) ( )

2 4 ! ( 1)

n n v
v

v v

n

z z z
J z W

n n v








  

  
                                (2.1.7) 
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Ayrıca,  1 , 1( ) ( 0 , 1)v vW z J v         fonksiyonu genelleĢtirilmiĢ Bessel fonksiyonu 

olarak bilinir. Keza Wright fonksiyonu Array fonksiyonu, Wittakar fonksiyonu, 

(Wright-tipli) fonksiyonları ve bunun gibi çeĢitli basit fonksiyonları da genelleĢtirir [7]. 

Wright fonksiyonu ,W  ‟nin A  kümesine ait olmadığı kolayca görülür. Biz Wright 

fonksiyonunun aĢağıda belirtilen iki çeĢit normalleĢtirilmiĢini ele alacağız: 

 

1
(1)

, ,

0

( )
( ) ( ) : , ( 1, 0, )

! ( )

n

n

z
W z zW z U

n n
   


  

 






      

 
                 (2.1.8) 

 

ve  

 

(2)

, ,

1

0

1
( ) ( ) ( )

( )

( )
            , ( 1, 0, )

( 1)! ( )

n

n

W z W z

z
z U

n n

    


 
  

  





 
    

 

 
     

   


                  (2.1.9) 

 

ġunu belirtelim ki 

 

(1) 1 /2

1, 1( ) ( ) ( 1) (2 ).v
v vW z J z v z J z



                                               (2.1.10) 

 

Burada, ( )vJ z   normalleĢtirilmiĢ Bassel fonksiyonudur (bkz. [25, 29]).  

Dahası, 
(1)

,W  ve 
(2)

,W  ‟nin aĢağıdaki iliĢkileri sağladığını kolayca görebiliriz: 

 

 (1) (1) (1)

, , 1 ,, ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )z W z W z W z        


                                     (2.1.11) 

 

 (2) (2) (2)

, , 1 ,, ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )z W z W z W z        


                                     (2.1.12) 

 

 (2) (1)

, ,( ) ( )z W z W z    


 .                                                        (2.1.13) 
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Bu fonksiyonların bazı özellikleri üzerine [15-18] çalıĢmalarını gösterebiliriz. 

 

Bu tez çalıĢmamızda temel sonuçlarımızı kanıtlamak için aĢağıdaki lemmalara 

ihtiyacımız olacaktır. 

 

Lemma 2.1.1: (Fejer [5]) 
1 1a   ve  

1n n
a


 negatif olmayan reel sayıların dizisi olsun. 

Eğer,  
2n n

a


 dizisi konveks azalansa, yani 
2 1 10 n n n na a a a       koĢulunu sağlarsa 

o halde  

1

1

Re 1 2,n

n

n

a z z U






 
  

 
 . 

 

Lemma 2.1.2: (Fejer [5]) 1 1a   ve  
1n n

a


 negatif olmayan reel sayıların dizisi 

olsun.  

Eğer,  

 

1( 1)n n na na n a     ,
2

1 1 2: 2( 1) ( 2)n n n n n na a a na n a n a            

 

farkları negatif değilse, 

1

( ) n

n

n

f z a z




  

fonksiyonu U  açık birim diskte yıldızıldır.  

 

Lemma 2.1.3: (Kakeya [11]) Eğer, 0 1 ...... 0nc c c     ise, o halde 

0 1 ......... n

nc c z c z    polinomunun  kökleri 1z   yi sağlar.  

 

Lemma 2.1.4: (MacGregor [12]) Eğer, f A  fonksiyonu her z U  için 

( ) 1 1f z z    koĢulunu sağlarsa, o halde f   1 2 : 1 2U z z  ‟de ünivalent ve 

yıldızıldır.  
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Lemma 2.1.5: (MacGregor [12]) Eğer, f A  fonksiyonu her bir z U  için 

  1 1f z    koĢulunu sağlarsa, o halde  f   
1/2U ‟de konvekstir. 

 

Lemma 2.1.6: (Ozaki [19]) f  fonksiyonu (1.4.1) Ģeklinde olsun. O halde  

 

  1

1

1 1n n

n

na n a






                                                         (2.1.14)  

 

gf K  ve     / 1g z z z    ile. 

 

na   için (2.1.14) koĢulunun  2 11 2 ...... 1 ....... 0n na na n a        „ye denk 

olduğunu gözlemliyoruz. 

 

Lemma 2.1.7: ([9]). h   U ‟de  0 1h   Ģartıyla konveks (ünivalent) bir fonksiyon ve  

2

1 2(z) 1 ...q z q z      fonksiyonu U ‟da analitik bir fonksiyon olsun. Eğer, 0   

'( ) (1/ ) ( ) ( )z z z h z    , için Re( ) ≥0 ve Re( ) ≥0 ise, o zaman 

1

0( ) ( ) ( ) ( ),zz z z f t h t dt h z z U           ve ( )z   konvekstir. 

 

Lemma 2.1.8: ([14]).  Eğer,  f A  ve her z U   için '( ) 1 2 / 5f z     sağlıyorsa, o 

halde f  U ‟da yıldızıldır. 

 

Lemma 2.1.9: ([30]). f A  olsun. Eğer  , M sayısı cos M= M  denkleminin kökü 

olmak üzere  

 

'( )
1 ,

( )

zf z
M z U

f z
    

 koĢulu sağlanıyorsa, o halde 'Re( ( )) 0f z  . 
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Lemma 2.1.10: ([20]).    , Re( ) 0   ve c  , 1,  1c c    koĢullarını sağlayan 

kompleks sayılar olsun.  Eğer, h A  fonksiyonu 

 

''
2 2

'

( )
(1 ) 1

( )

zh z
c z z

h z

 


   , z U  

 

koĢulunu sağlarsa  

 

1/

1 '

0

( ) ( )

z

C z t h t dt





  
 

  
 
  , z U  

 

 integral operatörü U ‟da analitik ve ünivalenttir. 

 

1   ve 0c   için Lemma 2.1.10‟nun ünivalentlik için Becker‟ın kriterine denk 

olduğunu gözlemleriz, hangisi ki Ģöyle ifade ediliyor [2]: her bir z U  için 

2 '' '(1 ) ( ) / ( ) 1z zf z f z   koĢulunu sağlıyorsa,  f   fonksiyonu U ‟da ünivalenttir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu baĢlık altında Mittag-Leffler fonksiyonları ve Wright fonksiyonları yardımıyla 

onların özel kombinasyonlarının tanım ve bazı özellikleri sunulmuĢtur. 

3.1. Mittag-Leffler Fonksiyonunun Yıldızıllık, Konvekslik ve Konvekse-Yakınlık 

Özellikleri 

Bu alt baĢlıkta normalleĢtirmeleri ile birlikte Mittag-Leffler fonksiyonları göz önüne 

alınmıĢtır. Mittag-Leffler fonksiyonlarının açık birim diskte ünivalentlik, yıldızıllık, 

konvekslik ve konvekse-yakınlık gibi özelliklere sahip olması için birkaç yeterli 

koĢullar verilmiĢtir. Elde edilen sonuçlar D. Bansal ve J. K. Prajapat‟a aittir [1]. 

 

Teorem 3.1.1: Eğer ,  1  v e  1       4       koĢulunu sağlarsa, , (z)E        

fonksiyonu    U açık birim diskinde yıldızıldır. 

 

Ġspat: (2.1.3)‟den 

   
    

1

1
1

1
n n n

n n
a na n a

nn


  


 
       

     

                (3.1.1) 

elde ederiz. Öncelikle belirtilen koĢullardan 2 için 0nn a    olduğunu gösterelim. 

Unutmayın ki 

 

       

     

       2

1 1 1

                  1 1

                  = 1 1 1

n n n n n n

n n n

n n n n

      

   

   

           

     

       

                 (3.1.2) 

                       

(3.1.2)‟yi (3.1.1)‟de kullanarak, 2 için 0nn a    elde ederiz. Aynı zamanda, 

     4 2          koĢulu 1 0a   olduğunu gösterir. Dahası, 

   2

1 22 1 2n n n na na n a n a      

 

 

   

 
   

 

2 1 2
0

1 1

n n n

nn n

  

    

    
  

            
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olarak 

     2 1 1 1,n an n n               

   1 4 , .n          

 

O halde, Lemma 2.1.2 gereğince  , (z)E   fonksiyonu U  ‟dd yıldızıl olduğu görülür. 

Ġspat tamamdır. 

 

Örnek 3.1.1: Teorem 3.1.1‟de 1   alırsak 1, 4E       için yıldızıl olduğu açıktır. 

Özel durumda 

 
  2

1,4
2

6 1 3
,

ze z z
E z

z

  
  

U ‟da yıldızıldır. 

Ayrıca, 2   için Teorem 4.1.1‟in    4       koĢulu  1 4     denktir, 

öyleki 2,E   her  1 17 / 2     için  yıldızıldır. 

 Özel durumda , 

   2,2 sinh , UE z z z ‟da yıldızıldır. 

Ek olarak, 3    olarak alırsak, o halde Teorem 3.1.1‟e göre 3,E     

 

   
1 1

3 3

2

3

54 3 321 18 321
1 0.79632

3
3


 

      

için yıldızıldır. 

Özel durumda, 

 
1 3

1 3
1

1 32
3,1

3
2 cos

2 2

z
zz

E z e e z
  

    
   

 

 

U ‟da yıldızıldır. 

 



24 

 

Hatırlatma 3.1.1: Teorem 3.1.1. ve Örnek 3.1.1.‟den gözlemliyoruz: eğer ,E  ‟nin   

parametresi artırsa o zaman ,E  ‟nin yıldızıllığını korumak için   parametresi 

azalacaktır. 

 

Teorem 3.1.2: Eğer,  1   ve  3 17 / 2    ise o zaman ,E   fonksiyonu U ‟da 

yıldızıldır. 

 

Ġspat:   

 
  
 

,

,

,
z E z

p z z U
E z

 

 



   

 

olarak tanımlanan fonksiyon olsun. 
 ,

0
E z

z

 
 olduğundan, p  fonksiyonu U 'da 

analitiktir ve  0 1p  ‟dır. Sonucu kanıtlamak için,   Re 0,p z z U   olduğunu 

göstermeliyiz.  

 

    , 1; 1n n n              

olduğundan, 

 

 

     
1

,
1 .... 1

n
n n



    


 

    
                           (3.1.3)     

   

olacaktır. 

Ayrıca, verilen koĢula göre 

 

     
 2

1
, \ 1

1 .... 1 1
n

n
n

n    


 
   

.                              (3.1.4) 

 

Eğer, z U    o halde (2.1.3), (3.1.3) ve (3.1.4)‟ü kullanarak, 
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  
   

     

,

,

1 1

2
1

1 ... 1

1 1 1 2 1
                                  

1

n

n n

n

n

E z n n
E z z

z an n

 

 



   



   

 

 






  

    

  
   

 

 



      (3.1.5)                                                                                                                                                         

ve 

 

   

     

,

1 1

2

2
0

1
1 1

1 ... 1

1 1 1
                                             1

1

n

n n

n

n

E z z

z n n

  

    

 

  

 

 






   

    

   
   

 

 



             (3.1.6) 

                                                                                         

alırız.  

(3.1.5) ve (3.1.6)‟dan  

 

  
 

  
 

 

,

,,

2
, ,

2 1
1 ,

1

E z
E zz E z

z z U
E z E z

z

 

  

   



 

 


   
 

 

 

elde ediyoruz. 

Bu demek olur ki; eğer, 
2

2 1
1

1



 




 
 ise  ,E z     U ‟de yıldızıldır, ayrıca bu 

eĢitsizlik teoremde verilen  3 17 / 2    hipotezin aynısıdır.  

Bununla teoremin ispatı tamamdır. 

 

Teorem 3.1.3: 1   ve 1  olsun  
 

 

23 5 18 17

2 1

n  
 



   



    

olduğunu varsayalım. Eğer,      ise ,E   fonksiyonu U  açık birim diskinde   

mertebeden yıldızıl fonksiyondur. 
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Ġspat: Teorem 3.1.2 ispatını müteakiben eğer,  
2

2 1
1

1




 


 

 
  ise, ,E     

mertebeden yıldızıl fonksiyondur, ayrıca bu eĢitsizlik verilen hipotezin direkt bir 

sonucudur. 

 

Teorem 3.1.4: Eğer, 

 

  1a    ve  1 5 2 / 2    ise , 1 2,  E U  ‟de   ünivalent ve yıldızıldır. 

  1b    ve  3 17 / 2   ise , 1 2,  E U  ‟de  konvekstir. 

 

Ġspat : (a) Hesaplamaya göre 

 

 

     

,

2
1 0

1 1 1 1
1

1 ..... 1 1
n

n n

E z

z n

  

    

 

 


   

   
  . 

 

Lemma 2.1.4‟e göre, eğer 2
, 1 21 ,  ise E U    ‟de yıldızıldır, ayrıca verilen hipotez 

altında bu doğrudur. Bu nedenle 
1 2

, ,  E U  ‟de yıldızıldır. 

(b) Basit hesaplamalarla Lemma 2.1.6‟yı kullanarak sahibiz, 

 

 
   

     
,

1 1

2
0

1 1
1

1 ... 1

1 2 1 3 2
                                  1

1

n n

n

n

n n
E z

n n
 



    



   

 

 





  
   

    

  
    

 

 



 

elde ederiz. O halde, Lemma 2.1.5 gereğince 
1 2

, ,  E U  ‟de konvekstir.  

 

Örnek 3.1.2:  

(a)          1,2 1,3 1,4 1,2

2 1
1 , 1 , 6 1 3 , sinhz z zE e E e z E e z E z z

z z
         
 

 

fonksiyonları 1 2U  ‟de yıldızıl ve ünivalenttir. 
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(b)  1,4

1
6 1 3zE e z

z
   
 

 fonksiyonu 1 2U ‟de konvekstir. 

 

Teorem 3.1.5:    2       koĢulunu sağlayan her  1 ve 1    sayıları için 

, , gE K z U     burada ( ) (1 )g z z z   dir, dolayısıyla , (z)E  , U ‟da ünivalenttir.      

 

 Ġspat: Lemma 2.1.6‟ yı kullanarak  

 

  1

1

1 1,n n

n

na n a z U






     

 

veya 

 

 2 11 2 .... 1 .... 0n na na n a                                         (3.1.7) 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

 

  11n nna n a   için 1,  1    ve    2 ,n        olduğundan (3.1.7) 

sağlanmıĢtır. Bu teoremin ispatını tamamlamaktadır. 

 

Örnek 3.1.3: 1   olsun. O halde Teorem 3.1.5‟in    2       koĢulu 2   

olmasını gerektirir. Böylece,  1,E z  tüm 2   değerleri için konvekse yakındır.  

Böylece, 

   
 

1,2 1,3

2 1
1 ,

z

z
e z

E z e E z
z

 
   ve  

  2

1,4
2

6 1 3ze z z
E z

z

  
  

 

 / 1z z  yıldızıl fonksiyonuna göre, U ‟da konvekse yakın olurlar. 

 

Eğer, biz 2   alırsak, o halde    2      koĢulu  1 2    koĢulunu 

doğurur ki, 1   için sağlanır. Buna göre,   
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       2,1 2,2cosh 2 ve sinhE z z E z z z   

 

fonksiyonları U ‟da konvekse-yakınlar. 

 

Teorem 3.1.6: Eğer, 1  ve  3 17 / 2     ise o halde ,E   fonksiyonu
1,

E


‟ya 

göre konvekse yakındır. 

 

Ġspat: Tanımı uyarınca, öyle *g S     fonksiyonun mevcut olduğunu göstermeliyiz ki 

 

 

 

,

Re 0 ,
zE z

z U
g z

 
 
   
  
 

. 

 

Bu aĢağıdakinin ispatı ile gösterilebilir: 

 

 

 

,

1 1,
zE z

z U
g z

 


   . 

 

Teorem 3.1.2‟den,  hipotez altında 1,E  ‟in U ‟da yıldızıl olduğunu görüyoruz. 

Eğer, z U   ise, 

 
     

 

 

 

 

     

1,

,

1

2
1 1 0

1

1 1 1 2 1
        

1 .... 1 1

                            

n

n

n n n

E z n
E z

z n n

n n

n n



 

 

  

 

       





  

  


  

  
   

   
     

      



     (3.1.8)                    

ve 
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   

     
1,

1 1

2

2
0

1
1 1

1 .... 1

1 1 1
                                       1

1

n

n n

n

n

E z z

z n n

 

   

 

  

 

 






   

    

   
   

 

 



                     (3.1.9)  

olur. 

 

(3.1.8) ve (3.1.9) dan 

 

 

 

 
 

 

1,

,
,

2
1, 1,

2 1
1 1

1

E z
E zzE z z

E z E z

z



 
 

 



 

 


   
 

 

 

 z U    elde ederiz.  

Bu bize     
 

'
,

1,

( )
Re 0

zE z

E z

 



 
 

 
 

 ,   olduğunu gösterir, böylelikle ,E    U  „da konvekse 

yakındır. 

 

Teorem 3.1.7: Her 1   ve 1   için , ( ) (1; ; )E z r r    ‟dir, burada (1; ; )r   

confluent hipergeometrik fonksiyondur (bkz. [21]) ve 1z r  . 

 

Ġspat:                             

,

2

( )
( )

(( 1) )

n

n

z
E z z

n
 



 






 

  
  

 

olduğundan (3.1.3)‟ü kullanarak 

 

,

2 2

2

( )
( )

(( 1) ) ( 1)...( 2)

                                    (1 ...) (1; ; )
( 1)

nn

n n

zz
E z z z

n n

z z
z r r

 


    


  

 

 


   

     

     


 
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elde ederiz. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonuç  3.1.1: Her bir 1  ve  1    için, ,

1
( ) (1; ; )

( )
E z r r  


 


, burada 

1.z r   

 

Ġspat :  (3.1.2)‟ yi ve Teorem 3.1.7‟yi kullanarak gerekli sonuca ulaĢırız. 

 

Sonuç 3.1.1‟de 1   alınırsa aĢağıdaki sonuca ulaĢırız. 

Sonuç  3.1.2: Her bir 1    için,    1;1; r
aE z r e  ,  burada 1z r   

 

2 3
,

2

( ) ( ) ( )
(z) ...

( ) (2 ) (( 1) )

( )
           , ( 1)

(( 1) )

m m

m
n

n

E z z z z
a a m a

z z m
n a

 
  

  





  
    

      


  

  


 

 

 

normalleĢtirilmiĢ Mittag Leffler fonksiyonunun m .kısmi toplamlarını gösterir. 

 

Teorem 3.1.8: 1    ve 1   için , (z)
m

E  ‟nin, 0z   hariç olmak üzere tüm 1m  

kökleri 1z    dıĢındadır. 

Ġspat:        

1

2

( )
( ) 1

(( 1) )

m
n

n

P z z
n a










 

  
  

olmak üzere, 

 

1
,

2

( )
(z) 1 ( ),  1

(( 1) )

m
m

n

n

E z z zP z m
n a

 








 
    

   
  

yazabiliriz. 
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( ) ( ) ( )
1 ... ,  1, 1

( ) (2 ) (( 1) )
a

a a m a

  


  

  
     
      

 

 

olduğu kolayca görülür. Buna göre Lemma 2.1.3‟ü uygulayarak  1   ve β ≥1 için 

 P z „nin 1m  köklerinin hepsi 1z   dıĢında olduğunu söyleyebiliriz. Böylelikle 

, (z)
m

E  ‟nın tüm m  köklerinin içerisinden 1m  kökleri bulunmaktadır ve 0z   kökü 

ise 1z   içerisindedir. 

 

 

3.2. Wright fonksiyonlarının Ünivalentlik, Yıldızıllık, Konvekslik ve Konvekse-

Yakınlık Özellikleri 

 

Bu alt baĢlıkta biz 
(1)

,W  ve 
(2)

,W   fonksiyonları için ünivalentlik, yıldızıllık, konvekslik 

ve konveksliğe-yakınlık için belirli kriterler araĢtırıyoruz. Burada verilen sonuçlar J. K. 

Prajapat‟a aittir [26]. 

 

Teorem 3.2.1: Eğer, 

 (a) 1   ve 1 3     ise  
(1)

,W   U  ‟da yıldızıldır. 

 (b) 1   ve 1 3     ise 
(2)

,W    U ‟da konvekstir.   

Ġspat : (a) ( )p z ,     (1) (1)

, ,( ) / ,p z z W z W z z U   


  , eĢitliği ile tanımlansın. 

(1)

, ( ) / 0,W z z z U     olduğundan, p fonksiyonu U ‟da analitiktir ve (0) 1p  . Sonucu 

kanıtlamak için, Re( ( )) 0p z   , z U  olduğunu göstermeliyiz. Bu kolayca görülebilir ki 

eğer, ( ) 1 1p z    ,  z U  ise, Re( ( )) 0p z   , z U .  

Teoremin hipotezi altında, ( ) ( )n n        , n   eĢitsizliği sağlanır ve bu 

 

( ) 1

( ) ( 1)...( 1)n n



    




    
 , n                                      (3.2.1) 

 

eĢitsizliğine denktir.    
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Eğer, z U  için (2.1.8) ve (3.2.1)‟i kullanarak elde ederiz 

 
(1)

,(1)

,

1 1

2
0

( ) ( )
( )

! ( ) ! ( 1)...( 1)

1 1 1
                                                               ( )

1

n

n n

n

n

W z n z n
W z

z n n n n

 

 



    



  

 

 






  

    


 



 



           (3.2.2) 

Ve 

 

(1)

,

1 1

2

2
0

( ) ( )
1 1

! ( ) ! ( 1)...( 1)

1 1 1
                                               1 ( ) .

1

n

n n

n

n

W z z n

z n n n n

  

    

 

  

 

 






   

    

 
  



 



                       (3.2.3) 

 

 (3.2.2) ve (3.2.3)‟den   

   
 

 

(1)

,(1)
(1)

,
,

(1)(1) 2

,,

( )( ) 1
( ) 1 1 ,

( ) 1

W z
z W zz W z

zp z z U
W zW z

z

 

 
 

  



 

 


     
 

     (3.2.4) 

elde ederiz.  

 

(3.2.4)‟ten görüldüğü üzere, 2 2 2 0     ise ( ) 1 1p z   , dolayısıyla da 

Re( ( )) 0p z   olur. Ayrıca, 2 2 2 0     eĢitsizliği 1 3     hipotezine denktir. 

Böylece, teoremin (a) Ģıkkı  ispatlandı. 

 

(b) 
(2)

,W    fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter Ģart  (1)

, ( )z W z 


  yıldızıl 

olmasıdır. Öte yandan, (2.1.13)‟den  (2) (1)

, ,( ) ( )z W z W z    


  olduğundan teoremin (a) 

Ģıkkı gereğince 
(2)

,W   konvekstir. 

Teoremin ispatı tamamdır. 

 

Eğer, Teorem 3.2.1‟de  1, 1v       ve    ( )z z z U     olarak alırsak aĢağıdaki 

elde ederiz. 
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Sonuç  3.2.1: Eğer, 

(a) 3v   ise vJ   U ‟da yıldızıldır. 

(b) 1 3v       ise   /vJ z z   U ‟da konvekstir. 

(c) 1 3v     ise /2( ) ( 2)( (2 ) / 1/ ( 1))v
v vJ z v J z z v       fonksiyonu U ‟da 

yıldızıldır. 

 

Hatırlatma 3.2.1: Eğer , 1   ve    

 

2 2

1 1
cos , (1 5) / 2

1 1

 


   

  
   

    
                            (3.2.5) 

 

denkleminin çözümü ise (3.2.4) ve Lemma 2.1.9‟dan    ( 1 )

,R e 0W z 

 
 

 
  olduğunu 

gözlemleriz  

 

Teorem 3.2.2: Eğer, 

(a) 1   ve
1

(1 5)
2

    ise 
(1)

,W  , 1/2U ‟de yıldızıldır. 

(b) 1   ve 1 3     ise 
(1)

,W  , 1/2U ‟de konvekstir. 

(c)   1       ve   >  * ise  *, 
2

5 5 0      eĢitliğinin pozitif köküyken, 
(1)

,W     

U ‟da yıldızıldır. 

 

Ġspat: (a) Basit bir hesaplamayla elde ederiz: 

 

(1)

,

2
1 0

( ) 1 1 1
1 ( )

! ( 1)...( 1) 1

n

n n

W z n

z n n

  

     

 

 


   

   
  . 

 

Lemma  2.1.4‟ten görüldüğü üzere,  ,W     yıldızıldır, eğer  
2

1 0      ise ki bu da 

teoremin hipotezinden sağlanıyor. Bununla sonuç ispatlanmıĢtır. (b) Lemma 2.1.5‟i 

kullanarak, elde ederiz: 
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 (1)

,

1 1 1

2
1

( 1) ( ) ( ) ( )
( ) 1

! ( ) ! ( ) ! ( )

2 2( 1)
                                              1.

( 1)...( 1)

n

n n n

n

n z n
W z

n n n n n n

n

 

  

     



   

  

  





   
   

     


  

  

  



               (3.2.6) 

 

Bu bize 
(1)

,W  ‟in 
1/2U ‟da konveks olduğunu gösterir. 

 

(c) Lemma 2.1.8‟i ve (3.2.6)‟yı kullanırsak, eğer 
2

5 5 0     ise  
(1)

,W  ‟in U ‟da 

yıldızıl olduğunu görürüz. Bbu sonucu kanıtlar. 

 

Teorem 3.2.2‟da   1, 1v     ve z z    ayarlarsak aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

 

Sonuç 3.2.2: Eğer, 

(a) 
1

( 1 5)
5

v     ise vJ ,  1/2U  „de yıldızıldır. 

(b) 3v   ise vJ ,  1/2U  „de konvekstir. 

(c) *v v  , v* „ın    2 5 2 2 5 1 0v v       

denkleminin pozitif kökü iken vJ   U ‟de yıldızıldır. 

 

Teorem 3.2.3: 1   ve 0 1   olsun. Aynı zamanda  

 

    22 5 16 12 / 2(1 )            

 

 olduğunu varsayalım. Eğer, 

(a) ( )     ise 
(1)

,W    dereceden yıldızıl fonksiyondur.  

(b) ( )       ise 
(1)

,W      dereceden konveks fonksiyondur. 

(c) ( )      ise 
(1)

,W     dereceden konveks fonksiyondur. 
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Ġspat :  Teorem 3.2.1‟deki ispatı takiben, eğer 
2

( 1) / ( 1) 1         ise 
(1)

,W  ‟in    

dereceden yıldızıl olduğuna ulaĢırız. Bu hipotezin direkt sonucudur. Dolayısıyla da 

sonuçtur. Geriye kalan kısımlar benzer Ģekilde gösterilebilir. 

 

Teorem 3.2.4: Eğer, 1   ve 1 2 2v     ise 
(1)

, 1W   ,  U ‟da   vJ ‟e göre konvekse-

yakındır. 

 

Ġspat: Tanım gereği, ( )vJ z  fonksiyonu için 

 

 (1)

, 1( )
Re 0,

( )v

z W z
z U

J z

  

 
 

 
 
 
 

 

 

koĢulunu sağladığını göstermek gerekiyor ki bu da 

 

 (1)

, 1( )
1 1,

( )v

z W z
z U

J z

  



    

eĢitsizliğinin sağlanmasıyla sağlanır. 

 

z U  için basit bir hesaplamayla  

 

 (1)

, 1

1

1 1

1 1 0

( ) ( 1) 1 ( 1)
( )

! ( 1) ( 1)

( 1) 1 1 ( 2) ( 1)

! ( 1) ( 1) ! ( 1)

1 2 3 1 3(

( 1)!( 1)...( ) ( 1)...( ) 1 2

n
v

n

n n

n

n n n

J z v n
W z

z n n v n v

v n n v

n n v n v n n v

v

n v v n v v n v v

 










 

 

  

  

   
  

     

      
   

         

 
    

       



 

   2

2)

( 1)v





      (3.2.7)                         

 

ve  
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 

2

2
1 0

( ) 1 1 1 1
1 1

!( 1)...( ) 1 2 1

n

v

n n

J z v v

z n v v n v v v

 

 

  
     

     
                    (3.2.8) 

olacaktır. 

(3.2.7) ve (3.2.8)‟den elde ederiz 

 

   (1)
(1)

, 1
, 1

2

( )
( )( ) 3( 2)

1 1,
1( ) ( )

v

v v

J z
W zz W z vz z U

v vJ z J z

z

 
 




 


    
 

. 

 

Bu gösterir ki, Sonuç 3.2.8‟e göre vJ  fonksiyonu hipotez dahilinde yıldızıl olduğundan, 

 (1)

, 1Re( ( ) / ( )) 0vz W z J z  


  olacaktır, bu nedenle  

(1)

, 1W      U ‟de konvekse-yakındır. 

 

0   gibi bir    karmaĢık sayısı için, aĢağıdaki gibi bir :F U


   integral 

operatörü tanımlayalım: 

 

 
1/

2 (1)

,
0

( ) ( ) ,
z

F z t W t dt z U




                                             (3.2.9) 

 

ġunu belirtelim ki F A

 . Bir sonraki teoremde,  F


 „nin U ‟da ünivalent olması için 

koĢullar bulacağız. 

 

Teorem 3.2.5: 1    ve 0   olsun.  Aynı zamanda 
2

( 1) / ( 1)         ve   

M ‟nin (1)

, ( )W z M    koĢulunu sağlayan bir pozitif reel sayı olduğunu varsayalım. Bu 

durumda aĢağıdaki sonuçlar doğrudur: 

(a) Eğer 1 / 1M        ise F


 U ‟da ünivalenttir. 

(b) Eğer c,  1c    ve / 1c      koĢullarını sağlayan bir karmaĢık sayı ise F


 U ‟da 

ünivalenttir. 

 

Ġspat : (a) Basit bir hesaplamayla 
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 (1)'' 1
, (1)

,' (1)

,

( )( )
( ) 2,

( ) ( )

z W zzF z z
W z z U

F z W z


 

 

  






                  (3.2.10)                                            

olacaktır. 

(1)

,W A    olduğundan, hipotez ve Schwarz Lemması gereğince U ‟da (1)

, ( )W z M z    

elde ederiz. ġimdi (3.2.4) ve üçgen eĢitsizliğini kullanarak: 

 

  ( )(1)'' (1)
2 2 , ,

' (1)

,

2

( )( ) ( )
(1 ) (1 ) 1 1

( ) ( )

(1 ) 1 1

z W zzF z W zz
z z

F z W z z

M
z



   

  




 


 
 

       
 
 

  
       

  

 

 

elde ederiz. Bu, F


‟nin Becker‟ın ünivalentlik  kriterini sağladığını gösterir. Bu nedenle 

F


  U ‟da ünivalenttir. 

(b) AĢağıdaki Ģekilde bir fonksiyon tanımlayalım: 

 

(1)

,

0

( )
( ) ,

z W t
G z dt z U

t

 
  . 

 

G A    olduğu gözlemlenir. (3.2.4) ve üçgen eĢitsizliğini kullanarak 

 

 (1)''
2 2 2 2 ) ,

' (1)

,

( )( )
(1 ) (1 1 1

( ) ( )

z W zzG z
c z z c z z c

G z W z

     

 





 
 

        
 
 
 

 

 

elde ederiz ki bu da Lemma 2.1.10‟dan dolayı  F


nin U ‟da ünivalent olduğunu 

doğurur. 

 

Teorem  3.2.6: 0    ve 1     olsun. Aynı zamanda, 
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  2 2

( 1)
: ( , )

1 1 2( 1) 2( 1)
M M

  
 

      

 
 

       
                       (3.2.11) 

 

olduğunu varsayalım.  

Eğer, 

(1)

, 1( )
1

W z
M

z

 
   , z U  

 

 ise, o halde 
(1)

,W    U ‟da yıldızıldır. 

 

Ġspat:         

(1)

, ( )
( )

W z
q z

z

 
    ve   

 (1)

,

(1)

,

( )
( )

( )

z W z
r z

W z

 

 



  

 

olduğunu farz edelim. 

  q   ve r   fonksiyonlarının U ‟da analitik olduğu ve (0) (0) 1q r     koĢullarını 

sağladığı açıktır. (2.1.11)‟i kullanarak elde ederiz 

 

(1)

, 1 '
( )

( ) ( ) 1 ,
1

W z
q z zq z Mz z U

z

  




    


.                          (3.2.13) 

 

ġimdi Lemma 2.1.7‟yi kullanarak,  

 

( ) 1q z R                                                              (3.2.14) 

 

burada, ( 1) / ( 1)R M         sonucunu çıkarıyoruz. Hesaplama ile, 

 

(1)

, 1( ) ( )( ( ) 1 ( 1)
1 1

1 1

W z q z r z R

z

      

 

     
   

 
                          (3.2.15) 

elde ederiz. 
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ġimdi 
(1)

,W  ‟in yıldızıllığını, her z U  için  Re( ( )) 0r z     olduğunu göstererek tespit 

edeceğiz. Bunun yanlıĢ olduğunu farz edelim. Bu durumda (0) 1r     olduğundan bir 

0z U   noktası ve p  reel sayısı vardır ki  0r z ip  olacaktır. Böyle bir noktada 

(3.2.15) eĢitsizliğinin doğru olduğunu göstererek devam edeceğiz, Ģöyle ki tüm reel 

p ‟ler için: 

 

 0( )( 1) ( 1) 1q z ip R             .                                  (3.2.16) 

 

Eğer, 0 0 0( ) ( ) ( )q z u z iv z u iv       olarak ayarlarsak, o halde üçgen eĢitsizliğinden 

 

 

 

 

2

0

22 2 2 2

22 2 2 2

22 2 2 2

( )( 1) ( 1)

2 ( 1) ( 1) ( 1)

2 ( 1) ( 1)( 1)

2 ( 1) 1

E q z ip

v p vp q

v p vp q

v p vp R

   

      

      

      

     

        

        

          

                            (3.2.17) 

 

olacaktır.  

Eğer, 

 

 

2 2

22 2 2 2 2 2

( ) ( 1)

2 ( 1) 1 ( 1)

F p E M

v p vp R R



        

  

             

             (3.2.18) 

 

olursa, o halde (3.2.16) herhangi bir reel p  için ( ) 0F p   sağlanacaktır. (3.2.18) 

eĢitsizliğinin sağ tarafı ilk katsayısı her zaman pozitif olan p ‟nin ikinci dereceden 

ifadesini içerir ve bu sebeple ( ) 0F p   eĢitsizliği mevcuttur, eğer ki aĢağıdaki Ģekilde 

belirtilen diskriminantı     negatif ise: 

 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( ) ( 1 ) ( 1) 0p v u v R R                    .           (3.2.19) 

Son eĢitsizlik 
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      
    

22 22 2

2 22 2

1 1 1

           1 1

v R R

R R

     

     

       
 

      

 

eĢitsizliğine denktir.  

 

Kolay bir hesaplamadan sonra, aĢağıdaki eĢitsizliği elde ederiz: 

 

   

   

2 2 22 2

22 2 22 2

1 1

1 ( 1) 1 1

R Rv R

u R R R

    

     

     
 

        
. 

 

Kabul edilen Ģartlar altında ve yukarıdaki eĢitsizliğin sağ tarafındaki kesrin paydası 

pozitiftir ki  0    olduğunu doğurur. Bu durum ( )F p  eĢitsizliğinin sağlanmadığını 

gösterir. Bu bizim (3.2.16) hakkındaki varsayımımızın çeliĢkisidir ve bundan çıkan 

sonuç Re( ( )) 0r z   olup 
(1)

,W   fonksiyonunun yıldızıl fonksiyon olduğunu gösterir. 

Böylece, ispat tamamdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



41 

 

4. SONUÇ VE TARTIŞMA 

 

Bu tez çalıĢmasında genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler ve Wright fonksiyonu 

tanımlanmıĢtır. Akabinde genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler ve Wrigh fonksiyonlarının 

 mertebeden yıldızıllığı ve konveksliği, konvekse yakınlığı ve 1 2U  diskinde 

yıldızıllığı ve konveksliği incelenmiĢtir. Tezde verilen sonuçlar D. Bansal ve J.K. 

Parapat‟ın [1, 41] çalıĢmasındaki sonuçlardır. 

Bu konu üzerine çalıĢacak araĢtırmacılar genelleĢtirilmiĢ Mittag-Leffler ve Wright 

fonksiyonların integral operatörlerinin geometrik özelliklerini, kısmi toplamlarını ve 

düzgün konvekslik, düzgün yıldızıllığı gibi diğer geometrik özelliklerini araĢtırabilir.  
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