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1. GENEL BIiLGILER

1.1 Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak G. Bernard Rieman’in 1851 yilinda kompleks

diizlemin bir Dc C (D #C) alt bolgesini D, bolgesi iizerine resmeden bir f analitik

fonksiyonunun varligini gosteren ve adina “Riemann doniisiim teoremi” denilen
teoremiyle ortaya cikmustir. Fakat bu teorem, 20. yiizyilin baslarina kadar bazi
aragtirmacilara gore kullanisli olmadigindan, bazi arastirmacilara gore de onemi fazla
anlasilmadigindan pek fazla uygulama alan1 bulamamistir. 1907 yilinda meshur
matematikg¢ilerden biri olan Koebe’nin, bu teoremi hem analitik hem de iinivalent
(yalinkat) fonksiyonlar i¢in

“Kompleks diizlemin D < C (D= C) basit baglantili bir alt bolgesini

U acik birim diski lizerine resmeden f analitik ve ilinivalent fonksiyonu
vardir. Ayrica V z,e Dg¢in f(z,)=0, f'(z,)>0 sartlarmi saglayan bir tek
analitik ve linivalent fonksiyon vardir.”

bi¢ciminde ifade etmesi geometrik fonksiyonlar teorisine yeni bir boyut kazandirmistir.

Koebe’nin bu teoreminde f analitik ve tinivalent fonksiyonunun tanim kiimesi olan D
yerine U agik birim diski ve f(z,)=0, f'(z,)>0 sart1 yerine de f(0)=0, f'(0)=1
bigimindeki sartlar1 alimirsa, f fonksiyonu f(z)=2z+a,z*+... seklinde seri agilimina
sahip olur. Literatirde, f(0)=0, f'(0)=1 sartlarma normalize sartlar ve bu sarti

saglayan fonksiyonlara da normalize edilmis fonksiyon denir. Bu tipteki analitik
fonksiyonlarin kiimesi A, bu kiimede tanimli tinivalent fonksiyonlarin kiimesi de S ile
gosterilir. 1914 yilinda alan teoreminin Gronwall tarafindan ispatt ve 1916 yilinda
Bieberbach’in ortaya koydugu normalize edilmis fonksiyonlar i¢in katsay1 tahmini ve
bu tahminin sonuglar1 geometrik fonksiyonlar teorisi i¢in yeni bir ddnemin baslangici

olmustur.

Matematiksel fizik, hidrodinamik, radyo fizigi, atom ve niikleer fizik gibi uygulama

alanli problemlerin ¢oziimiinde kullanilan 6nemli bir fonksiyon Bessel fonksiyonudur.



Bu fonksiyon ilk olarak 1732 yilinda Bernoulli tarafindan tanimlanmistir. Fakat ismini
F.W. Bessel (1784-1846)’den almaktadir. Bessel, bu fonksiyonu Kepler’in “ayni
yercekimi ivmesi altinda hareket eden farkli ii¢ kiitlenin hareketini hesaplama”

problemini ¢6zme sonucunda elde etmistir.

Sunulan bu tez genel olarak alt1 ana baglik altinda toplanmustir.

Tezin giris kisminda tez konusu ile ilgili ge¢misten giiniimiize yapilan ¢aligmalar tarihi

bir seyir i¢inde sunulmustur.

Genel bilgiler olarak adlandirilan ikinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve yontem olarak adlandirilan ii¢lincii boliimde, Pochammer sembolii, Mittag-

Leffler ve Wright fonksiyonunun belirli geometrik 6zelliklerinden bahis edilmistir.

Bulgular boliimiinde normalize edilmis Mittag-leffler ve Wright fonksiyonunun

geometrik 6zellikleri verilmistir.

Tartisma ve sonug¢ boliimiinde tez genel anlamda degerlendirilmis, benzer konudaki

calismalarla kiyaslama yapilmistir.

Kaynake¢a boliimiinde tezde kullanilan kaynaklar verilmistir.

1.2. Genel Kavramlar

Bu boliimde, tezde ihtiya¢ duyulacak bazi temel kavramlar verilmistir.

Tanim 1.2.1: Ac C bir bolge olmak iizere f: A— C ve z, € A olsun. Eger, sonlu

lim f(Z) B f(ZO)

717, -1,
limiti varsa f fonksiyonu z, € A noktasinda diferensiyallenebilirdir (tiirevlenebilirdir)
denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z =z, noktasinda f(z) fonksiyonunun

tiirevi olarak adlandirilir [23].



Tanim 1.2.2: Bir f:C— C kompleks fonksiyonu bir z, € C noktasinda ve bu noktanin
belli bir U (z,,r) komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyallenebiliyorsa f *ye z,

noktasinda analitiktir denir. Eger, bu fonksiyon bir S < C kiimesinin her noktasinda
analitikse S ’de analitik denir. Tiim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam

fonksiyon denir [23].

Z=X+1y olmak tizere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli kompleks degerli

fonksiyonu analitik ise

u(x,y) _ov(xy) , oulxy) __ov(xy)
OX oy oy OX

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann kosullarini saglar [23].

Teorem 1.2.1: (Liouville Teoremi): Tam ve sinirli bir fonksiyon sabittir [23].

Kompleks fonksiyonlar teorisinde analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 1.2.2: f pozitif yonlii basit kapali » egrisinin sinirladigi bolgede ve bu egrinin
tizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin sinirladig1 bdlgenin iginde keyfi bir

nokta ise her ne N igin

f0(2,) = n!I f(2)

2715 (2-2,)"™

esitligi saglanir [23].



Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonug¢larindan biri sudur: f fonksiyonu smirli bir
bolgede analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu

tiirevler de bu bolgede analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z; noktasinda

(@)=Y a,z-2), a-=1"@)/n (1.2.)

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat bu hiikmii reel degiskenli her fonksiyon
icin sOyleyemeyiz. Yani, reel degiskenli her fonksiyon bir noktada birinci mertebeden

tiireve sahipse bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz. Ornegin,
f(X)=x>? reel degiskenli fonksiyonunun x=0 noktasinda birinci ve ikinci

mertebeden tiirevi oldugu halde, ayni fonksiyonun x =0 noktasinda tiglincii mertebeden

tiirevi yoktur.

Teorem 1.2.3: Sabitten farkli bir f fonksiyonu kompleks diizlemin bir bdlgesinde
analitik olsun. Bu durumda |f(Z)| maksimum degerini bu bolgenin sinirinda alamaz

[23].

Sonug 1.2.1: B kompleks diizlemde sinirlt bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonu da
bu bolgenin sinirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(z)| maksimum

degerini B bdlgesinin sinirinda alir [23].

Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarindan birisi asagida ifade edilen Schwarz

lemmasidir.

Lemma 1.2.1: f fonksiyonu U acik birim diskinde analitik ve f(0)=0 olsun. Eger,

U diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda

f0)<1 ve |f(2)|<|z

“dir. Esitlik sadece

0 R olmak iizere f(z)=€"z fonksiyonu i¢in saglanir [23].



Teorem 1.2.4: f (z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir B bolgesinde sabit olmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda | f(Z)| , B bolgesinde minimum degerini alamaz [23].

Sonu¢ 1.2.2: B kompleks diizlemde sinirli bir bolge, f(z) bu bolgede sabit olmayan

bir fonksiyon olsun. Ayrica, f(z) fonksiyonunun B boélgesinin iginde analitik,
simirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(Z)| minimum degerini B

bolgesinin sinirinda alir [23].

1.3. Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda, tinivalent fonksiyon kavrami tanitilarak bu fonksiyon yardimiyla bazi tanim

ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.3.1: f, Bc C bdlgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. Her z,,z, €B icin
f(z)="1(z,)=>z =2, ise (veya z,#z,= f(z)# f(z,) ise) f fonksiyonuna B

bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir [2].

Eger, f fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f ’ye yerel tinivalent

fonksiyon denir.

Teorem 1.3.1: Analitik bir f fonksiyonunun z;, noktasinda yerel iinivalent olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul f'(z,)#0 olmasidir [2].

Ayrica, f'(z,)#0 sartt f(z) fonksiyonunun tinivalentligi i¢in gerek sarttir, fakat yeterli
degildir. Yani, f analitik fonksiyonu iinivalent ise f’(z;)# 0 dir. Tersi daima dogru
degildir.

Bir kiimede yerel iinivalent olan analitik fonksiyonlarin bu kiimede iinivalent olmasi

gerekmez.



Ornek 1.3.1: f(z) =z* fonksiyonu B={z:1<|z|<2,0<argz <37/2} bolgesinde yerel
{inivalent olmasma ragmen {iinivalent degildir. Gergekten f(z)=2z> fonksiyonu, B

bolgesinde analitik ve her z,e€B i¢in f'(z)) #0 saglandifindan yerel iinivalenttir.

Fakat

5 5 5 . 25

5 . :
fl —=4i—=|=f| ———=—i— |=i—
(sﬁ 3&) [ 3\2 3J§J 9
oldugundan f(z)=z* fonksiyonu B bélgesinde iinivalent degildir.

Eger, B < C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise bu durumda z<B

noktasinda f’(z) tiirevi f nin yerel geometrik davranigini belirler.

f'(z)| ve arg f'(z)
degerleri sirasiyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna

ilave olarak, f:BcC—>C analitik donisimiinin Jacobian determinanti

¥ (2)=

f'(Z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f’(Z)|2 ifadesine esit

oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir.

Boylece, Teorem 1.3.1 den analitik fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan

farkli olmasi, yerel iinivalentlik icin gerek ve yeter sarttir.

Tanim 1.3.2: Eger, bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki diizglin egri arasindaki
acinin biytikliigiinii ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu noktada konform doniigiim

denir. Eger, bir f fonksiyonu, bir B < C bdlgesinin tiim noktalarinda konform ise, f
fonksiyonu B bolgesinde konformdur denir [2].

Ormegin f(z) =€’ doniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 1.3.2: f fonksiyonunun analitik oldugu her Z noktasinda f’(z) =0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur [2].



Dolayistyla bir bolgede analitik ve tinivalent bir fonksiyon konformdur.

En 6nemli konform doniisiimlerden biri Mdbius doniisiimiidiir. Bu doniisiim a, b, ¢, d

ad —bc # 0 kosulunu saglayan kompleks sabitler olmak {izere

_az+b

w= f(2)= ,
(2) cz+d

genisletilmis kompleks diizlemi ((COO =Cu{c}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

Z—diizlemindeki DcC(D=C) bolgesini, W-—diizlemindeki D, bolgesi lizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmstir.

Teorem 1.3.3: Kompleks diizlemin her D — C (D # C) basit baglantili bolgesi konform
olarak U agik birim diski lizerine resmedilir. Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve
f'(z,) >0 kosullarm1 saglayan ve D yi U birim diski lizerine resmeden bir tek

konform dontisiim vardir [2].

1.4. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {inivalent
fonksiyonlar: biraz daha ayrintili ele alacagiz. Analitik olarak bir {inivalent fonksiyon
sifirdan farkli tiireve sahip iken geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
dontistiirtir. Hem analitik hem de {inivalent fonksiyon basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi bir basit

baglantili bolgede tanimli f iinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte taniml
bir f {inivalent fonksiyonu secilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyon sartlar1 gz oniine alinirsa (1.2.1) serisi (z, =0 icin)



f@)=2+Yaz", (zeU) (1.4.1)

seklini alir. Burada, (1.4.1) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin smifin1 A ile gosterecegiz

ve kisaca

A:{f vzeU iginf(z)=z+) a2 }
n=2

yazacagiz.
Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tasi olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

Tanim 1.4.1: U birim diskinde iinivalent olan f € A fonksiyonlarinin olusturdugu

siifa S siifi denir ve kisaca
S={f eA:vzeU icinf —lnivalent}

seklinde gosterilir [6,22].
S sinifina ait bazi fonksiyon 6rneklerini asagida verelim.

(i) w=f(z)=z(1-2)*" fonksiyonu U acik birim diskini Re(w)>-1/2 sag yari

dizlemine resmeder.

(i) f(z)=z(1-z*)" fonksiyonu U acgik birim diskini C\{(—oo,—]/Z]u(]/Z,oo]}

bolgesi tlizerine resmeder.

(iii) f(z)=z(-2)* Koebe fonksiyonu U acik birim diskini C\(—oo,—1/4] bolgesi

lizerine resmeder.
Ayrica, sunu da belirtelim ki, S sinifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifina ait

olmayabilir.



Ornegin,

z z
f(z)=— ve f,(z)=——
1(2) 1-2 :(2) 1+iz
fonksiyonlar1 S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=—F ve f,())=——=
1(2) (1-2)? 2(2) (L+iz)?
tiirevlerinden
2—-2(1-1)z

f(2)+ f,(2) = m

elde edilir. Buradan, z, = il €U noktasinda f(z,)+ f,(z,) =0 oldugu goriiliir.

Bununla beraber S sinifindaki bir¢ok 6zellik baz1 doniisiimler altinda korunur.

Tamim 1.4.2: U agik birim diskinde p(0)=1, Re(p(z))>0 kosullarim saglayan

p(z) =1+ Z:ann seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya

n=1

P sinifi denir [2].

Ormegin p(z) =(1+2)/(1-2),zeU fonksiyonu P smifina ait olup, U acik birim
diskini sag yar1 diizlem {izerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Ayrica, P sinifina
ait bir fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+2" fonksiyonu P

sinifina ait olmasma ragmen ne N, n>2 i¢in linivalent degildir.



Tanim 1.4.3: U agik birim diskinde ¢(0) =0 ve |¢(z)| <1 kosullarin saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarmin sinifi denir ve Q ile

gosterilir [2].

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:

P(@)-1_

peP < d(z)= 0() 11

P ve Q smiflarim tanimladiktan sonra, S smifinin iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

sekilde verebiliriz.

Tanim 1.4.4: B < C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasin1 her we B
noktasina birlestiren dogru parcast tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B’ye wj
noktasina gore yildizil kiime denir. w, noktas: 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye
orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir. Eger, bir f fonksiyonu
U acik birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f
fonksiyonuna w, noktasima gére yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu
U acik birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil

fonksiyon denir. f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifi S” ile gosterilir

[2, 22].

Yildiz1l fonksiyonlarin geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem

asagidaki gibidir.

Teorem 1.4.1: f €S olsun. Budurumda f € S* olmasi i¢in gerek ve yeter sart
re| £ @1,
f(z)

10



olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Zanzn eS =|a|<n [6, 22].
n=2

Kisaca, yildizil fonksiyonlarin kiimesi

S*:{f eS:Vzel icin Re(w]>0}
f(2)

seklinde gosterilir.

Ornegin, S* sinifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi z €U olmak iizere,

Z
D=1y

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu

-4

seklinde yazabiliriz.

Ayrica, k(z) fonksiyonu
1 ) 1
u(z)zg, 9(2)=u'(2). k(2)=[9()-1]

bigiminde yazilarak U agik birim diskini —oo dan —1/4 e kadar negatif reel ekseni
cikartilmis kompleks diizlem tlizerine konform olarak doniistiirdiiglinii gorebiliriz. k(Z)

dontiisiimii tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

Goriildiigii gibi
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Re Z:’(ZZ)] - Re(t—g . Re(%j
&

B 1-r? JL+r
1+r?—2rcosé 1-r

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € S* oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun dénmeleri her zeU igin

z

ke(2)=m

seklinde tanimlanir ve K,(z) fonksiyonlar1 S smifina ait fonksiyonlardir. Bu doniisiim

ile birim diskin goriintiisii +oo dan —e"’/4 1510 hari¢ kompleks diizlem olur. ¢  (0,2]

ve z eU olmak tizere

f(2) =imi—z] —1}

fonksiyonu, “genellestirilmis Koebe fonksiyonu” olarak adlandirilir ve S sinifina aittir.

Tanim 1.4.5: B < C kiimesi verilsin. Her w;,w, € B i¢in W, noktasin1 W, noktasina

birlestiren dogru pargasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ’ye konveks kiime denir. Eger,

bir f fonksiyonu birim diski konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna
konveks fonksiyon denir. f € A olmasi durumunda konveks fonksiyonlarin simift C ile

gosterilir 8, 22].

12



Konveks fonksiyonlari analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.

Teorem 1.4.2: f €S olsun. Bu halde f €C olmasi igin gerek ve yeter sart

" f’ !
Re[1+w)>0 yada Re M >0

f(2) f'(2)

olmasidir. Ayrica, f(z)=z+ Z:anzn eC=> |an| <1 [12,16].
n=2

Ornegin,

f(2) =%Iog Gi—ij = z+i znl_lz2nl eC

n=2
dir. Gergekten z=re” (0<r<1,0<6<2x) olmak iizere,

" 2 24020
Re 1+ 2 ()| _pe[1HZ | _pel1tTe
f'(2) 1-z 1-r%'

1-r J1-rf
= 2 2 = 77
1+r"=2rccos260 1+r

elde edilir.

Teorem 1.4.1 ve 1.4.2’nin bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis olan

asagidaki teorem S* ve C siniflarina ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok onemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 1.4.3 (Alexander Teoremi): f €S ve zeU olmak tizere, g(z) =1zf'(z) olsun.

Bu durumda, f €C olmast i¢in gerek ve yeter sart g € S* olmasidir [6, 8, 22].

13



Tanim 1.4.6: 0< <1 olmak iizere her zeU ig¢in

Re[zi '((;))]w

kosulunu saglayan f eS fonksiyonuna p —mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da f —mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir

ve S§°(B) ile gosterilir [6].

Tanim 1.4.7: 0< <1 olmak iizere her z €U i¢in

(f'(2))
f'(z)

( zf”(z)]
Re| 1+ ——= [> f yada Re > p

t'(2)

kosulunu saglayan f €S fonksiyonuna S mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm olusturdugu simif C(f) ile gosterilir [6].

Ozel olarak, S*(0)=S" ve C(0)=C yazlir. Buradan da anlasildig1 iizere S*(8) = S
ve C(f) c Cdir.

Tanim 1.4.8: 0< f <1 olmak iizere her z €U i¢in

zf'(2)
Re| =2/
e( 9(2)j>ﬂ

kosulunu saglayan bir geS” fonksiyonu varsa bu durumda f €S fonksiyonuna S
mertebeden konvekse yakin fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu simif

K, (B) ile gosterilir [2, 6, 22].
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Ozel olarak Kg 0)= Kg siifina konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi, bu sinifa ait

fonksiyonlara da konvekse yakin fonksiyon denir.

Ayrica Re(%} > B esitsizliginde g(z)=ze S alinirsa konvekse yakinlik sart: i¢in
gz

daha kullanish olan Re(f'(z))>/ elde edilmis olur. Yani Ref'(z)>/ kosulunu

saglayan fonksiyonlar da K (/) smifindan olur.

Yukaridaki siniflar arasinda C = S" < K = S < A igerme bagmtist vardir.

Tanim 1.4.9. (Pochhammer (Apell) sembolii): ' Gama fonksiyonunu gostermek

tizere neNj, aeC ve a#0,-1,-2,... olmas: durumunda

@ _r@+n) % n=0; acC-{0}
" @ |a@+l)..(a+n-1), neN;aeC

seklinde tanimlanir. Eger, a ve a-+n negatif tamsayi ise

(a). = lim I'a+n+t)
-0 [(a+t)
formiilii gecerlidir.
Pochhammer sembolii i¢in (a),, =(a+n)(a), esitsizligi her zaman saglanr.

Ozel olarak n=0 alimirsa (a), =1 seklinde tamimlanir.

15



2. MATERYAL VE YONTEMLER

Bilindigi tizere [13], Mittag-Leffler fonksiyonu

0 Zn
Ea(z):gm, zeC, Re(a) > 0. (2.1.1)

seklinde tanimlanir. Bu, [Re(a)]_lmertebeden z ’nin tam fonksiyonudur.

E, (2) *nin bir genellestirilmisi

E, ,(2)= ni;r( gy LB CiRe(@) >0 2.12)

fonksiyonudur.

Mittag-Leffler fonksiyonu tabii olarak kesir mertebeli diferansiyel ve integral
denklemlerin ¢oziimiinde ve Ozellikle kinetik denklemlerin kesirsel genellemesinin
arastirilmasinda, cok-ayrintili nakil ve karmasik sistemlerin caligmasinda goriliir
[21,43]. Bu fonksiyonlarin &nemli ozellikleri bircok matematik¢i tarafindan

arastirtlmastir [3, 4].

Bu tezde, biz E, , Mittag-Leffler fonksiyonunun geometrik 6zelliklerini galisiyoruz.

Mittag Leffler fonksiyonu A sinifina ait olmadigi agiktir.

Bu nedenle, Mittag Leffer fonksiyonunun asagidaki sekilde normallestirilmesi dogaldir

B S S O VL)
Eaﬁ (Z) - F(ﬁ)ZEa,ﬁ (Z) =1z +;F(6{(n—1) +ﬂz ! (213)

z,a,feC;Re(a)>0,8#0,-1,....

E.s fonksiyonu 6zel durumda birgok iyi-bilinen fonksiyon igermektedir.

Ornegin,
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E0,1(2)=i1, E11(2) = ze*, E21(2) = zcosh(«/{),

Ei2(2) =€’ -1, E13(2) = M,

6(e’ -1 3z° Z (2.1.4)
Era()= L8120 732 )= Vzsinh(z),

1o

Esi(z) = L) g3 4 g2 cos(ﬁ vk

2 2

Iyi bilinmektedir ki Wright fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanr:
W, (2)=)———— A>-LueC (2.1.6)

n-o N 'F(/in )

Eger, A>-1lise (2.1.6) serisi herz eC i¢in mutlak yakinsaktir; 2 =-1 iken bu seri
|z| <1 i¢in mutlak yakinsaktir. Dahasi, 2>—1 igin, W, ,  Z’nin tam fonksiyonudur.
Wright fonksiyonlari ilk defa Wright tarafindan [30] tanitilmis ve pargaciklarin
asmiptotik teorisinde, Mikusinski islemsel kalkulusiinde ve Hankel tipi integral
doniistim teorisinde genis olarak kullanilmistir. Son zamanlarda bu fonksiyonlar kesir
dereceden kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde ortaya ¢ikmistir, Green

fonksiyonlarmin da Wright fonksiyonlari yardimi ile ifadesi bulunmustur (bkz. [21,
27]).

Eger A bir pozitif rasyonel say1 ise, o halde W, , Wright fonksiyonu genellestirilmis

hipergeometrik fonksiyonlar yardim: ile ifade edilebilir (bkz. [7, Bolim 2.1]). Ozel

durumda A>-1 ve wu=v+1 iken, W, (-z*/4) fonksiyonlar1 J, Bessel

fonksiyonlar1 yardimi ile agagidaki sekilde ifade edilir:

JV(Z)Z(%)V v (= ) Z( D(2/2) 2.1.7)

= nil'(n+v+1)
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Ayrica, W,,, (-z)=J; #> O,>—  fonksiyonu genellestirilmis Bessel fonksiyonu

olarak bilinir. Keza Wright fonksiyonu Array fonksiyonu, Wittakar fonksiyonu,

(Wright-tipli) fonksiyonlar1 ve bunun gibi ¢esitli basit fonksiyonlar1 da genellestirir [7].

Wright fonksiyonu W,  ’nin A kiimesine ait olmadigi kolayca goriiliir. Biz Wright

fonksiyonunun asagida belirtilen iki ¢esit normallestirilmisini ele alacagiz:

1 = T(w)z™
WS (2) =T (u)zW, , : ;nlr(/m )(/1>—1,ﬂ>o,zeU)

ve
W2(z)=T(A+ z
( ) ( lu) ﬂ,,u( ) 1_,( )
© n+l
_ LA+WZ s 1 24u50,2¢€0)
o (N+DIT(An+ A+ p)
Sunu belirtelim ki

W, (-2) = 3u(2) =T (v+1) 2], (2Vz).

Burada, J.(z) normallestirilmis Bassel fonksiyonudur (bkz. [25, 29]).

Dabhast, W/1(1,), ve Wﬁ ‘nin agagidaki iligkileri sagladigini kolayca gorebiliriz:

2,2(WE @) = (=W, (2) +(A- u+DW(2)
2,2 (WA@) =+ u-DW2,(2) + (u-IW2 (2)

(W2 () =W8,,@).
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Bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri lizerine [15-18] ¢alismalarini gosterebiliriz.

Bu tez c¢alismamizda temel sonuglarimizi kanitlamak ic¢in asagidaki lemmalara

ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma 2.1.1: (Fejer [5]) a, =1 ve {an}nZl negatif olmayan reel sayilarin dizisi olsun.

-a .,=a

n+2 n+l — “n+l

Eger, {a,}  dizisi konveks azalansa, yani 0>a —a, kosulunu saglarsa

o0 halde
n=1

Re(Zanz”‘lj >1/2,2eU .

Lemma 2.1.2: (Fejer [5]) a,=1 ve {a ]  negatif olmayan reel sayilarin dizisi

olsun.

Eger,
Aa, =na, ~(n+1)a,,,Aa’ = Aa, ~Aa,, =na, ~2(n+1)a,,, +(n+2a,,

farklar1 negatif degilse,
f(z)=>a,z"
n=1

fonksiyonu U agik birim diskte yildizildir.

Lemma 2.1.3: (Kakeya [11]) Eger, c¢,>C >....>Cc,>0 ise, o0 halde

Co+CZ+ +¢,z" polinomunun kokleri |z|>1 yi saglar.

Lemma 2.1.4: (MacGregor [12]) Eger, feA fonksiyonu her zeU igin
|f(z)/z—]4 <1 kosulunu saglarsa, o halde f U]/2={Z:|Z|<1/2}’de iinivalent ve

yildizildir.
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Lemma 2.1.5: (MacGregor [12])  Eger, f A fonksiyonu her bir zeU igin

‘ f'(z) —1‘ <1 kosulunu saglarsa, o halde f U,, de konvekstir.

Lemma 2.1.6: (Ozaki [19]) f fonksiyonu (1.4.1) seklinde olsun. O halde

<1 (2.1.14)

Z‘nan ~(n+1)a,,
n=1
feK, ve g(z)=2/(1-2) ile.

a,eR igin (2.1.14) kosulunun 1>2a,>....>na, >(n+1)a,,.....>0 ‘ye denk

oldugunu gozlemliyoruz.

Lemma 2.1.7: ([9]). h U ’de h(0)=1 sartiyla konveks (iinivalent) bir fonksiyon ve
#(2) =1+q,z+q,z° +... fonksiyonu U ’da analitik bir fonksiyon olsun. Eger, y #0
#2)+1/ y)z¢ (z)<h(z), i¢in Re(»)=0 ve Re(y)>0 ise, o zaman

#(2) <w(z)=yz7 T h(t)dt <h(z),zeU ve w(z) konvekstir.

Lemma 2.1.8: ([14]). Eger, f €A veher zeU i¢in ‘f'(z) —1‘<2/&/§ sagliyorsa, o

halde f U ’da yildizildir.

Lemma 2.1.9: ([30]). f € A olsun. Eger , M sayisi c0s M= M denkleminin kokii

olmak tzere

m— <M,zeU
f(2) ’

kosulu saglaniyorsa, o halde Re(f (z))>0.
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Lemma 2.1.10: ([20]). S<C, Re(B)>0 ve ceC |C| <1, c# -1 kosullarini saglayan

kompleks sayilar olsun. Eger, h € A fonksiyonu

zh'(2)

ph(2)

c|z|2ﬂ+(1—|z|2ﬂ) <1,zeU

kosulunu saglarsa

) up
C,(2) :{ﬂjt“h'(t)dt} ,zeU

integral operatorii U da analitik ve iinivalenttir.

p=1 ve c=0 i¢in Lemma 2.1.10’nun iinivalentlik i¢in Becker’in kriterine denk
oldugunu gozlemleriz, hangisi ki soyle ifade ediliyor [2]: her bir zeU igin

(1—|z|2)‘zf (2)/ f'(z)‘ <1 kosulunu saghyorsa, f fonksiyonu U ’da iinivalenttir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu baslik altinda Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ve Wright fonksiyonlar1 yardimiyla

onlarin 6zel kombinasyonlarinin tanim ve bazi 6zellikleri sunulmustur.

3.1. Mittag-Leffler Fonksiyonunun Yildizilhik, Konvekslik ve Konvekse-Yakinhk
Ozellikleri

Bu alt baglikta normallestirmeleri ile birlikte Mittag-Leffler fonksiyonlar1 géz oniine
alimmustir. Mittag-Leffler fonksiyonlarinin agik birim diskte tinivalentlik, yildizillik,
konvekslik ve konvekse-yakinlik gibi 6zelliklere Sahip olmasi i¢in birkag yeterli

kosullar verilmistir. Elde edilen sonuglar D. Bansal ve J. K. Prajapat’a aittir [1].

Teorem 3.1.1: Eger , a>1 v@> T (a+p)=4I(B) kosulunu saglarsa, E.s(2)

fonksiyonu U agik birim diskinde yildizildir.

Ispat: (2.1.3)’den

n n+1
Aa, =na,—(n+1)a,,, =I'(p) Fa(n-1+4) — T (an+ ) (3.1.1)

elde ederiz. Oncelikle belirtilen kosullardan n>2 icin Aa, >0 oldugunu gésterelim.

Unutmayin ki

nC(en+B)=n'(a(n-1)+a+p)=nl(a(n-1)+1+ B)
:n(a(n—1)+ﬂ)F(a(n—l)+,3) (3.1.2)
=nT'(a(n-1)+ )= (n+1)T(a(n-1)+B)

(3.1.2)’yi (3.1.1)’de kullanarak, n>2 icin Aa, >0 elde ederiz. Ayn1 zamanda,
I'(a+p)=4I(B)>2I(pB) kosulu Aa, >0 oldugunu gosterir. Dahas,

AaZ =na,-2(n+1l)a,, +(n+2)a

nC(B) _2(”+1)F(ﬂ)+ (n+2)T(B) N
F[a(n—l)+ﬂ] ['[an+ ] F[a(n+1)+ﬂ]

n+2
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olarak

nr[an+4]=2(n+1)T[a(n-1)+ 4] Va =1,

p>1 I'(a+p)>4r(B),neN.

O halde, Lemma 2.1.2 geregince Ea.z(z) fonksiyonu U ’dd yildizil oldugu goriiliir.

Ispat tamamdr.

Ornek 3.1.1: Teorem 3.1.1°de o =1 alirsak Eiy >4 igin yildiz1l oldugu agiktir.
Ozel durumda

6(eZ —1—2)—322

E1,4(Z)= 2 ,

U ’da yildizildir.
Ayrica, a=2 igin Teorem 4.1.1'in I'(a+f)>4I () kosulu B(B+1)>4 denktir,

oyleki Ez 4 her f> (—1+ J17 ) /2 igin yildizildir.
Ozel durumda ,

Ez2(2)=+/zsinh(Vz ), U da yildizildrr,

Ek olarak, a =3 olarak alirsak, o halde Teorem 3.1.1°e gére Esp

(54-3V21) (184320
+ +

3 3§

~0.79632

f>-1

i¢in yildizildir.

Ozel durumda,

3 Loy
E3,1(Z)=g{ezy +2e 2 cos(?zmﬂ

U ’da yildizildr.
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Hatirlatma 3.1.1: Teorem 3.1.1. ve Ornek 3.1.1.’den gozlemliyoruz: eger E.s’nin «

parametresi artirsa 0 zaman E.p’nin yildiziligimi korumak ig¢in S parametresi

azalacaktir.

Teorem 3.1.2: Eger, a>1 ve ﬁ2(3+\/1_7)/2 ise 0 zaman E. s fonksiyonu U ’da

yildizildir.

Ispat:

= :
olarak tanimlanan fonksiyon olsun. #(2) # 0 oldugundan, p fonksiyonu U 'da
z

analitiktir ve p(0)=1"dir. Sonucu kamitlamak igin, Re( p(z)) >0,zeU oldugunu

gostermeliyiz.

F(ﬂ+n)£F(an+ﬂ),‘v’aZ];ﬂ21 neN
oldugundan,

C(an+pB) B(B+1)..(B+n-1)
olacaktir.

Ayrica, verilen kosula gore

n <1 neN\{1}. (3.1.4)

P

Eger, zeU o0 halde (2.1.3), (3.1.3) ve (3.1.4)’ii kullanarak,
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Eos(Z)| |& nO(B) .| & n
(s () 25 <3 :
z ‘S T(an+4) n = B(B+1)...(B+n-1) (3.15)
1 1&( 1Y 2841
SWEMJ TR
ve
Eus(2) L = I'(B)z" 1—00 1
e 3y e e By Ty e vy gy 616
1&( 1Y p-p-1
52 ﬁ+1] TR
aliriz.
(3.1.5) ve (3.1.6)’dan
' ' Eapl(z
Z(Ea,ﬁ(z))_ ‘(E“ﬁ(z))‘ ﬂz() 2641,

Eor(2) | Es (2) |<ﬂ2—ﬂ—1

z

elde ediyoruz.

2

Bu demek olur ki; eger, %Sl ise E,;(z) U’de yildizildir, ayrica bu

esitsizlik teoremde verilen > (3+ J17 ) / 2 hipotezin aynisidir.

Bununla teoremin ispat1 tamamdir.

3-n)+/57° —187 +17
Teorem 3.1.3: @ >1 ve <1 olsun ¢(7n)= (3=n)+5n i

2(1-n)

oldugunu varsayalim. Eger, > ¢(7n) ise E.s fonksiyonu U agik birim diskinde 7

mertebeden yildizil fonksiyondur.
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. 28+1

Ispat: Teorem 3.1.2 ispatin1 miiteakiben eger, <l-n ise, Eaup n

p-p-1
mertebeden yildizil fonksiyondur, ayrica bu esitsizlik verilen hipotezin direkt bir

sonucudur.

Teorem 3.1.4: Eger,

(a) @>1ve B>(1+52)/2 ise Eup, Uy, de iinivalent ve yildizild.

(b) a=1 ve B>(3+\17)/2ise Eup, Uy, de konvekstir.

Ispat : (a) Hesaplamaya gore

Ea,ﬁ'(z)_ i 1 i o 1 :ﬂ+l
]Fnzllﬂ(ﬁﬂ) ..... (ﬁ+n—1)<ﬁ§(ﬂ+1)n a

Lemma 2.1.4’¢ gore, eger f+1< f% ise Eap, U,, de yildizildir, ayrica verilen hipotez
altinda bu dogrudur. Bu nedenle E. g, Uvz “de yildizildir.

(b) Basit hesaplamalarla Lemma 2.1.6°y1 kullanarak sahibiz,

(T ¢ ni1
Ees ()< o ) S X 5D (o)

L. 25 L) Py
B B\ p+1 B

elde ederiz. O halde, Lemma 2.1.5 geregince Eu.z, Uy2 "de konvekstir.

Ornek 3.1.2:
() Eio=e'-1,Eis= %(ez ~z-1), Esa = %[6(@ —1)—32], Ei = ﬁsinh(ﬁ)

fonksiyonlart U,, *de yildizil ve tinivalenttir.
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(b)  Eu= %[G(ez —1)—32] fonksiyonu U, *de konvekstir.

Teorem 3.1.5: T'(a+ )>2I'(f) kosulunu saglayan her o >1ve S>1 sayilan igin

Eup €K,,zeU burada g(z) =z/(1-2) dir, dolayistyla Ess(z), U ’da tinivalenttir.

Ispat: Lemma 2.1.6” y1 kullanarak

<l zeU

i\nan ~(n+1)a,,,

n=1

veya

1>2a,>...2na, >(n+1)a,,...>0 (3.1.7)

oldugunu gostermek yeterlidir.

na, >(n+1)a,,, isin a>1, f>1 ve T'(a+p)=2I(B),neN oldugundan (3.1.7)

saglanmistir. Bu teoremin ispatin1 tamamlamaktadir.

Ornek 3.1.3: o =1 olsun. O halde Teorem 3.1.5’in I'(a+ )=2I () kosulu f>2

olmasini gerektirir. Boylece, Ei s (Z) tim f>2  degerleri i¢in konvekse yakindir.

Boylece,
6(e’ —1-2)-32°

2

wve Eii(z)=

E1,2(Z)=ez—1 , E1,3(Z)= . .

z/(1-z) yildiz1l fonksiyonuna gore, U ’da konvekse yakin olurlar.

Eger, biz a=2 alirsak, o halde I'(a+f)=2I(B) kosulu B(B+1)=2 kosulunu

dogurur ki, £ >1 i¢in saglanir. Buna gore,
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E2i(z)= zcosh(\ﬁ) ve E2(z) :\/Esinh(\ﬁ)

fonksiyonlar1 U ’da konvekse-yakinlar.

Teorem 3.1.6: Eger, a>1ve ,82(3+J1_7)/2 ise 0 halde E., fonksiyonu E, ,’ya

gore konvekse yakindir.

Ispat: Tanim1 uyarinca, dyle g €S~ fonksiyonun mevcut oldugunu géstermeliyiz ki

Bu asagidakinin ispat1 ile gosterilebilir:

9(z)

Teorem 3.1.2°den, hipotez altinda Eis’in U ’da yildizil oldugunu goriiyoruz.

Eger,zeU ise,

(n+1)r(g)  1(p) |
an+,B) F(n+,[3)‘

Eaﬂ( ‘ i

(3.1.8)

= | nr(p) |_& n _11 w{ ) 2 +1
< < il
2 | nz_;‘/?(ﬂ+l)....(ﬂ+n 1) B /321 B+1 B

ve
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(3.1.9)

olur.

(3.1.8) ve (3.1.9) dan

ZE’a,ﬂ (Z) _“ _ E,a,ﬂ (z)_ Elﬁz(z)

Ewp (Z)

zeU elde ederiz.

ZE +.5(2)

Bu bize Re
( El,ﬁ(Z)

}>0 , oldugunu gosterir, boylelikle E.s U ‘da konvekse

yakindir.

Teorem 3.1.7: Her «>1 ve S >1 igin

E.s(2)| < rx@(s g;r) dir, burada ®(L f;r)

confluent hipergeometrik fonksiyondur (bkz. [21]) ve |z| =r<1.

Ispat:

i L(p)z"

B = e 0 Dar )

oldugundan (3.1.3)’l kullanarak

= (A" | : 7
2 m-narp)| 1 LB B2

Ea,ﬂ(Z)‘ <|z]+

=|z|@+ || |Z| +..)=rx®d(; B;r)

B BB+
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elde ederiz. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Sonu¢ 3.1.1: Her bir a>1ve pg>1 igin,

Ea,ﬁ(Z)‘ < - 1ﬂ) rx®d(; g;r), burada

|z]=r<1.

Ispat : (3.1.2)’ yi ve Teorem 3.1.7’yi kullanarak gerekli sonuca ulasiriz.

Sonug 3.1.1’de g =1 alinirsa asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonu¢ 3.1.2: Her bir o >1 igin,

Ea(z)|<¢(LLr)=e", burada |z]=r<1

Eep(2)=2+ L) oy, L) 5o, TH) o
Fa+pB) T'(2a+p) r((m- 1)a+ﬂ)

e T
S aonar g MY

normallestirilmis Mittag Leffler fonksiyonunun m kismi toplamlarini gosterir.

Teorem 3.1.8: ¢>1 ve fB>1 igin Ez,p(z) ‘nin, z=0 hari¢ olmak iizere tim m-1
kokleri |Z| =1 disindadur.
ispat:

) o
PO s B’

olmak tizere,

m _ o F(ﬂ) "=
Ea,ﬂ(Z)—Z|: Z;‘F((n 1)a+,6’) :|—ZP(Z),m21

yazabiliriz.
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V) B V) B V) B
I'a+p) T(2a+p) I'((m-1a+p)

>1 5>1

oldugu kolayca goriiliir. Buna goére Lemma 2.1.3’li uygulayarak a>1 ve B >1 i¢in

P(z)‘nin m-1 koklerinin hepsi |z[|=1 disinda oldugunu sdyleyebiliriz. Boylelikle

= 5(2) ’nin tim m koklerinin igerisinden m—1 kokleri bulunmaktadir ve z=0 kokii

ise |z| =1 igerisindedir.

3.2. Wright fonksiyonlarinin Univalentlik, Yildizilhk, Konvekslik ve Konvekse-
Yakinlik Ozellikleri

Bu alt baslikta biz Wl(l/)l ve Wﬁ fonksiyonlart i¢in tinivalentlik, y1ldizillik, konvekslik

ve konvekslige-yakinlik i¢in belirli kriterler arastirtyoruz. Burada verilen sonuglar J. K.

Prajapat’a aittir [26].

Teorem 3.2.1: Eger,
(@ A=1ve ,u21+\/§ ise Wﬁ U ’da yildizildur.

b) 1>1 ve ﬂ+,u21+\/§ ise W® U *da konvekstir.
A

Ispat : (a) p(z), p(z) =2 (Wa(l;)l (Z))’ /Wﬂ(i (Z), zeU, esitligi ile tanimlansin.
WS (2)/2+0,zeU oldugundan, pfonksiyonu U ’da analitiktir ve p(0)=1. Sonucu

kanitlamak i¢in, Re(p(z)) >0 ,z €U oldugunu gostermeliyiz. Bu kolayca goriilebilir ki

eger, |p(z)-1 <1, zeU ise, Re(p(z))>0,zeU.

Teoremin hipotezi altinda, I'(zz+n) <T'(An+ ) , neN esitsizligi saglanir ve bu

) 1 0
C(An+u)  p(u+D..(u+n-1) "

eN (3.2.1)

esitsizligine denktir.
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Eger, z<U igin (2.1.8) ve (3.2.1)’1 kullanarak elde ederiz

WO | nrwz | < n
W® (z) = .
‘( Ao ) 7 ‘ Z:;‘nll“(/in+y| nzl:nl,u(,u+1) (u+n-1) (3.2.2)
1&, 1 pu+l
nzz;‘(/ﬁl G
Ve
W, [5 TWR . s
. £ n:1nly(u+1) (u+n-1) (3.2.3)
1& y _#-p-l
_= ( g
H n=o ,U 1 H
(3.2.2) ve (3.2.3)’den
r WP (z2)
WO (7 z(WP(2)) -~
|p(z)-1] = (T())—lz ’ @) < zﬂ+1 zeU (324)
W/l,y() W/I,ﬂ(z) ‘ ’u_’u_l
z
elde ederiz.

(3.2.4)’ten  gorilldigi {izere, 4°—-2u—-2>0 ise |p(z)-1<1, dolaysiyla da

Re(p(z)) >0 olur. Ayrica, 1 —2u—-2>0 esitsizligi u>1+ NG hipotezine denktir.

Boylece, teoremin (a) sikki ispatlandi.

(b) Wﬁ fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z(Wl(’l/)l(z)), yildizil

olmasidir. Ote yandan, (2.1.13)’den Z(Wﬂ(if(z)) Wl(lim(z) oldugundan teoremin (a)

sikki geregince Wl(if konvekstir.

Teoremin ispat1 tamamdir.

Eger, Teorem 3.2.1’de A=1,u=v+1 ve z=-z(zeU) olarak alirsak asagidaki

elde ederiz.
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Sonu¢ 3.2.1: Eger,
@ v> J3ise J, U ’da yildizildir.

(b) v>-1++/3 ise Jv(2)/z U ’dakonvekstir.

(€) v>-1++3 ise Ju(2)=T(v+2)(J.(2fz) /2”2 -1/T(v+1) fonksiyonu U ’da

yildizildir.

Hatirlatma 3.2.1: Eger , A >1 ve u

cos[ LA ]: LA GYP! (3.2.5)
w-p-1) pt-pu-1

Au

denkleminin ¢dziimii ise (3.2.4) ve Lemma 2.1.9’dan Re((W(l)( )) j> C oldugunu

gbzlemleriz

Teorem 3.2.2: Eger,

(@) A=1 vey2%(1+\/§) ise W®

A

U,, ’de yildizildir.

(b)  A=1ve u=1+43 ise WD U, de konvekstir.

C e u L*I1se u*, u —du—~ esitliginin pozitif kokiiyken 1
U ’da ylldlledlr.

Ispat: (a) Basit bir hesaplamayla elde ederiz:

Wz(lf,(z) 4 < i n

oy
z n:ln!ﬂ(ﬂ+1)---(ﬂ+n—1) 7

°°1n_+1
z;‘lﬂ

Lemma 2.1.4’ten gorildugii tizere, W, ,  yildizildir, eger ,uz —1—1>0 ise ki bu da

teoremin hipotezinden saglaniyor. Bununla sonug ispatlanmistir. (b) Lemma 2.1.5%i

kullanarak, elde ederiz:
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@ (Y (n+Dr()z"| < nl(w) - T'(w)
‘(W“(Z)) 4 z nIr(An+ ) Z_:‘nll“(ﬂn+,u)+n2=:‘ nIT(An+ u) (3.2.6)
i < 2(‘”j1) <1.

1 pu(u+1). (ﬂ+n ) u

Bu bize W *in U,, *da konveks oldugunu gdsterir.

(c) Lemma 2.1.8i ve (3.2.6)’y1 kullanirsak, eger F_JBu—5>0ise W® in U da
y ger U H o

y1ldizil oldugunu goriiriiz. Bbu sonucu kanatlar.

Teorem 3.2.2°da A=1 u=v+1Vve z=—-z ayarlarsak agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.2: Eger,

@ VZ%(—1+ JB) ise Jv, U,, ‘de yildizildir.

(b) v=+/3 ise Jv, U,, ‘de konvekstir.
() v>Vv' ,v* ‘lnvz—(ﬁ—z)v—(2%—1)=

denkleminin pozitif kokii iken Jy U ’de yildizildir.

Teorem 3.2.3: 1>1 ve 0<7 <1 olsun. Ayn1 zamanda

o(n)= (2—,u)+wf5772 -16n+12/2(1-n)

oldugunu varsayalim. Eger,

@ u=pn) ise Wa(l,), a dereceden yildizil fonksiyondur.
(b) u+A2p(n) ise W" o dereceden konveks fonksiyondur.

(©) u+A=p(n) ise WY o dereceden konveks fonksiyondur.
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ispat : Teorem 3.2.1°deki ispati takiben, eger (u+1)/ (1 —p—1)<1-n ise Wﬂ(l/)l in a

dereceden yildizil olduguna ulasiriz. Bu hipotezin direkt sonucudur. Dolayisiyla da

sonugtur. Geriye kalan kisimlar benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.4: Eger, 1>1 ve v>1+242 ise va)ﬂ, U’da J,’e gore konvekse-

yakindir.

Ispat: Tanim geregi, J.(z) fonksiyonu igin

(W (1)+1 (Z))
Jv(2)

Re >0,zeU

kosulunu sagladigini gostermek gerekiyor ki bu da

2(W2,.(2))

-1<lzeU
Jv(2)

esitsizliginin saglanmasiyla saglanir.

z €U icin basit bir hesaplamayla

n+1 ()" |
r(An+v+1) F(n+v+1)|

" 3.(2)|_&T(v+l)
‘(W +1(Z)) 7 <Z

‘ n=1 n I

= Ir'(v+1) n+1 (n+2I'(v+1)
le n! {F(/ln+v+1) F(n+v+1)} Zn'l“(n+v+1) 3.2.7)

& - 2 3&( 1) 3(v+2)
<20 1)'(v+1) V) Z_;(v+1)...(v+n)<v+1nz_;(v+2j T W)

ve
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JVT(z)Zl_i 1 L1 i( 1 j”=v2+v—1 (32.8)

> p—
~ni(v+1)...(v+n) v+l \v+2 (v+1)°

olacaktir.

(3.2.7) ve (3.2.8)’den elde ederiz

, 1 ! JV(Z)
M_ _ (Wa(,v)u(z)) T, y 3(v+2) <l7eU.
1.0 3.(2) vitiv—1_ "
z

Bu gosterir ki, Sonug 3.2.8’¢e gore Jv fonksiyonu hipotez dahilinde yildizil oldugundan,

Re(z (Wl(l)ﬂ(z))' /3.(z)) >0 olacaktir, bu nedenle W, U *de konvekse-yakindir.

ng

B =0 gibi bir g karmagsik sayisi i¢in, asagidaki gibi bir Fﬁ U —>C integral

operatorii tanimlayalim:
2 L Vs
F,(2) :{ﬂjo t”‘z\N/fJ’l(t)dt} zeU (3.2.9)

Sunu belirtelim ki F,, e A. Bir sonraki teoremde, F/j ‘nin U ’da linivalent olmasi i¢in

kosullar bulacagiz.

Teorem 3.25: A>-1 ve x>0 olsun. Ayni zamanda gz(,u+1)/(,u2 —u-1) ve
M ’nin ’\/ijl(z)‘ <M kosulunu saglayan bir pozitif reel sayr oldugunu varsayalim. Bu

durumda agagidaki sonuclar dogrudur:

(a) Eger ¢ +|B-1+M /|p|<1 ise F U “da iinivalenttir.
(b) Egerc, c#1 ve |C|+g/ | ﬁ| <1 kosullarini saglayan bir karmasik sayi ise Fﬁ U ’da

tinivalenttir.
Ispat : (a) Basit bir hesaplamayla
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F,(2) z(W 1(13,(2)) 2

(1) S L.
P = Wﬂ(,l,),() ; (2)+pB-2,2€U (3.2.10)

olacaktir.
Wﬁ € A oldugundan, hipotez ve Schwarz Lemmas1 geregince U da ’szl (z)‘ <M|z|

elde ederiz. Simdi (3.2.4) ve liggen esitsizligini kullanarak:

zF 4 (2)

tWh@) | W)
F,(2)

< (1_|Z|2) |:B_1| W/I(l) (Z) |,3| 7 ‘

-z

2 M
<(@1-|z[ )¢+ [3—1++—}§1
H{ g

elde ederiz. Bu, F_’nin Becker’in iinivalentlik kriterini sagladigini gosterir. Bu nedenle
Fﬁ U ’da iinivalenttir.

(b) Asagidaki sekilde bir fonksiyon tanimlayalim:

Gz W (1)
(2) = I—dt zeU.

G e A oldugu gozlemlenir. (3.2.4) ve liggen esitsizligini kullanarak

: WO
z,B)ZG (2)| . cfzf + @[ ( «(Z )) <o+ £ <1

2B
e G | W2 () b

elde ederiz ki bu da Lemma 2.1.10°dan dolay1 Fﬁnin U ’da inivalent oldugunu

dogurur.

Teorem 3.2.6: A>0 ve u#>1 olsun. Ayn1 zamanda,
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A+ A-1)
(u=D){|u= A=Y 2(u =1 + 2u -2+ 27

M =M (A, ) = (3.2.11)

oldugunu varsayalim.

Eger,

z

W (2
_l() J.‘<M ,zeU

ise, o halde W/fll)l U ’da yildizildir.

Ispat:

(1)( 7) B (W(l) (Z))
a(z) = ve r(z) _W

oldugunu farz edelim.
q Ve r fonksiyonlarmin U ’da analitik oldugu ve q(0)=r(0)=1 kosullarim
sagladigr aciktir. (2.1.11)’i kullanarak elde ederiz

W(l) .
Wem(® q(z)+ilzq (z2) <1+Mz,zeU. (3.2.13)
P

Simdi Lemma 2.1.7’yi kullanarak,
la(z)-1 <R (3.2.14)

burada, R=M (u—-1)/(A+ x—1) sonucunu ¢ikariyoruz. Hesaplama ile,

|Wm4@) 4‘q@x4“n+ﬂ_z—1_4<gggg;95 (3.2.15)
‘ u—=1 -1

elde ederiz.
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Simdi Wﬂ(lzl ’in yildizilliging, her zeU icin Ref ¢ )» ' oldugunu gostererek tespit
edecegiz. Bunun yanlis oldugunu farz edelim. Bu durumda r(0)=1 oldugundan bir
Z, €U noktast ve p reel sayist vardir ki r(zo):ip olacaktir. Boyle bir noktada

(3.2.15) esitsizliginin dogru oldugunu gostererek devam edecegiz, soyle ki tiim reel
p ’ler i¢in:
|q(zo)(ipﬂ+,u—l—1)—(,u—1)|2(ﬂ+,u—1)R. (3.2.16)

Eger, q(z,) =u(z,)+iv(z,) =u+iv olarak ayarlarsak, o halde licgen esitsizliginden

E =[a(z,)(ipA+u—A-1) - (u-1)f
= (4 +v?) pP27 +20pA(u ~D) +[a(u— 2 -1~ (u =D

, (3.2.17)
= (1 +V*) P’ A% + 2vpA(u—1) +|(u—2-1)(q-1) - 4]
= (12 +V?) P27 + 2vpA (- +[ A—|u—-2-YR]
olacaktir.
Eger,
F(p)=E-(u-1)*M*
(3.2.18)

> (p? +v?) p22% + 20p A -1 +[ A~ - 21-UR] —(u+21-1°R?

olursa, o halde (3.2.16) herhangi bir reel p i¢in F(p)>0 saglanacaktir. (3.2.18)
esitsizliginin sag tarafi ilk katsayist her zaman pozitif olan p ’nin ikinci dereceden
ifadesini igerir ve bu sebeple F(p) >0 esitsizligi mevcuttur, eger ki asagidaki sekilde

belirtilen diskriminanti (A) negatif ise:

A=27p? {vz(y—l)z — (U +V*)[(A—[u—2-1RY —(/,z+ﬂ—1)2R2]} <0. (3.2.19)

Son esitsizlik
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v {(;;-1)2 —[(M,u—ﬂ,—ll R)" —(u+A-1) RZ}}
< |(2-|u=2-YR) ~(u+2-1)"R?)

esitsizligine denktir.

Kolay bir hesaplamadan sonra, asagidaki esitsizligi elde ederiz:

V_ R (A|u-2-YR) —(ur2-)'R
<N o

U T IR (u-1)? - (A= |- A-1R) + (u+ A-1)° R®

Kabul edilen sartlar altinda ve yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki kesrin paydasi

pozitiftir Ki  A<0 oldugunu dogurur. Bu durum F(p) esitsizliginin saglanmadigini
gosterir. Bu bizim (3.2.16) hakkindaki varsayimimizin ¢eligkisidir ve bundan ¢ikan

sonu¢ Re(r(z))>0 olup Wa(l,), fonksiyonunun yildizil fonksiyon oldugunu gosterir.

Boylece, ispat tamamdir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu tez c¢alismasinda genellestirilmis Mittag-Leffler ve Wright fonksiyonu

tamimlanmistir. Akabinde genellestirilmis Mittag-Leffler ve Wrigh fonksiyonlarinin

pB—mertebeden yildizili§r ve konveksligi, konvekse yakimhgi ve U,, diskinde

yildizillig1 ve konveksligi incelenmistir. Tezde verilen sonuglar D. Bansal ve J.K.

Parapat’in [1, 41] calismasindaki sonuglardir.

Bu konu iizerine ¢alisacak arastirmacilar genellestirilmis Mittag-Leffler ve Wright
fonksiyonlarin integral operatorlerinin geometrik 6zelliklerini, kismi toplamlarini ve

diizgiin konvekslik, diizgiin yi1ldizillig1 gibi diger geometrik 6zelliklerini arastirabilir.
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