T.C. MARMARA UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KILCAL YUZEYLERE BAGLI VEKTOR ALANLARI
ILE DUALLERININ BAZI OZELLIKLERI

DOKTORA TEZI
FILIZ KOSE

Boliim : MATEMATIK ? A 3 2:?_

Tez Danigman: : Prof. Dr. Afet OZOK

ISTANBUL 1996 — OCAK
aStnuue o 8- 2
T RMARTASION e



Bu caligmam esnasinda bana yol gosteren, yardimlarimi ve ilgisini
esirgemeyen hocam sayin Prof. Dr. Afet Ozok'a tesekkiir ederim.



Boliim I
I.1
1.2
1.3
1.4

Boltiim II
II.1
I1.2

I1.3

I1.4

Boliim III

II1.1

I11.2

I11.3

Bolim IV

IV.1

Iv.2

Iv.3

Iv4
IV.5

ICINDEKILER

Ozet

Summary

On Bilgiler

Kilcal Yiizeylere Bagli Vektor Alanlan
Dual Vektor Alanlarn

Killing Vektor Alanlari

Harmonik Vektor Alanlan

> Yiizeyinin Killing ve Harmonik olan Tegetsel Vektor Alanlar
2. Yiizeyinin Tegetsel Vektor Alam

2 Yiizeyinin Tegetsel Vektor AlanininKilling Vektor Alani
Olmasi Sartlan

Tegetsel Vektor Alanimin 3 Yiizeyinin Birinci Parametre Erisi
Ile Yaptig1 6 Acismin Sabit Olmasi Hali

2. Yiizeyinin Tegetsel Vektor Alanimin Harmonik Vektor Alani
Olmas1 Sartlan

2 Yiizeyinin Killing ve Harmonik Olan Dual Vektor Alanlar
2 Yiizeyinin Tegetsel Vektor Alaninin Duali

Dual Vektor Alanimnm Killing Vektor Alani Olmasi Sartlari
Dual Vektor Alaninin Harmonik Vektor Alani Olmasi Sartlar

S Hiperyiizeyleri Uzerinde Killing ve Harmonik Vektor Alanlari ve

Tek Boyutlu Oklid Uzaylarinda Dual Alan
(n-1)-Boyutlu ¥ Hiperyiizéyinin Tegetsel Vektor Alam

v

B D N =

11

14

16

19

19
23

26

2 Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektor Alanimin Killing Alan1 Olmasi Sartlan 29

> Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektor Alaninin Harmonik Alan1 Olmasi

Sartlan
Cift Boyutlu Hiperyiizeyler Uzerinde Vektor Alanlarmin Dualleri

Cift Boyutlu ¥ Hiperytizeylerinin Tegetsel Vektor Alanlarinin Dualleri

Y ararlanilan Kaynaklar

30
31
33
34



i

OZET

Bu aragtirmada esas olarak kilcal yiizeylerin tanim bolgesinin sinir yiizeyi tizerinde
R. Finn tarafindan [1] tamimlanmig olan vektdr alanlari ile bunlarin duallerinin Killing ve
Harmonik vekttr alani olmasi sartlar aragtirilmig ve ilk defa K. Amur ve D.J. Shetty [2]
tarafindan 3- boyutlu Oklid uzayindaki yiizeyler iizerinde tanimlanan dual alan kavrami,
tek boyutlu Oklid uzaylarinin hiperyiizeylerine genigletilmistir.

Parametrik olmayan, yer¢ekimsiz * kilcallik problemi *, n-boyutlu Oklid uzaymm (n = 2)
bir €2 bolgesinde tamimlanmis, sabit ortalama egrilifini haiz ve bolgenin st boyunca
dikey silindirin duvarlarin1 belirli bir y sabit agis1 altinda kesen bir S yiizeyinin
belirlenmesi problemidir.Bu gekilde belirlenen S yiizeylerine de "kilcal yiizeyler" adi verilir.
Gerek kilcal yiizeylerin varlik sartlari, gerekse ozellikleri hakkinda pek c¢ok aragtirma
yapilmigtir. R. Finn'in 1979 yilinda yaymlanan bir makalesinde, kilcal yiizeylerin, n-
boyutlu Oklid uzayindaki Q tanim bolgesinde, kilcal yiizey ve tanim bolgesinin segimi
ile tamamen belirli olan bir vektor alani tammlanmigtir. Bu vektor alanimin 6nemi, daha
once Guisti tarafindan [3] kilcal yiizeylerin sinir deger ve varlik problemleri icin elde
edilen gerek ve yeter sartlar1 tek bagina karakterize etmesidir, yani alamn varlif
sozkonusu gerek ve yeter sartlara denk olmaktadir, dolayisi ile bu vektor alaninin
ozelliklerinin incelenmesi, kilcal yiizeyler teorisine katkida bulunmaktadir. [4] nolu
aragtirmada, bagli vektor alanlari Killing, Konform Killing ve Homotetik Konform
Killing Vektor alanlar olan kilcal yiizeylerin belirlenmesi problemi ele alimigtir.Bilindigi
tizere yukanda sozkonusu edilen vektor alanlart uzaym izometrilerini ( hareketlerini)
tammlar ve bu sonsuz kiiciik hareketler ile harmonik vektor alanlariin ozellikleri bir ¢ok

aragtirmact tarafindan incelenmigtir.Ozellikle B.Kostant [S], C.C Bosch [6] ve G. Bitis [7]



Riemann Manifoldularn iizerinde Killing alanlann ve harmonik vektor alanlarinin oneml

baz1 ozelliklerini elde etmiglerdir.

Dort boliimden olugsan bu calismamn 1.Boliimiinde, konu ile ilgili kisa onbilgiler,
ileride kullamlmaya elverigli sekilleri ile verilmigtir. II. Boliimde, 4 - boyutlu Oklid
uzayinda alman bir S kilcal yiizeyine bagli olarak, kilcal yiizeyin 3 - boyutlu Q tanim
bolgesinin, ¥ simir yiizeyi lzerinde tamimlanan vektor alani, Y nin elemanlan cinsinden
ifade edilerek, bu alanin ¥ nin teget diizlemi lizerindeki iz diiglimi olan tegetsel vektor
alam1 bulunmug, bulunan alamin Killing vekttr alami olmasi gartlart aragtinlmig ve
sozkonusu tegetsel vektor alanmimin hi¢bir zaman Killing vektor alani olamayacagy
gosterilmigtir. Daha sonra alanin invaryantlarindan olan 6 acisinin ( alanun, 3, yiizeyinin
~bipinci parametre egrisi ile yaptigi aci) > boyunca sabit olmasi i¢in gerek’ ve yeter sart
bulunmug, bu sart1 saglayan yiizeyler icin, stzkonusu tegetsel vektor alanmnin Harmonik
vektor alani olmasi sartlart ¥ yiizeyinin Birinci ve Ikinci esas formuna bagli bir gerek
ve yeter gart ile verilmigtir. Bolimiin sonunda da, elde edilen sonuglar bir drnege

uygulanmagtir.

Caligmanin II1.Bolimiinde 6nce 3 yiizeyinin tefetsel vektor alammin duali elde
edilmig, daha sonra yine 8 agisinin ¥ boyunca sabit olmasi halinde, sozkonusu dual
alanin once Killing, sonra da Harmonik vektor alami olmas: sartlart aragtirilmig ve
bulunan gerek ve yeter sartlar birer teorem olarak verilmigtir.Daha sonra 3 yiizeyinin
Minimal Ytzey olarak segilmesi halinde elde edilen gerek ve yeter sartlarmn ¢ok sade bir
hal aldif goriilmiis ve bunlar da birer teorem ile ifade edilmigtir.

IV.Bolimiinde, bir Kilcal Yiizeye bagli olarak, n - boyutlu (n > 3) Oklid
uzayinda tanimlanan sdzkonusu vektor alanmin, ¥ nin elemanlant cinsinden ifadesi elde

edilmig, bu alanin ¥ nin teget diizlemi iizerindeki iz digimii alinarak bulunan tegetsel



vektor alaninin yine Killing ve Harmonil; vektor alanlar olmasi gartlart birer teorem ile
verilmigtir. Ayn1 boliimde daha sonra, ill; defa K. Amur ve D.J. Shetty [2] tarafindan 3 -
boyutlu Oklid uzayinin yiizeyleri tizerinde tanimlanan dual alan kavrami, tek boyutlu
Oklid uzaylarnimin hiperyiizeylerine genigletilmis ve Cift boyutlu X hiper yiizeyleri

tizerindeki tegetsel vektor alanlarinin duallerinin ifadeleri verilmigtir.
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SUMMARY

The purpose of this research is to determine some necessary and sufficient
conditions for the related vector fields of capillary surfaces and their dual vector fields
to be Killing and Harmonic vectors and to extend the concept of dual fields, first
defined over surfaces in three — dimensional Euclidean space by K.Amur and D.
J.Shetty [2], to hypersurfaces of odd dimensional Euclidean spaces.

In the non- parametric " capillary problem " in the absence of gravity , one seeks
a surface S of constant mean curvature H, defined over a base domain & in n-
dimensional Euclidean space, such that S meets vertical cylinder walls over X = 9€2
in a prescribed constant angle y.The surface S defined in this manner is called a
“capillary surface ". There are many studies on the existence conditions of capillary
surfaces and their properties. R. Finn [1] defined a vector field which is totally
detgrmined by selecting its domain and capillary surfaces on n-dimensional domain €2
in Euclidean space. The importance of this vector field given by Guisti [3]is that it
characterizes by itself necessary and sufficient conditions for the existencé and
boundary value problems of capillary surfaces. That is, the existence of the field is
equivalent to these necessary and sufficient conditions so that studying these properties
of this vector field to contributes to the theory of capillary surfaces. In [4] certain
necessary and sufficient conditions are given for the related vector fields of capillary
surfaces to be Killing, Conformal Killing and Homothetic Conformal Killing vectors in
the n - dimensional domain Q. As known, these vector fields define the isometries
(motions ) of space and the infinitesimal motions and Harmonic vector fields was
studied by many researchers. Particularly, B.Kostant [5], C.C.Bosch and G.Bitis [7]
obtained important properties about Killing fields , Harmonic vector fields on Riemannian
Manifolds.
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This study consists of four chapters. In the first chapter, the background of the
subject is given.In the second chapter, 3a vector ﬁeld is defined on the surfaces X, = 92
which is dependent on the capillary surface S in the four — dimensional Euclidean space.
Q is the domain of S and 3 is the surface boundary of Q.The vector field is expressed
in terms of the members of the surface Y. Then the tangent vector field which is a
projection of this vector field on the tangent plane of X is found. The conditions for
this vector field to be a Killing vector field are investigated and it is shown that such a
vector field can not be a Killing vector field. In the same chapter the necessary and
sufficient condition for angle 8, an invariant of the vector field, to be constant on all
> is obtained. For surfaces which satisfy this condition, a necessary and sufficient
condition is given for the relevant vector fields of capillary surfaces to be Harmonic
vector fields and the results are applied to an example.

In the third chapter, first the dual of the tangent vector fields of surface ¥ is
obtgined. Then , the case of angle B being constant on all ¥ is considered and the
conditions of the dual vector field to be Killing and Harmonic vector fields are studied
and the necessary and sufficient conditions are given as theorems. It is shown that the
necessary and sufficient conditions obtained here are very easy when the surface 3 is
selected as a minimal surface. The relevant necessary and sufficient conditions are given
as theorems.

In the fourth chapter, this vector field which is defined on an n-— dimensional
(n > 3) Euclidean space and related to a capillary surface is expressed in terms of the
members of the surface ¥. Getting a projection on tangent plane of Y for this vector
field, the conditions of the tangent vector field to be Killing and Harmonic vector fields
are given as theorems. In the same chapter, the concept of dual field, first defined over
surfaces in three — dimensional Euclidean space, by K. Amur and D. J.Shetty [2] is
extended to hypersurfaces of odd dimensional Euclidean spaces. An expression of dual

fields of tangent vector fields on even dimensional hypersurfaces 3 is also given.



BOLUM 1
ON BILGILER

1.1.Kilcal Yiizeylere Bagh Vektor Alanlar

n - boyutlu Oklid uzaymnin (n=2) bir Q bolgesinde tanimlanmig, sabit H ortalama
egriligini haiz ve 3 =9Q (Qmn sinin) boyunca dikey silindirin duvarlarmi belirli bir y
sabit agis1 altinda kesen bir S:z=z(xl, .., x8) KILCAL YUZEY1 nin mevcut
olmasi halinde R. Finn tarafindan gosterilmigtir ki [ 1], € i¢inde

W(x) = vz (1.1)

cos ¥ 1+1vzl

seklinde bir vektor alam1 vardir ve bu alan

Q icinde div w=-2= (1.2)
Q
>, iizerinde vw=1 (1.3)
ve
1 1
ub|w| Scosy (1.4

sartlarim saflar. Burada v, 3 lizerinde birim dig normali gostermektedir [8] ve Q, X
sembolleri hem bir ciimleyi, hem de onun Sl¢iimiinii gostermek igin kullaniimiglardir [1].
Ayrica S yilizeyi igin 3 iizerinde smir gart:

Vz
Ve——o——=cosy (L.5)

J1+1vzP

olan,



div_.__V_Z_‘_z nH

Vi1+tvzl (1.6)

denklemi gegerlidir.

€2 herhangi bir (xi) koordinat civarlar1 sistemi ile ortiilmiig pozitif tamml temel
ds? = §;;dxidx} metrigini haiz, n-boyutlu E® 6klid uzaymin bir pargasidir. Q nin sinirt
olan Y ise aym uzayda bir hiperylizeydir. Boylece (1.1) ile n-boyutlu (n = 2) Oklid
uzaymmn bir 3 hiperylizeyi iizerinde Oklidsel bir vektor alani tanimlanmugtir.

1.2. Dual Vektor Alanlari

E3 de diizgiin bir M yiizeyi gozoniine alinsin. M nin gobek noktasi olmayan
noktalarinin E ciimlesi, M de agik bir ciimledir ve E nin her p noktasi, dyle bir U
civarini haizdir ki, bu civarda asal vektorlerin ortonormal X, Y baz alam sozko-
nusudur. E tizerinde asal egrilik fonksiyonlan olan h ve k diizgiin fonksiyonlardir. H
ve K, Miizerinde Ortalama ve Gauss egrilik fonksiyonlar1 ve her pEM igin I(p) ; M
ye 'p de tefet uzaymn idantik tasviri olmak iizere, L. Weingarten tasviri [ 9 ],
L2 -HL+KI=0 karakteristik polinomunu saglar. Eger M iizerindeki V ve W diizgiin
vektor alanlar, her p € M igin

<I(V),L(W)>, =0 (1.7)

sartin1 saglarsa , vektor alanlarina birbirinin duali denir [2].
PE M nin bir A civarinda X ,Y asal baz alami ile bir ¢ift dual vektor alani
olugturulabilir.

V=kX+hY , W=kX-hY (1.8)

vazedilirse, V ve W diizgiin vektor alanlaridir ve A nin her noktasinda dualite sartini
saglarlar. Gergekten,

L(V) =L(kX + hY) = kL(X) + hI(Y) = khX+ hkY

L(W) = L(kX - hY) = kI(X) — hL(Y) = khX - hkY



dir. (1.7) den
<I(V),L(W)>=<khX + hkY , khX — hkY >

=k2h2<X,X> -k2h2<X,Y>+h%K?<Y ,X>-h*k2 <Y ,Y>
=k?h2-h%k2=0

bulunur. Genellikle dual vektor alanlar ortogonal degildir.
A, Enin bir p noktasin bir civart ve X , Y; A da ortonormal asal vektor

alanlar1 ise A da V=fX+ gY olacak gekilde f ve g diizgiin fonksiyonlar1 mevcuttur.
W =—gk2X + fh?Y (1.9

seklinde tanimlanan W vektor alam1 A iizerinde diizgiin bir alandir. Bu alanin V ye
dual olma garti sagladifi kolayca gosterilir:
Gergekten ;
L(V) =L(fX + gY) = fI(X) + gl(Y) =f hX + gkY
L(W)=L(-gk?X +fh?Y) = - gk?L(X) +fh?L(Y) =— gk?hX + fh?kY

dir. (1.7) den
<L(V),L(W)> =<fhX+ gkY, —gk?hX+ fh2kY >
=~fgh?k%< X,X >+ ?h%k< X,Y > - g23h< Y, X >+ gfh?k?< Y)Y >
=~fgk?h?+fgh?k?=0
dir. Ayrica agagidaki teorem gegerlidir.

Teorem: V, Ede bir diizgiin vektor alani ise , E de daima V ye dual olan W
diizgiin vektor alami mevcuttur, ve

i) Eger V sifir olmayan bir vektor alani ve K Gauss egrilii E de sifirdan farklt
ise ,W, bir diizglin fonksiyonla ¢arpma fark: ile tek tiirlii olarak belirlenir.

ii) Eger K=0 ise, Enin her noktasinda W bir asal dogrultudadir.



I.3. Killing Vektér Alanlan
En*1 de diizgiin bir M hiperyiizeyi iizerinde bir vektor alam W olsun. Eger M
tizerindeki her hangi iki diizgiin Z, T vektor alanlan igin

W<Z,T>=<[W,Z], T>+<Z [WT]> (1.10)

bagmtisi saglanirsa W vektor alanina M yiizeyinin bir sonsuz kiiciik hareketi veya
Killing vektor alai denir [10].
M nin bir U agik ciimlesi iizerindeki bir 1okal koordinat sistemi (ul,...,un), W

Killing vektor alanmin bu sisteme goére bilesenleri (wi) ler olsun.

n
.. Z:—i , T= 2 seklinde secilirse W= z wi _6_
oul duk i=1  ou

oldufuna gore, yiizeyin birinci esas formunun katsayilar1 da 8 (a,p=1..n) ile

gosterilmek tizere ;

n -
<Z,T>=gp , W<z T>=Y wi 28k
i=1 ou
— owl [ 9§ owi
[W.,Z]=- —(-— , <[W Z]T>‘——zglk
i=1 ouw |\ gu i=1 ou
L 6W1 6 awl
[W,T]=—z—_(—. , <Z [WT]>__ZgJl
i=1 duk | gul i=1  ouk
elde edilir. O halde "Killing diferansiyel denklemleri "
- . 0gk owi 1 owi
Z wi == = ki — gji—
i=1 oui 121 w 121 ouk
veya
L owl owi 0 ,
>l ot g 2 wi 98| g (jk=1..n) (1.11)
i=1 oul duk oul

dir.



M hiperyiizeyi egrilik ¢izgilerine nispet edildiginde; gjj=d;j=0 (1=]) olaca-

gindan Killing difransiyel denklemleri,

i 2 .
2g; 2y Bigio (i=1,..0) (1.12)
oul  j=1 ouw
i d : .
8ii a“f + gij aw. =0 (i=j,i=1,..n,j=1,..,n) (1.13)
ow ou!
seklini alir.

Ozel olarak n=2 igin;

1 0

- ow™ . Og1 . 9811, g (1.14)
gul gul ou?

2

222 ow2 982 ., . 9822 5 _ (1.15)
Ju2 oul ou?
awl ow?2

o 3 A (1.16)
Ju2 dul

olur.

I.4. Harmonik Vektor Alanlar:
En+1 de diizgiin bir M hiperyiizeyi iizerinde bir vektor alani V olsun. M

tizerinde V kovaryant tiirevi gostermek iizere efer V vektor alami igin,
n
Vivi = Vi v; =0 ve D Vivi=0 (,j=1,..n) (1.17)
o]

bagintilar saglanirsa V vektor alanina harmonik vektor alant denir[11].

V vektor alaninin kovaryant tiirevi, I ?j Christoffel sembolerini gostermek iizere,

ov; & h
VjVi = ——T— Z Fij Vh
oW h=1



dur. [ Burada I} Z L gho (OBia | Oia  OBijy 4
=1 oul oul  oJu*

(1.17) ifadesindeki birinci bagntida yukandaki ifadeler yerlerine yazildiginda,

ov;  ov; -
VjVi—ViVJ——l———J— z F jVht z F{J \Y|
_ ov; an
oy dy

n
olur. Kovaryant bilegenlerden, kontravaryant bilegenlere gegcildiginde vi= z gikvk
k=1

olduguna gore,

< avk ovk ogix  0g;
Vivi - Vivi = > (gik——'— gk — +( Bik _ 8k )vk):O (1.18)
K1\ ou gui \ gu  gui

(i=j, i,j=1,..,n)
dir.
(1.17) ifadesindeki ikinci bagintt

sz z(a"‘ ZFhvh)

oui  ph=

dir.

; 3 . dg; 0 dg;
o= z % gio gia + glfa _ 98in )
a=1 dub oul  duo

ifadesi yukarida yerlegtirildiginde

s [ . < [ < 8o . 08ho 0%
320 3 (3 pue et gh>)vh]=o w1o)

o= gub Jui due



Boylece V vektor alanmin harmonik vektor alani olmasi igin (1.18) ve (1.19)
diferansiyel denklemlerini birlikte sajlamas1 gerekir.

M hiperyiizeyi egrilik cizgilerine m'sfi)et edildiginde gj;=d;;=0 (i=]j) olacagmn-
dan diferansiyel denklemlerden ( 1.18)

1 _] . . .s X . . .
g 2 g+ OBy OBiyio0  (iwj, ij=l..n) (120)

ou ou oul gul

ve (1.19) da

n n a 11
_Z[ 2 —tw | =0 (121)

2g,1 h=1 oub
seklini alir.
Ozel olarak n=2 igin;

ovl ovZ 9 0
811 — — Zo2—— + g“Vl __gz_z_V2
du2 dul ou? dul

=0 (1.22)

ovl  ov2 1 6g11+1 0g22 vl a811_,_1 9822 v2=0
gul gu2 |2811 gul 2822 gu! 2811 guz 2822 g2

dir. (1.23)
M yiizeyi izometrik parametreye tesmil edildifinde gi1=g , g2=0

olacagindan (1.22)

avl av2 0 0
g1 ( - $ 2B %R, (1.24)
ou? oul ou? oul

ve (1.23) denklemide

avl ov2 0 0
811 ( + )+ Bllyr 4 Z8lLyn = (1.25)

dul ou2 dul du2



BOLUM II

Y YUZEYININ KILLING VE HARMONIK OLAN
TEGETSEL VEKTOR ALANLARI

II.1. Y} Yiizeyinin Tegetsel Vektér Alam
Boliim Ide tanimlanan ve (n+1)-boyutlu (n=2) Oklid uzaymn bir S kilcal
yiizeyine bagli olarak (1.1) ile ifade edilen Oklidsel vektor alanmi, n =3 igin
g6zoniine alalim.
n=3 i¢in 4-boyutlu OKlid uzayinda 1.1 de verilen sartlar1 saglayan;
S:z=z(x1,x2,x3) (2.1
kilcal yiizeyine bagli olarak, kilcal yiizeyin 3- boyutlu Q tanim bolgesinin en az C3
smifindan olan,
Y X=X (ul, u2) (1=1,23) (2.2)

siur yiizeyi tizerinde (1.1) ve (1.5) bagmtlarn geregince

Vz

w(x) = (2.3)
v.Vz
veya
3
z =% (i=123)
oxt
olmak iizere,
wi(x)=—H4 (i=123) (2.4)

3
2 vz

=1

vektor alani tammlanmigtir. (1.3) sart1 geregince bu alan Y yiizeyine teget degildir ve

tamamen Kkilcal ylizey ile tamm bolgesinin sinir yiizeyi olan > nin birim dis normali



cinsinden ifade edilmektedir. Birinci ve ikinci esas formunun katsayilani  g,g(ul, u?)
ve dyg(ul,u?) , (a,B=1,2) olan ¥ yiizeyi, egrilik ¢izgilerine nispet edilsin.
(g12=4d;12=0).3 yiizeyinin parametre eérilerim’n tegetleride XL(ul,u2) ,(a= 1,2)
ile gosterilsin. 3 yiizeyinin herhangi bir noktasindaki (X, Xiz, vi ) bazina gore wi

vektoriiniin ifadesi, Ay = Aa( ul, u2) ,(a=1,2) olmak iizere,

=AXD + AXD + i (2.5)

seklinde olacaktir. Vz=( 7, zp, z3 ) vektoriiniin vi birim normali ve X , X‘2 teget

vektorleri ile yaptug agilar siras1 ile @, x ve y ile gosterilirse

(O<cp<1‘- O<x<Z O<y<1‘-) ve (1.3) geregince,

2’ 2 2
<wh,vi>=|wil vilcosp=1

oldugundan

i 1
i) = 2.
IWI_CS ( 6)

bulunur,

Diger taraftan (1.5) ve (2.3) denklemleri kullanildiginda

<Vz )vi> _ I'vzllvilcos @

<wi, vi>= =1
V1 +1vzP cos y ‘V1+IVZI cos y
dir. Boylece
V1 + 1vzp? .
COS P =——————Cos ¥y (lcos@l>lcosyl , cosy=sabit) (2.7)
IVzl
bagintis1 elde edilir. wi vektor alaninin (2.5) ifadesinden
oo <Vz Xi> _1vzl1 X} cos x
<wi, X! >= > A1811 (2.8)

Y1+ 1vzP Cos y ‘Vl + vz Cos y

bulunur. (2.7) bagmtist kullamldiginda
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Ay =—COSX__ (2.9
' Yg11C0s @
elde edilir. ,
Benzer sekilde
i i
<wi, Xi > = <Vz . X3>  _ IVzIIlezosy = Avga 2.10).
V1 + vzl cosy Y1+ 1Vzlcosy
dir. (2.7) bagintis1 kullanildiginda
8y (2.11)

2= Y822C08 @
olur. O halde (2.9) ve (2.11) ifadeleri (2.5) te yerlestirildiginde

. i Ccos
wl = COS X Xl + y

—_COSX i S *¢ TR (2.12)
Ygiicos @ ! Ygxocos @ 2

seklini alir. (2.12) den vektoriin normunun karesi alindiginda;
cos 2x + cos?y + cos2 =1

bulunacagindan,

cos y = 4/sin?¢ — cos2x (2.13)

ifadesi (2.12) deki yerine yazildiginda

. in2qp — 2 .
Wiz COSX _xi Alsin?g —cos 2x X

+ vi 2.14
Tencos o 0 ¥ T mas g 2 @19

sekline ulagilr.
2 nin elemanlar1 cinsinden ifade edilmig olan bu alamin, ¥ nin her noktasindaki

teget diizlemi iizerindeki iz diiglimii alinarak, ¥ yiizeyinin

— . 4fsinp —cos2x _
i=_COSX xi . Xi 15
v Vgricos @ ! Y822€08 @ 2 219

tegetsel vektor alani elde edilir.
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w1 vektoriniin, X‘l teget vektorii ile yaptif1 ag1 9 ile gosterilirse (O <0 <%;) ,

cos6=<Xi ,Wi>= 811 COSX_ 1 _ cos X
[xi|w]  feircose  VEitang  sing
yani,
cosx= cos B sing (2.16)

dir. (2.16) ifadesi (2.15) de yerlestirildifinde

Wi=tang|cosl xi 4 sinb xi 2.17
e LT Ve 2 (217
bulunur.

IL.2. Y Yiizeyinin Tegetsel Vektﬁr Alaninin Killing
Vektor Alam Olmas: Sartlar:
> yiizeyinin (2.17) ile verilen tegetsel vektor alaninin, Killing alanmi olabilmesi

igin (1.11) Killing diferansiyel denklemlerinin gergeklenmesi gerekir.

wi)l=tan qp-cost wi)2 = tan -SINO 2.18
(wi) v g (w1) o0 (2.18)

olduguna gore

alw i B . o
(6 a) =(W l) B, [0 4 a_gtll—J‘=gij;a (G,B = 1’2) (219)
u u

ile gosterilerek;

a(wi)! (i, = @1 cosB 0,1sinBtang gy ;cosBtang

gul " 4g11 cos 2 Y811 2g11 Y811

bulunacagindan, Killing diferansiyel denklemlerinden (1.14) de yerlestirildiginde

24g11 9,1 cos O N g11,28n 0 tan @
cos 2@ %22

-2Yg11 9 1sinBtangp=0 (2.20)
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seklini alir.

(w 1)22= @2 sin 6 N 0> cosetgnq) _ 82»2sinftang (2.21)
2 V&g cos 29 g2z 2822 V822

olduguna gore (1.15) ten

29g22 @, sin O . g22.1cos Otan @

+ 24 0 ,cosOtangp=0 (2.22)
cos 2¢ Y811 822 7.2
bulunur.
Nihayet,
(7L = P2 cosB  B,sinftang _ gu,2cosftang
2 Yg11 cos 2¢ Y811 2g11 Y811
ve

(Wi)’21= @1 sin0@ d 0 1 cos 0 tan @ g22,15in 0 tan @

Y825 cos 2¢ Y822 2822 V822

ifadeleri (1.16) da yerlegtirildiginde

®29811cos8  giiocosBiang + 91V8228m0  gyoysinBtang
cos 2¢ 29811 cos 2 24822

+8,1 Y822 cos0tan -0, ¥g7sinB tan @ =0 (2.23)
denklemine ulagilir.

O halde X yiizeyinin birinci parametre egrisi ile 0 =8 (ul, u2) agisi yapan
(2.17) tegetsel vektor alaninin bir Killing alani olabilmesi igin (2.20) , (2.22) ve
(2.23) diferansiyel denklemleri birlikte gergeklenmelidir.

(2.20) bagintisindan

@ cotd 811,2
0,=-= + . 2.24
1 Singcos @  24g1; g2 ( )

ve (2.22) bagmntisindan da
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¢ 2tan @ 8221
6,=__2 _ : (2.25)
2 sinpcos @ 29g;1 g22

i

bulunacaggina gore, bu ifadeler (2.23) te yerine yerlestirildiginde,

V811 @2 + V822 91 _ 0 (2.26)
cos B cos 2¢  sin O cos 2¢

sartina ulagilir. O halde,

V811 @28 0 +4g;55 @icos0=0

olmalidir. Dolayis ile

nf = -, /22 % (2.27)

dir. Diger taraftan, W! vektoriiniin birinci parametre egrisi ile yaptif1 8 agisi

= [822 du?
tan 6 = /222 ™ (2.28)

bagmntist ile belirlidir. Bu durumda (2.27) ve (2.28) ifadelerinden
@ dul + @odu2 =0 (2.29)
diferansiyel denklemine ulagilir ki,
dp(ul,u?)=gqdul + @, du?
olduguna gore, (2.29) bagmntisindan
dp(ul,u2)=0

dir. Dolayis: ile

¢ (ul ,u2)=c=sabit

olur. Diger taraftan ¢ nin (2.7) ile verilen
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V1 +1vzP

COS p = ———————COS Y
1Vzl

ifadesi gozoniine alindiginda, S kilcal yiizeyi ile X simr ylizeyinin normalleri

arasindaki y acgisida sabit oldugundan
2 :
| Vz[" =k = sabit

olmas1 gerektigi sonucu elde edilir.

Halbuki,

0z

ax!

vz l* =

2 2 2
0 0
T B Y I
%2 ox3
diferansiyel denkleminin ¢oziim yiizeyi bir diizlemden ibarettir.

Diger taraftan kilcal yiizeyler diizlemden farkli oldugundan agagidaki teorem elde

edilmis olur.

" Teorem IL1: (2.1) kilcal yiizeyine bagli olarak, tamim bolgesinin sinir yiizeyi

olan ¥ iizerinde tanimlanan (2.17) tegetsel vektor alanlan Killing alani olamaz.

IL.3. Tegetsel vektor alammn, Y, yiizeyinin birinci parametre
egrisi ile yaptifn 0 acisitmin sabit olmasi hali.
S:z=z(x!, x2, x3) kilcal yiizeyi ile Q tanim bolgesinin, izometrik parametrelerle

[ 12] ifade edilen
T:Xi=Xi(ul,u2) (i=1,23)

smir yiizeyi gozoniine almsm. (g1 =gy2 , g12=0)

0z

oJu®

-

olmak iizere, 3 boyunca;

=7, (a=12) (2.30)
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2 a9z o(xi)d

j=1 oxi  Que

=<Vz Xi > (e=12) (2.31)

dir. Diger taraftan vektor alaninin Xil ve X‘2 tegetsel vektor alanlar ile yaptigi x ve y
acilar

i i
cosx:-——<vz’Xl - , cosyz—__<VZ’X2> (2.32)
Vg1 1Vzl Y8111 Vzl

dir. (2.16) geregince

cos = -LOSX_ ve sin® =Y (2.33)
sin @ sin @

olduguna gore (2.32) ve (2.33) bagmtilar1 kullanilarak

<Vz,X|> <Vz,X;>

cos 0 = , sin @ = (2.34)
Yg11 | Vzlsing Y811 | Vzlsin g
yazilir. (2.34) bagintilarindan,
an 8 = <Vz, X'iz >
<Vz,X| >

bulunacagina gore bu ifadede (2.31) esitlikleri yerlerine yazilarak,

_ 2
A=t

sonucuna ulagilir ki, 0 = % secilmesi halinde

tan @ = 1 = U2
Zy1
olacagindan
Zy2 =21 =0

kismi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ise
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z=z(ul +u2)

seklindedir. Sonug olarak agagidaki teorem elde edilmis olur.

Teorem IL.2: (2.1) kilcal yiizeyinin tanim bolgesinin 3, siir yiizeyi olan (2.2)
ylizeyi lizerinde izometrik parametrelerin segilmesi halinde, kilcal yiizeye bagli olarak
tamimlanan (2.17) tegetsel vektor alanimin, X nin birinci parametre egrisi ile yaptigi 6

agismin 6:-—2— olmasi igin gerek ve yeter gart , 3 boyunca z:z(u1+u2)

olmasidir.

IL4. ¥ Yiizeyinin Tegetsel Vektor Alammin Harmonik
Vektor Alani Olmas: Sartlan
2 ylizeyinin, (2.17) ile verilen tegetsel vektor alami gozoniine alinsin. 3, yiizeyi
izometrik parametrelere tegmil edilip ( g11=gz2, 812 =0), sozkonusu alanin, birinci

parametre egrisinin Xil tegeti ile yaptifi 0 acisinin 6zel olarak 0 = % secilmesi

halinde (2.17) vektor alani;

— tan @ _; tang _;
wi=L X+ ; 2.35
AR TR [T 2) (&3°)
seklini alir. O halde
(wi)! <li)2 =_1_(ﬂ)
) 2\ Y811

dir. Yukaridaki (2.35) tegetsel vektor alaminin harmonik vektor alani olabilmesi igin
(1.24) ve (1.25) diferansiyel denklemleri birlikte saglanmalidir.
(2.19) notasyonlan ile;

—iY1
(i) =(Wi),11=(Vv'i),21=—1— Q1 _ Bu,itang
aul Y2\ ¥g(7 cos 2¢ 2811 Y811

ve
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1 P2 _ 8 2tang@
2 \vygTcos2p 28117811

i

bulunacagindan bu ifadeler (1.24) denkleminde yerine yazildiinda,

(#1) ,12 =w1) %=

%2 %1 81, Bu2 (2.36)
sinpcos@ singpcos@ 2gy7  2gp1

olur. Benzer gekilde (1.25) denkleminde yerlestirildiginde

_ @1 @2 Bua B2 (2.37)
singpcos@ singcos@ 2g1; 281

denklemine ulagilir.

(2.36) ve (2.37) ifadelerinden de

D1 g11,1
J = - 2 2.38
sin @ cos @ 2811 ( )

\{%

P2 g11,2
4 = - 2 2.39
sin @ cos @ 2 g11 ( )

bulunacagina gore (2.38) ifadesi du! ile, (2.39) ifadesi du? ile carpilip toplandiginda

@1dul +@odu2  gyp dul +gg5 5 du?
sinpcosq 2811

elde edilir. Bu esitligin integrasyonu ile

I dp _ [ dgi1
sing cos ¢ 2811
denkleminden
log (tan @) = log —£
g (tan ) = log o
veya
tanp = —< ( ¢ = sabit) (2.40)

UsT
baBintisina ulagilir. Boylece agagidaki teorem elde edilmis olur.
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Teorem IL3: S: z=z(x!,x2,x3) kilcal yiizeyinin Q tamim bolgesinin,
S:X'=Xi(ul,u?) smr yiizeyi izometrik parametrelere tesmil edilip, tan8 =1

almmas1 halinde (2.35) tegetsel vektor alaninin 3 ylizeyi lizerinde harmonik vektor

alan1 olmast igin gerek ve yeter sart, ¢ agismin tan @ = —&—( ¢ = sabit ) bagintisint

Y811

saglamasidir.

Ornek: 3 yiizeyi olarak asagidaki sekilde parametrelenmig bir kiire yiizeyinin
alinmas: halinde

3 : Xi(ul,u2) = ( sech(ul+u2) cos(ul-u2), sech(ul+u2) sin(u! - u2), tanh(u1+u2)) (2.41)
ylizeyinin birinci ve ikinci esas formlannin gj; ve d;jkatsayilar::
g11= gop=2sech? (ul + u2), g1,=0;d;; =dps=—2sech? (ul + u2),d;3=0 (2.42)

dir.
Diger taraftan, kartezyen denklemleri

z=z(x!,x2,x3)=f; (x1?+x22) +f,(x3) (2.43)

seklinde olan biitin S kilcal yiizeyleri igin, Q tamm bolgesinin sinir yiizeyinin
yukaridaki X kiiresi olarak segilmesi halinde X boyunca z=z(u!+ u?) olacaktr,
dolayisi ile Teorem I1.2. gerefince tan © = 1 dir. Yani (2.43) formundaki biitlin S kilcal
yiizeyleri i¢in Q tanim bolgesinin sinir yiizeyinin- (2.41) kiiresi olarak secilmesi
halinde Teorem IL.3. iin ilk gart1 saflamr. (2.43) formunda olupta sézkonusu teoremin

ikinci sartim da salayan yiizeyler bulmak miimkiindiir. (2.7) denkleminden,

2
| Vz|” tan?y — 1
tan? @ = Y - (2.44)
1 + |1Vzl
elde edilecegine gore, drnedin 3 boyunca
2 (4l + 2
[Vz 2 = 1 + cosh” (u! + u?) (2.45)
tan?y ~ cosh? (ul + u2)
seklinde olan S kilcal yiizeyleri igin
tanq3=cosh(u1+u2)=—ﬂ- 2.46
Y811 (2.49)

dir, délay1s1 ile bagli vektor alani harmonik olacaktir.



BOLUM III

Y YUZEYININ KIiLLING VE HARMONIK OLAN
DUAL VEKTOR ALANLARI

III.1. ¥ Yiizeyinin Tegetsel Vektor Alanmmin Duali

Dual vektor alaninin 1.2 de verilen tanimi gozoniine alinirsa, (2.17) vektor
alaninin vi duali , h=%§% ve kz-ﬂl; Y yiizeyinin asal egriliklerini gostermek

g11
lizere ,
= tan sin 6 h2 Xl +LOS Y 0 k2 Xl (301)
P\ Y811 1822
dir.

III.2. Dual Vektor Alanmn Killing Vektor Alani Olmasi Sartlar:
2 yiizeyi izometrik parametrelere tegmil edilip, tan 8 =1 alindifinda yukaridaki

dual vektor alani,

i1 tang , ; tancp 5 )
vi=zao| - h* X3 k2 X! 3.2
‘/2'( Y811 481 2 (3-2)

seklini alir. 3 ylizeyi iizerinde (3.2) ile verilen dual vektor alammin Killing vektor

alani olabilmesi igin (1.11) Killing diferansiyel denklemleri gergeklenmelidir.

, tan @ tan @
V1.1=—1—-(———-h2‘) , v =—1—( k2) 3.3
\ 2\ Yegn (v)? 2\ Yair G:3)
olduguna gore (2.19) notasyonlar1 ile
~2hh; yg1tan h? tan 2
(vi)? 1=712__( VB g, pibing g )
11 811 Y811 Yg11 cos 2¢

bulunacagindan , Killing diferansiyel denklemlerinden (1.14) de yerlestirildiginde
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3 2 @1 h? Y817 L B2 k? tan ¢

—4hh,14g11tancp =0 (35)
cos 2¢ Y811
bulunur.
2 2
(i) =L | 2kkzVEitng _ guakltang g,k (3.6)
2Ty 811 2g11¥811 g1 cos 2
olduguna gore (1.15) de yazildiginda
2 2
292k"Ygnn g1 htang +4kk, YETtang =0 (3.7)
cos 2¢ Y811
olur.
Nihayet,
2 2
()h=L [ 2hhzVBnng , enshiimg @i )
“T Nz g11 2811 Y811 Yg11 cos 2¢
ve
2 2
(2 =L ( 2kkivEnEne guiklumg @ik (3.9
: /3 811 28119811 Y811 cos 2¢
(3.8) ve (3.9) ifadeleri (1.16) da yerlestirildiginde,
gizh’tang gy Kltang + 9,1k Y811 _ @2h? gy
2 Y811 2 Y811 cos 2¢ cos 2@
(3.10)

—2hh,2 Y811 taan+2kk,1 Vg11 tangp =0

denklemine ulagilir.
Ohalde ¥ yiizeyi tizerinde (3.2) ile verilen dual vektdr alaninin Killing vektor

alani olabilmesi i¢in (3.5) , (3.7) , (3.10)  diferansiyel denklemlerini birlikte
gerceklemesi gerekir. (3.5) bagitisindan 3 yuzeyi igin k=0 , h=0 olmak iizere,

—“(P’l —i yai1), - 2
sing cosgp 2 (log ¥gi7)2 - (logh?), (3.11)
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ve (3.7) bagintisindan

P2 _ p2 _ 5 )
g ooy~ o108 VI )1 - (logk? ) (3.12)

bulunacagina gore bu ifadeler (3.10) da yerine yazildiginda
(h*+k*)[ K2 ( log vEIT ),2—h? ( log ¥EiT ),1]
+12 (W2 k- K1) -k* (K212 - h2K%) =0

sartina ulagilir. Bu ifade uygun gekilde diizenlendiginde

(h*+K4)

—— (1 (log V&1 )2~ 1* (log ¥E71 ).1]

+ h2 (_lsz_) ) (ﬁ) - G113
h? w2/,

’

bulunacagindan, agagidaki teorem elde edilmis olur.

Teorem.IIl.1: (3.2) ile verilen dual vektor alaminin, 3, smir yiizeyi iizerinde

Killing vektor alam: olmasi igin,

2([)’1 _ k2 X 2
A2 —h—z(logV gi1)2 — (logh ),1

ve

2 2
_.E)i_z_h_(logv 811 )’1 - (logkz)'z

sin2gp k2
olmak liizere,
h*+ K4
(i) " ) [ &2 ( log ¥&IT ),2- 12 ( log VEIT )1 ]

+h2(K"-) +k2(_ki) =0
h2 2 h2 1

sart1 saglanmalidir.
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Ozel bir yiizey simfi.
Y yiizeyinin minimal yiizey olarak segilmesi halinde h? = k? olacagindan
(3.11), (3.12) ve (3.13) bagintilar sirasi ile

@1 _ B2 (n?) (3.14)
singpcos @  2g1; h2
_ %2 _ B (n2) , (3.15)
singcosQ 2811 h2
ve
811,17 811,2 (3.16)
sekillerini alirlar. O halde (3.16)
811,1-811,2=0 (3.17)

olduguna gore bu diferansiyel denklemin ¢oziimii

g11 = g1 (ul +u?)

dir.
Diger taraftan (3.16) esitligi (3.14) ve (3.15) bagntilarinda kullanildiginda
2
_ @1 B111 (h?) (3.18)
sinQcosp 2811 h2
ve

h2
%2  _8u2 ( ),2 (3.19)
singpcos g 2g11 h2

olur. (3.18) ifadesi du! ile (3.19) ifadesi du? ile carpilip toplandiginda

Qrdul + @odu _ gipgdul +gryodu? (02 dul +(h2), du2
sinpcosq 2811 h2

bulunur. Bu ifade

dp _dgiy _ dn?
sinpcosp 2817 }2
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seklinde oldufundan integrasyonu ile

log tan ¢ = log 9-h— '%ll (c=sabit)
dolayisi ile
tan@= v 821 1

sonucuna ulagilir. Boylece agagidaki teorem elde edilmig olur.

Teorem.IIL.2: ¥ smur ylizeyinin minimal yiizey secilmesi halinde (3.2) ile

verilen dual vektor alaninin Killing vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sart,

c Y811
2

g11 = g1 (ul +u?) olmak iizere ¢ agisinin tan @ = ( c =sabit ) bagintisini

saglamasidir.

II1.3. Dual Vektor Alaminin Harmonik Vektor
Alam Olmas1 Sartlari
2 yiizeyinin (3.2) ile verilen dual vektor alaninin harmonik vektor alani

olabilmesi icin (1.24) ve (1.25) diferansiyel denklemlerinin saglamasi gerekir.

tan @ tan @
Vll—l—-( h2) \% =—1—( kz)
v 2 1 Y21 () 2\ YBur
olduguna gore (2.19) notasyonlar: ile
(Vi)12=l_("2hh,2'vglltan(p + guzh’tang g, h?
s 73 811 28119811 g1 cos2g

ve

(vi)21=-1—( L. + 91K
Y, gi1 2119811 Y211 cos 2g

bulunacagindan (1.24) denklemi

@1 k? N @2 h? +811,1k2+811,2h2

sin@cos @ sin @ cos @ 2811 2811 +2hh , +2kk 1 =0 (3.20)



olur. Benzer gekilde

Nt _1 [ =2hh ;98 1tang gy h?tang g1 h?
(vi)h =L + -
Ty g11 2g11 9811 Y811 cos 2¢

ve

(vi)z=L | 2kkaVEiitang _ guokitang @,k
. 7 811 2g11 Y811 Y8171 cos 2¢

olduguna gore (1.25) denklemi de

2 2 2 2
__ @b @2k guah® gk —2hh;+2kk,=0 (3.21)
SINnQCos @ SIn@Qcosp 28, 2g11 '

seklini alir. Boylece X, tizerindeki (3.2) dual vektdr alantmin harmonik vektor alani
olmasi igin (3.20) ve (3.21) diferansiyel denklemleri birlikte gerceklenmelidir.(3.20)
ve (3.21) bagmtilarinda gerekli diizenlemeler yapildiginda

4 ,
_ %1 Bl " (b +k4),1 +(arctan-hi) =0 (3.22)
sinQcos @ 2g11 2 (bt +k4) k2 /5,
ve
4
_ @2 | 8u2 (b +k4)’2+(arctani<3) -0 (3.23)
singcos @ 2811 2 (h# 4 k4) h? 7,

elde edileceginden agagidaki teorem gegerlidir.

Teorem.IIL.3: 3 yiizeyi iizerinde (3.2) ile verilen dual vektor alaninmn
harmonik vektor alam olmas: icin gerek ve yeter sartlar (3.22) ve (3.23) ile

verilmisgtir.

Ozel bir yiizey sinifi.
2 ylizeyinin minimal yiizey secilmesi halinde h? = k2 olacagindan (3.22)
denklemi

1 8111 (h4),1
- + +
sin@cosg  2gp; 2h%

=0 (3.24)
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ve (3.23) denklemi de

4
B PR TP Ly P (3.25)
sinpcos@ 2g1;  2pt

seklini alir. Bu denklemler

@1 _ [8u1 2hy (3.26)
sinpcosp | 2g;1 h |

ve
__ P2 __[8u2  2ho] (3.27)
singpcos@ | 2g1 h |

seklinde yazilarak, (3.26) ifadesi du! , (3.27) de du? ile carpilip toplandiginda

P 1 du! + ) du? - 811,1 du! + 811,2 du? + Z(h'l du! + h'2 du2)]
sinpcosqp 2811 h ]

elde edilir. Bu ifade

dg =_[ dg11 , 2dh]
sin @ cos @ 2g11  h |
oldugundan integrasyonu ile
log tan ¢ = log —< ( ¢ = sabit)
V211 h?
veya
tan @ = —<
V811 h?

bagntisina ulaglir. Dolayisi ile agafidaki teorem gegerlidir:

Teorem.IIl.4: 3 smir yiizeyinin minimal yiizey secilmesi halinde (3.2) ile

verilen dual vekttr alanimin harmonik vektor alam olmasi igin gerek ve yeter sart,

@ agisinin tan @ = —E (c=sabit) bagintisin1 saglamasidir.

Y811 h?




BOLUM 1V

Y HIPERYUZEYLERI UZERINDE KILLING VE HARMONIK VEKTOR
ALANLARI VE TEK BOYUTLU OKLID UZAYLARINDA DUAL ALAN

IV.1. (n-1) - Boyutlu ¥ Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektor Alam
Boliim 1 de, n-boyutlu (n=2) Oklid uzaymmn bir Q bolgesinde (1.1) ile
tanimlanan Oklidsel vektor alanini gozoniine alalim. (n>3) olmak iizere, 3, hiperyiizeyi

en az C3 smifindan,
Xi=Xi(ul,., un-1), (i=1,..n)
denklemleri ile ifade edilsin ve bininci ve ikinci esas formlarmin katsayilari

gaﬁ(ul,.,.., un-l) R daﬁ(ul,..., un—l) (.p=1,.,n-1)

olsun[13]. Aynica ¥ hiperyiizeyi iizerinde egrilik ¢izgilerinin parametre egrileri olarak

secilmesi ile
gaB: daﬁzO (0. ¢B=1,...,n-1)
olacaktir. Sézkonusu hiperyiizeyin parametre egrilerinin tegetleri

Xi(ul, ., un-1) | (a=1,.,n0-1)

X1

Ju

ile gosterilirse (X§Jl = ), hiperyiizeyin her noktasmdaki( s X vi) bazina
gore, (1.1) vektor alaninin ifadesi,

Ag=Ag(ul,...,url) | (a=1,.,n-1)
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olmak iizere,

n-1
wizz Ay Xi, +vi . 4.1)

a=1

seklinde olacaktir. Vz=(z,,...,7,) , (z1 =—a£) vektoriintin, ¥ nmin vi birim normali
ox!

ve X, teget vektorleri ile yaptig1 acilar swasi ile @ ve Yo (o=1..,n-1)ile
gosterilirse (O< <L |, O<yq <—7-2‘—, a=1..n-1 ) . (1.3) bagitisindan

2
Iwil = cosqu
bulunur. (4.1) geregince
<wi, XL >=A, 8,0 (a=1,..,n-1) (4.2)
ve (1.1) yardimi ile
<Vz,XL>  1VzlIX}icosy,

<wl, Xi>= (a=1,.,n-1) (43)

¥ 1+1vz cosy ¥ 141z cosy

olduguna gore, bu ifadelerde (2.7) bagmtisi da kullanilarak,

COS Vg

'—_'-'nga_COS(p ((1 = 1,..., n-1 ) (44)

elde edilir.
Bu sonu¢ (4.1) vektor alanina yerlestirilirse
n-1

COS Yo Xi

wi= —2c _xi
a=1 ¥ 8aaCOS @

+vi (4.5)

olur. 3, iizerinde tanimlanmig bu vektor alaninin, 3 nin her noktasindaki teget diizlemi

lizerindeki iz diigimii alinarak, 3 yiizeyinin



n-1
=i — CcOS ya Xi ) 4.6
-1 Y £00COS @ * (46)

i

tegetsel vektor alani elde edilir.

Wi vektor alaninin Xi, teget vektorleri ile yaptig1 agilar 04 = 0 (ul,..., un-l),
(ae=1,.,n-1) ile gosterilirse (0< Oq <—72°-) , (4.6) ifadesinden

<Wi XL>  guaCOS Yo 1 COS Yq
cos O, = 207 - S0% . =— a=1,.,n-1
* IWIIIX}zl VgaaCOSCP “gaatanw Sln(p ( )

bulunur. Buradan elde edilecek

COS Yo, = COs B sin @ (a=1,.,n-1)

ifadeleri, (4.6) da yerlestirildiinde tegetsel vektor alani

w‘—tancpz 3_";_&)(1 4.7

oa=1

seklini alir. 3, ylizeyinin izometrik parametrelere tegmil edilmesi halinde
811=822= --- = 8n-1, n-1

olacagia gore (4.7) vektor alaninin izometrik parametrelerdeki ifadesi

-w-i=_-_§ (cos 84) X, - (4.8

dir. §imdi (n-1) - boyutlu ¥ hiperyiizeyi iizerinde , hiperyiizeyin elemanlan ile

tanimlanmig bu tegetsel vektor alam igin Killing alan1 olmasi sartlarin1 aragtiralim.
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IV.2. ¥ Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektér Alanimin Killing
Alani Olmasi Sartlari
(4.8) ile verilen tegetsel vektor alan;mn Killing alani olmas: igin (1.11) Killing
diferansiyel denklemlerinin saglanmasi gerekir. Hiperylizey iizerinde izometrik paramet-

relerin segilmesi halinde (1.12) ve (1.13) diferansiyel denklemleri

owe n-1
2811 + z gll,B Wﬁ:o (a: 1,“.,n_1 ) (4'9)
ou® B=1
ve
owe owB
~ =0 (ow=p ;a,6=1,...,n-1) (4.10)
aUB ouc
seklini alirlar.

(4.8) bagintis1 ile, hiperylizeyin her noktasindaki (X}, , o =1,.n- li) bazina

gore ifade edilmig olan W vektor alanmin B numaral bilegeni olan

(Wi)ﬁz tan @ cos B

T 4.11)
nin tiirevi alinarak
a(v—v‘i)[3 _ @0 cos O _ Bp,0 sin Op tan @ _ g11,a COs Op tan @ 4.12)
due Y 811 cos 2¢ Y811 2g11 T &11 ’

bulunacagindan, (4.12) ifadesi Killing diferansiyel denklemlerinin birincisinde yerles-
tirilip gerekli kisaltmalar yapildifinda .

49811 @,q Cos By . nl cos O
Sin 29 -29811 Ogq sinbg +r§1 811, i =0(a=1,.,n-1)
B=a

veya;
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n-1

(cos Ba) (log tan @) o — B, o Sin B4 + z (log ¥811)pgcosBp=0 (a=1,.,n-1) (413)
p=1
B=a !

sart1 bulunur. Benzer gekilde, (4.10) denkleminden de

0 0
2 ((p,a cos Og + @ g COS Ba) _ 811008 0o + 811,acOs O —(ea,B sin 8 + 0, sin eﬁ)z 0

sin 2 2811
(a#ﬁ ;a,B=1rwn-1)
veya
tan @ tan ¢ )
lo cos B +|lo cos By + {cosBply +lcosBg)p =0 (4.14)
( g vgl—l)'a ﬁ g 1 ,B a ( [3),(1 ( a)ﬁ

(a:B ;a,B=me—1)

sarina ulagiir. O halde agafidaki teorem gegerlidir.

Teorem IV.1: X hiperyiizeyinin parametre egrileri ile 6,= 0, (ul ,..., un1) |
(@ =1,..., n - 1) agilart yapan (4.8) tegetsel vektor alaninin bir Killing alani olabilmesi

icin- gerek ve yeter sartlar (4.13) ve (4.14) ile verilmistir.

IV.3. ¥ Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektor Alammmm Harmonik Vektor
Alani Olmas: Sartlar
2. Hiperyiizeyinin Tegetsel Vektor Alaninin Harmonik Vektor Alani Olmasi igin
(1.20) ve (1.21) bafntilarinin saglanmasi gerekir. ¥ hiperyiizeyi icin izometrik

parametrelerin secilmesi halinde (1.20) ve (1.21) diferansiyel denklemleri sirasi ile

owe awh 9 9
g11 - 811 + B ga _ PBLL gp_g (4.15)
ouP ou® oub ou*
(a¢6 ;a,B:me—l)
ve
& rowe 1 N dgi
> + > —=wh]=0 (4.16)

a=1 OJu® 2811 B=1 duP

seklini alirlar. (4.12) ifadesi (4.15) denkleminde yerlegtirilip diizenlendiZinde
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) 0, — cos B cos g — cos 0 .
(¢, cos @~ Qa ﬁ) _ Bi1,aCOSUp~ 811,808 Pa —(Ga,ﬂsin 8o —0p,q sin Bﬁ)=0
sin 2¢ 2811

i

(aaeB : a,ﬁ:l,...,n—l)
veya

(log (VErrtan @ ) g cos 8, — (log (V811 tan @ )) o cos B + (cos Ga),g, —(cos eﬁ),a =0 (4.17)
(oweB : a,ﬁ:l,...,n-l)

bulunur. Ayn:1 gekilde (4.16) denkleminden de

n-1 0
S |29 o cng, + (n-2) BLa50a ):o
oot sin 2¢ 2811
veya
n-1
z [(Iogtanq)),a cos 6a+(cos Ba),a + (n—-2)(log ¥811) a cos 04 ]:O (4.18)
a=1

sart1 elde edilir. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2: 3 hiperyiizeyinin parametre egrileri ile 684, = 04 (ul,..., u1),
(e.=1,...n-1) acilan yapan (4.8) tegetsel vektor alanimn bir harmonik vektor alant

olabilmesi igin gerek ve yeter sartlar (4.17) ve (4.18) ile verilmistir.

IV.4. Cift Boyutlu Hiperyiizeyler Uzerindeki Vektor Alanlarimin Dualleri

2n + 1 - boyutlu Oklid uzaymnn diizgiin bir M hiperyiizeyi, 2n -boyutlu bir alt
uzay olacafina gore, bu hiperylizeyin gobek noktasi olmayan noktalarnin E
climlesinin her p noktasi, 6yle bir O civarni haizdir ki, bu civarda asal vektorlerin
ortonormal {X:,} (a=1,.,2n) baz alam sozkonusudur. E iizerinde asal egrilik
fonksiyonlar1 olan k, (o =1,..,2n}) fonksiyonlarn1 da diizgiin fonksiyonlardir. M
hiperyiizeyinin E ciimlesine ait bir p noktasindaki herhangi bir vi tegetsel vektor
alani, fo (p)€EC* (o =1,..,2n) fonksiyonlar olmak iizere,

2n :
vi= ) f, X, (4.19)
a=1

seklindedir. Bu alanin duali, go (p) EC® (a = 1,..,2n ) olmak iizere
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2n .
ui= Y guXh
a=1

seklinde yazilirsa, 1.2. geregince, (1.7) sartlart saglanmalidir.

L, Weingarten tasvirini gostermek iizere,

L(vi)= L(a 22:1 fo X{,): % fo L (X4)

a=1

(4.20)

(4.21)

olduguna gore [9], hiperylizeyin egrilik ¢izgilerine nispet edilmesi halinde

L(x5) = kq X,
olacaktir. O halde

2n
L(vi)= ) fokaXh
a=1

ve

bulunur. Bu durumda (1.7) sarty,

2n 2n
<L2(vi),ui>=< D fokEXL, D g.Xi >

a=1 a=1

W

2n
= z:fﬁgakgzo
a=1
seklini alir. O halde,
gzj—1=—f2jk§j > 82§ = f2j-1k%j—1

secilmesi halinde (4.22) sarti sajlanacaktir.
Sonug olarak , (4.19) vektor alaninin duali

n
ui= ) (- fa0 K3q X 1 + F201 K1 Xbo)
a=1

(a=1,..,2n)

(4.22)

(j=1,.2n)

(4.23)
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seklindedir. Boylece ¢ift boyutlu bir hiperyiizey tzerinde verilen bir tefetsel vektor

alanmin duali tanimlanmig olmaktadir.

IV.5. Cift Boyutlu ¥ Hiperyiizeylerinin Tegetsel Vektor Alanlarinin
Dualleri
2n boyutlu ¥ hiperylizeyleri lizerinde (4.7) geregince

i

X,
Yo (424)

2n
Wiztang ) (cos 6,,)
o=1

seklinde bir teBetsel vektor alani tanimlandifina gore, ko, (a=1,..., 2n) fonksiyonlar
> min bir p noktasindaki asal egrilik fonksiyonlarimi gostermek tizere (4.24) alaninin

duali ,
i o X - y X
ul:tanCp Z [—'k%a(COSGZQ)—éf——T__:I_l_z__IQ—_T- + k%a_l(COSGZQ_I)—g—i(r_EZ_—“—E,—]

a=1

olacaktir.
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