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OZET

Yan dizgin yakinsak uzaylar (ve diizgiin strekli fonksiyonlarin) kategorisi SUConv
nin kartezyen kapali, boluim doniigimlerinin kalitsal oldugu ve bolim donigiimlerinin
(keyfi) g¢arpimlarinin boélim doénigimi oldugu, tim (simetrik) limit uzaylari, diizgiin
yakinsak uzaylari, tim (simetrik) topolojik uzaylar ve tiim diizgiin uzaylari ihtiva eden
uygun bir kategoridir. Tezimiz dort bolimden olugmakta olup bu bolimlerde 6zetle su

sekilde caligilmigtir:

Birinci bélimde, ilerleyen boliimler igin gerekli temel kategorik tanimlar, siizgeg kavrami

ile ilgili temel ozellikler ve sonraki teoremlerde kullanacagimiz bazi sonuglari verildi.
Ikinci boliimde, yan diizgiin yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli fonksiyonlarin)
kategorisi SUCon in topolojik kategori oldugu gosterilmis ve bu kategoride énemli bazi

ozel objeleri ve morfizmleri karakterize edildi.

Ugiincii boliimde, p noktasinda 7, yardiizgiin yakinsak uzaylari karakterize edildi.

Dérdiincii boliimde 7, yaridiizgin yakinsak uzaylan karakterize edildi ve klasik 7

yartdiizgiin yakinsak uzaylarla aralarindaki iligkiler arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Topolojik kategori, yaridiizgiin yakinsak uzay, diizgiin siireklilik,

T, yaridiizgtin yakinsak uzaylar.
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ABSTRACT

The category SUConv of semi uniform convergence spaces (and unifomly continuous
maps) is cartesian closed, hereditary topological category, and products of quotients are
quotients. In addition, SUConv contains all (symmetric) limit spaces, uniform
convergence spaces, all (symmetric) topological spaces and all uniform spaces. In this
thesis, this important category has been investigated and this work consists of four

chapters.

In the first chapter, some fundamental notions and theorems were given.

In the second chapter, it was shown that the category SUConv of semi uniform
convergence spaces (and unifomly continuous maps) is a topological category and some

important special objects and morphisms were characterized.

In the third chapter, 7, semiuniform convergence spaces at a point p were characterized.

In the fourth chapter, 7, semiuniform convergence spaces were characterized and how

these generalizations are related with the usual 7; were examined.

Keywords: Topological category, semiuniform convergence space, uniform continuity.

T, semiuniform convergence spaces.
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GIRIS

1906°’da Frechet [1] analizdeki bir¢ok problem i¢in oldukg¢a faydali bir yap1 olan metrik
uzaylart tanimladi. 1914° te Hausdorff [2] taratindan tanimlanan (giiniimiizde Hausdorff
uzaylar olarak bilinen) ve 1922’de Kuratowski [3] tarafindan (bugiin kullandigimiz
anlamda) tanimlanan topolojik uzaylarda noktasal yakinsaklik tanimlanabilir. Topolojik
uzaylarin metrik uzaylar yerine kullanilmasinin bir sebebi topolojik uzaylar (ve siirekli
fonksiyonlar) 1n kategorisi Top un alt uzaylar, carpimlar, bélumler ve dual ¢arpimlar gibi
butin aligilmis yapilarin mevcut olmasidir. Oysa metrik uzaylar (ve biiztlme
donigsimlerin (contractions) kategorisi Met de sadece alt uzaylar ve sonlu c¢arpimlar
olusumu mevcuttur. Metrik uzaylarin keyfi ¢arpimlarinin her zaman mevcut olmamasi
sorunu metrik yerine pseudometrik kullanilarak, yani pMet kategorisine gegilerek
coziilebilir, fakat bu defa da pseudometrikten elde edilen topolojinin her zaman Hausdorff
olmamasi problemi ortaya ¢ikar. Bir bagka ifadeyle metrik baglangi¢ yapilarin topolojik
baslangi¢ yapilarla, genelde, uyugsmamaktadir. Baglangi¢ ve bitig yapilarin 6nemini goéz

ontine alirsak, metrikten topolojiye gecisin temel sebeplerinden birisi budur.

Metrik uzaylar sinifi ¢ok kii¢iik oldugundan, diizgtn sureklilik, diizgin yakinsaklik gibi
diizgiin kavramlarin mevcut oldugu metrik uzaylardan daha buytk simiflarin olup
olmadigr sorusu ortaya g¢ikiyor. Bu soru 1937°de Weil [4] tarafindan ¢ozildi. Weil
diizgiin uzaylan tanimladi ve Hausdorff’un yaptigi her metrik uzayin tamlanigini [2] her
diizgiin uzayin tamlamigina genisletti. Fakat 1978’de Husek [5] diizgiin uzaylar (ve
diizgiin suirekli fonksiyonlar) in kategorisi Unif in kartezyen kapali olmadigin1 gosterdi.
1948°’de L. Nachbin tarafindan quasidiizgiin uzaylar [6], 1963’te Csaszar tarafindan
syntopogeneous uzaylar [7], 1964’te D. B. Doitchinov tarafindan genellestirilmig
topolojik uzaylar (=stipertopolojik uzaylar) [8], 1965’te M. Katetov tarafindan merotopik
uzaylar [9] ve 1974’te H. Hertlich tarafindan nearness uzaylar [10] gibi hem topolojik
hem de diizgiin uzaylar i¢ine alan topolojik kategoriler tanimlandi. Fakat bu kategorilerin

higbirisi kartezyen kapal1 degildir.



1965°te Cook ve Fischer [11] duzgiin uzaylarin bir genellestirilmesi olarak kartezyen
kapal1 bir kategori olusturan diizglin yakinsak uzaylart (diizgiin limit uzaylar) gelistirdi.
Fakat diizgiin limit uzaylar (ve diizgiin stirekli fonksiyonlar) in kategorisi ULim kalitsal
degildir.

1992°de Behling [12] ve 1993’te Preuss [13] yart diizglin yakinsak uzaylari tanitarak bu
konuya bir ¢ézim sunmustur ve yart dizgin yakinsak uzaylar (ve diizgin sirekli
fonksiyonlarin) kategorisi SUConv nin kartezyen kapali, bélim dontisimlerinin kalitsal
oldugu ve bolim dontstimlerinin (keyfi) ¢arpimlarinin boélim dontsimi oldugunu
gostermislerdir. SUCony tim (simetrik) limit uzaylari, dizgiin yakinsak uzaylar ve tim
(simetrik) topolojik uzaylart ve tim dizgiin uzaylar ihtiva eder. Topolojik ve diizgiin
kavramlar SUConv da mevcut oldugundan, SUCony sureklilik, Cauchy surekliligi,
dizgin sureklilik, tamlik, tam simirlilik, kompaktlik, baglantililik ve fonksiyon
uzaylarinda basit yakinsaklik, siirekli yakinsaklik ve diizgiin yakinsaklik gibi kavramlarin

tanimlamasi i¢in uygun bir kategoridir.

Bu ¢aligmada, yan diizgiin yakinsak uzaylar (ve diizgtn siirekli fonksiyonlarin) kategorisi
SUCon in topolojik kategori oldugu gosterilmis ve bu kategoride 6nemli bazi &zel

objeleri ve morfizmleri karakterize edilmistir. Ayrica, 7, yar1 diizgtin yakinsak uzaylar
karakterize edilmis ve bu genellemelerin alisilmis 7, yan diuzgin yakinsak uzaylar ile
nasil iligkili oldugunu incelenmis, 7, yan dizgin yakinsak uzaymin bir p noktasinda
karakterize edilmis ve bunun 7| yar diizgin yakinsak uzaylar ile nasil iligkili oldugunu

incelenmisgtir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda ilerleyen bolumlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ile bu

kavramlarla ilgili baz1 teoremlere yer verilecektir.

1.1. Kategorik Kavramlar

1945’1erin baginda Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Clane [14] tarafindan kesfedilen
kategori teorisi ayn1 tip objeler ve bu objeler arasindaki doniisiimlerle ilgilenir. Tlerleyen
donemlerde topoloji ve cebir arasinda yapilmasi gereken dontigimler sebebiyle daha da
gelistirilmistir. 1957°de Alexander Grothendieck [15] kategori teorisini, kohomoloji
teorisini olugturmakta kullanmistir. 1966’da Lawvere [16] kategori teorisini tiim
matematiksel dusinceler igin bir temel olarak gormistir. 1980°de Lambek [17]
bilgisayarlarda kullanilan karakter ve programlarin 6zel bir ¢esit kategori olusturdugunu
gostermistir. Kategori teorisinin yeni bir dil tiretmesi farkli disiplinler arasinda iletigimi
kolaylastirdig: i¢in dustince ve ifade bakimindan oldukg¢a ekonomiktir. Kategori teorisi;
molekiiler biyoloji, bilgisayar, astronomi, fizik, malzeme, ulagim, cografya, jeoloji,

klimatoloji vb. birgok bilim alaninda kullanilmaktadir.



Tanim 1.1.1. Kategori olarak adlandirilacak sistemi A olarak adlandiralim. X,Y,Z,...
gibi harflerle gosterecegimiz objelerin sinifin1 ise Ob(A) ile gosterelim. Ob(A) dan
alinan herhangi X,Y objelerini ele alalim. X ve Y arasinda bu objelerin yapisini
koruyan bir f: X — Y morfizmi tanimlayalim. (Bunlarin fonksiyon olmalari gerekmez.)
X den Y ye tlim morfizmlerin sinifin1 ise Mor, (X Y ) ile gosterelim. X ,Y,Z € Ob(A)
ve f: X >Y ve g:Y — Z olmak iizere,

o:Mor, (X,Y)xMor, (Y,Z) — Mor, (X.,Z) ve (f,g)— gof ile tanmli bir islem
olsun. Her X objesiicin X den X e 1 _ olarak tanimlayacagimiz ve bu objenin yapisini
degistirmeyen birim morfizm var olmalidir.

i) o0 isleminin birimli olmast  gerekir. Yani Vf eMorA(X Y ) ve
1,:X > X eMor, (X,X) vel, :Y ->YeMor, (Y.Y) igin fol =1 of = f olmalidir,
ii) o isleminin birlesmeli olmast gerekir. Yani f:X —>Y,g: ¥ >Zve h:Z—>T
olmak iizere ho(gof)=(hog)of olmahdur.

Bu ozellikleri saglayan A sistemine kategori denir.

Ornek 1.1.1. Objelerin sinifi tiim camleler olmak iizere X ve Y ciimleleri i¢in X den

Y ye tim fonksiyonlarin sinifi C(X,Y) olsun. Bu durumda X,Y,Z ciimleleri i¢in
CY,Z)xC(X,Y)—>C(X,Z)

(g, f)— gof bileske islemi tanimlansin.
a) feC(X,Y), geC,Z2), he C(Z,V) olmak iizere ho(gof)=(hog)of dir.
b) Her bir X objesi i¢in 1, : X — X birim fonksiyonu olmak iizere fol, ve 1,0g
birlesimleri miimkiin olan y ve g fonksiyonlar i¢in fol, = f ve 1, 0g = g dir.

Bu sekilde elde edilen ciimlelerin kategorisi Set ile gosterilir.

Ornek 1.1.2. Tiim topolojik uzaylarin sinifi bir kategori olusturur. Bu kategori igin
objeler bitin topolojik uzaylar, morfizmler bu topolojik uzaylar arasindaki siirekli
fonksiyonlar ve islemimiz ise bilinen bileske islemi olsun. Iki siirekli fonksiyonun
bileskesi siirekli oldugundan bu islem tanimlidir. Birim fonksiyon da siireklidir. Bu

kategoriye topolojik uzaylarin kategorisi denir ve Top ile gosterilir.



Ornek 1.1.3. Objeleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan ve islem ise grup
homomorfizmlerin bileskesi olarak alindiginda elde edilen gruplarin kategorisi Grup ile

gosterilir.

Ornek 1.1.4. Objeleri metrik uzaylar, morfizmleri metrik uzaylar arasindaki biiziilme
fonksiyonlar1 (contraction) ve islem ise fonksiyonlarin bileskesi olarak alindiginda elde

edilen metrik uzaylarin kategorisi Met ile gosterilir. (Iki metrik uzay arasindaki
f:(B,d)—(C,e) fonksiyonu verilsin. Her x,y< B igin e(f (x). f (y)) <d(x,y) ise

f ye biiziilme fonksiyonu (contraction) denir.)

Tanim 1.1.2. Cve D birer kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa D
kategorisine C kategorisinin bir alt kategorisi denir.

(i) Ob (D) sinift Ob (C) sinifinin bir alt simifidir.

(ii) VA, B Ob(C) igin D(A, B)c C(A, B) dir.

(iii) D kategorisindeki morfizmlerin bileskesi, C kategorisindeki morfizmleri bileskesi
ile aymdir.

(iv) VA€ Ob(D) igin Ddeki 1, birim morfizmi, C deki birim morfizm ile aymdr.

Tanmm 1.1.3.

(i) Bir C kategorisindeki bir f:A— B morfizmi i¢in g of =1, ve fog =1, olacak
sekilde bir g: B —> A morfizmi varsa f ye bir izomorfizm denir.

(ii) C bir kategori ve f:B—C ise C de bir morfizm olsun. Eger fog = foh
olacak sekildeki Vg,h:A—> B morfizm ¢ifti igin g=h ise f morfizmine bir

monomorfizm (mono) denir.

A—15B—1C
(iii) C bir kategori ve f:A — B ise C de bir morfizm olsun. Eger gof = hof olacak
sekildeki Vg,h: B — C morfizm ¢ifti icin g =h ise f morfizmine bir epimorfizm (epi)

denir.

A—L sp—&" sC

Ornek 1.1.5. Set, Top, Grup ve Met Xkategorilerinde monomorfizmler birebir

fonksiyonlardir.



Ornek 1.1.6. Set, Top, Grup ve Met kategorilerinde epimorfizmler 6rten fonksiyonlardir.

Ornek 1.1.7. Set kategorisinde izomorfizmler birebir ve drten fonksiyonlar, Top ve Met
kategorilerinde izomorfizmler homemorfizmler, Grup kategorisindeki izomorfizmler ise

birebir 6rten grup homomorfizmleridir.

Tanim 1.1.4. C bir kategori ve f,g:A— B ise C de iki morfizm olsun. Eger bir
e: E — A morfizmi igin

(1) foe= goe ve

(ii) fox = gox olacak sekildeki her x: X — A4 morfizmi i¢in bir tek ¢ : X — E morfizmi

varsa (E,e) ikilisine f ve g morfizmlerinin bir esitleyicisi (equalizer) denir.

Ornek 1.1.8. Set kategorisinde 4 ve Bkiimeleri ve f,g: A— B fonksiyonlan igin
E:{aeA|f(a):g(a)} olmak iizere f ve g nin esitleyicisi E——>A igine
fonksiyonudur.

Top ve Met kategorilerinde de iki morfizmin esitleyicisi i¢ine fonksiyon ve alt uzaydir.

Grup kategorisinde de iki morfizmin esitleyicisi igine fonksiyon ve alt gruptur.
Bu tanimin duali olan dual esitleyici (coequalizer) tanimi1 asagidaki sekilde yapilabilir.

Tanmm 1.1.5. C bir kategori ve f,g:A— B ise C de iki morfizm olsun. Eger bir
¢: B — C morfizmi i¢in

(i) cof =cog

(ii) xof = xog olacak sekildeki her x : B — X morfizmi i¢in bir tek ¢: C — X morfizmi

varsa (C , c) ikilisine f* ve g morfizmlerinin bir dual esitleyicisi (coequalizer) denir.

Ornek 1.1.9. Set kategorisinde 4 ve B kiimeleri ve f,g:A — B fonksiyonlar i¢in B
tizerindeki, Vac A igin f (a) ~ g(a) olacak sekildeki en kii¢iik denklik bagintisini
alalim. Bu durumda f ve g fonksiyonlarinin dual esitleyicisi B nin bu denklik bagintist

ile boliim kiimesi B/ ~ ile B—2—> B/ ~ dogal (kanonik) fonksiyonudur. Top, Grup ve
Met kategorilerinde de iki morfizmin dual esitleyicisi bolim uzayr ile dogal

fonksiyonudur.



Tanim 1.1.6. C bir kategori, I bir kiime ve {4} _ ise C de objelerin bir simfi olsun.
Bir PeOb(C) objesi ve Viel igin p,: P— A morfizmleri i¢in bir X € Ob(C)
objesi ve Viel icin f,: X — A morfizmleri verildiginde p, o ¢ = f, olacak sekilde

bir tek ¢: X > P varsa (P, {p.} ikilisine {4} objelerinin ¢arpmi (product)
pl il 1 yi=] J p

denir.
Ornegin Set kategorisinde iki objenin ¢arpim1 bilinen anlamda kartezyen ¢arpimdir. Grup
kategorisinde iki objenin ¢arpimi direkt ¢arpimdir. Top ve Met kategorilerinde iki objenin

carpimi ¢arpim uzaylardir.

Tamim 1.1.7. C bir kategori, I bir kiime ve {4} _ ise C de objelerin bir sinifi olsun.
Bir Q € Ob(C) objesi ve Vi e igin g, : A, — Q morfizmleri igin bir X € Ob(C) objesi
ve her Vie/ i¢in f,: A — X morfizmleri verildiginde @og, = f,olacak sekilde bir tek

@:Q — X varsa (Q, {q, }ie] ) ikilisine {A,- }ie] objelerinin dual ¢arpimi (coproduct) denir.

Tanmm 1.1.8. C bir kategori ve 4 € Ob(C) olsun. Eger VX € Ob(C) objesi i¢in bir tek

A — X morfizmi varsa bu A objesine bir baslangi¢ objesi denir.

Ornek 1.1.10. Set, Top ve Met kategorilerinde bos kiime, Grup kategorisinde tek

elemanli grup birer baglangi¢ objesidir.

Tanmm 1.1.9. C bir kategori ve 4 < Ob(C)olsun. Eger VX € Ob(C)objesi igin bir tek

X — A morfizmi varsa bu A objesine bir bifis objesi denir.

Ornek 1.1.11. Set, Top, Grup ve Met kategorilerinde tek elemanli kiime birer bitis

objesidir.

Tanmm 1.1.11. C bir kategori ve 4 € Ob(C)olsun. Eger A objesi hem baslangi¢ hem de

bitig objesi ise bu A objesine bir sifir obje denir.

Ornek 1.1.12. Grup kategorisinde tek elemanli grup bir sifir objedir.



1.2. Adjoint Fanktorlar

Tanim 1.2.1. C ve D birer kategori olmak iizere C' nin her bir 4 objesini D nin bir
F(A) objesine, C nin her bir f:A — B morfizmini D nin bir F(f): F(A) > F(B)
morfizmine donustiren ve asagidaki sartlart saglayan F dontigimiine C den D ye bir
fanktor denir ve F :C — D ile gosterilir.

(i) C Kkategorisinde gof tanimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri icin
F(gof)= F(g)oF(f) dir.

(ii) YA€ Ob(C) i¢in F(1,)=1,,, dir.

F(A)

Ornek 1.2.1. U:Top — Set donusimi tizerindeki bir topolojik uzay1, tammli oldugu

kiimeye gotiiren bir fanktordur. Bu gekildeki objeler iizerindeki yapiyr unutan fanktora

unutkan fanktor denir. Bu durumda U: Grup — Set unutkan fanktordur.

Ornek 1.2.2. D: Set = Top donisiimii her A kiimesini (A, P(A)) diskre topolojik uzayina

gotliren bir fanktordur. Bu fanktora diskre fanktor denir. ID: Set — Top doniisimi, her
A kiimesini (A,{D,A}) indiskre topolojik uzayina gétiiren bir fanktordur. Bu fanktora

indiskre fanktor denir.

Ornek 1.2.3. Eger C kategorisinin her A, B objesi ve her f:A—> B morfizmi igin

[.(A)=Ave I.(f)=f:A=1.(A) > B=1.(B) isel.:C — C ye birim fanktor denir.

Ornek 1.2.4. C, D nin alt kategorisi olsun. Eger C nin her A, B objesi ve her f: A — B

morfizmi i¢in T (A)=A ve T(f)=f ise T:C — D ye alt fanktor denir.

Tanmm 1.2.2. C ve D iki kategori ve U : C — D bir fanktor olsun.

(i) C nin her A, B objesi ve her f :U(A) — U (B) morfizmi igin U(g)= f olacak sekilde
Cdeen az bir g: A — B morfizmi varsa U ya dolgun (full) fanktor denir.

(ii) C nin her A, B objesi ve her f,g:U(A)— U(B) morfizmleri igin U(g)=U(f)

oldugunda g = f oluyorsa U ya diizenli (faithfull) fanktor denir.



(iii) Eger C deki her A objesi ve her f:A — A morfizmi i¢in U(f)=1,,,ve f
izomorfizm oldugunda f =1, oluyorsa U ya amnestic fanktor denir.

(iv) U hem diizenli hem de amnestik ise U ya belirli (concrete) fanktor denir.

(v) GoU =1. ve UoG =1, olacak sekilde G:D —C fanktoru varsa U ya bir

izomorfizm denir. Eger C ve D kategorileri arasinda bir izomorfizm varsa C ve D ye

izomorfik kategoriler denir ve C = D ile gosterilir.

Ornek 1.2.5. U: Top — Set ve U:Grup = Set unutkan fanktorlar1 diizenli, amnestic

ve belirli fanktordur fakat U dolgun fanktor degildir.

Tanmm 1.2.3. C ve D iki kategori ve F,G:C — D iki fanktor olsun. C nin her
AeOb(C) objesini D nin bir 7,:F(A)—>G(A) morfizmine doénistiiren
1: Ob(C) — Mor(D) donigimi verilsin. Eger C nin her bir f: A — B morfizmi igin

G(f)on, =nzoF (f) ise n yebir dogal dontisim denir ve 77: F — G olarak gosterilir.

Tanmm 1.2.4. F,G:C — D fanktorlan verilsin. Bir 77: F — G dogal déniisiimiinde her
bir AeOb(C) icin nA:F(A)—>G(A), D de bir izomorfizm ise 77 ya bir dogal

izomorfizm, F ile G ye de dogal olarak denktir denir ve F; G seklinde gosterilir.

Teorem 1.2.1. F,G: C — D fanktorlar verilsin. /'; G ancak ve ancak cou =1, ve

poo =1, olacak sekilde y: F — G ve 0:G — F dogal dontisimleri vardir.

Tanim 1.2.5. F':C — D fanktoru verilsin. Eger GoF ; 1. ve FoG ; 1, olacak sekilde

G : D — C fanktoru varsa bu kategorilere dogal olarak denktir denir ve C ; D olarak

yazilir.

Tanmm 1.2.6. C ve D iki kategori ve F:C — D,G:D — C iki fanktor olsun. Eger

asagidaki sartlar saglanirsa F ye G nin sol adjointi veya G ye F nin sag adjonti denir.

(i) 77:1 > GoF ve £:FoG — I dogal donigimler olmalidir.

@) (£G)o(Gn)=1 ve (Fé)o (nF) =1 egsitlikleri saglanmalidir.
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Ornek 1.2.6. U:Top — Set unutkan fanktoru, D: Set — Top diskre fanktoru ve ID:
Set — Top indiskre fanktoru olsun. U nun sag adjointi ID, indiskre fanktoru ve sol

adjointi D, diskre fanktorudur.

Tanmm 1.2.7. C, D nin alt kategorisi olsun. Eger 7":C — D alt fanktorun sol adjointi
varsa C alt kategorisine D de reflektifdir, denir. Eger ' : C — D alt fanktorun sag adjointi

varsa C alt kategorisine D de coreflektifdir, denir.
1.3. Topolojik Kategoriler

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da i¢ine alarak Herrlich [18], Kent [19], Wyler [20], Schwarz [21] ve digerleri
tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik kategori degisik
yollarla tammmlanmistir. Ornegin, 1974’te Herrlich [18] de belli bir kaynaktan baslangig
kaldirmalarinin (initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamigtir. Wyler
[20] de topolojik kategori tanimini tam lattice kategorisindeki fanktora dayandirarak
tanimlamistir. Genel topolojideki ayrilma aksiyomlari, Urysohn Metriklestirme Teoremi,
Urysohn Lemmasi, Tietze Genisleme Teoremi gibi ¢ok 6nemli teoremlerde karsimiza
cikmaktadir. Dolayisiyla, bu kavramlar herhangi bir topolojik kategoriye genisletmenin
yaninda bunlar belli topolojik kategorilerde karakterize etmek de faydali olur. Bu
kavramlarn herhangi bir topolojik kategoriye genellestirebilmek i¢in bunlarin her birini
baglangi¢ kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskrelik ve indiskrelik ile agiklayabilmek

gerekmektedir.

Tanmm 1.3.1. E bir kategori ve B, BicOb(E),icl olsun. f:B—B,icl

dontsimler ailesine kaynak (source) denir. f,: B, — B, i € I donisumler ailesine kavsak

(sink) denir.

Tanmm 1.3.2. f,:B—>B,, il donisumler ailesi E kategorisinde tanimli bir kaynak
olsun. VAe Ob (E) ve her g,h:A— B morfizm ¢ifti i¢in fog = foh,iel olmasi

g =h olmasini gerektiriyorsa f,: B— B;, i € I kaynagina mono kaynak denir.
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Tanmm 1.3.3. E ve B iki kategori ve U: E — B bir fanktor olsun. {A,,i<€/}, E nin
objeleri, BeOb(B) ve f:B—U(A),icl ailesi B de U-kaynagt olsun.
f,:B—U(A,), iel ailesinin bir baslangi¢ kaldirmasi (initial lift) A Ob(E) nesnesi

i

ve U(g,)=f, ve U(A)=B olacak sekildeki g,:A— A, iel, E de dontsiimler ailesi

asagidaki sart1 saglamalidir:
Eger her C € Ob(E) ve E deki her h,:C — A, i € I doniisiimlerin bir ailesi ve her i 7

igin foh= U (h) olacak sekilde bir h:U(C)— B donisimii varsa her i/ igin
g,0k = h, olacak sekilde en az bir #:C — A donisimii vardir ve U (k) = h dir.

Tanmm 1.3.4. E ve B iki kategori ve U: E — B bir fanktor olsun. {A, i</}, E nin
objeleri, BeOb(B) ve f:U(A)—>B,icl ailesi B de, U-kavsag olsun.
f,:U(A)— B, iel ailesinin bir bitis kaldirmas: (final lift) A< Ob(E) nesnesi ve
U(g,)=f ve U(A)=B olacak sekildeki g,:4 — A4,iel, E de doniusimler ailesi

asagidaki sartt saglamalidir:
Egerher C € Ob(E) ve E deki her A, : 4, — C, i €] déniigiimlerin bir ailesi ve her i € /

igin hof, = U(h,) olacak sekilde bir h:B—U(C) dénisimi varsa her ie/ igin

kog, = h, olacak sekilde en az bir h: A — C dénisimii vardir ve U (k)=h dir.

Ornek 1.3.1. Top kategorisinde baslangi¢ kaldirma baslangig topolojiyi ve bitis kaldirma

ise bitig topolojiyi verir.

Tanim 1.3.5. E ve B iki kategori ve U:E — B bir fanktor olsun. Eger U fanktoru
asagidaki sartlan sagliyorsa U ya topolojik fanktor veya E ye de B kategorisi lizerinde
topolojik kategori denir.

(i) U belirli (concrete) olmalidir,

(i) U kiigiik demetlere sahip olmalidir, yani, B kategorisinin her B objesi i¢in

U (B) ={Ae Ob(E) U (A) = B} bir climle olmalidir,
(iii) {A,,i€l}, E nin objeleri, B<Ob(B) i¢in B deki her f,:B—>U(A),iel, U-

kaynaginin E de bir baslangi¢ kaldirmaya (initial lift) sahip olmalidir veya buna denk



12

olarak B deki f, :U(Al.)—>B, iel U-kaynagimin E de bir bitis kaldirmaya sahip

olmalidir.

Ornek 1.3.2. U: Top — Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur.

Ornek 1.3.3. U: Met — Set ve U:Grup —> Set unutkan fanktorlar topolojik fanktor

degildirler ¢iinkii Met de keyfi sayidaki (sonsuz) metrik uzaylarin ¢arpimi metrik uzay

degildir ve Grup de bir grubun alt kiimesi alt grup degildir.

Tanim 1.3.6. E kategorisi B kategorisi lizerinde topolojik kategori ve A € Ob (E) olsun.
(i) Eger her X e Ob(E) icin B deki her U (X) —->U (A) morfizmi E de X - A
morfizmine kaldiriliyorsa A ya, indiskre obje denir.

(ii) Eger her X € Ob(E) icin B deki her U (A) —>U (X) morfizmi E de A —> X

morfizmine kaldiriliyorsa A ya, diskre obje denir.

Teorem 1.3.1. E kategorisi B iizerinde topolojik kategori olsun. U: E — B fanktorun

hem sag adjointi indiskre fanktoru hem de sol adjointi diskre fanktoru vardir.

Ornek 1.3.4. U:Top — Set unutkan fanktoru D:Set — Top diskre fanktoru ve
ID: Set — Top indiskre fanktoru olsun. U nun sag adjointi /D, indiskre fanktoru ve sol

adjointi D, diskre fanktorudur.

Ornek 1.3.5. Top kategorisinde indiskre obje, indiskre uzay1 ve diskre obje ise diskre

uzayidir.

Teorem 1.3.2. B kategorisi keyfi ¢arpimlara ve U: E — B fanktoru belirli ve kiiciik
demetlere sahip olsun. E kategorisi B iizerinde topolojik kategoridir ancak ve ancak
asagidaki sartlar saglanir:

(1) E kategorisi keyfi ¢arpimlara ve alt uzaylara sahiptir,

(2) E kategorisi indiskre objelere sahiptir. [27], [28].
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1.4. Diizgiin Uzaylar

Tanim 1.4.1. B bostan farkli bir cimle, o # < ve o < P(B) olsun. Eger o asagidaki
sartlar1 sagliyorsa o ya B lizerinde bir 0z siizgeg¢ denir.

(i) Dga dir,

(ii) YU,V ea igin U NV € dir,

(i) Uca ve UV ise Veq dir.

B izerindeki tiim silizgeglerin ciimlesi /'(B) ile gosterili. M — B olmak {lizere
[M]={AcB: M c A} seklinde tanimlanir. Ozel olarak, [x] = [{x}] olur ve eger

Dea (yani @ = P(B))ise o ya B lizerinde bir 0z olmayan siizge¢ denir.

Ornek 1.4.1. B bostan farkli bir cimle, @ #M < B olsun. [M]:{ACB M CA}

ailesi, B lzerinde bir 0z slizgectir.

Ornek 1.4.2. B sonsuz bir ciimle ve & = {A° < B: A < Bsonlu} ailesi B iizerinde bir

stizgectir. Buna sonlu tiimleyenler siizgeci denir. Eger B=N dogal sayilar kiimesi

alimirsa o stizgecine Frechet siizgeci denir.

Ornek 1.4.3. B bir ciimle ve o = {A = B: A° sonlu} ailesi B iizerinde bir siizgegtir. Buna

tiimleyeni sonlu slizge¢ denir.

Tanim 1.4.2. B bostan farkli bir ciimle ve o ve f, B iizerinde iki siizgeg ve f:B —>C

bir fonksiyon olsun.

() anpf={UcB:Uca,Ucp}.

(ii) au,b’:{UcB:ElVea, AW e g oyleki UDVmW}
(iii) f («) ={V =C:3U e 6yleki f(U)cV }
(iv)axﬂ:{WchB:Eera, AV e g oyleki WDUXV}

=[{UxV:Uea,Vep}] dir
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Teorem 1.4.1. 0 ve &, B x B iizerinde iki 6z siizgeg ve f : B — C bir fonksiyon olsun.
W) o o= (fx1)(o)=(/x/)(6).

@ (i) (0 n8)=(fif ) (o) N (£)(9).

) (F) (o) (Sf)(8) = (S ) (o b)),

4 Eger «,CxC iizerinde bir o6z siizge¢ ise « c( ! x ﬁ”")(a), burada
("< fr ") (er) siizgeci {(ff ' £ ')(D): D et} ailesi tarafindan iretilen siizgegtir.

Ispat: o ve 8, B x B iizerinde iki 6z siizgeg ve f : B — C bir fonksiyon olsun.

(1) 0 €5 ve Ue(fxf)(c) olsun. Bu takdirde en az bir ¥ e o dyleki (fif)(V)cU
dir. ¥ eo ve o =& oldugundan (fx f)(V)e(fxf)(5) ve Ue(fxf)(5) olur. O
halde (f x f)(o) = (fx f)(5) dir.

20 ondco ve ondcd  oldugundan  (fif)(ond) c(fif)(o) ve
(ff) (&) < (fif)(S) olur. Dolaysiyla (fif)(o &)< (fif)(@)(AF)(S) dir
Diger taraftan, U € (ff ) (o)~ (fxf )(6) ise en az bir ¥ € o ve en az bir W & vardir
oyleki (Sf)V)<U, (ff ) W)U dir. VuWeond ve
(S )V OW)e(fif)(ond) oldugundan U e (fxf)(cn6). Sonu¢ olarak
() (@) = (S ) (@) (£ ) (8) ve (Sf )@ ) =(ff) (@) (fxf)(©S) dir.

3) ocusosoc ve ocudoDd oldugundan  (fif) (L) D(fxf)(@) Ve
(fxf ) (e w8) > (fxf ) (8) olur. Dolayisiyla ( ff ) (a0 8) 2 (fxf ) (@)U fxf )(6) dir.

4) o, CxC iizerinde 6z siizge¢ ve D ea olsun. (ﬁ“‘ XﬁH)(D)E(ﬁH Xﬂ‘—l)(a)

(ffﬁl)(D)cD ve o siizgeg oldugundan De(ﬁ“‘ xﬂ’l)(a) ve o C(ﬁﬂxﬁﬂ)(a)

olur.

Tanim 1.4.3. B # < bir climle ve U,V < Bx B iki bagint1 olsun.
@A) UoV = {(x,z):EIyeBigin (x,y)eV, (y,z)eU},
(i) U :{(x,y):(y,x)eU} ,

(iii) A={(x,x): xeB).
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Tanim 1.4.4. B bostan farkli bir cimle ve W < P(BxB) bir siizge¢ olsun. Eger ¥
asagidaki sartlari saglarsa ¥ ye B tizerinde diizgiin yapi, (B, ‘P) ye de diizglin uzay denir

[22], [23].

@ EgerUce¥Y—=>AcCU

(i) Eger UeY=>U 'e¥

(iii) Her U € ¥ icin en az bir J € ¥ vardir oyleki VoV cU dir.

Ornek 1.4.4. B bostan farkli bir cimle ve ¥ = {U CBxB:AC U} c P(BxB) ailesi B

uizerinde bir diizgiin yapidir ve (B, ¥) ye de diskre diizgiin uzay denir.

Ornek 1.4.5. B bostan farkli bir ciimle ve ¥ = {B><B} ailesi B iizerinde bir diizgilin

yapidir ve (B, ‘P) ye de indiskre diizgiin uzay denir.

Ornek 1.4.6. B={x, y} olsun.
(a) V= {A, {(x, y), (x,%), (¥, ), (v,x), (x,x), (v, y)} ,BZ} ailesi B lizerinde bir diizgiin

yapidir.
(b) ¥ = {A, {(x, y), (x,x), (y, y)} , Bz} ailesi B iizerinde bir diizgiin yap1 degildir.

Tanim 1.4.5. B bostan farkli bir cimle ve & # < P(BxB) olsun. Eger S asagidaki
sartlart saglarsa £ ye B lizerinde bir diizgiin baz denir.

(i) Eger Uec B ise AcC U drr,

(ii) Eger U € B ise AV e B dyleki V U™ dir,

(iii) Eger U € S ise dV € f dyleki VoV c U drr,

(iv) Eger U,V € 8 ise AW € § odyleki W c U ~V dir.

Teorem 1.4.2. B bostan farkli bir cimle ve & #  c P(BxB), B lizerinde bir diizgiin

baz olsun. ¥ = {U CBxB:3dV e pf oylekiV cU } ailesi B izerinde bir diizgiin yapidir.
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Ornek 1.4.7. (B, d) bir metrik uzay ve S, :{(x, y)eBxB:d(x, y)<8} olsun.

B, ={S, & >0} ailesi B iizerinde bir diizgiin bazdr.
Teorem 1.4.3. Her metrik uzay diizglin uzaydir.

ispat: (B, d) bir metrik uzay ve S, = {(x, y)e B><B:d(x, y) <8} olsun.
B, ={S.:¢>0} ailesi B uzerinde bir duzgin bazdir. ‘¥, :{U cBxB:3Vep,

Oyleki VcU } ailesi B iizerindeki d metrigi tarafindan elde edilen bir diizgiin yapidir.

(B,Y,) dizgin uzaydir.
Teorem 1.4.4. Her diizgiin uzay topolojik uzaydir.

Ispat: (B,‘P) bir diizgiin uzay, her xe B ve her U € ¥ i¢in U(x) = {y eB: (x, y) € U}
olsun. 77, = {U (x):U € ‘P} ailesi B lizerinde x noktasindaki komsuluk ailesini olusturur

ve bu komsuluk ailesinden B iizerinde bir topoloji elde edilir [ [23], 31s. 240].

Ornek 1.4.8. (B, d) metrik uzayindan elde edilen diizgiin uzay (B,%¥,) olsun. (B,¥,)

diizgiin uzaydan elde edilen topoloji ile (B, d ) metrik uzayindan elde edilen topolojik

uzay aymdir.
VxeB icin S (x)={yeB:(x,y)eS,.}={y eB:d(x, y) <eg}=S8(x,g), x-merkezli &

yarigaplt acik disktir.

Ornek 1.4.9. Diskre diizgiin uzaydan elde edilen topoloji diskre topolojidir ve indiskre

diizgilin uzaydan elde edilen topoloji indiskre topolojidir.

Ornek 1.4.10. R, reel sayilar ciimlesi ve a eRolsun. U, = AU{(x, y): x>a,y>a} ve
B, ={U,:acR} ailesi R iizerinde bir diizgiin bazdir. Bu diizgiin yapidan elde edilen
topoloji diskre topolojidir. VxeR ve a>x i¢in U, =AU{(a, @)}=A dir. Bu ve

yukaridaki ornekten goriliiyor ki farkli diizglin yapilar ayni topolojiyi verebilir ve B

tizerinde dlizglin yapilar topolojilerden daha fazladir.
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Tanim 1.4.6. (A,®) ve (B,®) iki diizgiin uzay olsun. Eger agsagidaki birbirine denk olan
sartlardan biri saglanirsa f : A — B fonksiyonu diizgiin siireklidir.

(i) Her U € ¥ i¢in en az bir }/ € ® vardir oyleki (f x f)(V)c U,

(i) Her U € ¥ icin (fx f) ' (U)<€®.

Ornek 1.4.11. Diskre diizgiin uzaydan herhangi bir diizgiin uzaya giden her fonksiyon

diizgiin siireklidir.
Ornek 1.4.12. Diizgiin sirekli fonksiyonlarin bileskesi dizgiin siireklidir.

Ornek 1.4.13.(A4,d) ve (B,e) iki metrik uzay ve f:A —> B olsun. Sirasiyla ¥, ve
®,, d ve e metriklerinin Urettigi diizgiin yapilar olsun. f:(A,'¥,) = (B,0,) diizgin

siireklidir ancak ve ancak f :(A, d)— (B,e) diizgin siireklidir.

Tanim 1.4.7. Objeleri diizgiin uzaylar, morfizmleri diizgiin siirekli fonksiyonlar ve
bileskede iki diizgiin siirekli fonksiyonun bilegkesi olan sinif bir kategoridir. Buna tiim

diizgiin uzaylarin kategorisi denir ve Unif ile gosterilir.

Teorem 1.4.5. U : Unif — Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur [24], [25].



2. BOLUM

YARIDUZGUN YAKINSAK UZAYLAR

2.1. Yandiizgiin Yakinsak Uzaylar

1937 de Weil [4], diizgiin siireklilik, diizgilin yakinsaklik gibi diizglin kavramlarin mevcut
oldugu metrik uzaylardan daha buyik bir sinif olan diizgiin uzaylar tanimladi ve
Hausdorff un her metrik uzayin tamlanigini her diizgiin uzayin tamlanigina genisletti.
1978 de Husek [5] diizgiin uzaylar (ve diizgiin strekli fonksiyonlar) in kategorisi Unif in
kartezyen kapali olmadigini gosterdi. 1965°te Cook ve Fischer [11] diizgiin uzaylarin bir
genellestirilmesi olarak kartezyen kapali bir kategori olusturan diizgiin yakinsak uzaylari
(dlizgiin limit uzaylar) gelistirdi. Diizgilin limit uzaylar (ve diizgiin siirekli fonksiyonlar)
in kategorisi ULim de bolim donisimleri kalitsal degildir. 1992 de Behling [12] yar1
diizglin yakinsak uzaylart ortaya ¢ikardi ve yan diizgiin yakinsak uzaylar (ve diizgiin
strekli fonksiyonlarin) kategorisi SUCony un kuvvetli topolojik universe oldugunu, yani
kartezyen kapali, boliim dontgiimlerinin kalitsal oldugu ve bolim dontigimlerinin (keyfi)
carpimlarinin boélim dontsimi oldugu bir topolojik kategori teskil ettigini gosterdi.
SUConv tim (simetrik) limit uzaylari, diizgiin yakinsak uzaylar1 ve tiim (simetrik)
topolojik uzaylarn ve tiim diizgilin uzaylar ihtiva eder. Topolojik ve diizgiin kavramlar
SUCony da mevcut oldugundan siireklilik, Cauchy surekliligi, diizgiin suireklilik, tamlik,
tam simrlilik, kompaktlik, baglantililik ve fonksiyon uzaylarindaki basit yakinsaklik,
surekli yakinsaklik ve diizglin yakinsaklik yapilar i¢in de uygun bir kategoridir. Preuss

[24], Top un SUCony igine gémiilmesini yapmistir.

Bu kisimda yar diizgiin yakinsak uzaylar (ve diizgiin siirekli fonksiyonlarin) kategorisi
SUConv incelenmistir ve bu kategori ile Top ve Unif kategorileri arasindaki iligkilerden

bahsedilmistir.
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Tanim 2.1.1. B bostan farkl: bir ciimle ve B x B iizerinde siizgeglerin ciimlesi F (B x B)
olsun. Eger 7 c F (B X B) asagidaki sartlari saglarsa 7 ye, B lizerinde bir yar diizgiin
yakinsak yapt ve (B, 7) ikilisine de yaridizgiin yakinsak uzay denir.

(i) Her r € B i¢in [a|x[a]e T,

(ii) Eger c € J ve a c B ise fec T .

(iii) Eger e/ ise a'eJ dir. Burada o '= (U ":Ueca} ve U ' ={(x,y):
( v, x) eU}.

Eger (B,.7) bir yandiizgin yakinsak uzay ise .7 nin elemanlarina diizgiin siizgegler

denir.

Ornek 2.1.1. B bostan farkli bir cimle ve 7 = {[¢].[a]x[a]:a € B} = F(BxB) ailesi

B uzerinde bir yardiizgiin yapidir.

Ornek 2.1.2. B bostan farkli bir cimle ve 7 = F(BxB) ailesi B iizerinde bir

yaridiizgiin yapidir.

Ornek 2.1.3. B ={a} olsun. B uizerindeki tek yandiizgiin yapt .7 = {[@], [a]x [a]} dir.

Ornek 2.1.4. B ={a,b} olsun.

7, ={[@]. lalx[a]. (b1<[p]}.

7, ={[@]. Lalx[a]. [b1x[0]. [a] x[B]. [b]x[a]}.

7, =[] ta1<[a]. 5)x[5] [a]<[B]. B[]}

T ={[@] Lalx[a].1b1x[b].[a] < [B]}.

Js ={[@].lalx[a].[b1x[b],[a] <[]}

aileleri verilsin. 7, 7, ve 7, aileleri B uizerinde bir yandizgiin yapidirlar fakat 7,

ve J; aileleri B lizerinde yarnidizgiin yap: degildirler.
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Ornek 2.1.5. B bostan farkli bir cimle ve §={U cBxB:AcU)} olsun.
J ={ae F(BxB):§ ca} ailesi B iizerinde bir yaridiizgiin yapt oldugunu gosterelim.
aeB ve Ued olsun. AcU oldugundan (a,a)eU dir. O halde U €[a]x[a] ve
[a]x[a]e 7 olur.

aeJ ve acC f olsun. ¢ € 7 oldugundan 6 c & ve sonug olarak e 7 dir.

aeJ olsun. o 'eJ oldugunu gosterelim. ae.7 oldugundan S ca dir.

o' =6ca ' oldugundan o '€ olur. Tamm 2.1.1. den 7, B iizerinde bir
yaridiizgin yapidir.

Ornek 2.1.6. R reel sayilar ciimlesi ve her ¢ >0 igin V_ = {(x, y):lx—y| <8} olmak

iizere 6= {U cRxR:3e>0 i¢in V, cU} olsun. 7= {a e F(RxR):6 ca} ailesiR
lizerinde bir yar diizglin yapt oldugunu gosterelim.

a€R ve Ued olsun. Bu takdirde en az bir £ >0 i¢in V, cU olur. la-al=0<¢
oldugundan (a,a)€V, cU dir. O halde U €[a]x[a] ve [a]x[a]e 7 olur.

aeJ ve acC f olsun. ¢ € 7 oldugundan 6 c & ve sonug olarak e 7 dir.
aeJ olsun. a ' € 7 oldugunu gosterelim. U € & olsun. Bu takdirde en az bir &> 0
igin V, cU dir. V, =V, ¢iinkii |x—y|=|y—x| dir. Sonug olarak V, =V,"' cU"' ve
S ca oldugundan U 'ea dir. O halde tanmdan U ea ' ve § ca' olur. Yani

a'e 7 dir. Tamm 2.1.1 den 7 ,R iizerinde bir yar diizgtin yapidar.

Ornek 2.1.7. R reel sayilar ciimlesi ve her £ >0 igin VS:Au{(x,y): xeQ ve |x-y\ <eg}

olmak iizere 5§ ={U c RxR:3e>0 i¢in V, cU} olsun. 7= {ae F(RxR):5 ca}

ailesi R iizerinde bir yar1 diizgiin yap1 oldugunu gosterelim.

aceR ve Ued olsun. Bu takdirde en az bir £ >0 i¢in V., cU dir. AcV,cU
oldugundan (a, a)eU dir. O halde U €[a]x[a] ve [a]x[a]e 7 olur.

ae J veacC f olsun. @ € 7 oldugundan § c « ve sonug olarak fe 7 dir. ¢ € J
olsun. a'e 7 oldugunu gosterelim. U €S olsun. Bu takdirde en az bir £ >0 icin

V.,cU dir. V=V, ' cinkii |x—y[=|y-x ve A'=A dir. Sonug olarak
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V.=V, 'cU"' ve §ceaoldugundan U 'ea dir. O halde tanimdan U ea ' ve

S co ' olur. Yani o ' € 7 dir. Tamim 2.1.1 den .7, Riizerinde bir yar1 diizgiin yapidr.

Ornek 2.1.8. B bostan farkli bir ciimle olmak iizere ve (B, d ) bir metrik uzay olsun.

V

&

{(x,y):d(x,y)<e,e>0} ve ={UcBxB :3e>0 i¢in V,cU} olsun.

J={ae F(RxR):5 ca} ailesi B iizerinde bir yanidiizgin yapidir.

ae€ B ve U e dolsun. Bu takdirde en az bir ¢ >0 i¢in V, c U dur. d(a, a):0<8
oldugundan (a, a)eV, cU dir. O halde U €[a]x[a] ve [a]x[a]e 7 olur.

ae Jve ac f olsun. @€ 7 oldugundan 6 c o ve 3 dir.

a e J olsun. o' € 7 oldugunu gosterelim. U/ € § olsun. Bu takdirde en az bir £ >0
igin V, U dir. V,=V_" ¢iinkii d bir metriktir. Sonug olarak, V. =V_'cU™" ve
S caoldugundan U ' e dir. O halde tammdan U eca 've S ca™' olur. Yani

a '€ 7 dir. Tamm 2.1.1 den 7 , B iizerinde bir yar1 diizgiin yapidr.
Teorem 2.1.1. Her diizgiin uzay yaridizgiin yakinsak uzaydir.

Ispat: (B,¥) bir diizgin uzay olsun. 3, =[¥]={ac F(BxB):¥Y ca} ailesi B
tizerinde bir yaridizgin yapt oldugunu gosterelim. ae B ve Ue¥ olsun. AcU
oldugundan (a, a)eU dir. O halde U €[a]x[a] ve [a]x[al€ 7 olur.

aeJy ve acC f olsun. ae J, oldugundan ¥ c  ve sonug olarak pge 7, dir.
acJ, olsun. o '€ 7, oldugunu gosterelim. a .7, oldugundan ¥ c « dir. Eger

Ue¥ ise U'e¥ vedolayisiyla U™ e dir. O halde, U e ' ve ¥ ' olur.

o~

Buradan, &' €3, ve Tamim 2.1.1den (B,3,) yandiizgin yakinsak uzaydir. [24].

Tanim 2.1.2. (A, .71) ve (B, .72) iki yandiizgtn yakinsak uzay olsun. Eger Va € 7| i¢in
(f X f)(a) eJ, oluyorsa f:(A,J)— (B,‘72) fonksiyonuna diizgiin siirekli

fonksiyon denir [24].
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Tanim 2.1.3. Objeleri yanidiizgiin yakinsak uzaylar, morfizmleri diizgin sirekli
fonksiyonlar ve bileskede iki duzgiin strekli fonksiyonun bileskesi olan sinif bir
kategoridir. Buna tiim yanidizgiin yakinsak uzaylarin kategorisi denir ve SUCony ile

gosterilir [23], [24].

Teorem 2.1.2. (A,‘P) ve (B,@) iki diizgiin uzay olsun. Asagidakiler denktir.
(1) f:(AY)—(B,0) fonksiyonu Unif de diizgiin siireklidir,

Q) 1 (A, jq,) — (B, T ) fonksiyonu SUConv de diizgiin siireklidir.

Ispat: (1) =(2) oldugunu gosterelim. f :(A,¥)— (B,®) fonksiyonu Unif de diizgiin
stirekli, o € J, ve U € ® olsun. f :(A,‘P) - (B,G)) fonksiyonu Unif de diizgiin siirekli
oldugundan en az bir V ey oOyleki (fx f)(V)cU dir. o€ Jyoldugundan ¥ c o ve

Vea dir. Buradan (fx f)(V)e(fx f)(a) ve Ue(fx[f)(a) elde edilir. O halde,

Oc(fxf)a) ve (fxf)a)eT, olur. Sonug olarak f:(A4,7,)—(B.7,)
fonksiyonu SUCony de diizgiin siireklidir.

(2)= (1) oldugunu gdsterelim. f:(A4, 7, )— (B, 7, ) fonksiyonu SUConv de diizgiin
siirekli ve U € ©® olsun. Ozel olarak, ¥ e .7, ve f:(4,.7,)—>(B.7,)fonksiyonu
SUConv de diizgin sirekli oldugundan (fx f)(¥)e 7, ve (fxf)(¥)>© dir
Boylece, U e(fx f)('¥) ve en az bir V" e¥ 8yleki (f xf)(V)cU olur. O halde

f :(A,‘P) - (B, G)) fonksiyonu Unif de diizgiin siireklidir [24].
2.2. SUConv Topolojik Kategori

Teorem 2.2.1. U: SUCony —Set, her (A,.7,) € Ob( SUConv ) igin U ((A,.7,))=A ve
her f: (A, ‘71) - (B, .72) diizgiin stirekli fonksiyonunu f : A — B fonksiyona gotiiren,

unutkan fanktoru topolojik fanktordur.
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Ispat: (1) U:SUConv—>Set nun belirli fanktor oldugunu  gosterelim.
f,g:(A,‘P)—)(B,@) diizgiin siirekli fonksiyonlar ve U(f):U(g) olsun.

f= U(f): U(g): g oldugundan f=g ve U dizenlidir. f :(B,‘P) —)(B,G))
izomorfizm ve U (f)=1,, birim fonksiyon olsun. o€ .7, olsun. f diizgiin siirekli
fonksiyon oldugundan (f x f)(er) =(1, x1,)(a) = € 7, ve dolayisiyla 7, € 7, olur.
e J, olsun. S diizgtin sturekli fonksiyon oldugundan  ve
(f’1 X f’l)(a) =(1,x1,)(a) = € 7, ve dolayisiyla 7, = 7, olur. O halde, .7, =.7,

dir ve U amnestiktir.

(2) U nun kiiciik demetlere sahip, yani, her B ciiesi i¢in U '(B) in bir cimle oldugunu
gosterelim. U™ (B) = {(B,j):U((B,j)) = B} ve [I'={7:J, B lizerinde bir
yaridiizgiin yap1} ¢ P(P(BxB)) olsun. f:U'(B)—T, f(B,.7))=. fonksiyonu

birebir ve ortendir. Dolayistyla, U™ (B) in bir ciimledir.

(3) SUConvy kategorisinin keyfi garptmlara sahip oldugunu gosterelim. {(B,,.7,), i< I}
yaridiizgiin yakinsak uzaylar verilsin. B=I1_,B ve
J ={aeF(BxB):Viel, (x,xx)(«)eJ;} olsun. (B,7) carpim yandizgin
yakinsak uzay oldugunu gosterelim. Her aecB icin 7,(a)=a,eB, ve
() ([ <[0]) = (=) ([ee]) % () ([x]) =[x ]x[or ] € 7 oldugundan ([a]x[o]) e 7 dir
aeJ ve ac fB olsun. ae 7 oldugundan Viel,(7,xx,)(a)€ 7, ve sonug olarak
Viel,(z,xx,)(f)e J; dir. Ohalde fe 7 dir.

ae7olsun. a'eJ oldugunu gosterelim. o e oldugundan Viel,p,
=(m,xx)(a)eJ, dir. '€, qinki (B,7,) yandizgin yakinsak uzaydir.
B =((m xx)(@)) =(mxx)(a") veher icl igin B €7, oldugundan o' € 7
dir. O halde (B,.7) yandiizgiin yakinsak uzaydir. Eger a7 ise Viel igin

(7, x7,)(a) € J, ve dolayistyla 7, izdisim fonksiyonlan diizgin sireklidirler. (B,.7)
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nin ¢arpim uzay oldugunu gosterelim. (4, .7;) herhangi yandiizgin yakinsak uzay,
fi:(A, 7)) —>(B,..7,),iel diizgin siirekli fonksiyonlar ve z,0h = f, olacak sekilde bir
h:A— B fonksiyonu mevcut olsun. h: (A, J, ) —> (B, J ) ) fonksiyonunun diizgiin
surekli  oldugunu gostermek yeterlidirr, o€, olsun. Her ie/ igin
fi :(A, .71) - (Bl.,lfi),i e I duzgin surekli fonksiyonlar oldugundan (f; x ﬁ)(a) e,
dir. (f, % fi)(a) = (7Z'i0h X ﬂiO/’l)(Ot) = (ﬂi X ﬂi)o(h X h) (a) = (ﬂi XTT, )((h X h)(a)) eJ,
olur ve buradan (h X h)(a) eJ dir. h: (A, 7)) = (B, J ) fonksiyonu diizgiin siireklidir.

(B,J) ¢arpim yaridizgiin yakinsak uzayidir ve SUConvy kategorisi keyfi ¢arpimlara

sahiptir.

(4) SUConv kategorisinin keyfi altuzaylara sahip oldugunu gosterelim. (B, )
yandiizgiin yakinsak uzay ve M cB olsun. i:M —B,acM,i(a)=a altkiime
fonksiyonu olsun. 7, ={ae F(M xM):(ixi)ax)e J} olsun. (M, 7,) nin
yandizgin yakinsak uzayt ve i:(M,J ,,)—>(B,J) nin dizgin sirekli
fonksiyon oldugunu gosterelim.

Her aeB ig¢in i(a)=acB ve i([a]x[a]) = ([a]x[a]) e/ oldugundan
([a]x[a])e 7, dr.

aeJ, ve acf olsun. aeJ, oldugundan (ixi)(a)e./ ve sonug olarak
(ixi)(B)eJ dir.Ohalde fe.7, d.

aeJ, olsun. ((ixi(a)) =@xi(a") ve ((xi)(a)) €7 di. Cinkii (B,7)
yanidiizgin yakinsak uzaydir. O halde o' € .7, ve (M,.7,) yandiizgin yakinsak
uzaydir. Eger o € 7 ise (ixi)(a) e J ve dolayistyla i altkiime fonksiyonu diizgiin

sureklidir.

(5) SUConv kategorisinin indiskre objelere sahip oldugunu gosterelim. B bostan farkl

bir ciimle ve 7 = F(BxB) olsun. (B,.7) nin indiskre yaridizgin yakinsak uzay
oldugunu gosterelim. Kolaylikla, (B,.) yandizgin yakinsak uzaydir. (B,.7) nin

indiskre sartin1 sagladiini gosterelim. (A4, 7;) herhangi bir yaridiizgiin yakinsak uzay ve
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f:A— B herhangi bir fonksiyon olsun. f:(4,7)— (B, ) nin dizgiin siirekli
fonksiyon oldugunu gosterelim. Eger ae 7, ise (fxf)(a)e s ve dolayisiyla f

fonksiyonu diizgiin siireklidir. O halde, SUConv kategorisi indiskre objelere sahiptir ve
U : SUConv — Set unutkan fanktoru topolojik fanktordur [25].

Simdi, SUConv kategorisinde Onemli bazi 6zel objeleri ve morfizmleri karakterize

edelim.

Onerme 2.2.1. (1) B bostan farkli bir ciimle ve 7 = {[@],[a]x[a], ac€ B} c F(BxB)

olsun. (B, 7)) diskre yaridizgin yakinsak uzaydir.
(2) B bostan farkli bir cimle ve 7 = F(BxB) olsun. (B,.7) indiskre yarndizgin
yakinsak uzaydir.

Q) B= {a} olsun. (B, 7)) terminal (son) yaridizgiin yakinsak uzaydir.

4) B= olsun. (B, ) baslangig¢ (ilk) yaridiizgiin yakinsak uzaydir.

) {(B,J,),iel} yandizgin yakinsak uzaylar verilsin. B= Hid B ve
J ={aae F(BxB):Viel, (7% ><7zl.)(a) € J;} olsun. (B, ) ¢arpim yardizgin
yakinsak uzaydir.

6) {(B,J,),iel} vyandizgin yakinsak uzaylar verilsin. B= H B ve
j:{aeF(BxB):EljeI,El,Bj €7, Oyleki (ixi)(ﬂj)ca} , burada i: B, —)B:H

kanonik injektif fonksiyonlar olsun. (B, . 7) cogarpim yaridiizgiin yakinsak uzaydir.

Ispat: (1) B bostan farkli bir cimle ve 7 = {[@],[a]x[a], a€ B} c F(BxB) olsun.
(B,.7") yandizgin yakinsak uzaydir. (B, .7) nin diskre sartin1 sagladigini gosterelim.
(A4,.7)) herhangi bir yandiizgiin yakinsak uzay f: B — A herhangi bir fonksiyon olsun.

fi(B,J)—(A4,7,) diizgin surekli fonksiyon oldugunu gosterelim. Eger o € 7 ise

(f xf)([@]) =[9]e S, YaeB, (fx f)([a]x[a]) = ([a]x[a]) e J, ve dolayistyla f
fonksiyonu diizgiin siireklidir. O halde (B, 7) diskre yar1 dizgin yakinsak uzaydir.

(2) nin ispat1 Teorem 2.2.1 (5) te verilmistir.

(3) B={a} olsun. B tizerindeki tek yaridiizgiin yap1 7 = {[@],[a]x[a]} dir. (A4,.77)
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herhangi bir yan diizglin yakinsak uzay verilsin. Her f: (A4, 7)) — (B,.7) fonksiyonu
sabit fonksiyondur. O halde (B, .7) terminal (son) yaridiizgiin yakinsak uzaydir.

(4) B = olsun. B tizerindeki tek yandiizgiin yap1 7 = {[@]} dir. (4, .7;)herhangi bir
yart dizgiin yakinsak uzay verilsin. f:(B, 7)—(4,.7,) fonksiyonu tek bir (bos
fonksiyon) fonksiyondur. O halde (B, 7)) baslangi¢ (ilk) yaridiizgiin yakinsak uzaydir.
(5) nin ispat1 Teorem 2.2.1 (3) te verilmistir.

(6){(B.,J;),i €1} yandiizgin yakinsak uzaylar verilsin.

B= HieIBi ve J = {a € F(BxB):3jel,3p, € 7, 6yleki(i><i)(,8j) Ca} , burada
i:B,—>B= Hid B; kanonik injektif fonksiyonlar olsun.

Oncelikle (B,.7) nin yaridiizgiin yakinsak uzay oldugunu gosterelim.a c B verilsin.

B:HMB[. nin tanimindan en az bir jel vardir oyleki a;€Bi(a;)=a dir.
(ixi)([a&x[a&)z[a]x[a] ve [aj]x[aj]elfj oldugundan [a]x[a]e 7 dira e 7
ve o B olsun. @€/ oldugundan en az bir jel ve en az bir S, €7, Oyleki

(i xi)(ﬂj)ca dir. p'eJ, ¢inkii (B,7,) yandizgin yakinsak uzaydir.

{((ixi)(ﬂj))lz(ixi)(ﬂjl)ca1} den o'e 7 dir. O halde (B,.7) yardizgin

yakinsak uzaydir. Eger her iel ve o, €7, i¢in (ixi)(a,)e 7 ve dolayisiyla i

kanonik injektif fonksiyonlar diizgiin siireklidirler.

(B,J) nin cogarpim uzay oldugunu gosterelim. (A, _7;)herhangi bir yan diizgin
yakinsak uzay, f, : (B, 7)) —>(4,.7,),i €I dizgin siirekli fonksiyonlar ve hoi= f
olacak sekilde bir 4#:B—> A fonksiyonu mevcut olsun. #4:(B,7)—>(4,7))
fonksiyonunun diizgiin strekli oldugunu gostermek yeterlidir. « € 7 olsun. 7 nin

tanimindan en az bir je veenazbir B, € 7, dyleki (i xi)(ﬂj) Ca dir. Her i € ] igin

1. (B.,J)— (A4, 7,) duzgin surekli fonksiyonlar oldugundan ( fixf j)( ,Bj) € J, olur
ve buradan (hxh)(a)e 7, dir. h:(B,7)—> (4,.7;) fonksiyonu diizgin siireklidir ve

dolayisiyla (B, .7) cogarpim yaridiizgin yakinsak uzayidir [25].
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Teorem 2.2.2. (1) D:SUConv— Set, bostan farkli her B cilimlesi igin
D(B) :(B,j:{[O],[a]x[a], a eB}) , diskre yaridiizgiin yakinsak uzayina gotiren
diskre fanktoru U: SUConv — Set unutkan fanktorun sol adjointidir.

(2) ID: Set — SUConv , bostan farkli her B ciimlesi igin ID(B)=(B,3= F(BxB))

indiskre yandiizgiin yakinsak uzayina gotiren indiskre fanktoru U: SUCony — Set

unutkan fanktorun sag adjointidir.



3. BOLUM

p NOKTASINDA 7, YARI DUZGUN YAKINSAK UZAYLAR

Bu boliimde p noktasinda degisik 7o yart diizgiin yakinsak uzaylar karakterize edilmistir.
3.1 p Noktasinda To Yar: Diizgiin Yakinsak Uzaylar

Tanmm 3.1.1. B bir ciimle ve p € B olsun. B [[ B, B nin ayrik iki kopyast olsun. B nin
pde wedge carpimi BI[B nin p de ¢akismasidir ve BV, B seklinde gosterilir. x
noktast eger B Vp B nin birinci bileseni i¢inde ise x, olarak, ikinci bileseni i¢inde ise x,

olarak gosterilecektir. B> = Bx B, B nin kartezyen ¢arpimi olsun.

(i) p de Temel Eksen Doniisiimii:

(x,p), i=1
(p,x),i=2

(i) p de Skewed Eksen Doniisiimii:

(x,x),i=1

(p,x),i=2

(iii) p de Katlama Doniisiimii:

A BVpB—B, Ap(xl.):{

S, BVpB—B>, S, (x) :{

Vp: BVpB— B,i=1,2 igin Vp(x,)=x olarak tanimlanir.
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Tanmm 3.1.2: (B,7) topolojik uzay ve p € B olsun.
(i) Eger her xe B ve x= p i¢in x¢ G, olacak sekilde pnin bir G, agik komsulugu
veya p ¢ G olacak sekilde x in bir G, agitk komsulugu mevcutsa (B,7) ya p de 1, dir,

denir.

(ii) Eger her x, ye B ve x=y i¢in x¢ G, olacak sekilde y nin G, agik komsulugu

veya y ¢ G, olacak sekilde x in bir G, agitk komsulugu mevcutsa (B,7) ya 1, dir, denir.

Teorem 3.1.1. (B, 7) topolojik uzay ve p € B ig¢in asagidaki ifadeler denktir.

1) (B,7r) p de 1 dir.

(2) 7*, B* iizerindeki carpim topolojisi olmak tizere Ap : BVpB— (B>, 7%) ve vV,
BVp B — (B, P(B)) fonksiyonlan tarafindan uretilen baglangi¢ topolojisi diskredir.

3) z.,i,i,:B—> BVpB, xa i(x)=x, i,(x)=x, fonksiyonlar tarafindan uretilen
BVpB lizerindeki bitis topolojisi olmak tzere id: BVpB—>(BVpB,7.) birim
fonksiyonu ve V :BVpB—(B,P(B)) fonksiyonu tarafindan uretilen baslangig

topolojisi diskredir [26].

Tanim 3.1.3. U: E — Set bir topolojik fanktor ve U(X)= B olmak iizere X, E nin bir

nesnesi ve p € B olsun.

(i) X nesnesinin , p de f) olmast i¢in gerek ve yeter sart {AP ‘BVpB -U(X*)=B"
ve V,: BVpB —UD (B) =B } U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir.
Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

(i) X nesnesinin p de T,' olmasi i¢in gerek ve yeter sart {id :BVpB - U(
XVpX)= BVpB veV,: BVpB -UD(B)= B} U-kaynaginin baslangi¢
kaldirmasinin ayrik olmasidir. X Vp X, E de wedge ¢arpimidir, yani 7, : B— BVp B,
xa i(x)=x, ve i,:B—> BVpB, i,(x)=x, kanonik donisimler olmak iizere

{il, i,:U(X)=B— BVp B} U-kavsaginin bitis kaldirmasidir.
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Uyan 3.1.1.
(1) (B,7) topolojik uzayinin 7, olmast i¢in gerek ve yeter sart her p € B igin (B,7) nin

p de 1, olmasidir.

(2) U: E > Set normallestirilmis topolojik fanktor ise bu takdirde p de f), p de 1,' nii

gerektirir.

Teorem 3.1.2. (B,3) bir yaridiizgiin yakinsak uzay ve p € B olsun. (B,3) nin p de 7

olmast i¢in gerek ve yeter sart her x € B ve x = p icin asagidaki iki sartin saglanmasidir.
() [x]x[p]e 3.

2) ([x]x[x])m([p]x[p]) z3.

Ispat: (=) Kabul edelimki (B, 3), p de f) olsun. Yani B Vp B tizerindeki 4, : BVp B
—>U(B*,3)=B" ve V,:BA,B—>U((B,3,))=B tarafindan iiretilen yar diizgin
yakinsak yapt 3, ={ae((BVpB) X (BVpB)): (1A, x;z[Ap)(a) €3, i=12 ve
(V » XV p)(a) € 3J,} diskre olsun. Burada 3, B tizerindeki diskre yar diizgiin yakinsak
yapidir. 3, deki bir « siizgeci i¢in a =[x]x[x,] (i=12) veya a =[p]x[p] veya
o= [@] dir. Simdi sartlarin saglandigin1 géstermeliyiz. Aksini kabul edelim, yani (1) ve

(2) sartlarindan en az biri saglanmasin. Eger (1) sarti saglanmazsa Jx#p igin
[x]%[p]e S ve [p]x[x]e Tolur. & =[x]x[x,] alirsak;

(md, xmd,)(a)=(md, x4, )([x]x[x]) = (m4, [x]x 74, [x,]) =7, [ (x.p)]

<z, | (P, %) = [*]x[p]e 3. (7,4, 7 A, )(a) = (7,4, x 7 A, )([x]x[x,]) = (7,4, [x]x
7,4, [5]=m[(xp) < [(p.x)]=[p]<[x]e 3. (V,xV,)(@)=(V,xV,) ([x]
«[%])=(V,[x]xV, [,]) =[x][x]€ 3, dir. O halde & =[x]x[x,]€ 3, olur. Buda
3 nin diskre olmastyla ve (B,3) nin p de T, olmasiyla geligir. Buradan her x # p igin

[x]x[P]2 3 veya [p]x[x] 23 olmak zorundadir. Eger (2) sart: saglanmazsa en az bir

x# p icin ([x]x[x])m([p]x[p])e 3 olur.
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o = ([x]x[x])~([x.]%[x,]) alalim. Bu takdirde (7,4, x7,A, )(er) =(7,A, x7,A,)
(([xl]X [a]) (] [xz])) =[x [x))~([p]x[P]) €3, (”2‘417 . ”zAp)(O‘) = (7,4,
7Z2A,,)(([xl]x[xl])m([xz]x[xz])) - ([x]X [x]) m([p]x[p]) € 3’(Vp X V,,)(a) = (Vp
V() (] [u))=[x]x[x]e3,  oldugu  igin,  a=([x]x[x])
A([x,]x[x,])€ 3, olur. Buda 3, mn diskre olmasiyla gelisir. Dolayisiyla her x # p
sin ([ [) (][] = 5 e

(<) Tersine olarak kabul edelim ki (1) ve (2) sartlar saglansin. Yani x=p igin
[x]<[p]e S veya [plx[x]eS veya ([x]x[x])n([p]x[p])eS olsun. (B.3)
yandiizgin yakinsak uzayimin p de 7, oldugunu yani BV, B iizerindeki A : BV, B
—>U(B*,3%) =B ve V,: BVpB—>U((B,3,)) = B tarafindan iretilen yar diizgiin
yakinsak yapt 3, ={@ € (BVpB)x(BVpB): (1A, xm,A) ()€, i=12 ve
(V, 2V,)(a)€3,} nin diskre oldugunu gosterelim. Bunun igin de her ar €3, igin
a=[x]x[x] (i=L2) veya a=[p]x[p] veya da a=[D] oldugunu gdstermek
yeterlidir. ~ o€3,  herhangi  bir  siizgeg  olsun. 3, tammuindan
(mA, xmA, )@)€, i=12 ve (V, xV,)(a) e 3, dir. Eger (V, 2V, )(«) =[p]*[P]
ise (V,) {p}={p,=p} (1=1.2) oldugundan & =[p,]x[ p, ](i. j = 1,2) oldugu agikur.
(V, 2, )(a)=[9] ise a=[Q] oldugu agiktir. Eger p den farkli birx< B igin
(V, 2V, )(@)=[x]x[x] ise bu takdirde ~a=[x]x[x;].i=L2  veya
as[{nn) < {nn)]  vea e[} {r.}]  veya  as|{x.x}]
x[%](i.j=12 ve i# j) dir.

a=[x]x[x].i=12 oldugunu gostermeliyiz. Eger a=[x]x[x, |,i#j ise, bu

takdirde, 6zel olarak, i=1,j=2 igin (ﬂ'lAp X 7Z'1Ap)(0{) = (7[1Ap X ﬁlAp)([xl.] X [xj])

=[x]x[p]e3 ve i=2,j=1 igin (7Z'IAP><7Z'1Ap)(0£)=(72'1/1p><7Z'1Ap)([xl.]><|:xj:|)
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=[p]x[x] €3 . Bubir geliskidir. Buradan & #[x]x| x; |.i# j dir.

Bger a#[x]x|{x.x}].izj ise bu takdirde (=1 i¢in) (7,4,x7,4,)()
=(md, xm A, ) )< (o} | = [p]<[{p.x} | [p]x[x]  olur ve sonug olarak
[p][x] € Selde edilir. Bu da bir geliskidir. Boylece a  [x,]x| {x,x,} |, 1/ dir.
Simdi  gosterecegiz ki [O]#a#[x]x[{x.x}].i#j ise bu takdirde
o 5[5 ]x[ {x.%,} | olmast igin gerek ve yeter sart & =[x]x[x; ] ya da =[x ]x[x]
olmasidir. Eger @ =[x]x[ x; ] ya da @ =[x]x[x]ise bu takdirde & >[x]x| {x,x}
dir. Eger o S [x]x| {x.x,}| ve [@]%a#[x]x| {x.x,} | ise bu takdirde /= ve
U # {x}x{x.x,} olacak sekilde bir U/ c & meveuttur. U car, {x}x{x.x,}ca ve
siizgeg oldugundan U ~{x}x{x.x}={x}x{x} veya {x}x{x}.a nin elemamdur,
yani @ =[x]x[x] yada a=[x]x|x, | dir a#[x]x[x,].i#j oldugunu yukanda
gosterdik. o =[x]x[x].i=1.2 dir. &> {x.x}|x[x] durumu benzer sekilde elde
edilebilir.

Bger o = {x.x,} ]<[{x.x,}] ise (m4, %74, )(2) = (mA, x74, ) {25} ]

<[ {5} | =[{x. p} [ x[{x. p}] =[x]x[ p] ve sonug olarak [x]x[p]e 3 elde edilir. Bu
da bir geliskidir. Boylece a # [ {x,,x,} |x[ {x.x,}]. i # j elde edilir.

Eger a o {x.x,} |x[{x.x,}] ve Dz a =#[{x.x,}|x[{x.x,}] ise bu takdirde U = &
ve U#=[{x.x}|x[{x.x,}] olacak sekilde bir U ca mevcuttur. Uca, [{x.x,}]

x[{x.x,} |ea ve a siizgeg oldugundan U n{x,,x,}x{x,x,} €& dir. Dikkat edelim ki
Unfn.npron)={(x.x)) veya {xh(vx)] veya {(x.x)}x{x} veya
{(m).(m)) veya {(xon).(nox)) veya ({n)x{nm})o({(zmx)}) veya
el o(fae)l)  ven (foxpdal)o({Cex)))  vera
({rwdxfnd) o ({(r x)}) dur
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Eger  a=([x]x[x])n([x,]x[x,]) ise bu duumda  (7A,x7A,)(a)
=(mA, <A, ) ([xx[x )~ ([x]x[x]) = ([x]x[x]) ~([P]x[ p]) € 3 elde edilir. Bu bir
geliskidir. Boylece a # ([ x, ] x[x]) ([ x,]%[x,]) dur.

Eger o =([x]x[x,]) ~([x,]x[x,]) ise bu takdirde (7,4, x7,A4, )() = (A, x1,A,)
(s ) A (e x ) = (=) () <[el<[p]  ve  somug  olarak
[x]x[p]e 3 elde edilir. Bu bir celiskidir. Boylece o # ([x,]x[x,])n([x,]x[x]) dr.

Eger o = ([{xl} x{x,, xz}]) m([xz] X [xl]) ise bu takdirde (nlAp x nlAp)(oc) = (nlAp

xnlAp)([{xl} X {xl,xz}]) A ([x,]x[x,]) = ([x] <[ {x, p}]) A([p]x[x]) = [x]x[p] ve
sonug olarak [x]x[p]e I elde edilir. Bu bir celigkidir. Boylece o # ([{xl}x {xl,xz}])
A ([x,]x[x]) dir.

Geri kalan « lar i¢in bu sekilde devam edersek o =[x, ]x[x,], i =1,2 elde ederiz. Sonug

olarak, (B,S) p de 70 dir. Bu da ispati tamamlar [27].
Teorem 3.1.3. Her (B, 3J) yan diizgiin yakinsak uzayt pe B de T, dur.

Ispat: Kabul edelim ki p € Bve (B, S) de herhangi bir yar1 diizgiin yakinsak uzay olsun.
(B,S) nin p de 7;' oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin gostermeliyiz ki
(BVpB)? lizerindeki herhangi bir o siizgeci i¢in, e@er, k=1 veya k=2 igin

(i, xi)(B)ca olacak sekilde en az bir SeJ mevcutsa ve bir xeB igin
(V,xV ) (a)=[D] veya [p]x[p] veya [x]x[x] ise bu takdirde a=[D] veya [ p]x| p]
veya [ x, ][ x,], m=12 dur.

Eger (V,xV)(@)=[p]x[p] ise bu takdirde (V,) (p)={p,=p}, m=12
oldugundan a =[p X[ p] (m=1,2) dir.

Eger (V, xV )(a)=[9] ise a =[Q] dur.

Egerenazbir xe B ve x = p igin (VX Vp)(a) = [x] ><[x] ise bu takdirde o = [xm]x[xn]
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veya o > [x, ¥ [{x05,)] veya o o[ (x5} [ %] veya
a o[ {x.x} [x[{x.x,}] (m.n=1,2) oldugu gorulir.

Egerbir fe I ve k=1 (k=2) i¢in o =[ x,1x[ x,1 > (i, x i, )(B) ise bu takdirde kolayca
goriiliir ki her V € 8 i¢in {x,} x{x,} € (i, xi))(V) dir. Bu takdirde x, (x,) BVp B birinci
(ikinci) bileseninde olmalidir. x = p oldugundan bu bir geliskidir.

Eger Be3 ve k=1 (k=2) i¢in o =[x, |x[x] > (i, x i, )(B) ise bu takdirde her V € f igin
{x,}x{x,}e(i,xi)(V) dir. Bu da x,(x) noktastnin BVpB nin birinci (ikinci)
bileseninde olmak zorunda oldugunu gésterir. x = p oldugundan bu bir geliskidir.
Egerbir €3 vek=1 (k=2) (m=n,mn=12) i¢in a= [x, ] x [{x,. x,}]1 (i, xi,)(B)
ise bu takdirde her V e B i¢in {x }x{x,x,} < (i xi,)(V) dir ve sonug olarak x,(x,)
B Vp B nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. Bu bir geliskidir.

Eger @;ta;t[xm]x[{xm,an ve aj[xm]x[{x,

m >

xn}} (m#n,mn=12) ise bu

takdirde o =[x, ]|x[x,] veya a=[x, ]|x[x,] dir. a=[x,]x[x,]. mznmn=12

mn

durumunun mumkin olmadigi yukarida gosterildi. Benzer sekilde eger

@#a=[{x,.x}]x[x,] ve a>[{x

X%, | x[x,] (m#n.m.n=12) ise bu takdirde
a =[x,]x[x,] dir.

Eger fe3 ve k=1(k=2) igin o = [{x,, x,}]x[{x;» x,}] 2 (i, x i, )(8B) ise bu takdirde
kolayca goriiliir ki her V € £ igin {x,, x,}x{x,, x,} € (i, x i, )(V)dur. Bu takdirde x, (x,)
, BVp B nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x = p oldugundan bu bir
celiskidir.

Eger Q@#a=[{x,x}x[{x.x,}] ve a>[{x,x}]x[{x,x,}] ise bu takdirde
a=lx,{x,] veya a=([x]x [n])o(lu]x [x]) veya a=([x]x[x])n((x]
x[x,]) dr.

Eger fe3 ve k=1 (k=2) i¢in a=([x]x[x,])~([x]x[x])(8)= (i xi,)(B) ise bu
takdirde her V e 8 igin ({x,}x{x,})u({x,} x{x}) € (i, xi,)(V) olur. Bu takdirde x, (x,)
BVp B nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x=p oldugundan bu bir

celigkidir.
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Eger B3 vek=1 (k=2)i¢in a = ([x ] x[x])~([x,]x[x,]) = (i, i, )(B) ise bu takdirde
her V € f i¢in ({xl} x {xl}) u({xz} X {xz}) e (i, xi,)(V) olur. Bu takdirde x,(x,) BVp B
nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x = p oldugundan bu bir celiskidir.

Boylece o = [ xm]x[ xm], m =1,2 olmak zorundadir.Sonugolarak S 3, p de T;,' dir [27].

3.2 p Noktasinda T, Yar1 Diizgiin Yakinsak Uzaylar Arasindaki iliskiler

Uyarn 3.2.1.

Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 den, eger (B,3) yandiizgiin yakinsak uzay p de 7, ise
bu takdirde (B,3), pde T," dur.

Fakat bu gerektirmenin tersi genelde dogru degildir. Ornegin, B={x, y} ve

3, ={la] <[] <DL@LEDT ve 3= {ax [ I L [@] [ ][ 4],
[ x]x[ y]} olsun. Dikkat edelim ki 3, ve 3, birer yandiizgin yakinsak yapidir. (B,3,),
Teorem 3.1.2 den x de 7, dir. (B,3,) Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 den x de 7' diir

fakat x de 7, degildir.

Ornek 3.2.1 B = & ve en aziki elemanli bir ciimle ve 3 = F(Bx B) indiskre yaridiizgin

yakinsak uzay olsun. Bu takdirde pe B olmak iizere her x#p ic¢in [x]x[p]e 3,
[p]x[x]e 3 ve ([x] x[x])m([p] X[p]) € 3 oldugundan (B,3J), Teorem 3.1.2 den p de

T, degildir.



4. BOLUM

To YARI DUZGUN YAKINSAK UZAYLAR

Bu bolumde farkli To yandiizgiin yakinsak uzaylar karakterize edilmis ve bunlar
arasindaki iligkiler incelenmistir. Son olarak daha 6nce yapilmig olan galismalarla bizim

caligmalarimiz arasinda karsilastirma yapilmigtir.

4.1 T, Yandiizgiin Yakinsak Uzaylar

Tamim 4.1.1. B bostan fakli bir ciimle ve B* = B x B olsun. B* nin iki ayr1 kopyasinin
diagonali boyunca cakistinlmast B>V, B ile gosterilir. B>V, B* de bir (x, y) noktas
birinci bilesende ise ()c,y)1 ile, ikinci bilesende ise ()c,y)2 ile gosterilir. Ag¢ik olarak
(x, y)1 = (x, y)2 < x =y dir[26].

1. Temel Eksen Déniisiimii (Principle Axis Map): 4: B>V, B> — B,

x,y,x),i=1
A((X,y)i)={((x’x’y))’ )

2. Skewed Eksen Déniisiimii (Skewed Axis Map): S: BV, B> > B,

xy,y),i=1
S((x,y)i)z{éx’x’ y))’ )

3. Katlama Déniisiimii (The Fold Map): V: BV, B> — B, i=1,2 i¢in

\% ((x, y)l,) =(x,y) seklinde tanimlanir [26].
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Tamm 4.1.2. (B,7) topolojik uzay olsun. Eger her x,ye B ve x = y i¢in x ¢ G olacak
sekilde y nin bir G, agik komsulugu veya y¢ G, olacak sekilde x in bir G, agik

komsulugu mevcutsa (B,7) ya [ dir denir [26].

Teorem 4.1.1. (B,r) topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) (B,r) I, dur.

) T, B’ uizerindeki carpim topolojisi olmak tizere A4: B>V, B> —> (B3 ,z'*) ve
V:B*V, B > (BZ,P(BZ))fonksiyonlarl tarafindan uretilen baslangig topolojisi
diskredir [26].

() 7., i,,i,: B> — B>V, B* fonksiyonlari tarafindan tretilen bitis topolojisi olmak iizere
id : B’Ny B> >(B° V4 B°,7.) birim fonksiyonu ve V:B’V, B> —(B*,P(B"))
fonksiyonu tarafindan tretilen baglangi¢ topolojisi diskredir [26].

@ (B,r) en az iki elemanlt higbir indiskre alt uzay ihtiva etmez [28].

(5) Tanim ciimlesi (B,r) olan her baglangi¢ kaynagi mono-kaynaktir [29].

(6) Iki elemanli bir indiskre topolojik uzaydan (B,r) topolojik uzayina tanimli her
morfizm sabittir [28].

(7) Tanim ciimlesi (B,r) olan her baglangi¢c morfizmi bir monomofizmdir [30].

(8) Tanmim cumlesi (B,r) topolojik uzayt olan her baglangic epimorfizmi bir

homeomorfizmdir [30].

1971°de Briimmer [31] (7) yi kullanarak 7 objeyi kategoride tanimladi. 1973’te Marny

[28] (4) ve (6) y1, 1974°te Hoffman [29] (5) i ve 1977°de Harvey [30] (8) i kullanarak 7|

objeyi topolojik kategoride tanimladilar. 1991°de Weck-Schwarz [32] topolojik
kategorilerde (4), (5), (6), (7) ve (8) genellestirilmeleri arasindaki iliskiyi inceledi.
1990°da Baran [26] (2) ve (3) i kullanarak To objeyi topolojik kategoriye genisletti

(sirastyla Tove 1,' ile gosterdi) ve 1995°te [33] tim bu farkli genellestirmelerinin
kargilagtirmasini inceledi. Baran [34] galigmalarinda (2) ve (3) deki I, objelerini

kullanarak bir topolojik kategorideki Hausdorff objelerin ¢esitli formlarini tanimladi.
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Tanim 4.1.3. U: E — Set bir topolojik fanktor, U (X )= B olmak iizere, X, E’nin bir nesnesi

olsun.
(i) X nesnesinin 7, olmasi igin gerek ve yeter sart {4: B*V, B> »U(X*)=B’ ve V"
B*V, B* - UD(B*) = Bz} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir.

Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [26].

(ii) X nesnesinin 7' olmasi i¢in gerek ve yeter sart tid B*Vpy B > U(X*Vpy X?) =
B*V, B* ve V:B*V, B* >UD(B*)= Bz} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin
diskre olmasidir. XV, X, E de wedge ¢arpimidir, yani i :U(X’)=B> - B*V, B’
J(ry)a () =(x,y), ve ,:UX*)=B"—= BV, B, (x,y)a i,(x,y)=(x,y),
kanonik dontsiimler olmak lzere {il,i2 :U(X*)=B>—> B’ V, BZ} U-kavsaginin bitis
kaldirmasidir [26].

(iii) X nesnesinin 7 olmast i¢in gerek ve yeter sart X in en az iki elemanli higbir indiskre

alt uzay ihtiva etmemesidir [28].

Uyarn 4.1.1

1. Herhangi bir topolojik kategori i¢in 70 , T,' nii gerektirir fakat bu gerektirmenin tersi
her zaman dogru degildir [33].

2. Genelde 1, ile 70 veya T, ' arasinda bir iligki yoktur [33].

3. Eger U: E — Set normallestirilmis bir topolojik fanktor ise bu takdirde 7, p de 70 nii

gerektirir [26].

Teorem 4.1.2. (B,3) bir yan dizgin yakinsak uzay olsun. (B,3J) nin 70 olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her x, ye B ve x = y i¢in asagidaki iki sartin saglanmasidir.
M [x]x[y]e3

@ (<) () e 3
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Ispat: (:>) Kabul edelimki (B, 3J) Z olsun. Yani, Tamm4.1.3 ten p? \/, g? Uzerindeki

A: B* V, B? —UB,3)=B ve v: g V, B? —U(B*,3,") = B’ tarafindan iiretilen

o~ ~3 o~

yandiizgiin yakinsak yapi diskre olsun. Bu yapiyt 32 ile gosterelim. 3°, 3, ve
T, B> > B,i=1,2,3 sirasiyla B’ iizerindeki ¢arpim yar diizgiin yakinsak yapisi, B
tizerindeki diskre yar diizgiin yakinsak yapi ve izdiigim fonksiyonlarini gostermek tizere,

30 ={ae((B*Va B*)x(B* Vs B):(mAxmA)(a)e 3, i=1,2,3 ve
(V xV)(a) € 33} seklinde tamimlamir. 3% daki herhangi bir o siizgeci igin

a:[(x, y)i]x[(x, y)l.], (i=12) ya da « :[@] dir. Simdi sartlarnin saglandigini
gostermeliyiz. Aksini kabul edelim, en az bir x,yeB ve x=y i¢in (1) veya (2)
sartlarindan en az biri saglanmasin.

Eger (1) sarti saglanmazsa bu takdirde en az bir x = y icin [x]x[y]e Ive [y]x[x]e3
dir. or=[(x.),]x[(x.),] olsun. Bu takdirde (7,Ax7,A)(e) =(7,4x7,4)([(x.7),]
=mA[(x.y), xmA[ (), [ }[(x.2), ) =7 [(5.0.2) <7 [ ()] =[] x[x] € 3,
(mAxm,A) (@) =[y]x[x] €3, (m,Ax7,A) () =[x]x[y]

3.(VxV) (@) =(Vx9) ([(x.2), <[(x.2),]) = V[(x2), V[ (x5), ]=[(x.5)]
x[(x,y)]€3, elde edilir. Sonug olarak ae 3 elde edilir. Bu da 3, nin diskre
olmastyla gelisir. Dolayistyla her x=y i¢in [x]x[y]¢ 3 olmak zorundadir. Benzer
sekilde x = yicin [y]x[x] &3 olmak zorundadir.

Eger (2) sart saglanmazsa en az bir x=y icin ([x]x[x])~([y]x[y])e3 dur.
o =([(x.2), <[ (x2), )~ ([(x.2), [x[(x.9), ]) olsun. Bu takdirde (7,4 x7,4)(a)
(marmA) ([ ] (o310 ) =) (AL 50
Al ) (AL ), ] AL ). ])) = (rox ) ([ ][50 )
([ L)) = [ e [0 ) o () om0
=[x[xes(maxmd)(e) =YD e3. (maxma)(@)=([y]
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x[y])m([x]x[x])eS ve (VxV)(a):(VxV)([(x,y)l]x[(x,y)l])m([(x,y)z]
x[(x,y)z]) = [(x,y)] x[(x,y)] €3, elde edilir. Boylecea e 3” elde edilir. Bu da 3,

nin diskre olmasiyla gelisir. Dolayisiyla her x # y i¢in ([x] X [x]) M ([y] X [y]) ¢ 3 olmak

zorundadir.

(<:) Tersine olarak kabul edelim ki sart saglansin. (B,3) yarn diizgiin yakinsak uzayinin

T, oldugunu gosterelim. Bunun igin 3* min g2 \/, p* lzerindeki diskre yandiizgiin
0 gu g w VA y g

yakinsak yapt oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin de her ae3* igin
a=[(x.y), |x[(x y),](=12) veya a=[D] oldugunu gostermek yeterlidir.
a3 herhangi bir siizgeg olsun. 3* nin tanimindan (7,Ax, 7,A)(t) €3, i=1,2,3 ve
(VxV)(a)e 3] dr.

Eger (VxV)(a)=[Q] ise & =[] dur.

Eger en az bir xeB i¢in (VxV)(a)=[(x.x)]x[(x.x)] ise bu takdirde

V' (x.x)=(xx),, i=12 oldugundan, & =[ (x, x), | x [ (x, x), | dir.

Eger x = y olacak sekilde en az bir (x, y)e B* igin (VxV)(a)=[(x,y)]x[(x.y)] ise
bu  takdide @ =[(xy)]x[(x), | (bj=12)  veya  a>[(xy),]
W) (0 ]| veya @[ {(xy), (03) } <[(x9), ] (=12 ve i# j) veya
o o[ {2, ()} [} {(x.3), .(x.9),} ] oldugu goritiir.

Bger a=[(xy),]x[(x.),].i#/ ise bu takdirde (m,Ax7,4)(ar)=[x]x[y] veya
[V]x[x]€3 (srasiyla i=2, j=1 veya i=1, j=2). Bu bir celiskidir. Boylece
a=[(xy), x| (xy), |.izj dr

Eger a:[(x,y)[]x[{(x,y)i,(x,y)j}}, i#j ise bu takdirde (i=1) igin (7,Ax7,A)

()= [y]x[{y,x}} c[y]x[x] ve (i=1) igin (7,Ax7,A)(x) = [x]x[{x, y}} < [x]x[]

ve sonug¢ olarak [y]x[x]€e3I ve [x]x[y]e3 dir. Bu bir celiskidir. Béylece
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a+ [(x, y)l]x[{(x, y), (% y)j}}, i # j elde edilir.

Simdi gosterecegiz ki eger & # o # [(x, y)l] x [{(x, y), (%, y)j”, (i # j) ise bu takdirde
aD [(x, y)l] x[{(x, y), (%, y)j”, (i#j) olmast igin gerek ve yeter sart

a= [(x,y)l]x [(x, y)j] veya o = [(x, y)i]x[(x, y)l} dir.
Eger a = [(x, y)l] X [(x, y)j] veya o = [(x, y)l] X [(x, y)l] ise bu takdirde agik olarak

a 3[()@ y)l]x[{(x, y),.(x y)j” dir. Eger « 3[(x,y)i]><[{(x,y)i ,(x,y)j” ve
D+a+ [(x, y)l] X [{(x, y)l, (x, y)j}} ise bu takdirde U= ve
U+ {(x, y)[} X {(x, y)l, .(x, y)j} olacak sekilde bir Uea mevcuttur. U e,

{(x, y)l,} x {(x, y), (%, y)j} cxa ve o bir siizgec oldugundan

dlemamdir  yani, o =[(x,%) x[(x¥) ] veya a=[(xy),]x[(xy),] ar
a#|(xy), [(xy),]i#j oldugu yukanda gosterildi. Boylece a=[(x,y),]
<[ (xy), ], i=1,2 dur.

as [{(x, »). (%, y)jﬂ «[(x.y), ], i# j durumu benzer sekilde elde edilir
Bgera=([ (x.2), <[ (x.2), )~ ([(x.3), [<[(x.),]) ise bu takdirde (7,Ax7,A)
(@) =([x]x[x])~([¥]x[¥]) e 3 olur.  Bu  bir  geliskidir.  Eger
o= ([(x ) ][0 D[ e, ]) ve @n ([ 1))
A([(x.3), %[ (x.7), ]) ise bu takdirde o = (x,), [ (¥,¥), ], i=1,2 dir

Eger a=|{(xy).(xy),} [<[{(x¥).(xy),}] ise bu takdirde (7,Axm,A)(a)
=[N L]l ve [hon]Lben}lellfx] dr Sonug olarak

[x]x[y]eS ve [y]x[x]eS olur. Bu bir ¢eligkidir. Boylece o i[{(x,y)l,(x,y)z}}

8 |:{(x’y)l . (X,y)z}} dir.
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Eger @:ta;t[{(x,y)l,(x,y)z}]x[{(x,y)l,(x,y)z}} ve aj[{(x,y)l,(X,y)z}}

x[{(x, y),.(x, y)z}} ise bu takdirde yukarida kullamlan aym  yolla

a=[(x.y), <[ (x.),]. i=12 elde edilir.

O halde (B,3), 7, dir [27].

Teorem 4.1.3: Tim yar diizgin yakinsak uzaylar 7;' dir.

Ispat: (B,3) herhangi bir yaridiizgiin yakinsak uzay olsun. Gosterecegiz ki 3* ve 3}

sirastyla B° tizerindeki carpim ve diskre yani diizgiin yakinsak yapilar ve o ise (B’
Vs B2)x(B*V, B?) lizerinde siizge¢ olmak iizere, eer en az bir fe 3 igin
a > (ix i )(B), k=1 veya 2 ve bir (x, y)eB® i¢in (VxV)(a)eJ. ise bu takdirde
a=[Q] veya a=[(x,y) X[(x y) ], m=12 dir. Buradan 3 :{[@],[(x,y)]x
[(x,y)] X, Ve B} dir.

Eger (VxV)(a)=[9Q] ise « =[] oldugu agiktr.

Eger en az bir xe 8 igin (VxV)(a )=[(x, ) X[ (x,»)] ise V'(x,x)=(x,x), =(x,x)
oldugundan, a =[(x,y),, X[ (x,),], m=1,2 dir.

Eger x =y olacak sekildeki en az bir (x,y) € B® i¢in (VxV)(a)=[(x, y) X[ (x, »)] ise
bu takdirde & =[(x,y),, [ (x,»),] (m,n=1,2) veya a 5[(x.y), [x[{(x.1),,. % »),}]
veya @ o [{(x,y),.(x.¥),} [*[(x.),]. m#n, mn=1,2 veya

a D[ {(x,3),.(x.9),} [x[{(x. ). (x.¥),} | oldugu goriilir.

Egerbir € 3 ve k =1(2) igin & =[(x, y),]x[(x,),]2 G, xi,)(B) ise bu takdirde her
Ve B icin {(x,y),}x{(x,y),} €, xi)(V) dir. Sonug olarak (x,y), ((x,y),)

B*V, B* nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x = y oldugundan, bu bir

celigkidir.
Eger bir e 3 vek=1(2) icin a = [(x, y)z]x[(x, )’)1] o (@, xik)(ﬂ) ise bu takdirde her
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Ve B igin {(x,y),}x{(x, ), } € (G, xi)(V) dir. Sonug olarak (x, ), ((x,),)

B2V, B* nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x =y oldugundan, bu bir
celigkidir.

Eger bir f € 3 ve k=1 (2) icin & = [(x, y)m]x[{(x, v),,(x, y)n}} D (i, xik)(,B),
(m#n, myn=1,2) ise bu takdirde her Ve f i¢in {(x, y)l} ><{(x, ¥),,(x, y)z}
c (i, x ik)(V) dir. Sonug olarak (x,y), ((x, )’)1) B? \/, B? ninbirinci (ikinci) bilegeninde
olmak zorundadir. x = y oldugundan, bu bir ¢eliskidir.

Eger Oza#[(x,y),]x [{(x, y), (%, y)n}} ve a>[(xy),]x [{(x, y),»(x, y)n}}
(m#n, m,n=1,2) ise bu takdirde o =[(x, ), ]x[(x, ), ] veya a =[(x,),.| x[(x,»),]

dir. &« :[(x,y) ]x[(x,y)n] (m#n, m,n=1,2) olmasinin mimkiin olmadig yukarida

m

gosterildi.

Eger fe3° ve k=1(2) igina =[{(x,),.(x.y),} |x[{(x. ). (x. ),} |2 G, xi)(B)
ise bu takdirde her V e S i¢in {(x,y),,(x, y), }x{(x, ),,(x,),} < (i, xi,)(V') dir. Sonug
olarak (x,y),((x,y),) B*V, B* ninbirinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir. x = y
oldugundan, bu bir geligkidir.

Eger @ # o #[ {(x, ), (x, ), } [} [{(n »). (), } | ve @ o [{(x ). (x 9, ) >

[{(x,y)l,(x,y)z}} ise bu takdirde o =[(x,y),]x[(x.y),] veya a:([(x,y)l]

<[, ) ([ 9, ]x [ ) ]) veya @ = ([Ce ) D[ ) A ([G 9, ] % [(),])
dir.

Eger bir fe3° ve k=1(2) icin o =([(x, ), [x[(x. ),]) ([ ), ]x[(x.¥),]) ise bu
takdirde her Ve 8 igin ({(x,y),}x{(x.»),})o({C ), }x{x.»,}) =G xi)(V) dir.
Buradan (x,y),((x,y),) B?\V, B> nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir.
x = y oldugundan, bu bir geliskidir.

Eger bir fe3° ve k=1(2) icin o =([(x, ), ][ x[(x. ), ]) A ([ 3, ]x[(x.¥),]) ise bu

takdirde her V € f i¢in ({(x, y)l} X {(x, )’)1}) u({(x, y)z} X {(x, y)z}) < (i, xi, )(V) dir.
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Buradan (x,y), ((x, )’)1) B? V, B? nin birinci (ikinci) bileseninde olmak zorundadir.
x=y oldugundan bu bir celiskidir. Boylece eger x=yp ise « :[(x, y)m]
x[(x, y)m], m,n=1,2 olmak zorundadir. O halde (B,S) yart diizgiin yakinsak uzayi

T,' dir [27].

Teorem 4.1.4: (B, J)bir yandiizgin yakinsak uzay olsun. (B,J) nin 7, olmast i¢in

gerek ve yeter sart x= yolacak sekildeki her x,yeB i¢in [{x, y}]x[{x,y}]¢ 3

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki (B,3J), 7, olsun. Kabul edelim ki x = y olacak sekildeki en az
bir x,ye B igin [{x, y}]x[{x,y}]eS olsun. A:{x, y} olsun. Dikkat edelim ki
(A,3,),(B,3) in alt uzayidir. Burada 3,,i: 4 — B alt kiime fonksiyonu tarafindan
tretilen 4 Uzerindeki alt yandizgin yakinsak yapidir. (ixi)([{x,y}]x[{x,y}])
:[{x, y}]x[{x, y}]:AerS oldugundan, [A]X[A]ESA ve sonu¢ olarak,
3,=F(AxA) dir. 3,=F(AxA), A iizerindeki indiskre yaridiizgiin yakinsak yapi
oldugundan bu bir c¢eliskidir. Boylece x=y olacak sekildeki her x,yeB igin
[{x, y}]x[{x, y}]¢ 3 olmak zorundadir.

Tersine olarak kabul edelim ki x=y olacak sekildeki her x,yeB igin
[{x,y}]x[{x, y}]e_iS olsun. (B,S) nin 7; oldugunu yani en az iki elemanli hig¢bir
yaridiizgiin yakinsak indiskre alt uzay ihtiva etmedigini géstermek istiyoruz. Aksini kabul

edelim. (B,S) en az iki elemanlt en az bir indiskre yandiizgiin yakinsak alt uzay ihtiva
etsin. Bu alt uzay, x= yolacak sekilde A:{x, y} C B olmak tizere (A4,3,) olsun.
(4,3,) indiskre oldugundan 3, =F(AxA) dir. [{x,y}] x[{x,y}]€ F(AxA)
oldugundan, [{x,y}] x[{x,y}] €3, olur. J, mnin tanimindan (ixi)([{x, y}]
><[{x, y}]):[{x, y}]x[{x, y}] € 3 dir. Bu bir geligkidir. Sonug olarak (B,S) en az iki

elemanlt hi¢bir yarndiizgiin yakinsak indiskre alt uzay ihtiva etmez, yani (B, S) 1, dir.
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Teorem 4.1.5. Her Z yaridiizgiin yakinsak uzayin alt uzay: da Z dir.

Ispat: Kabul edelim (B,3) 7, uzayt ve AcCB,i:A— B alt kiime fonksiyonu,
3, ={aeF(AxA):(ixi)(a)e 3} alt yandizgin yakinsak uzay yapist ve x = y olacak
sekilde x,y € 4 olsun. 4 B oldugundan x,y e B dir. (B,3) 7, oldugundan Teorem
4.1.2den [x]x[y]e 3 ve ([x]x[x]) Ay yDe3 dir. (ixi)[x]<[yD =[x}yl 3
ve (x))((DxIx[x])~([v]x[¥]) = (LeIx[x]) A ([¥]4[]) € S oldugundan [x]x[y]e 3,
ve ([x]x[x]) ~([¥]x[]) & 3, elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.1.2 den (4,3,,). 7, dir

[27].

Teorem 4.1.6. (B,J)ve (B',S') yaridiizgiin yakinsak uzaylan izomorf olsunlar. Bu

takdirde (B, 3) 70 dir ancak ve ancak (B',S') 70 dir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, 3) 70, x#y ve x,yeB' olsun. (B,3) ve (B'3J)
yandizgin yakinsak wuzaylan izomorf olduklarindan bir f :(B,S)—)(B',S')
izomorfizmi mevcuttur. f izomorfizm oldugundan, gf =1, ve fg=1, 5, olacak

sekilde bir g:(B',3") — (B,3J) morfizmi vardir. x = y oldugundan g(x):t g(y) dir.

g(x)=g(y) olsaydt (fg)(x)=(fg)(y) ve sonu¢ olarak x=y olurdu. (B'J") 70

olmasin.  Bu  takdirde = Teorem  4.12  geregince [x]x[y]e3I" ve
(D) Ay M yD e dir. [x]x[y]e€3' ise g dizgin sirekli oldugundan
[g(x)]x[g(y)]e3 ve [g(y)]x[g(x)]e3 eldeedilir. ([x]x[x])n([y]x[y]) e I'ise
¢ dizgin  sirekli  oldugundan  g(([x]x[x]) (Y ][yD)eI  olur ve
([e() < [g®)])([e()][¢(»)])e3 elde edilir. Bu (B.3) in T, olmas ile
gelisir. Bu takdirde (B',3'), 7, olmak zorundadr.

(<=) Tersine olarak kabul edelim ki (B',3') 7, olsun. g bir izomorfizm oldugundan,

ispatin ilk kismi geregince (B,S) 70 olur [27].
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Teorem 4.1.7. {(B,,J,):i €1} yandiizgin yakinsak uzaylann bir ssmfi B=11 B,, B,

ciimlelerinin kartezyen garpimi olsun. Bu takdirde (B,3*) garpim uzayi 7, dir ancak ve

ancak her i e / i¢in (B, J,) yarnduzgin yakinsak uzay1 Z dir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki ( B, 3*) carpim uzay1 T, olsun. Teorem 4.1.5 den, (B, 3*)
carpim uzayinin her alt uzay1 da 70 dir. Diger taraftan her i e / i¢in (B,,3,) yandiizgiin
yakinsak uzayi (B,S*) carpim uzayinin bir alt uzayina izomorf oldugundan Teorem
4.1.6 dan, i € / igin (B,,3,) yandiizgiin yakinsak uzay1 70 dir.

(<) Tersine olarak kabul edelim ki her i e / i¢in (B, 3,) yandizgin yakinsak uzay 7,

ve x =y olacak sekilde x,y € B olsun. x=(x;)_,,y=(y,)_, ve x=y oldugundan en

azbir i e/ igin x,y, € B ve x, =y, dir. (B,3,) T, oldugundan, Teorem 4.1.2 geregince
[x]x[v.]€3 veya []x[x]e3; ve ([x]x[x])~([y]x[x]) €3, dir. Her icrigin
(ron) (DD =[slxdnles veya (mxm) (DIl =[n]xx]es, e
(mx ) () (I ]) =[]

[x])~([v]x[]) €3 oldugundan [x]x[y]&3" veya [y]x[x]& 3" ve ([x]x[x])

m([y] X [y]) ¢ 3 elde edilir. Teorem 4.1.6 dan (B,S*) carpim uzaylt 70 dir.

Teorem 4.1.8. Her 1 yarnidiizgiin yakinsak uzayin alt uzayi da 7, dir.

Ispat: Kabul edelim ki Ac B, i:A— B alt kiime fonksiyonu 3, ={a e (4AxA):
(ixi)(a)e 3} alt yanidiizgin yakinsak uzay yapisi, (B,3) T) ve x =y olacak sekilde
x,y€ A olsun. 4c Boldugundan x,ye B dir. (B,3) I oldugundan Teorem 4.1.4
den, [{x, y}]x[{x, y}]]&3 dir. (ixi)([{x, > [{x, y}]) =[{x, ¥} x[{x. ¥}] &3
oldugundan, [{x, y}} X [{x, y}} ¢ 3, elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.1.4 den (4, 3,)

Iy dir [27].
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Teorem 4.1.9. (B,3) ve (B',3') yandiizgin yakinsak uzaylari izomorf olsunlar. Bu

takdirde (B,3) T, dir ancak ve ancak (B',J") T, dur.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B,3) 7, x=y ve x,yeB' olsun. (B,J) ve (B J")
yaridiizgin  yakinsak uzaylan izomorf olduklarindan bir f:(B,3)—(B'3')
izomorfizmi mevcuttur. f izomorfizm oldugundan, gf =1, ve fg=1,.,, olacak
sekilde bir g:(B',3)—> (B,3) morfizmi vardir. x= yolduundan g(x)=g(y) dur.
g(x)=g(y) olsaydi (fg)(x)=(fg)(y) ve sonu¢ olarak x=y olurdu. (B'3") T,
olmasin. Bu takdirde Teorem 4.1.4 geregince [{x, y}]x[{x, y}]€ ' dir. ¢ diizgiin siirekli
oldugundan [{ g(x).g( y)}] x [{ g(x).g( y)}] e elde edilir.
[{e(x)xg(x)}|n[{2(y)xg(y)} |3 elde edilir ki bu (B,3) in T, olmast ile gelisir.
Bu takdirde (B',3") I, olmak zorundadir.

(<) Tersine olarak kabul edelim ki (B',3") 7, olsun. g bir izomorfizm oldugundan,

ispatin ilk kism1 geregince (B, 3) T olur.

Teorem 4.1.10. {(ani ):ie I} yaridiizgiin yakinsak uzaylarin bir ssmfi, B =11 5,, B,

cumlelerinin kartezyen ¢arpimi olsun. Bu takdirde (B, S*) carpim uzay1 /; dir ancak ve

ancak her i e / i¢in (Bl.,Sl.) yaridiizgiin yakinsak uzay1 7; dir.

Ispat: (=) Kabul edelim ki (B, 3*) ¢arpim uzay1 I, olsun. Teorem 4.1.8 dan, (B, 3*)
carpim uzayinin her alt uzay1 da I dir. Diger taraftan her i € / icin (Bl.,Sl.) yaridiizgiin
yakinsak uzayi (B,S*) carpim uzayinin bir alt uzayina izomorf oldugundan Teorem
4.1.9 dan, i e / i¢in (B,;,3,) yandiizgin yakinsak uzay: [ dir.

(<:) Tersine olarak kabul edelim ki her i</ i¢in (Bi’Si) yandiizgin yakinsak uzay1
I, ve x =y olacak sekilde x,ye B olsun. x=(x,)..,,y=(),),,; ve x=y oldugundan

en az bir ie/ igin x,y,€B, ve x,#y, dir. (B,3;) I, oldugundan, Teorem 4.1.4
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geregince [ {x.y,} |x[{x.y}]e 3, dir Her i</ igin (7, x7,)([{x.0} <[ {x.2}])=

([{xiﬂyi}] X [{xl.,yl.}]) ¢3, oldugundan, [{x,y}]x[{x.y}]e3" elde edilir. Teorem

4.1.4 den (B,3*) garpim uzay1 Ty dir [27].

Teorem 4.1.11. (B, 3)bir yandiizgin yakinsak uzay ve peB olsun. (B,3) nin T,

olmasi i¢in gerek ve yeter sart (B,S) nin p de Foolmas1d1r.

Ispat: Teorem 4.1.2 den agiktir.

4.2 T, Yandiizgiin Yakinsak Uzaylar Arasindaki iliskiler

Uyar1 4.2.1. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 den, eger (B, 3)yaridiizgin yakinsak uzayi

T, ise bu takdirde (B, 3) ;' dir. Bu gerektirmenin tersi genelde dogru degildir. Omegin,
B={r.y} ved ={[x[x[*][yXVLIGLIEDY ve 3 ={[x]x[x].[y]x[y].[@].
[{x, y}} X [{x, y}}} olsun. Dikkat edelim ki 3, ve 3, birer yar1 dizgin yakinsak yapidir.

(B.3,) Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 den T, ve 1, dir fakat 7, degildir.

Tanim 4.2.1.

(i) Eger her (x,y) € (B X B) icin, ([x], y) eq ve ([y],x) € g olmast x =y olmasin
gerektirirse (B,q) genellestirilmis yakinsak uzayina 7, uzayi denir.

(ii) Eger (B,q.) underlying genellestirilmis yakinsak uzayt TO uzay1 ise (B, 3)

yaridiizgln yakinsak uzayina 7, uzay: denir.

Uyar: 4.2.2. Teorem 4.1.2 den, (B,3) yandizgin yakinsak uzay bizim ¢alistigimiz
anlamda ?0 ise genel anlamda T, uzayidir fakat tersi genelde dogru degildir. Ornegin
B={x,y} ve S:{[x]><[x],[y]x[y],[@],[x]x[x]m[y]x[y]} olsun. Bu takdirde (B,3J)

bizim calistigimiz anlamda 70 degildir fakat genel anlamda 7, dir.
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Ornek 4.2.1. B bostan farkl1 bir ciimle ve 3, de B iizerindeki diskre yaridiizgiin yakinsak
yapt olsun. (B,3,),T,.7, veT, dir. 3, ={[@].[x]x[x]:xeB}c F(BxB) seklinde
tanimlidir. Her X, yeB ve X#y icin
xIx[yles yRxleS (kM) a(yHyes  ve  [foyfx[{xy}]es
oldugundan, (B,3,) Teorem 4.1.2 den 7, , Teorem 4.1.4 den 7, ve Teorem 4.1.3 den 7}

dir.

Ornek 4.2.2. B en az iki elemanl1 bir cimle ve I de B tuzerindeki indiskre yaridiizgiin
yakinsak yapi olsun. (B,3) 7, dir fakat T, ve 7, degildir. 3= F(BxB) oldugundan
B x B flizerindeki tiim stizgecler 3 in elemanidir. Dolayisiyla her x, ye Bve x =y i¢in
[x]x[ry]€3, [y xle3, ([x]x[x])m([y]x[ y]) €3 ve [{x, y}}x [{x, y}} €3 dir. Bu
takdirde (B,S) , Teorem 4.1.2 den 70 degildir, Teorem 4.1.4 den 71, degildir ve Teorem

4.1.3 den T, dur.

Ornek 4.2.3. B={x} olsun. Bu takdirde B iizerindeki tek yardiizgin yapi
3I= {[x] x[x],[@]} dir. (B,S) hem diskre hem indiskre yaridiizgiin yakinsak uzaydir.
x =y olacak sekilde ye B mevcut olmadigindan, (B,3) Teorem 4.1.2 den T, ve

Teorem 4.1.4 den 7|, dir.

Ornek 4.2.4. B :{x,y} ve 3= {[x]x[x],[y]x[y],[@],[x]x[y],[x]x[{x,y}]} olsun.
[y]x[x] ¢ 3 ve ([x]x[x]) m([y]x[y]) ¢ 3 oldugundan Teorem 4.1.2 den (B,S) 70 dir.

[{x.y} [x[{x.y}]¢ 3 oldugundan Teorem 4.1.4 den (B,3) 7, dur.

Ornek 4.25. B=@ bir cimle, (B,d) bir metrik uzay olsun.
D, :{(x, y):d(x, y)<é&, 8>0} ve 5:{U CBxB: en az bir £¢>0 i¢in D, CU}

olsun. Bu takdirde 3={f e F(BxB): # 55} olmak iizere (B,J) yardiizgiin yakinsak
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uzayini inceleyelim. x =y olsun. Bu takdirde d(x, y)>0 dir. Kabul edelim ki
[x]x[y] €3 olsun. Bu takdirde [x]x[y] > ve dolayisiyla her U €& igin U €[x]x[y]
dir. 0<&'<d(x, y) olacak sekilde segersek D_. — U' olacak sekilde /' 5 bulunabilir.
D, cU'e[x]x[y] oldugundan (x, y)e D_ elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Ciinki
0<g'<d(x,y) oldugundan (x, y)¢ D dir. Bu takdirde [x]x[y]¢3 olmak
zorundadir. Benzer sekilde [y |x[x]¢ 3 dir. d(x, x)=0 ve d(y, y)=0 oldugundan her
& >0 igin {(x, x).(y.y)} €D, dir. Bu takdirde hert/ e & igin {(x, x).(y.y)}eU dr.
Buradan her Ues icin  Ue([x]x[x])n([v]x[]) ve dolaysiyla
([xIx[x]) ~([y]x[y]) 26 elde edilir. Sonug olarak ([x]x[x])~([y]*[y])e 3 dur.
([+]<[x])~([y][¥])€ S oldugundan, Teorem 4.12 den (B.3) T, degildir.
[x]x[y]2 3 ve [y]x|x]¢ Joldugundan, yandiizgin yakinsak uzay olmanin ikinci
sartindan [{x,y}}x[{x,y}} ¢ 3 dir. [{x, y}}x[{x, y}] ¢ 3 oldugundan, Teorem 4.1.4

den (B, 3) 7, dur.



51

KAYNAKLAR

1. Frechet, M., 1906. Sur quelques points du calcul fonctionnel. Rend. Palermo, 22:
1-74.

2. Hausdorft, F., 1914. Grundziige der Mengenlehre. Veit, Leipzig. (Reprint:1949, 1965,
Chelsea, New York).

3. Kuratowski, C., 1922. Sur I’operation A de I’ Analysis Situs, Fund. Math., 3,
182-199.

4. Weil, A., 1937. Sur les espaces a structures uniformes et sur la topologie generale.
Hermann, Paris.

5. Husek, M., Rice, M. D., 1978. Productivity of coreflective subcategories of uniform
spaces. Gen. Top. Appl., 9: 295-306.

6. Nachbin, L., Sur les espaces uniformisables ordonnes, C. R. Acad. Sci., Paris, 226:
774-775, 1948.

7. Csaszar, A., 1963. Foundations of general topology. Macmillan, New York.

8. Doitchinov, D. B., 1964. A unifed theory of topological spaces, proximity spaces and
uniform spaces. Soviet Math. Dokl., 5: 595-598.

9. Katetov, M., 1965. On continuity structures and spaces of mappings. Comm. Math.
Univ. Carolinae, 6: 257-278.

10. Herrlich, H., 1974. Topological structures, In: Math. Centre Tracts, 52: 59-122.
Math. Centrum, Amsterdam.

11. Cook, C. H., Fischer, H. R., 1965. On equicontinuity and continuous convergence.
Math. Ann., 159: 94-101.

12. Behling, A., 1992. Einbettung uniformer Raume in topologische Universen. Free
University, PhD. Thesis, Berlin.

13. G. Preuss, 1993, Cauchy Spaces and Generalizations, Math. Japonica, 38 No. 5, 803-
812.

14. S. Eilenberg and S. Mac Lane, 1945, General Theory of Natural Equivalences,
Transactions of the American Mathematical Society, 58 (2), 231-294.

15. Grothendieck, A., 1957, Sur Quelquees points d’Algebre Homologique, Tohoku
Math. J.,9, 119-221.

16. Lawvere, F. W, 1966, "The Category of categories as a Foundation for Mathematics",
in Proc. Conf. on Categorical Algebra, S. Eilenberg et al. (eds.), La Jolla, 1965,



52

Springer-Verlag.

17. Lambek, J., 1980, "From lambda-calculus to cartesian closed categories", in J.R.
Hindley and J.P. Seldin (eds.) to H.B. Curry: Essays on Combinatory Logic, Lambda
Calculus and Formalism, Academic Press, (375-402).

18. Herrlich, H.,1974, Topological Structures, In: Math.CentreTracts, Math.Centrum,
Amsterdam,52, 59-122.

19. Kent, D.C.,1969, Convergence Quotient Maps, Fund. Math. 165: 197-205.

20. Wyler, O., 1971, Top. Categories And Categorical Topology, Gen. Top. Appl., 11:
17-28.

21.Schwarz, F., 1978, Connections Between Convergence and Nearness, Lecture Notes
in Math., Springer-Verlag719, 345-354.

22. Preuss, G., 1988, Theory of Topological Structures. An Approach to Topological
Categories, D. Reidel Publ. Co., Dordrecht.

23. G. Preuss, 1995, Semiuniform Convergence Spaces, Math. Japonica, 41 No.3, 465-
491.

24. Preuss, G., 2002, Foundations of topology, An approach to Convenient topology,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

25.Baran TM., Yan Diizgiin Yakinsak Uzaylar, Erciyes Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii, Yiikseklisans Tezi, Kayseri, 54 sayfa, 2015.

26.Baran, M., 1992. Seperation properties, Indian J. Pure Appl. Math., 23: 13-21.

27.Kula S., Pre Diizgiin Yakinsak Uzaylar, Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Doktora Tezi, Kayseri, 98 sayfa, 2014.

28.Marny, T. H., 1973. Rechts-Bikategoriestrukturen in Topologischen Kategorien,
Dissertation, Freie Univ., Berlin

29. Hoffman, R-E., 1974. (E, M)-Universal Topological Functors, Habilitationsschrift,
Universitat Duseldorf.

30. Harvey, J. M., 1977. To -Seperation in Topological Categories, Quaestiones Math.,
2: 177-190.

31. Briimmer, G. C. L., 1971. A Categorical Study of Initiality in Uniform Topology,
Univ. Of Cape Town, Ph.D. Thesis.

32. Weck-Schwarz, S., 1991. Ty -objects and separated objects in topological categories,
Quastiones Math., 14: 315-325.

33.Baran, M, Altindis, H., To -objects objects in topological categories, J. Univ. Kuwait



53

(Sci.) 22: 123-127.

34.Baran, M., Altindis, H., 1996. T> -objects in topological categories, Acta Math.
Hungar., 71 (1-2): 41-48.

35.Baran, M., Kula, S., Erciyes, A., 2013. To and T semiuniform convergence spaces,

Filomat, 27 (4): 537-546.



54

OZGECMIS

KIiSISEL BILGILER

Adi Soyadi  : Fatma CENKIZ
Baba Adi : Mustafa

Anne Adi : Havva

Dogum Yeri : Kiitahya
Dogum Tarihi : 29.11.1986
Medeni Hali : Bekar

EGITIiM (DERECE/KURUM/MEZUNIYET TARIHI)

Lisans Usak Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii (2011)
Ortadgrenim Kiitahya Ali Giiral Lisesi (2005)

ILETISIM

Adres: Kiitahya Altintas llge Milli Egitim Mudirlagi Altintas/ KUTAHY A



