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IKi ELASTIK KATIDAN OLUSAN TANECIKLIi BIR KOMPOZIT iCiN
KARISIMLAR TEORISI YAKLASIMI VE CESITLI PROBLEMLERE
UYGULANMASI

OZET

iki veya daha fazla maddenin karsilikli difiizyona ugramasi sonucu olusturduklari
cismin mekanik davramigini siirekli ortamlar mekanigini baz alarak belirlemeye
ugrasan bilim alanina karisimlar teorisi denmektedir. Bolgenin her noktasinda siirekli
ortam tanmmina uyacak sekilde varligin1 devam ettiren bilesenlere sahip kompozit
malzemeler ve alagimlar yapis1 itibariyle karigimlar teorisi yaklagimiyla incelebilecek
malzemeler olarak géze carpmaktadir. iki lineer elastik kat1 karisimi igin elde edilmis
olan temel biinye denklemleri, makroskopik boyutta ortamin her noktasi her iki bilesen
tarafindan da isgal edilmis gibi tasavvur edilebilen, iki bilesenli kompozit
malzemelerin  davraniglarim1  agiklamak i¢in  alternatif  bir yol olarak
kullanilabilmektedir. Kati-kat1 karigimina ait lineer biinye denklemleri klasik elastisite
teorisindeki lineer izotropik bir elastik malzemenin biinye denklemine sekilsel olarak
benzerlik gostermektedir.

Karisimlar teorisinin ortaya koydugu matematiksel modelleri kullanma konusunda en
blyuk sorun biinye katsayilarinin belirlenmesindeki, sinir kosullarinin yazilmasindaki
ve bilesenler arasindaki etkilesimlerin  tanimlanmasindaki  zorluklardan
kaynaklanmaktadir. Bu durum karigimlar teorisini baz alan pratik uygulamalarin
azligina sebep olmustur.

Bu ¢alismada, termal etkilerin, karigim bilesenleri arasinda kimyasal etkilesimlerin ve
kiitle kuvvetlerinin ortam davranigina etkilerinin ihmal edildigi denge halindeki iki
lineer elastik kat1 karisimina ait teorik model kullanilmaktadir. Ayn1 zamanda, karisim
ortamimin bir biitlin olarak sergiledigi mekanik davranmisa esdeger bir davranig
sergileyen tekil bir elastik ortam tasavvur edilerek her iki ortama ait denklemler
arasinda bazi iligkiler tanimlanmaktadir. Boylelikle, hem karisimlar teorisinin ortaya
koydugu iki lineer elastik kati karigimina ait diisiinceler, hem de ortama bir biitiin
olarak bakildiginda tekil bir ortam gibi davranis sergiledigi icin klasik elastisite teorisi
¢cozim yontemleri kullanilabilmektedir. Bu kapsam, tanecikli kompozit bir
malzemenin ve kompoziti olusturan kati bilesenlerin malzeme ozelliklerine ait
deneysel verilerin hesaplamalarda kullanilabilmesine imkan tanimaktadir. Bu da,
karigimlar teorisinde ortaya ¢ikan ek biinye katsayilarinin belirlenmesi icin analitik
yontemler gelistirilebilmesine firsat vermektedir.

Yukarida genel hatlariyla ifade edilen yol haritas1 kapsaminda, oncelikle, literattirde
verilmis olan bilesenleri bagil hareket yapmayan karisim ortami icgin binye
denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar arasinda elde edilmis denklemler
aciklandiktan sonra karigik formdaki bu denklemler sadelestirilerek bilinmeyen
katsayilarin bilinen katsayilar cinsinden yazilabildigi miinferit denklemler elde
edilmektedir. Ardindan, iki lineer elastik kati karigimi i¢in Prandtl gerilme
fonksiyonlar1 yardimiyla burulma probleminin formiilasyonu sonucunda karigim
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bilesenlerinin yer degistirme vektorleri, sekil degistirme ve gerilme tansorleri icin
bagmtilar elde edilmistir. Daha sonra, eliptik kesitli ve eskenar ticgen kesitli prizmatik
cubuklarin burulmasina dair uygulamalar ele alinmistir. Burulma probleminin verdigi
sonuclarin daha az elastik katsay1 icermesi nedeniyle, sadeliginin ortamin her bir
bileseni tarafindan taginan yiik miktarinin anlasilmas: konusunda faydali olacagi
degerlendirilerek bu hususta tanecikli yapiya sahip kompozit bir malzemenin verileri
kullanilarak bir uygulama yapilmaktadir.

Calisgmanin devaminda, bilesenleri arasinda bagil hareketin miimkiin oldugu bir
karigim s6z konusu oldugunda bilinmeyen biinye katsayilarmin tespitine yonelik bir
diislince ortaya konmaktadir. Bu amagla, literatiirde daha 6nce iki lineer elastik kati
karisimi ig¢in Papkovich-Neuber metoduyla ¢6zimu verilmis olan Kelvin problemi
Galerkin vektori metoduyla ¢oziilerek hem literatiire katkida bulunulmakta hem de
zikredilen hedef dahilinde kullanilacak denklemler elde edilmektedir. Bulunmus olan
bagintilar ilgili denklemlerde tanecikli yapiya Sahip kompozit bir malzemenin
verileriyle birlikte kullanilarak bilinmeyen katsayilar i¢in sayisal sonuclar elde
edilmektedir. Boylece bilesenleri bagil harcket edebilen ve edemeyen karigim
ortamlart igin Kelvin probleminden elde edilen verilerin karsilastirilabilmesi mimkiin
olmaktadir.

Kullanilan teorik modelde karisim bilesenlerine ait malzeme 6zelliklerinin bilesen
hacim oranmiyla iligkisi agik formda ifade edilmemektedir. Bu sebeple bu modeli
kullanarak yapilmis olan hesaplamalarda tanecikli yapiya sahip kompoziti olusturan
bilesenlerin tekil haldeki 6zelliklerinin kullanilmasi tercih edilmistir. Calismanin son
boliimiinde ise, kompoziti olusturan her bir katinin karigsim igerisindeki 6zellikleriyle
tekil haldeki 6zellikleri arasinda bir bagint1 elde etmek amaciyla her bir katiy1 diger
katinin hacim oran1 kadar gézenek igeren bir yapi1 gibi kabul ederek, literatiirde
g6zenekli malzemelerin elastik dzelliklerini tahmin etmek i¢in kullanilan diisiinceleri
iki lineer elastik kat1 karigimina uyarlama amagli bir deneme yapilmaktadir. Bunun bir
uygulamasi1 olarak da iki lineer elastik kat1 karisimi i¢in Hankel transformasyonu
metoduyla Boussinesq probleminin ¢ozumi verilerek bilesen davraniglari bagil
hareketsiz ve bagil hareketli ortamlar igin irdelenmektedir.
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THEORY OF MIXTURES APPROACH FOR A PARTICULATE
COMPOSITE CONSISTED OF A MIXTURE OF TWO LINEAR ELASTIC
SOLIDS AND ITS APPLICATIONS TO VARIOUS PROBLEMS

SUMMARY

Accompanied by industrial progresses, due to increasing expectations from material
properties and much cases failing to satisfy these expectations from single component
materials, the researches for multi-component materials have became a technological
necessity. The structure that at least two constituent components of continuum has
perceivable effect on behavior of whole continuum is defined as mixture. By using the
fundamentals of continuum mechanics, derivation of mathematical models for the
mechanical behavior of each constituent of the mixture has been in progress since
1960s. Theory of mixtures is a field of science dealing with multi-component materials
and tries to determine their mechanical behaviours. Composites and alloys are
supposed to be suitable materials to study by using the approach of theory of mixtures
due to their structures that the constituent components are valid at every point of any
region of the material.

The basic constitutive equations obtained for a mixture of two linear elastic solids can
be used as an alternative way to describe the mechanical behaviour of binary
composite materials that each point belongs to mixture is assumed as being occupied
by a particle of each solid in consideration of a macroscopic scale. The constitutive
equations that belong to mixture of two linear elastic solids are formally similar to
those of linear isotropic elastic material in classical elasticity theory.

The important limitations using mathematical models derived by the theory of
mixtures result from challenges of determining constitutive coefficients, expressing
boundary conditions and defining interactions between constituent components. These
cause rarity of applications based on the theory of mixtures.

The theoretical model used in this study is the equilibrium condition of a mixture of
two linear elastic solids in such assumptions that thermal effects, chemical interactions
between constituent components and effects of body forces on the behaviour of media
are neglected. Moreover, the mechanical behavior of the whole mixture continuum is
considered as the behavior of a mechanically equivalent single elastic continuum.
Then, by using the solution methods of the classical theory of elasticity to the
equivalent single elastic continuum representing the whole mixture behaviour, some
relations between the equations of these two continuums are defined. In this way, both
the considerations of two linear elastic solids presented by the theory of mixtures and
the solution methods of the classical theory of elasticity can be used in the calculations.
This scope allows us to use emprical data of material properties of both a particulate
composite material and constituent solids of it in the calculations. By this means, we
are given an opportunity to develop analytic methods for determining the remaining
undetermined coefficients in the constitutive equation of the theory of mixtures. These
remaining undetermined coefficients are defined as interaction coefficients in the
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constitutive equations which is one of the main challenge to determine in this theory.
The above explained approach to determine constitutive coefficients has been in
progress since 2005.

Using the scope of above mentioned essentials of our roadmap, in the literature,
numerical results for unknown coeffients in the constitutive equations for a binary
mixture of elastic solids with no relative displacement (mutual motion) between the
mixture components (perfectly bonded interface) are valid. These numerical results
are obtained from some specific relations. In this study, a more general consideration
that the relations for the case of a binary mixture allowing relative displacements
between the mixture components are investigated. As the obtained more general results
of this study also involve the previous results founded in the literature, this provides a
useful check for the accuracy of calculations. Moreover, in this study, by simplifying
these specific relations for no relative displacement case, individual equations for each
unknown constitutive coefficients in terms of determined constitutive coefficients are
obtained.

After that, torsion formulation of a linear elastic solid-solid mixture is obtained by
using Prandtl stress function method. With this formulation, the angles of twist per
unit length, partial stress and strain tensors, and displacement fields for each
constituent solids are calculated. Then, this solution method is applied to elliptical and
equilateral triangular cross-sectional prismatic bars subjected to torsion acting on the
end plane. As the formulation of torsional end loading problem involves less
coefficients of elasticity, the simplicity of its structure is evaluated to be beneficial to
understand the external load ratios carried by each constituent solid. So, by using the
emprical data of a particulate composite material an application is performed for no
relative displacement case and the external load ratios carried by each constituent solid
can be calculated directly. The result of this calculations shows that the load ratios
carried by each constituent solid are not equal to their volume fractions in the whole
mixture which is one of the assumptions in the literature for the load ratios carried by
each constituent solid. So, throughout the study the load ratios carried by each
constituent solid are not associated to their volume fractions in the whole mixture.

In the continuation of the study, an opinion is submitted to determine the unknown
constitutive coefficients in case of a mixture continuum allowing relative
displacements between its constituent solids. For this purpose, the solution of Kelvin
problem for a mixture of two linear elastic solid by using Galerkin vector method
instead of Papkovich-Neuber method which is founded in the literature is obtained.
Thus, both a contribution to the literature is made and equations to use for the said
purpose are derived. By using the emprical data of a particulate composite material
with these derived equations in the individual relations according to unknown
constitutive coefficients, numerical results for the unknown constitutive coefficients
are obtained. As the appointed individual relations contains non-linear terms,
individual equations for each unknown constitutive coefficients in terms of determined
constitutive coefficients can not be given for the case of a mixture continuum allowing
relative displacements between its constituents. Having the numerical results for both
no relative displacement and relative displacement continuums between the mixture
components enables us to make a comparison of the data obtained from Kelvin
problem for each case.

It is worth to underline the obtained result of this study that load ratios carried by each
constituent solid is varied for different types of loading of the whole mixture.
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Moreover, for the different volume fraction of the constituent solids in the whole
mixture, the load ratios carried by each constituent solid is also varied. Another
important point is that for no relative displacement between the mixture components
case using the calculated load ratios instead of load ratios supposed to be equal to their
volume fraction in the whole mixture gives equal displacement results of two
constituent solids as expected. The third point to underline is that in case of a mixture
continuum allowing relative displacements between its constituent solids, two
different results are obtained. One result is identical to no relative displacement case,
and second result is different from no relative displacement case and clearly shows
varied displacement results of two constituent solids.

In the theoretical model used in this study, there is no limiting prediction for the
relation between the material properties of the constituent components of mixture and
the volume fraction of components in the whole mixture in the structural formulas
founded in the literature. Thus, while performing calculations using this model it is
preferred to use stand-alone material properties of the constituent components of the
particulate composite in the equations, directly. But, in the last section of the study,
each constituent solids in the mixture is supposed to have different material properties
from its stand-alone conditions. Thus, in accordance with rule of mixtures which is a
valid approach to predict various properties of composite materials, for trial purposes,
a linear relation between the material properties of each constituent solid in the mixture
and the material properties of each constituent solid in the stand-alone condition is
defined. This definition is derived by the assumption that each constituent solid is in
the structure that contains porosity in the amount of the volume fraction of the other
constituent solid in the whole mixture. By using this assumption, a trial is performed
in an attempt to adapt the considerations for estimating the elastic properties of porous
materials in the literature to the mixture of two linear elastic solids. For an application
of this trial, after the solution of Boussinesq problem for a mixture of two linear elastic
solid by using Hankel transform method is given, the behaviours of the constituent
solids are studied for both no relative displacement and relative displacement
continuums between the mixture components cases.

At the end of the last section, it is shown that similar results of the previous
consideration used in the previous section can be obtained by using a relation among
the material properties of each constituent solid in the mixture and the material
properties of each constituent solid in the stand-alone condition. So, this kind of
consideration may assist the further researches in this field.
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1. GIRIS

Iki veya daha fazla maddenin karsilikli difiizyona ugramasi sonucu olusturduklar
cismin mekanik davramigini siirekli ortamlar mekanigini baz alarak belirlemeye
ugrasan bilim alanma karigimlar teorisi denmektedir. Maddesel bir cismin karigimlar
teorisi kapsaminda incelenebilmesi ancak onu olusturan en az iki maddenin cismin
davranislar1 iizerinde kabul edilebilir bir tesirinin olmas1 ile miimkiin olabilmektedir.
Aksi taktirde cismi olugturan maddelerden baskin olaninin yaninda digerlerinin etkisi
ihmal edilebilecek boyutta olmast durumunda olusan cisme baskin maddenin tekil

malzemesi goziiyle bakilabilmektedir.

Bolgenin her noktasinda siirekli ortam tanimina uyacak sekilde varligini devam ettiren
bilesenlere sahip kompozit malzemeler ve alasimlar yapilar1 itibariyle karigimlar
teorisi yaklasimiyla incelenebilecek malzemeler olarak goze ¢arpmaktadir.
Endiistriyel gelismelerle birlikte 6nemi giderek artmakta olan kompozit malzemeler
Uzerinde birgok farkli deneysel ve teorik arastirmalar yapilmaktadir. Karigimlar teorisi
yardimiyla bazi tip kompozit malzemeler i¢in tiiretilmis olan gilincel iliskilere destek
olabilecek sonuclara ulagilabilir ve ilgili arastirmacilara farkli bir bakis agisi

sunulabilir diye diisiiniilmektedir.

1.1 Tezin Amaci ve Kapsami

Bu calismada, literatiirdeki mevcut iki lineer elastik kati karisimi icin yapilan
caligmalara katki saglayacak sekilde farkli problem tipleri i¢in uygulamalar yapilmasi
temel amaci yaninda, bilesenleri bagil hareket yapabilen bir karigim ortamina ait
bilinmeyen katsayilarin analitik yolla bulunabilmesini saglayacak bir yontem i¢in de

gayret sarfedilmesi hedeflenmistir.

Bu kapsamda, iki bilesenli bir karigsimin kinematigi ve iki lineer elastik kat1 karisiminin
temel denklemleri hakkinda bilgi verilmesini miiteakiben karigim bilesenlerinin bagil
hareket yapamadigi bir ortam icgin temel denklemlerdeki bilinmeyen katsayilar1 veren

bagintilar agiklanmis ve bilinmeyen katsayilarin bilinen katsayilar cinsinden



yazilabildigi miinferit denklemlere ulagilmistir. Ardindan, burulma probleminin
karigimlar teorisi kapsaminda ¢ozliimii verildikten sonra karisim bilesenlerinin bagil

hareketsiz ortami i¢in her bir bilesenin yiik tasima oranlar1 elde edilmistir.

Literatiirde iki lineer elastik kati karisimi igin Papkovich-Neuber metoduyla ¢6zimi
verilmis olan Kelvin probleminin bu ¢alismada Galerkin vektori metoduyla ¢ozimi
elde edilerek, bu ¢6ziim yardimiyla karigim bilesenlerinin bagil hareket yapabildigi bir
ortam igin temel denklemlerdeki bilinmeyen katsayilarin bulunabilmesine imkan
saglayan bir diisiince sunulmustur. Boylelikle, bagil hareketli ve bagil hareketsiz
karistm  ortami  kosullarinda  Kelvin  probleminden elde edilen veriler

karsilastirilabilmigtir.

Son olarak, karisimi olusturan malzemelerin tekil haldeki durumlarina ait katsayilarin
her bir karisim bileseninin ortam igindeki hacim oraniyla iliskilendirildigi bir durum
ongorilerek, biinye katsayilarimin modifiye edildigi bir hesap amaglanmistir.
Ardindan, Hankel transformasyonu metoduyla Boussinesq probleminin ¢ozimi
verilerek bu ¢6ziim yardimiyla yeni katsayilarin bagil hareketsiz ve bagil hareketli

ortamlarda verdigi sonuglar irdelenmistir.

1.2 Literatlir Arastirmasi

Karigimlar teorisinin giiniimiizdeki formiilasyonunun temelleri Truesdell ve Toupin
(1960) ve Green ve Naghdi (1965) tarafindan yapilan ¢alismalara dayanmaktadir. Bu
teori hakkinda genis ¢apli degerlendirmeler Atkin ve Craine (1976), Bowen (1976),
Bedford ve Drumbheller (1983) ve Rajagopal ve Tao (1995) tarafindan sunulan
calismalarda bulunmaktadir. Bu ¢alismalarda akigkan veya kati1 karigimlar1 seklinde
ayirt etmeksizin genel olarak siirekli ortam kapsamina giren tiim malzemelerin
karisimlar1 modellenmektedir. Ozel olarak sadece kati karigimlarmimn biinye
denklemleriyle ilgilenen ¢alismalar i¢in Green and Steel (1966), Bowen and Wiese
(1969) ve daha yakin tarihli olarak Rushchitsky (1996, 2008), Iesan (1994, 1997,
2011), Ciarletta (1998), Burchuladze and Svanadze (2000), Passarella and Zampoli
(2006), Leseduarte and Quintanilla (2008), Simchuk and Priz (2010), Muti and Dokuz
(2015), Binark ve Dokuz (2017) tarafindan yapilan ¢alismalar zikredilebilir.

Bolgenin her noktasinda siirekli ortam tanimina uyacak sekilde varligini devam ettiren

bilesenlere sahip kompozit malzemeler ve alagimlar, yapisi itibariyle karigimlar teorisi



yaklasimiyla incelebilecek malzemeler olarak goze carpmaktadir. Bu kapsamda,
Green ve Naghdi (1965) tarafindan verilen etkilesimli ortamlarin genel termodinamik
teorisini kullanarak, Green ve Steel (1966) kati-kat1 karisimlari i¢in temel biinye
denklemlerini vermis ve daha sonra Steel (1967) bu denklemlerin lineer hallerini elde
etmistir. Sonraki bir ¢aligmasinda Steel (1968) boyle bir teorinin makroskopik boyutta
ortamin her noktasi her iki bilesen tarafindan da iggal edilmis gibi tasavvur edilebilen
kompozit malzemeler veya ikili alagimlarin davraniglarini agiklamak i¢in bir alternatif

olabilecegini belirtmistir.

Kompozit malzemeler icin farkli bir yaklagimla karisimin elastik kati bilesenlerinin
uzaysal konum yerine maddesel konumda ayni yeri isgal ettiklerini kabul eden ve
blinye bagimsiz degiskenlerinden olan bagil hiz yerine bagil yer degistirme alani
kullanan bir teori de Bedford ve Stern (1972) tarafindan verilmistir. Ayrica, Tiersten
ve Jahanmir (1977) tarafindan sunulan diger bir kompozitler teorisinde de kompozit
yap1 karisim halindeki bir kat1 olarak modellenerek bilesenlerin birbirlerine gore bagil

hareketleri sonsuz kiiglik kabul edilmistir.

Iki lineer elastik kat1 karigiminin matematiksel yoniiyle ilgilenen Borrelli ve Patria
(1983), calismasinda izotropik bir karisimda malzeme sabitlerinin maruz kaldiklar

kisitlamalar1 ortaya koymuslardir.

Karisimlar teorisinin ortaya koydugu matematiksel modelleri kullanma konusunda en
bliyiilk kisitlama biinye katsayilarinin  belirlenmesindeki, smir kosullarinin
yazilmasindaki ve bilesenler arasindaki etkilesimlerin  tanimlanmasindaki
zorluklardan kaynaklanmaktadir. Bu durum karigim teorisini baz alan pratik
uygulamalarinin azligina sebep olmustur. Kati-kat1 karigimina ait lineer biinye
denklemleri klasik elastisite teorisindeki lineer izotropik bir elastik malzemenin blinye
denklemine sekilsel olarak benzerlik gostermektedir. Steel (1967) tarafindan verilen
lineer bilinye denklemleri 15181nda Giirgéze ve Dokuz (1999, 2002) bu matematiksel
modeli Kelvin ve Boussinesq problemlerine uygulayarak karisimlar teorisinin pratik
uygulamalarina ornekler verdiler. Dokuz (2002) tarafindan yapilan g¢aligmanin
ardindan, iki lineer elastik katidan olusan izotropik bir karigimn, rastgele dagilimli
elastik kiirelerden olusan tanecikli bir kompozit malzemeye mekanik davranis
acisindan esdeger kabul edilmesinin getirecegi sonuglart bulmayir amaclayan bir
calisma yine Dokuz (2005) tarafindan gergeklestirilmistir. S6z konusu c¢aligmada,

karigimin  biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilarin tespiti amaciyla



Boussinesq probleminin ¢ézlimiinden yararlanilmistir. Muti ve Dokuz (2015) ise, iki
lineer elastik kat1 karisiminda diizlemsel gerilme ve diizlemsel sekil degistirme halleri
icin Beltrami-Michell denklemlerini elde ederek bunlar1 donen disk ve dénen silindirik
cubuk problemlerinin ¢éziimiinde kullanmistir. Kisa bir siire 6nce, Binark ve Dokuz
(2017) iki lineer elastik kat1 karisimindaki bilesenlerin bagil hareket yapmamasi
kosulu altinda biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar arasinda basit ¢ekme,
basit kayma ve hidrostatik basing deneylerinin matematiksel modelleri yardimiyla bazi

analitik iligkiler elde ettiler.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE DENKLEMLER

Karisimlar teorisi, birden fazla bilesen iceren 6zel bir malzeme modelini surekli
ortamlar mekaniginin bakis agisiyla degerlendiren bir bilim dalidir. Bu kapsamda, iki
bilesenli bir malzemeyi, karigima ait uzayin her konumunda her bir bilesenin yeterli
yogunluga sahip oldugu yani her bir bilesen i¢in karigimin siirekli ortam oldugu kabul
edilsin. Buna ek olarak, karigima ait uzayda herhangi bir noktayi ¢evreleyen yeteri
kadar blyiik herhangi bir AV hacminde iki bilesen de karigimin genelini tutarli olarak
temsil edebilecek kadar bulunuyor kabulii yapilsin. Bu kabiiller dogrultusunda iki
bilesenli genel bir karigim i¢cin Green ve Naghdi (1965) tarafindan Onerilen temel
aksiyomlardan yola ¢ikarak iki elastik kat1 bilesenli bir karisim i¢in nonlineer biinye
denklemleri Green ve Steel (1966) tarafindan verildikten sonra Steel (1967) tarafindan
bu denklemlerin lineer halleri elde edilmistir. Iki lineer elastik kat1 karisimi icin Steel
(1967) tarafindan verilen lineer blinye denklemleri 151¢inda ele aldigimiz kati-kati

karigimina ait teorik yap1 agsagida 6zetlenmektedir.

C, ve C, olarak temsil edilen iki lineer elastik kati bilesenin olusturdugu karigimin, bir
biitiin olarak, ilk anda izotropik oldugu ve karisima ait her bir bilesenin yogunlugunun
(p1 Ve py) sekil degisiminden once sabit oldugu diistiniilmektedir. Buna ek olarak,
makroskopik boyutta diisiiniildiigiinde karigimin her noktasinin her iki kat1 parcacigi
tarafindan da isgal edildigi, yani x; =y; oldugu kabul edilmektedir. Karigimlar
teorisinin temel kabiilii olan bu diisiince dogrultusunda karigim bilesenlerinin uzaysal

pargacik konumlari, t aninda

xi(t) = x;(X, X2, X5, 1), yi(t) = yi(Y1, Yo, Y3, 1) (2.1)

seklinde yazilabilir. Burada X; ve Y;, bilesene ait pargaciklarin referans yani maddesel
konumlarini temsil etmektedir. Buna gore, C; ve C, bilesenlerinin sirasiyla herhangi
bir x; ve y; konumlarindaki hizlar
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olmaktadir. >0 V€ or maddesel tlirev operatdrlerinin agik halleri
DG a0 , (I DB a0 , (20
Dt  at TV dx;" Dt ot * Vi ayi (2.3)

seklindedir. Bu c¢alisma boyunca, aksi belirtilmedikce, parantez igindeki indisler
disinda tekrarlanan iki indis {izerinde 1’den 3’e kadar toplama yapilacaktir. p; ve p,

sirastyla C; ve C, bilesenlerinin yogunlugu olmak iizere karigimin yogunlugu

p=p;+p; (2.4)

olarak tanimlanmaktadir. C; ve C, bilesenlerinin ivmeleri ise

@M @)@
(D — D (v; )’ £2 — D) (2.5)
1 Dt 1 Dt

bagntilariyla temsil edilmektedir.

Sekil 2.1 : Iki bilesenli karisimda sekil degistirme.

Buradakinden farkli olarak, karigim davraniginin Lagrange yorumuna gore, deforme
olan pargaciklar sekil degisiminden 6nce ayn1 konumu (X; =Y;) isgal ederler. Tim

yer degistirme gradyantlar1 ve zamana ve konuma gore tilirevler ¢ok kiiciik kabul



edildikleri i¢in kismi gerilmeleri ve diflizyon kuvvetini temsil eden denklemlerde

sadece lineer terimler dikkate alinmaktadir. Ortama ait yer degistirme bilesenleri igin
xi =X +u, yi =Y +u? (2.6)

yazabiliriz. Burada ui(l) ve ui(z) vektorleri, C,; ve C, olarak temsil edilen her bir kati
bilesene ait maddesel ve uzaysal konumlar arasindaki yer degistirmeleri temsil
etmektedir. Termal etkilerin ve karisim bilesenleri arasinda herhangi bir kimyasal

etkilesimin olmadigi kabul edilerek karigimi1 olusturan katilarin siireklilik denklemleri

P =p1(1— emm)’ P2 = 52(1 - gmm) (2-7)

seklinde yazilabilir. Burada C; ve C,’ye ait birim sekil degistirme tansorleri ej, Ve gix

ile tantmlanmaktadir. Bu tansoérler, lineer teoride asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

1 aui(l) +0ul((1) 1 aufz) Oul((z)

1w’ g 2.8
ek = 5 (Gx T ax ) 8k T (kT ox ) 28)

Ayrica, denge halindeki iki elastik katidan olusan bir karisim i¢in C; ve C,
bilesenlerinin hiz ve ivme bilesenleri sifir olacaktir. Bu sartlar altinda lineer bilinye

denklemleri ve diflizyon kuvveti vektorii Steel (1967a) tarafindan
Oik + 0z 8ik = AemmBix + 211 €k + A38mmOik + ZH38ik — As (hijk — hy) (2.9)
Tk — 020ik = A28mmOik + 2H28ik + AslmmOik + 213k + As(hix —hy)  (2.10)

P92 08mm | P,%2 0emm (2.11)

P=757 9% T p aXy

seklinde verilmektedir. Burada p, ve p, yogunluklartyla iliskili olan o, A1, A,, A,
Asr As, Uy, W, VE U3 Katsayilari sabit kabul edilmektedir. &;, terimi ise Kronecker

deltasin1 gostermektedir. Denklemlerde gecen diger terimler igin

100 ad® o _
hy =~ ;—;+;—Xk), P=p, P, Q=23 A (2.12)

tanimlar1 gecerlidir. (2.9) ve (2.10) denklemlerine gore o, katsayis1 ayni zamanda
ongerilme olarak da yorumlanabilir. Karigimi ilk anda bir biitliin olarak izotropik

diistinmek yerine C; ve C,’yi ayri ayri izotropik olarak diistiniirsek As = 0 olur ve



boylece A;, 1, Ve A,, U, sirasiyla C; ve C, katilarina ait Lamé elastik katsayilar1 olarak
diistiniilebilir (Steel, 1967b, 1968).

C, ve C, katilarina ve tim karigima ait denge denklemleri,
Oiki — Pk + Fk = 0, i+ Pk + Gk =0, O+ Tiki + Fk + Gk =0 (2.13)

seklindedir. Burada Fp ve Gy swrasityla C; ve C, bilesenleri icin kiitle kuvveti
vektorlerini ve virglil sembolii ilgili degiskenin konuma gore tiirevini temsil

etmektedir.

Yapilan ¢calismalarda bundan boyle C; ve C, ayr1 ayri izotropik olarak diisiiniilmekte
(A5 = 0) ve kiitle kuvvetinin ortam davranigina etkisi diger etkiler yaninda ihmal
edilmektedir (F, = Gy = 0). Buna ek olarak, karisim ortaminin bir biitiin olarak
sergiledigi mekanik davranigsa esdeger bir davranis sergileyen tekil bir elastik ortam
tasavvur edilerek her iki ortama ait denklemler arasinda bazi iligkiler
tanimlanmaktadir. Karigimlar teorisinde karigim ortaminin tiimiine ait toplam gerilme

asagidaki sekilde verilmektedir:
tik = Ojk + Tik- (214)

Karigim ortamimin biitiinsel davranmigini temsil eden esdeger tekil ortamin yer
degistirme vektorii w; ile gosterilmekte ve bu parametre karigim igin ortalama yer
degistirme olarak isimlendirilmektedir. Esdeger tekil elastik ortamin yer degistirme
vektorlyle karigimi olusturan katilarin yer degistirme vektorleri arasindaki iligki
Dokuz (2005) tarafindan

pw; = (g + p)uf” + (u + pg)uf® (2.15)

seklinde verilmistir. Burada p, esdeger tekil elastik ortamin Lamé katsayilarindan
birini (kayma modiilii) temsil etmektedir. Esdeger tekil elastik ortamin sekil degistirme

tansoru

. 1 aWi Owk

&k =5 a_xk O_Xl (2.16)



seklindedir. g, karisim i¢in ortalama sekil degistirme tansorii olarak
isimlendirilmektedir. (2.15) denklemi (2.16) ve (2.8) denklemlerinde yerlerine

konulursa,

He = (Mg + p3dejx + (U + H3)8ik (2.17)

iliskisi elde edilir. Karigima ait siireklilik denklemi ortalama sekil degistirme tansorii

cinsinden

p=p(1—&mm) (2.18)

seklindedir. (2.7) ve (2.18) denklemlerinin (2.12)2 kullanilarak (2.4) denkleminde

yerine konulmasiyla

PEmm = P1€mm T P28mm (2.19)
iliskisi elde edilir.

(2.9) ve (2.10) lineer biinye denklemlerinin karisima ait (2.13)s denge denkleminde
kullanilmasiyla

2(uy + Mz)eji + (A + Ag)emmik
(2.20)

+2(llz + u3)gik + O\Z + AS)gmm,k =0

bagintisina varilir. (2.8) ile verilen birim sekil degistirme tansorlerinin (2.20)
denkleminde kullanilmasiyla karigima ait denge denklemi yer degistirme vektorleri

cinsinden asagidaki sekilde yazilabilmektedir:

(i + ) V2u + (A + A + g + pz)V(V-ul)
(2.21)
+(1p + 1)V P + (A + A5+ pp + US)V(V' u(z)) =0

Ayrica, yukarida verilen denklemler asagidaki tansorel iliskiler ile de temsil edilebilir

(1, birim tansoru temsil etmektedir.):

2e = Vu® + (vu)T, 2g = vu® + (Vu®)T,
(2.22)
V-u® =e,, V-u® =g .



o+ ol = 24 (V- u®)+ oy [Vu® + (Tu®)' |+ 2(V- u®)1

(2.23)
+is [Vu(z) + (Vu(z))T]
= @yl = Ay (V- u@)I + iy [Vu® + (Vu®) | + 2, (V- u®)1
(2.24)
T
+H [Vu(l) + (Vu®) ]
p=L2y(v-u®) +EL2y(v-u), (2.25)
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3. BAGIL HAREKET YAPMAYAN ORTAM KOSULUNDA BUNYE
DENKLEMLERINDEKI BILINMEYEN KATSAYILARIN BELIRLENMESI
VE BURULMA PROBLEMI iCIN BiR UYGULAMA

Ikinci boliimde, iki lineer elastik kati karisimi igin biinye denklemleri (2.9) ve (2.10)
bagntilar1 ile verilmis idi. Ayrica, C; ve C, ayri ayri izotropik (A5 = 0) kabul
edildiginde A;, p; Ve A,, W, Katsayilarinin sirasiyla C; ve C, kati bilesenlerine ait Lamé
elastik katsayilar1 olarak diistiniilebilecegi beyan edilmisti. Bu durumda, A5, A, Ve us
katsayilar1 biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar olarak karsimiza

cikmaktadir.

Binark ve Dokuz (2017), iki lineer elastik kat1 karisimindaki bilesenlerin bagil hareket
yapmamas1 kosulu altinda biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar arasinda
basit ¢ekme, basit kayma ve hidrostatik basing deneylerinin matematiksel
formiilasyonlar1 yardimiyla bazi analitik iliskiler elde ettiler. Bu bdlimde oncelikle
elde edilen bu iliskiler Ozetlendikten sonra, karisik formdaki bu denklemler
sadelestirilerek bagil hareket yapmayan bir ortam i¢in bilinmeyen katsayilarin bilinen
katsayilarla iligkilerini temsil eden denklemler verilecektir. Ardindan, iKi lineer elastik
kat1 karigimi i¢in ucundan burulma yiklemesine maruz prizmatik gubuk probleminin
¢ozimi verilerek bilesenlerin bagil hareket yapmadigi ortam kosulunda her bir

bilesenin yiik tasima orani elde edilecektir.

3.1 Bagil Hareket Yapmayan Ortam Kosulunda Biinye Denklemlerindeki

Bilinmeyen Katsayilarin Elde Edilmesi

Binark ve Dokuz (2017) tarafindan iki lineer elastik kat1 karisimindaki bilesenlerin
bagil hareket yapmamas1 kosulu altinda biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar
arasinda basit ¢ekme, basit kayma ve hidrostatik basing deneyleri yardimiyla elde

edilen analitik iligkiler asagida 6zetlendigi gibidir.
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3.1.1 Bilinmeyen katsayilar icin elde edilen denklemler

Bir ¢ubuk numunesi ile yapilan basit gekme deneyinde, ¢ubugun tekil ¢ekme kuvveti
dogrultusunda maruz kaldig1 gerilmeyi karisim ortamiin biitiinsel davranigini temsil
eden esdeger tekil ortama ait gerilme olarak diislinerek t;; = o seklinde tanimlarsak,
esdeger tekil ortama ait diger tiim gerilme bilesenleri sifir olacaktir. Karigim
bilesenlerine ait kismi gerilmeler ile karigimin tiimiine ait toplam gerilme arasindaki
iliski (2.14)’te verilmisti. Buna gore, (2.9) ve (2.10) bunye denklemlerini kullanarak

C, ve C,’ye ait gerilme bilesenleri agagidaki gibi yazilabilir:
011 + 0 = (A + 2py)eq; + Ay (g2 + €33) + Az + 213)811 + A3(ga2 + 833), (3.1)
M1 =0y = (g + 2p3)ers +Ag(ezz +e33) + (A2 + 212)811 + A2(822 + 833), (3.2)
022 + 0y = (A + 211y ) €2, + A1 (€11 + €33) + (A3 + 213)822 + A3(811 + 833), (3.3)
Top — @y = (A4 + 213)€p + As(e1q +€33) + (A2 + 2112)822 + A2(811 + 833), (3.4)
033 + 0z = (A; + 211 )e33 + A (€11 + €22) + (A3 + 213)833 + A3(811 + 822), (3.5)
T3z — Oy = (A4 + 2p3)e33 + Ag(egg +e5) + (A + 215)833 + A2(811 + 822)s (3.6)

Burada, (3.1) ve (3.2) denklemlerinin toplamini (2.14) denkleminde yerine koyarsak

tyr = (A + A+ 20, + 20 Jeyy + (B + 25 + 20, + 21,)g,, -

+(A1 +Ay)(ez2 +€33) + (A2 + A3)(822 + 833)
olmaktadir. Daha 0nce Steel (1968b) and Dokuz (2005) tarafindan kullanilan kabule
benzer sekilde 0,, + a; = Ty, — @y = 033 + @, = M33 — a, = 0 kabulii yapilarak

(3.3)-(3.6) denklemlerinden e,,, €33, g2, Ve g33 sekil degistirme bilesenleri gekilirse

€22 = i{[)\4(7\3 +u3) — A Az + up)lers + (Azuz — Azpp)g11) €33 = €z,
(3.8)
822 = Zl_k{o\ﬂ% —Appers + A3y + 1) — A, (A + 1u)]811} 833 = 822

iligkileri elde edilir. Burada k = (A; + p)(A; + 1) — A3 + u3) (A4 + pg) olarak
tanimlanmaktadir. (3.8) iliskilerinin (3.7) denkleminde t;; = o oldugu hatirlanarak

yerine konulmasiyla
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o =Eje;; +Ez82 (3.9)
bagintis1 elde edilir. Burada,

E; = (s + A4 + 21y + 2p3)

+ i{olz +2A3) (Aus — Agpy) + A + A ARz + 13) — A (A + w21}

(3.10)
E; = (A2 + A3 + 2p; + 2p3)

1
+ E{OH +2) Aabs = A3pp) + (A + A3) [Az(As + 13) — 24 + 1)1}

olmaktadir. E, esdeger tekil ortama ait elastiklik moduli olmak Uzere A, esdeger tekil

ortama ait diger Lamé katsayis1 olarak tanimlanirsa

H(3A + 2p) (3.11)
E=———
A+

olmaktadir. Su halde Hooke yasasi1 geregi
o =Egy (3.12)
bagntis1 gegerlidir. Bu durumda (3.9) denklemi
Eeyy = Ejeqq + Ezgy (3.13)

seklinde yazilabilir.

Ikinci olarak, karisimin gerilme bilesenlerinden t;, = t,; = T olarak tanimlandig1 ve
diger tiim gerilme bilesenlerinin sifir oldugu basit kayma deneyi igin (2.9) ve (2.10)
blnye denklemlerinin (2.14) de kullanilmasiyla toplam kesme gerilmesi,

T=2(u +pz)e;; +2(u, + H3)E12 (3.14)

olarak yazilabilir. Burada Hooke yasas1 geregi
T = 2U€;, (3.15)
olacagindan (3.14) denklemi

2uei; = 2(py + pzlep + 2(uy + H3)g1s (3.16)
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seklinde yazilabilir.

Son olarak, karigimin gerilme bilesenlerinden t;; =t,, = t33 = —p olarak
tanimlandig1 ve diger tiim gerilme bilesenlerinin sifir oldugu hidrostatik basing deneyi

icin (2.9) ve (2.10) biinye denklemlerinin (2.14) de kullanilmasiyla
—3p = [3(A + A0) + 2(1y + ma)lemm + [B3(A2 +2A3) + 2(pz + 13)]8mm (3.17)
iliskisi elde edilebilir. Esdeger tekil ortamda hidrostatik basing deneyi i¢in
—3p=0CBA+2Wemm (3.18)
bagintisi bilinmektedir. Su halde (3.18) denkleminin (3.17) de yerine konulmasiyla

(BGr+ ZU)Smm = [3(}\1 + }\4—) + 2(”1 + U3)]emm
(3.19)
+[B3(A2 + A3) + 2(1z + M3)]18mm

iliskisi elde edilmektedir.

3.1.2 Bilinmeyen katsayilarin belirlenmesi

Bu kisimda bilesenleri birbirlerine gore bagil deformasyon yapmayan bir karigim

ortami tasavvur edilecektir. Boyle bir ortam i¢in yer degistirme vektorleri arasinda

u® = @ = w, (3.20)

1

esitligi bulunmaktadir. Su halde, (3.20) kosulu i¢in (2.8) ve (2.16) denklemlerinden
€ij = 8ij = &ij (3.21)

oldugu kolayca gorllebilir. Boylelikle, (3.21) esitliginin (3.13), (3.16) ve (3.19)

denklemlerinde uygulanmasiyla

E=E, +E,,
W=y + Wy + 2ps, (3.22)

iligkileri elde edilebilir. Binark ve Dokuz (2017) tarafindan yapilan ¢alismada bu
noktada birakilan hesaplar devam ettirildiginde, (3.22) iliskilerinden bunye

denklemlerindeki A3, A, ve p; bilinmeyen katsayilar1 bilinen katsayilar cinsinden
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As = -1, + 7\(”"'}12—“1), (3.23)

2Q
Ny = o R (3:24)
H—H — (3.25)

M3 = 5

seklinde yazilabilmektedir.

3.2 Iki Lineer Elastik Kati Karisimi icin Burulma Problemi

Bu kisimda, boliim 2’de 6zetlenen temel denklemler kullanilarak, iki lineer elastik kat1
karigimi1 i¢in burulma probleminin formiilasyonu sonucunda karisim bilesenlerinin yer
degistirme vektorleri, sekil degistirme ve gerilme tansorleri elde edilmistir. Daha
sonra, eliptik kesitli ve eskenar tiggen kesitli prizmatik ¢ubuklarin burulmasina dair
uygulamalar ele alinmistir. Bu kapsamda burulma probleminin Prandtl gerilme
fonksiyonlar1 yardimiyla formiilasyonunun asagida kisaca agiklanan yolla elde
edilebilecegi goriilmiistiir. Burulma probleminin ¢6zUmunin daha az elastik katsay1
icermesi nedeniyle sergiledigi sadeligin ortamin her bir bileseni tarafindan tasinan yiik
miktarmnin anlasiimas1 konusunda faydali olacagi degerlendirilmektedir. Ongoriilen

formiilasyon asagida kisaca agiklanmaktadir.

Sekil 3.1 : Ucundan burulma yiiklemesine maruz prizmatik cubuk problemi.
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Formiilasyonda, karigim ortamina ait parcaciklarin uzaysal konumlart x, y, z ile
gosterilip, gerekmedikge indis notasyonu kullanilmayacaktir. R keyfi kesitli ve S yanal
yiizeyli, kesit normali z eksenine paralel kabul edilen prizmatik bir elastik cubugun ug
kisimlarindan burulma momenti etkisi altinda oldugu farzedilmektedir. Yanal yiizeyde
herhangi bir yiikleme s6z konusu degildir. Ayrica, prizmatik ¢cubugun kesitinin z

ekseni boyunca degismedigi ve i¢i dolu bir ¢ubuk oldugu diistiniilmektedir.

Burulma momenti etkisi altindaki prizmatik bir cubuk i¢in klasik elastisite teorisinde
verilen yer degistirme kabulleri (Sadd, 2005), karigim ortaminin da benzer fiziksel
davranis sergilemesi nedeniyle burada da gecerlidir. Kartezyen eksen takimi burulma

merkezine yerlestirilmekte ve moment bilesenleri M =M, # 0, M, =M, =0
seklinde kabul edilmektedir. Ortalama yer degistirme anlaminda wy = wy, = 0 olan

konum burulma merkezini temsil etmektedir. (2.15) denklemi dikkate alindiginda iki

@o_ @_ @ _ 2
=Uy =Uy =Uy

elastik katidan olusan bir karisim i¢in bu merkezin u = 0 olan

X
konuma tekabiil ettigi aciktir. Klasik elastisite teorisinde burulma problemi i¢in yer

degistirme vektorii bilesenleri wy, = —ayz, w, = axz, w, = w,(X,y) olarak

y
verilmektedir. Burada o, esdeger tekil ortamin birim uzunlugu igin burulma agisin
temsil etmektedir. Buna gore, M, momenti etkisinde, burulma problemi icin C; ve C,

ortam bilesenlerine ait yer degistirmeler

u)((l) = —0,yZ, ug,l) = 0y XZ, ugl) = ugl)(x, Y), (3-26)
o2 = —ayz, WP =g, o =uD ) @21)

seklinde yazilabilir. Burada o, Ve ay, sirasiyla C; ve C, katilari i¢in birim uzunluga
kars1 gelen burulma agilaridir. (3.26) ve (3.27) denklemlerinin (2.15) denkleminde

yerine konulmasiyla

—payz = —(py + Ka)ayyz — (K + K3)ayyz,

paxz = (g + uz)ayXz + (U2 + H3) 0y X2, (3.28)
1 2
uw, = (ug + Hs)u; o (nz + u3)u; )

iliskileri elde edilir. Yukaridaki bagntilardan a, o, Ve a,, arasindaki iliskinin
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pa = (pg + z)oy + (K + Ha)ay (3.29)

olacagi kolayca goriilebilir.
(3.26) ve (3.27) yer degistirme formlar1 (2.8) denkleminde kullanildiginda asagidaki

birim sekil degistirme bilesenleri elde edilir:

_ _ _ _ _ 1 au;l) _ 1 augl) 3 30
exx_eyy_ezz_exy_ovexz_g( Ix _auY)!eyz_E( ay +O(uX), ( . )

1 augz)
B8xx = Byy = 8zz = Bxy = 0, Bxz :E Ix (XVY)' Byz = (

6uZ

+a,x).  (3.31)

Bu sonuclarla (2.9)-(2.11) denklemlerine gidilirse, C; ve C,’nin izotropik oldugu

varsayimi altinda, kismi gerilmeler ve difiizyon kuvveti

Oxx + 0y = Oyy + 0y = 0,5 + 0y = Oy =0,

au(l) (2)
Oxz = H1< 9x r O(uY) + |J-3( 6X - O(VY) (332)

(2

6u§1)
O_yz=U1<ay +au)+u3( + ayx),

Thyx — O = Thyy — Qp = Ty — Oy = Ty = 0,

yy
ou® ul
Tixz = M2 < P ) + Ha( — 0yy), (3.33)
ou® o
ny2=u2< +0(x)+u3( + o, X),
Px =Py =Pz = 0 (3.34)

seklinde elde edilir. (3.30)-(3.34) denklemlerinden kismi gerilmelerin ve birim sekil
degistirme bilesenlerinin yalnizca x ve y’ye bagh fonksiyonlar olduklar1 agikca
goriilmektedir. Bu durumda, kiitle kuvvetleri ihmal edildiginde (2.13) denge

denklemleri asagidaki formlar1 alirlar:

00xz doy; 0Ty, omy; 0(Oxz+Txz) | 0(Oyz+Tyz)
ax ay 0, ax + ay 0, ax + dy =0. (335)

Ayni zamanda, (3.32)2 ve (3.33)2’nin y’ye gore ve (3.32)3 ve (3.33)3’lin x’e gore kismi

tiirevleri alinip sonuglar birbirinden ¢ikarilirsa gerilme bilesenleri arasinda
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00%z acyz OTyy 6T[yz

ay —_ W = —2(},[10(11 + ugav)y ay - Ix = _Z(IJ-Z(XV + I‘l3au) (3'36)

iliskilerinin var oldugu da goriilebilir. (3.36)1 ve (3.36)2’nin toplanmasiyla elde edilen
bagntida (2.14) ve (3.29) denklemlerinin kullanilmasi sonucunda esdeger tekil ortam
i¢cin benzer bir iliski

Oty, Oty

_yE_ _ 3.37
3y ox 2pa (3.37)

seklinde elde edilir. Bu hesaplar sonucunda, (3.35)1, (3.36)1 ve (3.35)z2, (3.36)2 gruplar1
sirastyla C; ve C,’ye ait gerilme alanlarimi yoneten diferansiyel denklem takimlari
olarak karsimiza ¢ikar. (3.35)3 ve (3.37) denklemleri ise esdeger tekil ortama ait benzer

bagmtilar1 temsil ederler.

Her bir elastik katiya ait kismi gerilmeleri ¢; = ¢ (X,y) ve ¢, = d,(x,y) Prandtl

gerilme fonsiyonlari ile asagidaki gibi iligkilendirdigimizi diislinelim:

_ 001 _ _0¢q _ 00, _ _0¢y
O =50 Oy = =50 The =58 My = =58
(3.38)
to = 9(d1+d2) 4 0(d1+92)
Xz ™ ay ' Yz ox

Eger (3.38) tanimlari (3.35)—(3.37) denklemlerinde yerlerine konulursa, (3.35) denge
denklemlerinin 6zdes olarak saglandigi ve (3.36), (3.37) diferansiyel denklemlerinin
ise

2, 020
qu)l = ?21 + le = —2(uay + HzQy),

92 0>
V2¢2 — ?‘)22 + ?‘)22 = —Z(HZ(XV + |J.3(Xu), (339)
0%(p1+ dy)  0%(dy + d2)
V2 ((I)1 + ¢2) = 0x2 + ayz - —2[10(

sonuglarmi verdigi goriiliir. Buna gore, (3.39)1 ve (3.39)2 denklemleri ucundan
burulma momenti etkisine maruz prizmatik bir elastik kati karigimi i¢in gerilme alanini
yoneten yeni diferansiyel denklem takimini olusturmaktadir. (3.39)s bagintis1 ise,
esdeger bir tekil elastik ortamin Prandtl gerilme fonksiyonunun (¢4 + ¢,) seklinde

olacagini gostermektedir.
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Sinir kosullarina gore prizmatik ¢gubugun yan yiizeyi herhangi bir yiiklemeye maruz

degildir. Bu durumda, yan yiizey i¢in gerilme vektorii bilesenleri (T;),

Ty = tyxy + tyyny + tyn, =0,

T, = tyyny + tyyny + t,yn, =0, (3.40)

yy

T, = tyng +ty,ny +t,;n, =0

kosullarin1 saglamalidir. Burada n; birim normal vektoriin bilesenlerini temsil
etmektedir. Problemin gerilme alami ty, =ty =t,, =t,, =0 ve yan yizeyde
n, = 0 olduguna gore, (3.40)1 ve (3.40): iliskileri saglanir. Son bagint1 ise, yan yiizeyi

cevreleyen egri boyunca

d(q)l yr (I)z) -0 (3.41)
ds

olmas1 gerektigini gosterir. Buna gore, (3.41) denklemi (¢; + ;) nin kesit
sinirlarinda sabit olmast gerektigini ortaya koymaktadir. Klasik elastisite teorisinde

yapilana benzer sekilde i¢i dolu ¢ubuklar i¢in bu deger sifir olarak kabul edilecektir
(Sadd, 2005).

Uglarda ise, birim normal vektor bilesenleri ny = ny = 0, n, = +1 degerlerini aldig1

icin, bu bolgelerdeki gerilme vektorleri
Te = tty, Ty =Hty,, T, =0 (3.42)

iliskilerini saglarlar. Uglarda yalniz z-ekseni etrafinda burulma momentinin etkidigi

duruma ait (M, # 0) sinir kosulu asagidaki integralle verilir:

M, = ﬂ. (xTy — yTy)dxdy = M # 0. (3.43)
R

(2.14), (3.38) ve (3.42) denklemlerinin kullanilmasiyla (3.43) sinir kosulu Prandtl

gerilme fonksiyonu cinsinden

_ _ Ay +dr) 9Dy + §y)
M, = ﬂR (xT, — yT)dxdy = — ffR (x o -y 3y Ydxdy  (3.44)
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formuna doniisiir. Burada Green teoremini uygulayarak ve (¢, + ¢,) degerinin yanal

yiizey egrisi boyunca sifir oldugu hatirlanirsa (3.44) denklemi asagidaki sekle doniisiir:

M, = 2 f fR (&, + d,)dxdy. (3.45)

Formiilasyonumuzu, karigimi olusturan her bir katinin maruz kaldigr momenti ifade
eden kismi momentlere adapte edebilmek amaciyla (3.45) denklemine yeniden
bakalim. Oncelikle, C; ve C, bilesenlerinin M momentinin M, ve M, ile gésterilen bir
kismini tagidiklarint diistinelim (M = M; + M,). Daha once belirtildigi gibi, sinir
kosullarina gore prizmatik ¢ubugun yan yiizeyi herhangi bir yiklemeye maruz
degildir. Bu durumda, eger C; ve C, bilesenlerinin maruz kaldiklar1 kismi gerilme
vektorleri T,V ve T, olarak tanimlanirsa (T; = T, + Ti(z)), TW=0veT,® =0
olarak yazilabilir. Buna gore, yan yizey icin C; ve C, bilesenlerinin kismi gerilme

vektorii bilesenleri

Tx(l) = (0xx + az)n, + oyyny + 0,0, = 0,
Ty(l) = OyyNy + (Oyy + ax)ny + 0,0, =0,
Tz(l) = Oy, Ny + 0y, 0y + (04, + az)n, =0,
(3.46)
T,® = (1, — ay)n, + Thye Ny + Ten, = 0,

T, = myyn, + (1, — a;)ny + T,yn, = 0,

T,? = mn, + Ty Ny + (T, — ax)n, = 0

kosullarini saglamalidir. Burada, n, = 0 oldugu hatirlanip, (3.32)1 ve (3.33)1 kosullar1

dikkate almirsa C; ve C, icin (3.46)’deki kismi gerilme vektorlerinin x ve y
bilesenlerine ait iliskilerin saglandig1 goriilebilir. Tz(l) ve TZ(Z)’ye ait iligkiler i¢in ise

n, =, n, = — < bagmtilartyla birlikte (3.38) denklemleri kullamilarak

dos _ n ddz _
=0, S2=0 (3.47)

olmas1 gerektigi gosterilebilir. Buna gore, (3.47) denklemi ¢; ve ¢, ’nin kesit

siirlarinda  sabit olmasi gerektigini ortaya koymaktadir. Yine klasik elastisite
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teorisinde yapilana benzer sekilde i¢i dolu ¢ubuklar i¢in bu degerler sifir olarak kabul

edilecektir.

Uglarda ise, birim normal vektor bilesenleri n, = ny, = 0, n, = +1 degerlerini aldig1
icin, C; ve C, bilesenlerinin tarafindan tasinan M; ve M,, yalniz z-ekseni etrafinda
burulma momentinin etkidigi duruma ait sinir kosulu olarak asagidaki integrallerle

verilir:

M; = [f (xoy, —yo)dxdy, My = [, (xmy, —ymg)dxdy.  (3.48)

Bdylelikle daha dnce elde edilen (3.43) sinir kosulu yerine (3.48) sinir kosuluna (3.38)
bagmtilarini kullanarak bir kez daha Green teoreminin uygulanmasinin ardindan, sinir

yizeyinde ¢, =0 ve ¢, =0 olmasindan dolayr sinir integrallerinin ortadan
kalkmasiyla, (3.48) denklemleri asagidaki hali almaktadir.

M; =2 [, didxdy, M, =2 [f, ¢,dxdy. (3.49)

Toplam moment (M,) ile kismi momentler (M; ve M,) arasinda ek bir baginti elde
etmek amaciyla C; ve C, katilar1 tarafindan isgal edilen hacim oranlar1

8V, vy

V=% 8V (3.50)

seklinde ifade edildiginde (Rajagopal ve Tao, 1995), karisimi olusturan bilesenlerin
tasidiklar1  kismi  momentlerin  bu  hacim oranlariyla asagidaki  gibi

iliskilendirilebilecegini diistinebiliriz:
M; =yM;, M, = (1 _Y)Mz' (351)

Burada 6V, ve 8V,, karisimdaki 8V diferansiyel hacim elemaninda C; ve C, katilari
tarafindan isgal edilen kisimlar1 temsil etmektedir. Ayni zamanda y katsayisi

0 <y < 1 iliskisine bagh pozitif bir sabittir.

Prandtl] gerilme fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilen formiilasyon bu fonksiyonlarin
(3.39) denklemlerini saglamalarini ve kesit sinirinda sifir olmalarini gerektirmektedir.
f (x,y) fonksiyonu simir egrisini temsil etmek tizere, sinir f (x,y) = 0 iligkisi ile
tanmmlanirsa bazi geometriler igin gerilme fonksiyonlari ¢; = K;f (x,y) ve

¢, = K,f (x,y) formunda kabul edilebilmektedir. Burada K; ve K, keyfi sabitlerdir.
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Boylece, uygun K; ve K, degerlerinin secilmesi halinde yanal yiizeydeki sinir
kosullarmi ve (3.39) denklemlerini saglayan ¢oziimlerin bulunmasi miimkiin

olmaktadir.

3.2.1 Eliptik kesitli prizmatik gubuk

Simdi elde edilen ¢6ziim metodunu smir denklemi asagidaki gibi oldugu bilinen eliptik

bir kesit i¢in uygulayalim.

XZ 2
S+ g_ —1. (3.52)

Burada a ve b elipsin biiyiik ve kiigiik eksen yarigaplaridir. Yukarida belirtilen hususlar

dogrultusunda gerilme fonksiyonlar1 asagidaki gibi segilebilir:
2 2 2 2
o1 =Ky (5+5-1) ¢ =K, (5+5-1) (3.53)

(3.53)’de K, ve K, sabitleri

—(H1 0y +Hzay)a®b? —(Hzay+pzay)a’b?
K, = K, = 3.54
1 a2+b2 ro2 a2+b2 ( )

seklinde se¢ildiginde bu gerilme fonksiyonlari hem simnir kosullarini hem de (3.39)
denklemlerini saglar ve eliptik kesitin burulmasi problemine iliskin aranan ¢6ziim elde

edilmis olur.

(3.45) denklemi kullanilarak M,

M. = — Zazbz [(Ill + |J-3)au + (Hz + |.,l3)(XV] i deXdy
Z a2 R

a% + b2

1
+b—2ff yzdxdy—ff dxdy)
R R

olarak bulunur. (3.55) denkleminde birinci ve ikinci integraller sirasiyla y eksenine ve

(3.55)

x eksenine gore atalet momentlerini temsil etmekte olup, Ggtncl integral Kkesitin

alanini vermektedir. Integrallerin sonuglarinin (3.55) denkleminde yerine konmasiyla

. ma’b?[(uy + pz)ay + (iy + H3)oy] (3.56)
z az + b2 .
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elde edilir. Benzer sekilde (3.49) denklemlerini kullanarak M; ve M,

ma®b® (y ay+izay) ma®b? (up oty +p3otu)
aZ+b? » Mz = a2+b? (3.57)

M1=

olarak bulunabilir. (3.51) denklemlerini (3.57) denklemlerinde kullanarak a, ve o

burulma agilari icin uygulanan yik cinsinden p, p, # p3? kosulu altinda

(a?+b?) (H2M1—H3M2) _ My(a%+b?) M3(1—Y)—P-2Y)

% = ma3b3 HiHa—H3? ~ madh3 HaZ—piHp
(3.58)
— (a®+b?) (H1M2—H3M1 — M, (a?+b?) (H3Y‘H1(1—Y)
v ma3h3 HiHz—H3? ma3b3 HzZ—piHp

iliskileri ortaya ¢ikmaktadir. (3.38) denklemlerini kullanarak C; ve C, katilari igin

kismi gerilmeler

5. = Z2a%(autisay) _ _ 2Miy _ 2b2(miaytpszay) o 2MpX
XZ a?+b? = mab3’ yz = a2+b? " mba3’
(3.59)
b, —2a’(payHugay) o 2Myy _ 2b%(pay+uzon) - 2Max
XZ aZ+b? mab3’ yz aZ+b2 nba3
olarak elde edilip, (3.59) denklemlerinden o ve T bileske kayma gerilmeleri
2M1 Xz
\‘ GXZ + Gyz ~ mab a”‘
(3.60)

seklinde bulunur. a > b durumu igin o ve m’nin maksimum degerlerix = 0 vey = +b

icin olusacaktir. Bu durumda

_2My _ 2M,
Gmax - mab?2’ T[max - mab?2 (361)

olmaktadir. Son olarak, (3.59) denklemlerini (3.32) ve (3.33)’de kullanmakla yer
degistirme alanlarin1 belirlemek icin integre edilebilen iki sistem elde edilir.

Baylelikle,

(1) u® = (b*-a?) (2) (1) _ My(b2-a?)
Hiu + Hzu, ° = WXY, wau, + KU, Zn_aTXy (362)
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bagmtilart elde edilir. ul” ve ul®yi (3.51)’i kullanarak (3.62) denklemlerinden

hesaplarsak

u(l) — (bz_az) (H2M1—H3M2)X — M, (b?-a?) (H3(1—Y)—M2Y)Xy
z ma3b3 HiMz—H32 ma3bh3 MaZ—piHp ,
(3.63)
y® = (b?=a%) (aMazisMay o M (b?-a?) (ay—a @y o
z ma3b3 HiMa—H32 ma3h3 HaZ—piHo

olarak bulunur.

¥

/

P

I

Sekil 3.2 : Eskenar ticgen kesit.
3.2.2 Eskenar ii¢gen Kesitli prizmatik cubuk

Simdi, 3a yiiksekliginde eskenar iicgen kesitli prizmatik bir ¢ubuk diistinelim.
Kartezyen koordinat sisteminin merkezini kesitin agirlik merkezinde konumlandirip,
x ekseninin negatif dogrultusunun kesitin iki sinir dogrusunun birlesme noktasindan
gectigini kabul edelim (Sekil 3.2). Bu durumda, daha 6nce agiklanan gereksinimler
dogrultusunda, kesit sinirlarini olusturan denklemlerin ¢arpimi ile asagidaki formda

Prandtl gerilme fonksiyonlar1 kullanilabilir.

b, = Kl(x+ 2a+ \/§y)(x + 2a— \/§y)(x —a),

(3.64)
¢, = Kz(x +2a+ \/§y)(x + 2a — \/§y)(x —a).
Burada eger K, ve K, sabitleri
Kl — —(H1“u+u30‘v)’ K2 — —(H2“v+u30‘u) (3.65)

6a 6a
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seklinde secilecek olursa bu gerilme fonksiyonlar1 yanal yiizeyde sifir degerini
almasiyla sinir kosullarini saglayacak ve ayrica (3.39) denklemlerini de saglayacaktir.
Boylelikle gerekli tiim kosullar saglandigindan dolay1 eskenar ticgen kesitin burulmas1

icin ¢Oziim elde edilmis olmaktadir.

Burada (3.49) denklemlerini kullanarak M, ve M,

9v3at(uyay+itzay) M, = 9V3a® (ks oty i3 o) (3.66)

M. =
1 5 5

seklinde elde edilir. (3.51) denklemlerini (3.66) denklemlerinde kullanarak o, ve o,

burulma agilar1 uygulanan yiik cinsinden p, u, # ps? kosulu altinda

— 5v3 (H2M1—H3M2) — 5v3M, (M3(1—Y)—H2Y)
U 27a% Y pypp—ps? 27a* MaZ—piHo
(3.67)
— 5v3 (Hle—H3M1) — 5v3M, (H3Y—H1(1—V))
Vo 27a% N pypp—ps? 27a* HaZ—H1Hp

olmaktadir. (3.38) denklemlerini kullanarak C; ve C, katilari i¢in kismi gerilmeler

Oy = (l»’-l‘xu';'P-SaV) (X _ a)y, O_yz — (U1au2+l"-30‘v) (X + 2ax — y )
(3.68)
Ty, = (uzav:ljﬁo‘u) (X _ a)y’ Ty, = (UZO‘VZ"‘USOLU) (X 4+ 2ax — y2)

olmaktadir. (3.68) denklemlerini (3.32) ve (3.33)’de kullanmakla yer degistirme

alanlarini belirlemek i¢in integre edilebilen iki sistem elde edilir. Boylelikle,

2) _ (H1 Olu‘*‘ H3aty)

myus? + psul y(3x% —y?),
4 1) (3.69)
(0 (04
pul? 4 pgufl) = IR (32— y2y

6a

olur. u(l) (2),

yi (3.51) denklemlerini kullanarak (3.69) denkleminden hesaplarsak
g’ = 2y(3x% —y?), ul) = y(3x% - y?) (3.70)

olarak bulunur.
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3.2.3 Bagil hareket yapmayan ortamda kati bilesenlerinin yiik tasima oranlari

Bir 6nceki kisimda toplam burulma momenti (M,) ile C; ve C, katilar1 tarafindan
taginan kismi momentler (M; ve M,) arasinda ek bir bagint1 elde etmek amaciyla
Rajagopal ve Tao (1995) tarafindan sunulan (3.50) hacim orani bagintis1 kullanilarak
(3.51) iliskisi tanimlanmisti. Bu kisimda ise iki lineer elastik kat1 karigimi i¢in burulma
probleminin verdigi sonuglar A;, A,, A3, A, katsayilarindan bagimsiz oldugundan
dolayi, sadeliginin ortamin her bir bileseni tarafindan tasman yiikk miktarmin
anlasilmas1 konusunda faydali olacagi degerlendirilmektedir. Bu diisiinceyle, (3.51)
iliskisi goz ard1 edilip (3.20) esitligi dikkate alindiginda, bagil hareket yapmayan ortam
icin (3.63) yer degistirme denklemlerinden

M;(pp + p3) = My(py +p3) =0 (3.71)

iliskisinin varoldugu goriilebilir. Bu bagmti M = M; + M, denklemi ile birlikte
¢oziliirse her bir karisim bileseninin burulma momentini asagida verilen oranlarda
tasidiklar1 hesaplanmaktadir:

— __Mtis M, = Mz +U3
Witho+2us 20 2T pytpt2ps

M, M. (3.72)

Ayrica, (3.22)2’den veya (3.20) kosulu igin (2.15) iliskisinden p = p; + p, + 25
oldugu dikkate alinirsa yukaridaki bagintilarin payda kisimlarinin p terimine esit

oldugu anlasilmaktadir.

B = s anm yapilirsa (3.72) bagmtilar1 M; = M, ve M, = (1 — )M,
M1tHz+2U3

seklinde ifade edilebilir. Kisa siireligine goz ardi ettigimiz (3.51) kabullerinin verecegi
kismi burulma momentlerinin buradaki sonuglara esdeger olmasi gerektigi aciktir.
Ancak, deneysel veriler kullanildiginda  teriminin sayisal degerinin y hacim oranina
esit olmadig1 goriilmektedir. Bu sonuca gore kismi yliklemelerin dogrudan hacim

orantyla iligkilendirilmesi uygun bir yaklagim degildir.

Bilesenleri bagil hareket etmeyen bir karisim i¢in bilinmeyen biinye katsayilarinin
tespiti amaciyla yapilan hesaplamalarda Binark ve Dokuz (2017) tarafindan verilen
tanecikli yapidaki kompozit bir malzemeye ait asagidaki parametreleri bir 6rnek

olmas1 amaciyla burada kullanabiliriz:
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y=0.4, p, =70.99 GPa, p, = 161.7 GPa,
s = —58.07 GPa.

Burada, y, (3.50) hacim oranit bagmtisinda verildigi gibi C; bileseninin ortam
icerisindeki hacimsel oranini temsil etmektedir. Yukaridaki parametrelerin (3.72)

denklemlerinde kullanilmasiyla

M, = 0.111M,, M, = 0.889 M,

oldugu hesaplanir. Bu veriler kullanilarak, a = 32—b oranina sahip eliptik kesitli bir
cubuk i¢in bileske kismi kayma gerilmeleri, herhangi bir kesitteki carpilma ve z = b

kesiti igin (u)((l), u§,1)) yer degistirme bilesenlerinin degisimini temsil eden vektor alani

Sekil 3.3-3.5°de verilmektedir (X = % vey= %). Yiiksekligi 3a olan eskenar iicgen

kesitli bir cubuk i¢in ise benzer degisimler Sekil 3.6-3.8°da sunulmaktadir (X = = ve

a

y=2).

1.0F \
[ k
[}5: '.l‘
[ [}
: I.‘ ''''''''''''
7V 00— tae=
e “
- ] .‘
' 3
05} \ — 2
L 1 M
L ¥ 3
i \ - X
~10} ' Mo
-15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 1.5

X

Sekil 3.3 : x=0 ve y=0 dogrultular1 boyunca bileske gerilmelerdeki degigsimler.
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Sekil 3.4 : Herhangi bir z=sabit kesitindeki ¢arpilma.

10F -
e AN
05l ////”"“\\\\ _
A
I A vy
PR b rot ot
S A
LONNN N s e ]
NN == 7 A
-1.0 —
-1.0 -05 D_ID 05 1.0

. A o ) D) . - 2~ 2
Sekil 3.5 : z=b kesitindeki u; e, + u, e, vektor alani (ul? = uf? -, ul® = ul®2).

Sekil 3.6 : Uggen kesitte ii¢ yiikseklik boyunca bileske gerilmelerin degisimleri.
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4. BILESENLERI BAGIL HAREKET YAPILABILEN BiR ORTAM iCiN
KELVIN PROBLEMI VE BILINMEYEN KATSAYILARIN BELIRLENMESI
ICIN BiR UYGULAMA

Uclincti bolumde, iki lineer elastik kati karisimi igin (2.9) ve (2.10) binye
denklemlerindeki bilinmeyen A5, A, ve u; Kkatsayilarmin bagil deformasyona
ugramayan karigim ortamu i¢in elde edilmesi konusu ele alinmisti. Bu bélimde ise, C;
ve C, kat1 bilesenleri arasinda bagil harekete miisaade eden bir ortam i¢in ayni
katsayilarin (A3, A, Ve p3) belirlenmesi amaciyla klasik elastisite teorisinde Kelvin
problemi olarak bilinen bir ¢oziimden yararlanilacaktir. Hem literatiire katkida
bulunmak hem de gerekli bagintilar1 elde etmek amaciyla, Oncelikle, literatlirde iki
lineer elastik kat1 karisimi i¢in Papkovich-Neuber metoduyla ¢6zimi verilmis olan
Kelvin probleminin Galerkin vektorti metoduyla ¢6zimi elde edilecektir. Ardindan,
buradan elde edilen ii¢ bagimsiz denklemde tanecikli yapiya sahip 6rnek bir kompozit
malzemenin verileri kullanilarak bilinmeyen A3, A, Ve p; katsayilari igin bazi sayisal
sonuclar verilecektir. Son olarak, bagil hareketli ve bagil hareketsiz ortam kosullari

icin Kelvin probleminden elde edilen sonuglar arasinda bir karsilastirma sunulacaktir.

4.1 iki Lineer Elastik Kati Karisi i¢in Galerkin Vektorii Metoduyla Kelvin

Probleminin C6zimu

Iki lineer elastik katidan olusan bir karisim ortami igin Kelvin probleminin Papkovich-
Neuber metoduyla ¢6zimu daha 6nce Giirgoze ve Dokuz (1999) tarafindan verilmistir.
Burada, farkli bir yol olan Galerkin vektoriine ve eksenel simetrik problemler igin

uygun olan Love sekil degistirme fonksiyonuna ait temel bilgiler verilmektedir.

4.1.1 ki lineer elastik kat1 karisum icin Galerkin vektori

Birbirinden bagimsiz tim u‘® and u® yer degistirme vektorleri igin (2.21) denge
denkleminin saglanmasi gerektigine gore, bu denklem asagidaki gibi iki farkli Navier

benzeri denklemin toplami gibi diigiiniilebilir:
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(uy + H3)V2“(1) + A+ A+ + |.l3)V(V' “(1)) =0, (4.1)
1y + 1)V2u@ + g + A5 + 1, + uz)V(V- U(Z)) =0. (4.2)

Burada, (4.1) ve (4.2) denklemlerindeki katsayilarin asagidaki kosullar1 sagladiklari
kabul edilmektedir.

(M +p3) #0, (Mp+u3) #0, (A +24 +py +u3) #0,
M2+ 23+ +u3) 20, pyp, # pz?, (4.3)

(B + 2 = Dy + 21, — 558 = (45 + 215 — 2,

Gurgoze ve Dokuz (1999, 2002), (4.1) ve (4.2) denklemlerini yukaridaki diisiinceden
cok daha genel bir yol izleyerek Helmholtz teoremi yardimiyla ispatlamistir. Bu
diferansiyel denklemlerin klasik elastisite teorisinde bilinen Navier denklemlerinin
benzerleri olduklar1 asikardir. Bu sebeple, (4.1) ve (4.2) denklemlerinin ¢ézimuUni
elde etmek amaciyla, tekil elastik malzeme icin yapilana benzer sekilde u@ ve u®

yer degistirme vektorleri i¢in asagidaki vektorel iliskiler kullanilabilir.
u® = A, V2F, —V(V-F), (4.4)
u® = A,V2F, —V(V-F,). (4.5)

Burada, A; ve A, keyfi sabitler olup ileride secilecektir. (4.4) ve (4.5) denklemlerinin
her biri A; ve A, keyfi sabitleri disinda klasik elastisite teorisinde kullanilana seklen
ozdes oldugundan dolayr F; ve F, vektorlerini Galerkin vektorleri olarak
adlandirabiliriz. (4.4) denkleminin (4.1) denkleminde kullanilmasiyla agsagida verilen

biharmonik bagint1 elde edilebilir.

(1 + p3)A; V*Fy (46)
H[=(g +pz) + g + Ay + g + p3)(A — DIV[VZ(V-F)] = 0. |

Yukaridaki A; keyfi sabiti A;, A4, 11, 13 Sabitleri cinsinden uygun bir sekilde segilecek

olursa (4.6) denkleminin ikinci terimi ortadan kaldirilabilir. Su halde,
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4 _ _ 2(patpg)+ (A +2y)
VFE =0 A = (Ag+Ag+pq+p3)

(4.7)

iliskileri elde edilir. Benzer sekilde (4.2) ve (4.5) denklemlerinden de yukaridaki

yontem vasitayla asagidaki iliskiler elde edilebilir.

4 _ _ 2(uz+uz)+(Az+23)
ViE,=0, A= A2 +A3+u+u3)

(4.8)

Gerekli yerlerde kullanabilmek amaciyla, (2.22)-(2.25) denklemlerini Galerkin

vektorleri cinsinden diizenlemek de uygun olacaktir.

2e = A {V(V?F,) + [V(V?F)]T} — 2VV(V - Fy),

V-u® = (A, - DVE(V-Fy),

2g = A {V(V’Fy) + [V(V?F,)]™} — 2VV(V - Fy),

V-u® = (A, - DVE(VF),

o+ 0l = A (A — DVE(V- FI
2
HuA {V(V2F) + (VORI — () Voo - )
+2A3(A, — DV2(V- F)I
A, (V(V2R) + [V(PR)IT = (=) V(Y - )},

™ — azl = )\4(A1 - 1)V2(V ' Fl)l

sy (V2R + V7RI — : )7 Fol

1
2, (A, — DVE(V- F)I

oA, (V2R + [V(PR)]T = (=) V(Y - Fp)},

515"‘2 (A, — 1)VVZ(V-Fy) + 525“

2 (A, — 1)VV2(V-F,).

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Bundan boyle karisim ortamina ait pargacik konumlar1 x, y, z parametreleri ile

gosterilip, gerekmedikce indis notasyonu kullanilmayacaktir.

Eksenel simetrik problemlerde Galerkin vektoriiniin 6zel bir hali olan Love sekil

degistirme fonksiyonunu kullanmak uygun olmaktadir. Bu amagla, Galerkin vektorleri
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Z,(x,y,z) ve Z,(Xy,z) olarak tanimlanan iki Love sekil degistirme fonksiyonu

cinsinden
F, =2,(xy,2)i3, F,=7Z,(xYy,2)i; (4.14)

seklinde yazilabilir. (4.7), (4.8) ve (4.14) denklemlerinden, Z;(x,y,z) ve Z,(x,y,z)

fonksiyonlarmin
V4Z2,=0, V*Z2,=0 (4.15)

kosulunu saglamasi gerektigi, yani diger bir deyisle biharmonik fonksiyonlar olmalar1

gerektigi bilinmektedir.

(4.4), (4.5) ve (4.13) denklemlerinden yer degistirme vektorlerinin ve difuzyon kuvveti

vektoriiniin bilesenleri Love sekil degistirme fonksiyonu cinsinden asagidaki sekilde

elde edilebilir.
1 _ _ 0%Z 1 _ _ 0°Z @ _ 2 _ 0%Z4
Uy = = oxoz' Y oayoaz U, =AMqV'7Z az2’ (4.16)
(2) _ _0%Z (2) _ _0%Z, @ _ 2 _ 0%Zy
U =5 W = “ayar Yz = A,V4Z, 57 (4.17)
20 2a o (4.18)

Px = 0x 0z’ Py = dy 0z’ bz = 9z2’

Burada Q = ,[(A; — 1)p,V?Z; + (A, — 1)p,V?Z,]/p olarak tamimlanmaktadir.

(4.11) denkleminden birinci katiya ait gerilme bilesenleri

d
o-XX + 0(2 = [Al(Al - 1)V2Z1 + )L3 (Az - 1)V2Z2

d
z (4.19)
62
-2 Wz (M1Zy + p3Z3)],
63
Oxy = Oyx = _zm(ulzl + u3Zy), (4.20)
a a2
Oxz = Ozx = 5 [ A1 VPZy + n3A,VPZ, — 2@ (M1Zy + p3Zy)], (4.21)
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d
O-yy + 0(2 = & [Al (Al - 1)VZZ]_ + )\3 (AZ - 1)V2Z2
(4.22)

02
—2 32 (MZy + 13Z)],
d 92
Oyz = Ozy = ay [U1A1VZZ1 + 13A,V?Z, — 2@ (WZy + 13Z,)], (4.23)

d
55 A1 (A + 2p1) — MIVEZy + [A (A3 + 213) — A3]V2Z,

Gzz+a2:a

(4.24)

62
—2 322 (MZy + u3Zy)}

bagntilariyla ifade edilebilirken, ikinci katiya ait gerilme bilesenleri, (4.12)
denkleminde (A, ve A, ayni kalmak kosuluyla) A, A5, 14, U3 V€ a, katsayilar1 yerine

sirasiyla A4, A5, M3, Bo Ve —a, yazilarak asagidaki gibi yazilabilir.

0
Tyx — 0 = & A (A — 1)VZZ1 + A, (A; — 1)V222
(4.25)

02
-2 Iz (M3Zq + p2Z5)],
63
Ty = Tlyx = —Zm(usz1 + W2Z), (4.26)

0 62
Txz = Mzx = 5% [M3A;V?Zy + 1A, VPZ, — 2@ (M3Zy + p2Z3)], (4.27)

0
— 0 = =M (A = DVPZy + A, (A, — DVZ,

T 0z

yy
(4.28)

62
-2 ay2 (M3Z1 + 12Z3)],
3} 02
TMyz = Mgy = ay [M3A;V?Zy + 1A, VPZ, — Zﬁ (M3Zy + 12Z3)],  (4.29)

d
Ty — 0y = E{[A1 Ay + 213) — A ]V2Z1 + [A (A + 2p) — A,]VPZ,
(4.30)

62
=25 (03Z1 + pZ;)}.

Eksenel simetrik problemlerde silindirik koordinatlari kullanmak hesaplamalarda

kolaylik saglamaktadir. Bu durumda (4.14) denklemlerinde verilen Galerkin vektorleri
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F; = Z,(r,2)i3 ve F, = Z,(r,z)iz bagmtilariyla ifade edilirler. Ayrica, (4.16)-(4.30)

iligkileri yerine bunlarin silindirik formlarint kullanmak gerekmektedir. Silindirik

koordinat sisteminde yer degistirme vektorleri, difiizyon kuvveti vektorii ve gerilme

tansorleri asagidaki gibi yazilabilir.

1 . o%z L _ L _ 2 027
u, = __6r6;’ ug® =0, u,” =AVZ; — 6221,
(2 _ 0%z () _ () _ 2 0%z
u. " = _FOZZ’ ue = 0, u, —AZV Zz - 6222’

_0%q —0 __9%a
pr - araz’ pﬂ - 1 pZ - azz'

d
O-rr + 0(2 = E [Al(Al — 1)V2Z1 + )\3 (AZ - 1)VZZZ

62
=2 Bz (M1Zg + p3Z3)],

a 02
Orz = Ozr = 31 [11AV?Z; + 13A,VPZ, — 2@(“121 + 1sZy)],

Ogg + 0y = P (A — 1)V2Z1 + 2A3(A; — 1)VZZZ

0z
10
—Zga(ulzl + u3Z;)].
d 2 2
T — 0y = 5[7\4(A1 - DV?Z; + 2, (A, — 1)V2Z,
62
—267(u3Z1 + WpZ,)],
a ) ) 2
Tz = Tgr = 37 [M3A1VEZy + pp A VEZy — 2§(H3Z1 + 12Z,)],
0
T — Oy = 5= [}\4(A1 - 1)V2Z1 + )\2 (Az - 1)VZZ2

0z

10
—2-——(M3Zy + 1, Z5)].

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.24) denkleminde verilen o,, ve (4.30) denkleminde verilen t,, silindirik koordinat

sisteminde de Ozdes olarak gegerlidir ve geriye kalan gerilme bilesenleri

Org = Og;r = 0,9 = Og, = 0 Ve Tl g = Ty, = Mg = Mg, = 0 olmaktadir.
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4.1.2 Galerkin vektori yoluyla Kelvin problemi ¢ozimi

Bir 6nceki kisimda verilen yontem 1s1ginda iki lineer elastik kati karigimi i¢in Kelvin

probleminin Galerkin vektorii yoluyla ¢6ziimii asagida kisaca agiklanmaktadir.

Sonsuz bir karisim ortami igerisinde koordinat sisteminin orijini olarak kabul edilen
bir O noktasma sabit bir P tekil yukinin z ekseni dogrultusunda etkidigi
farzedilmektedir. Kelvin problemi i¢in genel sinir kosullari, gerilme alaninin sonsuzda
sifira yaklagmasini, orijinde tanimsiz olmasini ve orijini ¢evreleyen tim ylzeyler igin

Pe, bileske kuvvetine esdeger olmasini gerektirmektedir.

Iki lineer elastik kat1 karisimi igin her bir karisim bileseninin P tekil yikinin Py ve P,
ile gosterilen kismini tasidiklarmi diistinelim (P = P; + P,). Su halde, gerilme
alanmin birinci elastik kati i¢in P; e,, ikinci elastik kati i¢in ise P, e, bileske kuvvetini

dengeleyecek sekilde etkidigi diistiniilebilir.

// il =~ N
a - ) \ Z A
/ | \ |
4 1 \ 1
& | ~ |
4 | \ |
/ I \ ]
/I P \
/ \
7/ AN
.’ )
1 Ol ____SES. >
t‘ - 1 /
- - Y
e 4~ /
\\ /
\\\ > Bilegke kuvvet hesaplama
W 7
N /
L >

—
—— - —

Sekil 4.1 : Kelvin problemi.

Biharmoniklik kosullar1 dikkate alinarak Love sekil degistirme fonksiyonlar1 i¢in
Zl(r,Z) - N1R= N]_Vrz +Z2, Zz(r,Z) = N2R= NZVrZ +Z2 (440)

kabulleri yapilabilir.

Burada, N; ve N, keyfi sabitler olup smir kosullar1 yardimiyla belirlenmeleri
gereklidir. Love sekil degistirme fonksiyonlari i¢in yapilan (4.40) kabullerinin (4.24),
(4.30)-(4.39) denklemlerinde kullanilmasiyla yer degistirmeler, difiizyon kuvveti ve

gerilme alanlar1 asagidaki gibi elde edilebilir.
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(2A;-1)

(1) _ Nyrz (1) _ 1 _ z?
U =75 Ug =0, u; =Ny [—/—+],
(2) _ Narz 2 _ 2 _ (2A,-1) =z
U =75 ug =0, u =N ——+],

2 _ZZZ)

Pr —6nﬁ,pe=0,pz=—2n9§;<

M1 —A)+ zZ 3r?z
O + 0 = 2N, (A ( 1) M) Ull

RS

+2N,

(Az(1-Ax)+pg)z  3rizps
R3 RS |’

2N;z[A (1= Ap) + 4] + 2N,z[A3(1 — A;) + s3]

Ogo + o, = R3 R3

AMA; =1+ 2A, —3))z 3z3
Gzz+a2:_2N1l( 1(A; ) + (24, ) " llll

R3 R5

r 4 3
—2N, [(7\3(A2 1)+RL;3(2A2 3))Z+3ZRSH3]’

(A,-1) 3 (A,—1) 3z2
0r2 = = 2Napy [ 4 3] —2Napa 22 + 57

(A, (1 - A1) tU3)z 3r?zy;
T — 0 = 2Ng

RS

_ 2
+2N2 [(7\2(1 25)"‘!’-2)2 _ 3rR?12],

2N12[7\4(1—A1)+}13] 2N22[7\2(1—A2)+}l2]
R® + R®

Tgg — Az =

AA; — 1D +p(2A, —3))z 328
ﬂzz—az=—2 1[( 4( 1 ) ug( 1 )) + |'l3]

R3 R®

_ _ 3
—2N, (A2(A 1)+RL;2(2A2 3))Z+3ZRSP-2]’

— 2
T, = —2Nqp3 [(Al 1)r s (A2~ Dr , 32 r].

B | o, [P 4 2

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

Burada m Kkatsayisi, n = 0(2[(A1 — DN;p, +(A; — 1)N251]/5 bagintisin1  temsil

etmektedir. Denklem takiminda yer alan ikinci katiya ait gerilme bilesenleri, daha 6nce
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de belirtildigi gibi, birinci katiya ait gerilme bilesenlerinde A; ve A, aymi kalmak
kosuluyla A;, A3, 4, U3 Ve «a, katsayilar1 yerine sirasiyla A4, Ay, H3, 1L, Ve —a,

yazilarak elde edilebilmektedir.

(4.41)-(4.51) denklemlerinde agik¢a goziiktiigii gibi gerilmeler, yer degistirmeler ve
difuzyon kuvveti sonsuzda sifira yaklagsmakta, orijinde tanimsiz olmaktadir. Bileske
kuvveti hesaplamak igin Sekil 4.1°deki gibi orijini gevreleyen keyfi bir silindirik ylizey
diistinelim. Silindirin Ust ve alt yizeyleri z = +a ile smnirlandirilmis olsun ve yarigap1
sonsuza yaklagsin. Su halde, birinci ve ikinci katinin z dogrultusundaki denge hali i¢in

sirasiyla

[o e}

fooZm“(ozz + a,)(r,a)dr — f 2mr(o,, + a,)(r,—a) dr
0 4 (4.52)

+ lim fooo 2mro,,(r,z)dr + P, = 0,
r—oo

[o e}

fooZm“(TrZZ —ay)(r,a)dr — f 2mr(m,, — a,)(r,—a) dr
0 0

(4.53)
+ lim | 2mnrm,(r,z)dr+P, =0
r—-oo 0
yazilabilir. Bu denge denklemleri ise gerekli integrasyonlardan sonra
Py = 8m[N; (A + 2py) (A — 1) + N (A3 + 2p3) (A, — 1], (4.54)
P, = 8m[N; (A4 + 2p3) (A; — 1) + N (A, + 2p5) (A, — 1)] (4.55)
bagintilarini verir. Béylece N, ve N, sabitleri
_ Pr(A; + 2p;) — P (A3 + 2p13)
N, = , (4.56)
8m(A; — D[\ + 21) Az + 212) — (A3 + 2p3) (A + 2113)
_ P (A + 2py) = Py (Mg + 2p13)
N, = (4.57)
8m(Az — D[(A + 2p1) (A + 212) — (A3 + 2pz) (Mg + 2p3)

olarak hesaplanabilir. Bu sekilde, iki lineer elastik kati karisimi i¢in Kelvin

probleminin Galerkin vektori yoluyla ¢6ziimii elde edilmis olmaktadir.
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4.2 Bagil Hareket Yapabilen Ortam Kosulunda Biinye Denklemlerindeki

Bilinmeyen Katsayilarin Belirlenmesi

Bolum 3.1.1 ‘de, iki lineer elastik kati1 karigimimin bunye denklemlerinde yer alan
bilinmeyen katsayilar arasinda basit ¢ekme, basit kayma ve hidrostatik basing
deneyleri yardimiyla (3.13), (3.16) ve (3.19) analitik iliskileri elde edilmisti. Burada,
Binark ve Dokuz (2017) tarafindan verilen bu iligkiler bagil hareket yapabilen bir
ortam icin kullanilarak, blinye denklemlerindeki bilinmeyen A5, A, ve 5 katsayilarinin

nasil belirlenebilecegine dair 6ngodriilen yontem tanitilmaktadir.

Iki lineer elastik kat: karigimi ortamimda Kelvin problemine ait yer degistirmeler
silindirik koordinatlarda (4.41) ve (4.42) denklemleriyle verildigine gore, her iki
katmin birim sekil degistirme tansorleri x, y, z degiskenleri cinsinden yazilan (4.41)
ve (4.42) denklemlerinin (2.8)’de kullanilmasiyla elde edilebilir. Karigimin tiimii 6zel
bir tekil ortam gibi davrandigi igin, gerekli eslestirmelerin yapilabilmesi amaciyla,

tekil ortama ait klasik ¢ozlime de ihtiya¢ duyulmaktadir. Literattrde tekil ortam icin

Kelvin problemine ait yer degistirmeler, A = v (113—1)) ve v =7 (X};u) tanimlar1
yardimiyla
_ 2
2uw, =%, wg =0, 2pw, =A[2(1—R2U)+%+%] (4.58)

seklinde verilmektedir (Sadd, 2005). Bu bilesenler kartezyen degiskenler cinsinden
yazilarak (2.16) yardimiyla Kelvin problemi igin esdeger tekil ortama ait birim sekil
degistirme tansorii elde edilebilir. Bu noktadan sonra, bagil deformasyona ugrayabilen
karisim ortami icin bilinmeyen katsayilarin tespiti amaciyla gerekli islemler

yapilabilir.

Karisim bilesenleri ve esdeger tekil ortam i¢in elde edilen birim sekil degistirme
tansorleri ile (3.13), (3.16) ve (3.19) denklemlerine gidildiginde, (3.16) ve (3.19)
denklemlerinin esdeger hale geldigi goriiliir. Bu durumda, U¢ bilinmeyenin (A3, A, ve
us) belirlenebilmesi icin gerekli olan ek denklem, iki lineer elastik kati karigiminin
teorik altyapisinda var olan, (2.19) bagintisinin hesaba dahil edilmesiyle elde

edilmektedir.

Bilesenleri arasinda bagil hareket olmayan karigim durumunda €, = €mm = Emm

olacagi i¢in (2.19) denklemi (2.12) geregince otomatik olarak saglanmaktadir. Bu
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sebeple (3.22) ile verilen denklem takiminda yer almaz. BOylece, bilesenleri bagil
hareket edebilen bir karigim ortami séz konusu oldugunda, U¢ bilinmeyen katsay1

(3.13), (3.19) ve (2.19)’den olusan

Eg;; = Ejeqq + Ezgoo,

(37\ + Zu)smm = [3()\1 + A4) + 2(”1 + MB)]emm
(4.59)

+[3(A; +2A3) + 2(1z + H3)]8mm:

psmm = 51emm + ﬁzgmm

denklem takimi yardimiyla belirlenebilir. Buna ek olarak, Bolim 3.2.3’te karisimi
olusturan bilesenlerin tagidiklar1 kismi yiiklerin dogrudan hacim oraniyla
iliskilendirilmesinin dogru bir yaklasim olmadigi belirtilmisti. Bu sebeple, birinci
katmin tasidig1 yiik orani B ve ikinci katinin tagidig1 yiik orani (1 — ) ile gosterilip,

kismi yiikler asagidaki gibi iliskilendirilecektir.

P, =BP, P, =(1—p)P. (4.60)

4.2.1 Bilinmeyen katsayilarm belirlenmesi

Yapilan hesaplamalarda (3.13) denkleminin igerdigi nonlineerlik sebebiyle A3, A4 ve
us katsayilarinin, (3.23)-(3.25)°te oldugu gibi, analitik olarak hesabinin mimkin
olmadig1 goriilmiistiir. Sayisal ¢oziim aramak amaciyla Binark ve Dokuz (2017)
tarafindan kullanilan tanecikli yapiya sahip kompozit bir malzemenin verileri
kullanilacaktir. Bu makalede kullanilan Hsieh, Tuan ve Wu (2004) tarafindan saglanan
tanecikli yapiya sahip Al203-NiAl kompozitine ait veriler Cizelge 4.1 ve Cizelge
4.2°de gosterilmektedir.

Cizelge 4.1 : Al203 ve NiAl katilarina ait 6zellikler (Hsieh, Tuan ve Wu, 2004).
Teorik Elastiklik

! Poisson
yogunluk moduli Lamé¢ katsayilar1 (GPa)
(gr/cm®) (GPa) orar
NlAI 510 = 5.95 E10 = 186 U190 = 0.31 }\10 = 115.8 Wi = 70.99
A|203 ﬁZO = 3.98 Ezo =401 Upo = 0.24 }\20 = 149.3 Uoo = 161.7
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Cizelge 4.2 : NiAl katisinin farkli hacim oranlar igin Al203-NiAl kompozitine ait
bazi deneysel sonuglar (Hsieh, Tuan ve Wu, 2004).

. Elastiklik : .
vy (NiAl) modulii (GPa) Poisson orani Lamé katsayilar1 (GPa)
0.3 301 0.238 A=110.4 n=121.6
0.4 293 0.257 A=1233 u=116.5

Cizelge 4.1°de NiAl katisinin tekil haldeki 6zellikleri p;¢, E1g, V10, A0, Ky il€, Al203

katisinin tekil haldeki 6zellikleri iSe p,q, E2q, Va0, Az0, Hyg ile gosterilmistir.
Bagil hareketi olmayan ortam icin (4.60) kabullerindeki B katsayis1 (3.20) esitligi ve
(3.23)-(3.25) denklemleri kullanilarak

b= 2p(Ay — A+ p 4 py — pp) A — By + 1)
2pu(A +2p)

(4.61)

seklinde elde edilir. Burulma probleminin verdigi sonugla karsilastirildiginda p yuk
tagima oranlarmin farkli oldugu goriilmektedir. Buna gore, farkli tip zorlanmalar igin

karigim bilesenlerinin tagidiklar: yik oranlarmin da farkli olacagi sdylenebilir.

Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2°de verilen degerlerin bagil hareketsiz bir karisimin Kelvin
problemi ¢6ziimiinde kullanilmas1 sonucunda elde edilen yiik tasima oranlar1 Cizelge
4.3’de sunulmustur. Burada goriildiigii gibi, bilesenlerin tasidiklar1 ylkler Al2O3-NiAl
kompozitinin 0.3 ve 0.4 hacim oranlar1 igin farklilik gostermektedir.

Cizelge 4.3 : Al2Os ve NiAl kat1 bilesenlerinin, bagil hareket olmayan ortam
kosulunda, Kelvin ve burulma problemleri i¢in tasidiklar1 yiik oranlari.

Y Problem Tipi NiAl bileseninin Al20s3 bileseninin
(NiAl) P tagidig1 yiik oran1 (B)  tasidigi yiik orani (1-3)

Burulma 0.111 0.889

0.3
Kelvin 0.265 0.735
Burulma 0.123 0.877

0.4
Kelvin 0.286 0.714

Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2°de verilen degerlerin, bilesenleri bagil hareket edebilen bir

ortama ait, (4.59) denklem takiminda kullanilmasi neticesinde A3, A, ve p; katsayilari
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icin birden ¢ok ¢6zim kimesi elde edilmektedir. Bu ¢oziim takimlar1 arasinda segim

yapilirken, reel koklerin

€Y

i. u veu(z)

yer degistirmelerinin zit yonlerde bulunmasina izin vermemesi,

ii.  Izotropik bir elastik kat1 karisim1 igin Borrelli ve Patria (1983) tarafindan (4.62)

ile verilen kisitlamalara uygun olmasi

kosullar1 dikkate alinmistir.

}\1 + 2“.1 _5250(2 2 O, }\2 + 2“.2 _5150(2 2 0,
(s + 21 — 592 < Oy + 20, - £, + 20, - 1), (462)

(13)* S Wiz, 1 20, pp 2 0.

Cizelge 4.3 kullanilarak, bagil hareketli ortamda yukarida bahsedilen beklentileri
karsilayan A3, A, Ve ps katsayilari ile, (3.23), (3.24) ve (3.25) denklemlerinden elde
edilen bagil hareket yapmayan ortam ¢6ziimiine ait katsayilar topluca Cizelge 4.4’de

verilmektedir.

Cizelge 4.4 : NiAl bileseninin farkli hacim oranlar1 i¢in elde edilen kabul edilebilir
A3, A4 Ve us katsayilart.

(N?:AI) Karisim Ortami Hesaplanan katsayilar
0.3 Bagil hareketsiz A3 = —52.84 GPa, A, = —101.81 GPa, p; = —55.56 GPa
Bagil hareketli
0.3 o A3 = —52.84 GPa, A, = —101.81 GPa, p3 = —55.56 GPa
(1. uygun ¢oziim)
Bagil hareketli
0.3 o A3 = —60.67 GPa, A, = —92.67 GPa, u; = —54.70 GPa
(2. uygun ¢6ziim)
0.4 Bagil hareketsiz A3 = —39.66 GPa, A, = —102.16 GPa, p3; = —58.07 GPa

Bagil hareketli
0.4 A3 = —39.66 GPa, A, = —102.16 GPa, p; = —58.07 GPa
(1. uygun ¢dzim)

Bagil hareketli
0.4 A3 = —48.24 GPa, A, = —91.88 GPa, p; = —57.12 GPa
(2. uygun ¢ézim)

Cizelge 4.4’de gorildigi gibi, Al203-NiAl kompoziti i¢in bagil hareketli ortam

caligmasinda her bir hacim orani igin ikiser adet A5, A, ve p; kabul edilebilir katsayi
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grubu elde edilmektedir. Bunlardan ilki, bilesenleri bagil hareket edemeyen ortam

kosulundan elde edilenler ile 6zdes ¢ikmaktadir.

4.2.2 Elde edilen bilinmeyen katsayilarin verdigi sonuclar

Al203-NiAl kompozitine ait deneysel veriler kullanilarak bagil hareketli ve bagil
hareketsiz karisim kabulleri altinda A5, A, ve p; katsayilari i¢in elde edilen ¢6ziim
kiimeleri Cizelge 4.4’te sunulmustu. Bu sonuclar iki lineer elastik kat1 karigimi igin
Galerkin vektori yardimiyla ¢ozdiigiimiiz Kelvin probleminde kullanilarak, her bir
katinin ugl) ve uf) yer degistirme vektorii bilesenlerinin ortam igerisinde nasil

degistikleri Sekil 4.2-4.5 ile verilen grafiklerde gosterilmektedir.

Goriildiugi gibi, Kelvin probleminde, bilesenleri arasinda bagil hareket olmayan ortam
kosulunda ugl) = u§2> olan grafikler elde edilmektedir. Benzer sekilde, bagil hareketli
ortam icin elde edilen birinci ¢ozim kiumesi 6ncekiyle esdeger oldugu igin ayni yer
degistirme grafiklerine tekrar ulasilmaktadir. Bagil hareketli ortam i¢in elde edilen

ikinci ¢ozlim kimesi ise birbirinden farkli yer degistirmeler yapan kati bilesenleri

acikca gostermektedir.

0.006| -

----- z=02

........ z=0.3

0.005}
u"/P 0.004]
u?IP o 003t

0.002} |
0.001
0-000 ;\ L L L | L L L | L L L | L L L | L L L \7
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r
Sekil 4.2 : y = 0.3 i¢in bagil hareketsiz ortamda Kelvin problemine ait ugl) ve uf)
degisimleri.
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0.008

0.006|

u /P

u@ /P 0.004]

0.002|

0.000

T

Sekil 4.3 : y = 0.3 i¢in bagil hareketli ortamda Kelvin probleminin 2. ¢6ziim

0.007]
0.006
0.005|

u'IP 9004

4P 4003
0.002
0.001
0.000

Sekil 4.4 : y = 0.4 i¢in bagil hareketsiz ortamda Kelvin problemine ait ugl) ve

€Y

grubunun verdigi u, * ve uf) degisimleri.

T

— 2z=01

=== z=0.2

-eee 2203 |

degisimleri.
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0.008|
0.006|
e

u?IP 0.004/

0.002|

0-000
L L L L L L L L L L L L L L

Sekil 4.5 : y = 0.4 i¢in bagil hareketli ortamda Kelvin probleminin 2. ¢dziim
€Y

grubunun verdigi u, * ve ugz) degisimleri.
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5. HACIM ORANI iLE ILISKILENDIRILMIS ELASTIK KATSAYILAR VE
KARISIM ORTAMININ BILINMEYEN KATSAYILARININ BU DURUMLA
TLISKiSI

Karisimlar teorisinin kullandigimiz formu biinye denklemlerindeki katsayilarin
bilesen hacim orant ile ilgisi konusunda kisitlayici bir 6ngdrii sunmamaktadir. Buraya
kadar yapilan hesaplamalarda, tanecikli yapiya sahip Al203-NiAl kompozitini
olusturan Al203 ve NiAl katilarmin tekil haldeki malzeme oOzellikleriyle karigim
durumundaki 6zellikleri esdeger kabul edilerek, bagil hareketli ve bagil hareketsiz
ortamlarda bilinmeyen katsayilar hesaplanmis ve akabinde bunlarin kullanilmasiyla

elde edilen sonuclar gésterilmisti.

Literatlirde gozenekli malzemelerin elastik 6zelliklerini tahmin etmek igin bir ¢cok
caligma bulunmaktadir (Choren, Heinrich ve Silver-Thorn, 2013). Bu boélimde de
kompoziti olusturan her bir katinin karigim igerisindeki 6zellikleriyle tekil haldeki
ozellikleri arasinda bir bagint1 elde etmek amaciyla her bir katiy1 diger katinin hacim
orani kadar gézenek igeren bir yapida kabul ederek literatiirdeki ¢aligmalar1 iki lineer
elastik kat1 karigimina uyarlama amagli bir inceleme yapilmaktadir. Bu vesileyle, hem
literatiire katki sunmak hem de bulunan sonuglar1 irdelemek amaciyla, iki lineer elastik
kat1 karisimi igin Hankel transformasyonu metoduyla Boussinesq probleminin ¢ozimi
de ele alinacak ve bilesen katsayilarinin yeni formlar1 igin bagil hareketsiz ve bagil

hareketli ortam durumlarinin verecegi sonuglar degerlendirilecektir.

5.1 Hacim Orani ile liskilendirilmis Malzeme Ozellikleri

Karisim kanunu adi verilen ve iki bilesenli ortamin elastiklik modalinin dist sinirini
temsil eden E = pE;, + (1 — p)E,, bagntisi, esdeger elastiklik modultne her bir
bilesenin tekil haldeki degerinin kendi hacim oraniyla dogru orantili olarak katki
sagladigimi kabul etmektedir. Burada p birinci katinin karisim igindeki hacim oranini
temsil etmektedir. GOzenekli malzeme benzetimi yapmak ve elastik Ozelliklerini
tahmin etmek amaciyla, 6rnegin birinci kati igin E;, = 0 alinirsa, bu durum p hacimsel

gozenekliligine sahip ikinci bilesenden olusan bir ortam anlamina gelecektir. Yukarida
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verilen diisiince temel alindiginda, malzeme 6zelligi ile gézeneklilik arasinda en basit

iliski olarak
E, = Eo(1-p) (5.1)

bagmtis1 karigim ortaminin bilesenleri i¢in de kullanilabilir. Burada E,, p oraninda
gozeneklilik iceren malzemenin efektif elastiklik moduli ve E, bosluksuz kati

malzemenin elastiklik modultdur (Choren, Heinrich ve Silver-Thorn, 2013).

Onceki bdliimlerde oldugu gibi birinci katmin karisim igerisindeki hacimsel oran1 y
ile, ikinci katininki ise (1 —y) ile gosterilecektir. Su halde, her bir katinin karigim
icindeki elastiklik moduli (5.1) denklemiyle temsil edilecekse, birinci kati i¢in
p = (1 — ), ikinci kat1 igin p = y degerleri kullanilmalidir. Boylelikle, bilesenlerin

karisim i¢indeki elastiklik modulleri
E; = Eqov (5.2)

E; =Ey(1-7Y) (5.3)

seklinde iliskilendirilebilir.

Klasik elastisite teorisinde Lamé katsayilari, Poisson orani ve elastiklik modiilii

arasinda

E

“2a+v) 64

1l

- VE _ WE—2p) (5.5)
T (1+4+v(1-2v) 3u-—-E

iliskileri verilmektedir. Bu durumda, (5.2) denkleminin (5.4) ve (5.5) iliskilerinde
kullanilmasiyla birinci katinin karigim igindeki Lamé katsayilarinin (A4, p;) katinin
tekil haldeki elastiklik moduli ve Poisson oraniyla olan iliskisi asagidaki gibi elde
edilebilir. Benzer sekilde, (5.4) ve (5.5) iliskilerinde (5.3) denkleminin kullanilmasiyla

da ikinci katinin karigim i¢indeki Lamé katsayilar1 (A,, p,) elde edilmektedir.

YE10

~ 2(1 +vyp) (5.6)

My
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(- Y)E20

= g
M2 = 51 + vy (5.7)
YV10E10
A = 5.8
! (1 4+v10)(1 = 2vyq9) (8)
1-— E
A ( Y)Vz0E20 (5.9)

B (1 +v30) (1 — 2uy)

Buna gore, yukaridaki denklemlerden birinci ve ikinci katinin karisim igindeki Lamé

katsayilariim her bir katinin tekil haldeki Lamé katsayilari ile olan iligkisinin

M1 = Yhio (5.10)
Mz = (1 = Y)Hzo (5.11)
A = YA (5.12)
A= (1—y)Ay (5.13)

seklinde oldugu goriilebilir. Bu varsayimin sonucu olarak, her bir katinin tekil haldeki

Poisson orani ile karigim ig¢indeki Poisson orani 6zdestir (V; = V4, Uy = V).

Buna ek olarak, sekil degistirmeden 6nceki ortam yogunlugunun birinci ve ikinci

bilesenin tekil haldeki yogunluklar ile
P=Ypo t (X1 —V)py, (5.14)

seklinde lineer bir iliskiye sahip oldugu ve her bir bilesenin karisim igerisinde (ilk

andaki) yogunluklarinin da, (2.12) ve (5.14) denklemlerinden yola ¢ikilarak,
P1 = YP1o (5.15)

P2 = (1 —¥)P2o (5.16)

seklinde yazilabilecegi diisiiniilebilir.
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5.2 Iki Lineer Elastik Kati Karisimi icin Hankel Déniisiimii Metoduyla

Boussinesg Probleminin Cozumu

Iki lineer elastik karisim icin Boussinesq probleminin Galerkin vektori yoluyla
¢OzUmu Dokuz ve Glirgdze (2002) tarafindan verilmistir. Daha sonra Dokuz (2005)
bu ¢6zimi baz alarak iki lineer elastik katidan olusan izotropik bir karisimin rastgele
dagilimli elastik kiirelerden olusan tanecikli bir kompozit malzemeye mekanik
davranis acisindan esdeger kabul edilmesinin getirecegi sonuglari bulmay1 amaglayan

bir ¢alisma gergeklestirmistir.

Burada ise, daha Once yapilan c¢alismalardan farkli olarak problemin Hankel
transformasyonu metoduyla ¢ozimu verilerek, hacim oraniyla iliskilendirilmis
katsayilarin ortamin bagil hareketsiz ve bagil hareketli olmasi durumlar1 i¢in ne

cevaplar verecegi irdelenmektedir.

5.2.1 Iki lineer elastik kati karisimina ait bagintilar icin Hankel déniisiimii

Boliim 4°te iki lineer elastik kati karisimi i¢in Kelvin probleminin ¢éziimii verilmisti.
(4.60) bagintilarindaki kismi yiik paylasimina paralel bir sekilde birinci ve ikinci
elastik kat1 bilesenin ortama uygulanan P(x,y) yukune sirasiyla  ve (1 — ) orani
oOlglisiinde maruz kaldig1 kabul edilirse, bu durumda Boussinesq problemi icin sinir

kosullar1

(Gzz + a2)|z=0 = BP(X' Y)’ (T[zz - O(2)|z=0 = (1 - B)P(X,y),

(GXX + a2)|Z=O = 0’ (T[xx - a2)|z=0 = O,
(5.17)
(o4 + 0‘2)|Z=0 =0, (m,- 0‘2)|Z=0 =0,

=0

=0, “YZ|z=o =

GXZ|Z=0 = 0! T[XZ|Z=0 = 01 0-yz|Z=0

seklinde yazilabilir. Eksenel simetrik problemlerde silindirik koordinatlarin

kullanilmasiyla (5.17) siur kosullar1 asagidaki gibi ifade edilebilirler:

(Gzz + O(2)|z=0 = BP(I‘), (T[zz - aZ)lZ:O = (1 - B)p(r)’
(Grr + O(2)|z=0 =0, (T[rr - (XZ)lZ:O =0, (518)

GI‘ZlZZO = 0) T[rzlzz() = 0.
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Silindirik koordinatlarm kullanilmasimi gerektiren yiiklemeler i¢in, Bolim 4’te de
tanimlanan, Love sekil degistirme fonksiyonlar1 Z, (r,z) ve Z,(r,z) biciminde ifade
edilmektedir.
Bir f(r) fonksiyonunun n. mertebeden Hankel transformu

(k) = H,{f(r); k} = f r f(r)], (rk)dr (5.19)

0

seklinde tanimlanmaktadir. Ters Hankel doniistimi ise

f(r) = f ookf“(k)]n(rk)dk (5.20)

bagintistyla verilmektedir. (5.19) kullanilarak elde edilmis olan ve problem

¢cozimilnde ihtiyag duyacagmiz temel Hankel dontisim iliskileri asagida
listelenmektedir:

_ d2z9 = d2z9
HO{VZZ1;k} = _kZZ? + dzzl’ HO{VZZZ; k} = _kZZS + dzzz’

H, {a Z1 k} dmz? H, {amz2 . k} h @

ozm ’ dzm '’ azm ’ dzm "

(5.21)

Hy {525k} = —KZ9, Hy {525k} = k8,

ho {5 +33] 2l = =020 o ([5G + 5] 2ok = ezt

(5.21) doniisiimlerinin yardimiyla silindirik koordinat sistemindeki (4.31), (4.32) yer
degistirme vektorleri ve (4.33) diflizyon kuvveti vektori

_ d_O _ d2_0
T =k % O = A K70 + (A, — )dzzzl’ (5.22)
_ dzy _ d2z9
00 = k=22 0,% = —AK 7Y+ (A, - )TE (5.23)
_ _ daao
pr = —kQ° p)=" (5.24)

seklinde yazilabilir. Burada 0° = 2 [ k2 d dz3] [(A; — Dp,ZY + (A, — 1)p,Z9]

olarak tanimlanmaktadir. Doniisiim islemlerini kolaylagtirmak amaciyla birinci kati

I¢in o, Ve ogg gerilme bilesenlerinin toplamini, ikinci kat1 i¢in de .. Ve mgg gerilme
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bilesenlerinin toplamini kullanirsak, (4.24), (4.30) ve (4.34)-(4.39) denklemlerinin

Hankel doniisiimleri

d _ _
(Orr + Oo0  20)° = 2k ([ = Ay (Ar = DIZ? + [1s = As(A, = DIZ3)
(5.25)
+2. 5 DA - DZ + 458, - DZY],

=K’ (H1A1Z1 + H3AzZ 0) + k [H1(2 A1)ZO +u3(2 - Az)Zz] (5.26)

(02 + )0 = [ kz_"'_]{ [A (A + 21y) — M]Z9

d
(5.27)
_ d3 _ _
+ [A, (A3 + 2p3) — 23179} — 2@(“129 + u3Z9)
d _ _
(Tt + T — 20,)° = ZkZE{[Hs — (A = DIZY + [ — 2,(A, — 1)]Z3}
(5.28)

a3 _ —
t2 3 Ma(Ay = DZY + A, (A, — DZ3],

Ty = k3(sA1Z9 + 1AL Z9) + k [H3 2-ADZY + (2 -AZI], (5.29)

3

S d
(T[zz - (XZ)O = [_kz -—+ T3

dz  dz {[A1 (A4 + 2p3) — 7\4]29

(5.30)

_ d3 _ _
+[A (A + 2p,) — AZ]ZS} - 2@(“32:? + HZZS)

olarak elde edilmektedir. Doniisiimleri yapilmis denklemlerle iliskilendirebilmek

amaciyla, (5.18) sinir kosullarinin da Hankel doniistimleri asagidaki gibi bulunur:

(GZZ + a2)0|2=0 = Bﬁo(k)’ (T[zz - (X2)0|2=0 = (1 - B)ﬁo(k)’
(5.31)

—1 _ =1 _
Oz |, = 0, m, oo = 0.

(4.15) denklemlerinin Hankel doniistimleri, (5.21) uyarinca, Love sekil degistirme

fonksiyonlar1 i¢in

2

[~z + ] 729 =0, [- k2+d—22 79 =0 (5.32)

dz2

ifadelerini vermektedir. Bunlarn ¢dziilmesiyle de Z?(k,z) ve Z2(k,z) Love sekil

degistirme fonksiyonlar1 i¢in

52



Z9 = (Cy1 + Cyokz)e ™, Z9 = (Cyy + Cpokz)e™ (5.33)

iliskileri elde edilir. Burada, C,4, C;,, C,4, C,, integrasyon sabitleridir. (5.31) sinir

kosullar1 yardimiyla integrasyon sabitleri

=0 =0 =0 =0
P (k P (k P (k P (k
Cip=my k_(3)’ Ciz=m %, C2p =my %, Caz =1y k(?,) (5.34)

olarak bulunabilir. Buradaki sabit katsayilar, (4.7)2 ve (4.8)2 tanimlar1 da dikkate

alinarak,

— M +A) [BOo+A3+U +p3)—A3— 3]
(CERTEPN

1

_ (g2 tpg +ug) [BOAo A3+, +H3) —A3— 3]
(Hp+p3)

ny

(5.35)
_ Qo +23)[BAu+Astps +p3) -~
(2 +u3)

m2=

_ oHAg+pa+pz) B +As+p +13) —A — 4]
(Hz+p3)II

n, =

seklinde yazilabilmekte ve IT = 2[(A; + 1) (A, + 1) — (A3 + u3) (A4 + p3)] esitligi
ile IT katsayis1 temsil edilmektedir. Sonug olarak, (5.33)’te verilen doniismiis Love

sekil degistirme fonksiyonlari

-0 =0
79 = (my +nike)e 282 78 = (m, + ngkr)e e L0 (5.36)

formunda elde edilmis olmaktadir.

Sekil 5.1 : Boussinesq problemi.
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5.2.2 Hankel doniisiimii metoduyla Boussinesq problemi ¢6zimu

Bu kisimda, bir onceki kisimda elde edilen silindirik koordinatlardaki Hankel
doniigimleri yardimiyla, iki lineer elastik kat1 karisimi i¢in Boussinesq probleminin

¢c6zUma verilmektedir.

Sekil 5.1°de gosterildigi gibi, z = 0 dizleminin O noktasinda sabit bir P tekil yukiintn
(P(x,y) — P) z eksenine gakisik ve ters yonde z > 0 yari-sonsuz uzayini kapsayan
karigima etkidigi farzedilmektedir. O noktasinin ¢evresinde a yarigapl bir dairesel
eleman g6z Oniine alindig1 takdirde, bu dogrultudaki gerilmenin (0 < r < a olmak
kosuluyla)

(@ + )= = lim = (5.37)

a—0 a2
degerine esit olmas1 gerekir. (5.18) sinir kosullarindan
(Gzz - T[zz)lz=0 =P (538)
oldugu bilindigine gore, Hankel doniisiimii yardimiyla
4 ap P a
0(1) = Ti e = lim |— 2
P°(k) = Ll_t}(l)]o — 1] (rk)dr }g% [ﬂaz kjl(ak)]
(5.39)
. P a|ak ak)3 1 _ P
L[ ()] -2

asomazk| 2 2 2

oldugu hesaplanabilir. Burada, n tamsayilar1 igin birinci tiirden Bessel fonksiyonu

© (_1))i X n+2i ) . ) )
tanimi J,,(x) = X2, ( ) seklindedir. (5.36) denklemleriyle verilen Love

il(n+i)! \2
sekil degistirme fonksiyonlar1 (5.22)-(5.30) ifadelerinde yerlerine konulup, ters
Hankel doniisiimleri hesaplanirsa, yer degistirme, gerilme ve diflizyon kuvveti

bilesenleri asagidaki sekilde elde edilir.

u](r1) _ P[(an—ml)rzzligé—ml)(ﬁ—R3)], US) __ P{[m1+2n1(ZA;l;l)]R2+nlzz}’ (5.40)

ugz) _ P[(2nz—mz)r2;$§—m2)(z3—R3)], ugz) —_ P{[m2+2n2(2A1T2r;31)]R2+nzzz}’ (5.41)
P

GI‘I‘ + Gee + 20(2 = E(dllrzz + d12Z3), (542)
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P 2
Opz = TR° (dl3rZ ),
0, +« =L(d r’z + dysz%)
ZZ 2 RS 14 15 )
p 2 3
Ty + g — 20 = —= (dpyr°z + dp,2”),

P
My = R (d23rZ2),

_ P 2 3
My, — 0y = E(dzﬂ z+ dps2°),

_ 3Pw _ Pw 2 2
Pr=——5T12 P = ——5(-r + 2z%).

Bagintilarda goriilmekte olan ¢esitli katsayilar

dy; = 2(A; — Dng Ay + 2(A; — DnyA; — (my — 2ny)py — (m, — 2n,) g,
dy; = 2(A; — DnyAy + 2(A; — DngA; — (my — 2ny)pg — (Mg — 2ny) iy,
di; = dy; — 3(ng g + nz13),
dy; = da; — 3(nypz + nypy),
diz = [my + (A; + DngJpy + [my + (A + Dngps,
dyz = [my + (A; + DngJpg + [my + (A + Dng ]y,
diy = (A — DAy + (A, — DnyAg + [my + 2(A; — 2)ng |y
+[m, + 2(A, — 2)n, ]z,
dzs = (A — DnyAy + (A — Dngdy + [my + 2(A; — 2)ny Jg
+[m; + 2(A; — 2)n, ]y,
dis = dyg +3(ng 1y + 0zp3),
dys = dag + 3(n1p3 + Nypy),

w = az[(A; — Dnyp, + (A, — Dnyp, |/p

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

iliskilerini temsil etmektedir. Hesaplarda matematiksel kolaylik amaciyla karigim

bilesenlerine ait o, 0gg Ve Ty, Tgg gerilme bilesenlerinin toplamlart kullanilmistu.

Bu gerilme bilesenleri (2.13) denge denklemleri yardimiyla ayr1 ayr1 elde edilebilir.
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Bu amacla, kiitle kuvvetlerinin ihmal edildigi goz oniinde bulundurularak, silindirik

koordinatlarda (2.13)1 ve (2.13)2 denklemlerinin r-bilesenleri asagidaki gibi yazilir

g 0014
2 (1201r) = 1(0p + 0g) +12 (- 22+ p,), (5.50)
a 0Ty
2 (1*1y) = (M + Moe) + 1% (— 52 4 py ) (5.51)

ve (5.42), (5.43), (5.48) ve (5.50) denklemlerinden o, Ve ogg gerilme bilesenleri ayri
ayr1 olarak

O-I‘I' + 0(2 == m (6111"42 + 612r223 + 61325), (552)

P
Ogg + 02 = 25 [(3d;; —es)r*z + (3d;, — eg)r?z® —eg32°]  (5.53)

bi¢iminde yazilabilir. Burada, (5.52) ifadesindeki integrasyon sabiti (5.18) sinir
kosullar1 geregince sifir oldugundan gosterilmemistir. Benzer sekilde (5.45), (5.46),

(5.48) ve (5.51) denklemlerinden .. Ve Tgg gerilme bilesenleri ayr1 ayr1 olarak

p
T = 0 = 5z (e511%z + 5,223 + e,32°), (5.54)
p
Tge — 02 = 3505 [(3d,; — e;)r*z + (3d,; — €,)r%2° — e,32°]  (5.55)

olarak hesaplanabilmektedir. (5.54) ifadesindeki integrasyon sabiti (5.18) siir

kosullar1 geregince sifir oldugundan gosterilmemistir. Buradaki yeni katsayilar

611 = (_dll + 2d13 + 3(1)),
621 = (_d21 + 2d23 + 3(1)),
ez = 5(—dyy +dy3 +3w) —dyy,
(5.56)
€2 = 5(—dy; + dp3 +3w) — dyy,

613 = 2(_d11 + d13 + 3(})) - dlZ’

€23 = 2(—dy; +dp3 +3W) — dy,

bagntilariyla tanimlanmaktadir. Bir noktanin daha altinin ¢izilmesi uygun olacaktir.
Dikkat edilirse, elde edilen o, + a, ve m,, — a, denklemleri z=0 i¢in sifir olmaktadir,

ancak orijinde tanimsizdir. Bu yiizden, ilgili smir kosullar1 dogrudan saglanamaz.
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Bunun yerine, z=h=sabit olan herhangi bir diizlem i¢in (5.18) sinir kosullar1 kontrol

edilmelidir. Gergekten de
J,” 2mr(o,, + ay)|,=p dr = PP, (5.57)
J‘OOO 2T[r(‘r[zz - o(2)|z=h dr = (1 - B)P (558)

integrallerinin saglanmasi hesaplarin dogrulugunun kontrolii agisindan bir test
niteligindedir.
Bilesenleri bagil hareket etmeyen karisim ortami i¢in (5.17) bagmtilarindaki 3, (3.20)

esitligi ve bilinmeyen katsayilarin (A3, A, Ve p3) bilinen katsayilar cinsinden verildigi

(3.23), (3.24) ve (3.25) denklemleri kullanilarak

b= H2A; = 20 + p+ gy — po) AR — By + 1)
2p(A + 1)

(5.59)

seklinde elde edilebilmektedir. Burada goriildiigii gibi, Boussinesq probleminden, hem
burulma hem de Kelvin problemlerinde bulunmus olanlardan daha farkl bir B iliskisi
elde edilmektedir. Bu durum, farkli tip zorlanmalar i¢in karigimdaki bilesenlerin

karsiladiklar1 yiiklerin de farkli olacagi bulgusunu teyid eder niteliktedir.

5.3 Hacim Orami ile iliskilendirilmis Malzeme Ozelliklerinin Boussinesq

Problemi i¢cin Verdigi Sonuclar

Bo6lim 4.2.2°de, Cizelge 4.4’teki veriler kullanilarak iki lineer elastik kat1 karigimi i¢in

Dye u?

Galerkin vektori metoduyla Kelvin probleminin ¢oziimiinden elde edilen u
bilesenlerinin bagil hareketli ve bagil hareketsiz ortamlar igin degisimleri
gosterilmisti. Fark edildigi gibi, Cizelge 4.4’teki veriler NiAl ve Al203 karisim
bilesenlerinin tekil haldeki 6zelliklerini karisim igerisinde de koruduklar1 kabuliiyle
elde edilmistir. B6liim 5.1°de ise, kompoziti olusturan bilesenlerin karisim i¢erisindeki
Ozellikleriyle karigim harici 6zellikleri arasinda bir iliski vermek amaciyla, her bir kat1
diger katinin hacim oram1 kadar gbzenek igeren Dbir malzeme olarak
degerlendirilmektedir. Bunun sonucu olarak her bir bilesenin karisim igerisindeki

ozellikleriyle tekil haldeki 6zellikleri arasinda, (5.10)-(5.16) denklemleri uyarinca,

M1 = YHio, M2 = (1 —V)U20, AL = YA, Az = (1= Y)Ay,
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P1 = YP10» P2 =(1—Y)P20
bagintilar1 verilmisti. Buna gore, her bir katinin tekil haldeki yogunlugu ve Lamé

katsayilar1 ile bunlarin karigmis haldeki degerleri arasinda hacim oranmi igeren

dogrusal iliski oldugu kabulii yapilmis olmaktadir.

Bu kabuller kullanilarak, kompozitin 0.3 ve 0.4 hacim oranlarinda NiAl iceren iKi
durumu igin, bagil hareketin olmadigi ortamda Kelvin ve Boussinesq problemlerinde
bilesenlerin tasidiklar1 yiik oranlar1 Cizelge 5.1°de verilmektedir. Cizelge 4.3 ve
Cizelge 5.1 karsilastirildiginda karigmm bilesenlerinin malzeme 6zelliklerinin hacim
oraniyla iliskilendirilmesi durumunda bilesenlerin karsiladiklar: yiiklerin degistikleri
goOrilmektedir. Ek olarak, hacim oraniyla iligkilendirilmis katsayilar durumunda da
(6ncekinde oldugu gibi) kompozitin farkli yiiklemeleri i¢in tagman yik oranlarinin
farkli oldugu bulgusu teyit edilmektedir.

Mekanik 6zellikleri hacim oraniyla degisen karisim bilesenlerinin elastik katsayilari
Cizelge 5.2°de verilmektedir. Cizelge 5.3’te ise, Bolim 4.2°de agiklanan yontem ve
Cizelge 5.1, Cizelge 5.2 ve Cizelge 4.2°deki veriler kullanilarak, bilesenleri bagil
hareket yapabilen ve yapamayan karigim ortamlar1 igin elde edilen bilinmeyen 25, A,

Ve |5 katsayilari listelenmektedir.

Cizelge 5.3’te gOriildiigii gibi, malzeme 6zellikleri hacim oraniyla iliskilendirilmis ve
bilesenleri bagil hareket edebilen ortam icin de, Bolim 4.2’dekine benzer sekilde,
ikiger adet A3, A, ve uz kabul edilebilir katsay1 grubu elde edilmektedir. Ayrica, ilk
katsay1 gruplari, bilesenleri bagil hareket edemeyen ortam kabuliinin verdikleriyle

ayni ¢ikmaktadir.

Cizelge 5.1 : Elastik 6zellikleri hacim oraniyla iliskilendirilmis ve bilesenleri bagil
hareket etmeyen karigim durumu i¢in tagman yiik oranlart.

Y Problem Tipi NiAl bileseninin Al20s3 bileseninin
(NiAl) tagidig1 yiik orani (B)  tasidig1 yiik orani (1-B)

Kelvin 0.161 0.839

0.3
Boussinesq 0.181 0.819
Kelvin 0.288 0.712

0.4
Boussinesq 0.328 0.672
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Cizelge 5.2 : Al203 ve NiAl bilesenlerinin karigim igindeki hacim oranlaria gore

ozellikleri.
Y Y ogunluk Elastiklik .
(NIA)  (grfem®)  moduli (GPa) ~ -amé Katsayilari (GPa)
03 p1 =179 E; = 55.80 A = 34.75 u = 21.30
' B, =279  E,=28070 A, =10448 p,=113.19
04 p1 = 2.38 E, =74.40 A =46.33 n = 28.40
' 5, = 2.39 E, = 240.60 A, = 8955  p, = 97.02

Cizelge 5.3 : Elastik dzellikleri hacim oraniyla degisen bilesenlerden olusan karigim
ortami i¢in kabul edilebilir A3, A4 ve ps katsayilari.

Y
(NiAl) Karigim Ortami Hesaplanan katsayilar
Bagil hareketsiz A3 = —=7.53 GPa, A, = —21.27 GPa, u3; = —6.46 GPa
Bagil hareketli
o A3 = —7.53 GPa, A, = —21.27 GPa, p; = —6.46 GPa
0.3 (1. uygun ¢dziim)
Bagil hareketli
L A3 = —12.77 GPa, A, = —14.63 GPa, p; = —5.50 GPa
(2. uygun ¢6ziim)
Bagil hareketsiz A3 =836 GPa,A, = —20.99 GPa, p; = —4.43 GPa
Bagil hareketli
o A3 =836 GPa, A, = —20.99 GPa, p; = —4.43 GPa
04 (1. uygun ¢6ziim)

Bagil hareketli
o A3 = —4.26 GPa, A, = —5.28 GPa, p; = —2.03 GPa
(2. uygun ¢6ziim)

Cizelge 5.3’teki veriler iki lineer elastik kati karisimi i¢in Hankel transformasyonu

M ve u®

metoduyla ¢oziilen Boussinesq probleminde kullanilarak her bir katinin u
yer degistirme vektorii bilesenlerinin ortam igerisinde nasil degistikleri Sekil 5.2-5.5

ile verilen grafiklerde gosterilmektedir.

Hem bilesenleri bagil hareket etmeyen ortam (ugl) = uf)) icin hem de bagil hareketli
ortama ait birinci ¢oziim kiimesi i¢in ayn1 yer degistirme grafikleri elde edilmektedir.
Bagil hareketli ortam i¢in elde edilen ikinci ¢ozim kiimesi ise birbirinden farkli yer

degistirmeler yapan kat1 bilesenleri acik¢a gdstermektedir.
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Sekil 5.2 : y = 0.3 i¢cin bagil hareketsiz ortamda Boussinesq probleminin ¢dziimiine

ait ugl) ve uf) degisimleri.
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Sekil 5.3 : y = 0.3 i¢in bagil hareketli ortamda Boussinesq probleminin 2. ¢6ziim

grubuna ait uS) ve ugz) degisimleri.
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Sekil 5.4 : y = 0.4 i¢in bagil hareketsiz ortamda Boussinesq probleminin ¢dziimiine

ait ugl) ve ugz) degisimleri.
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Sekil 5.5 : y = 0.4 i¢in bagil hareketli ortamda Boussinesq probleminin 2. ¢6ziim

grubuna ait uS) ve uf) degisimleri.
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6. SONUCLAR VE DEGERLENDIRMELER

Calismada, karigimlar teorisi kapsaminda iki lineer elastik kat1 karigimina ait teorik bir
model tanitilmis ve karisim ortaminin bir biitiin olarak sergiledigi mekanik davranisa
esdeger davranis sergileyen tekil lineer elastik bir ortam tasavvur edilmistir. Klasik
elastisite teorisinin sundugu bazi ¢éziimler yardimiyla bu iki ortam arasinda bazi
iliskiler elde edilmis ve bu suretle de iki bilesenli karisimin genel dzellikleri ile bu
ortami olusturan elastik kati bilesenlerin ozellikleri arasindaki olas1 iligkileri
belirlemek amaci giidiilmiistiir. Bunun i¢in siirekli ortam tanimina uyacak sekilde
varligin1 devam ettiren bilesenlere sahip olan, diger bir deyisle, makroskopik boyutta
karigim ortaminin her noktasi her iki bilesen tarafindan da isgal edilmis gibi tasavvur
edilebilen iki bilesenli tanecikli bir kompozit yap: dikkate alinmistir. Sayisal
hesaplamalarda bilesenlere ait malzeme 6zellikleri ve ortamin genel davranisina ait

deneysel veriler kullanilmistir.

Yukarida genel hatlar1 verilen diisiince kullanilarak, bilesenleri bagil hareket etmeyen
bir karigim ortami icin biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilara ait Sayisal
sonuclar literatiirde mevcuttur. Bu ¢alismada, daha genel bir diisiinceyle, bilesenleri
bagil hareket edebilen bir karisima ait iligkiler arastirilmis ve elde edilen sonuglarin
oncekileri de iceren daha genel ¢oziimler olmasi hesaplarin dogruluguna dair bir
kontrol unsuru olmustur. Calismada, ayrica, bagil hareketsiz bir ortam i¢in literatlirde
verilmis olan iliskiler gozden gegirilerek sonraki bir asamaya tasinmis ve daha uygun

formlarda miinferit denklemler elde edilmistir.

Iki lineer elastik kat1 karigimi igin Prandtl gerilme fonksiyonlar1 yardimiyla burulma
probleminin formiilasyonu elde edilmistir. Literatiirde, karisimlar teorisi kapsaminda
her bir karigim bileseninin karigimin bir biitlin halinde maruz kaldig1 yiiklemeyi
karigim i¢indeki kendi hacim oraninda karsiladigini 6ngéren bir kabul mevcuttur.
Burulma probleminin ¢6ziimiiniin daha az elastik katsayr igermesi nedeniyle
sergiledigi sadeligin ortamin her bir bileseni tarafindan tasman yiikk miktarmin

anlasilmas1 konusunda faydali olacagi degerlendirilmistir. Bu hususta, tanecikli yapiya
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sahip kompozit bir malzemenin verileri kullanilmak suretiyle bagil hareketsiz ortam

kosulunda bir uygulama yapilarak her bir bilesenin tasidiklar yiik oran1 belirlenmistir.

Bilesenleri arasinda bagil hareket olmayan bir karisim ortaminda birinci ve ikinci
elastik kati bilesenlerin tasidiklar1 yUk oranlari, sirasiyla,  ve (1 — ) ile temsil
edilmektedir. Calismada yapilan hesaplar, literatirde her bir katinin sirasiyla y ve
(1 — y) ile gosterilen karisim ig¢indeki kendi hacim oraninin ylk tasima orani olarak
kullanildigi sonuclar: desteklememistir. Buradan hareketle, kismi yiiklemelerin hacim
orantyla dogrudan iliskilendirilmesinin uygun bir yaklasim olmadigi sonucuna

ulasilmistir.

Calisma kapsaminda iki lineer elastik kat1 karisimi igin elde edilen burulma, Kelvin ve
Boussinesq problem c¢ozimleri icin bagil hareketsiz ortam kosulunda B katsayisini

veren iligkiler Cizelge 6.1’de 6zetlenmektedir.

Cizelge 6.1 : Bilesenleri bagil hareket etmeyen karisim ortaminda burulma, Kelvin
ve Boussinesq problemleri igin yiik tasima orani denklemleri.

Pr-?—?rl)?m Birinci kati bilesen i¢in yiik tagima orani denklemi
Burulma Byurulma = —u+zlu_”2

Kelvin Pelvin = 2u()\l_)L2+”J2rﬁg;‘22$7‘(u—u1+uz)
Boussinesq Boussinesq = “(27‘1‘27‘2+H;ﬁz}j;))+7\(u—ul+uz)

Cizelge 6.1’e gore, birbirine gére bagil hareketleri olmayan iki lineer elastik kati
bilesenden olusan bir karigimin maruz kaldig: yikleme seklinin bilesenlerin tasidiklar
yiik oranlar1 tizerinde etkili oldugu anlagilmaktadir. Ayrica, tanecikli yapiya sahip
Al203-NiAl kompozitinin 0.3 ve 0.4 hacim oranlar: igin sunulan deneysel veriler
kullanilarak yapilan hesaplamalar kompozitin farkli hacim oranl tiirleri igin de
bilesenlerin tagidiklar1 ylik oranlarinin degistigini, yani bilesen hacim oranlarinin da 3

tizerinde etkili bir faktoér oldugunu gostermektedir.

Bagil harekete misaade eden bir ortam s6z konusu oldugunda blinye denklemlerindeki
bilinmeyen katsayilarin nasil belirlenebileceginin arastirildigr Boliim 4°te, dncelikle

iki lineer elastik kat1 karigimi i¢in Kelvin probleminin Galerkin vektorii metoduyla
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¢ozlimii elde edilmistir. Bu ¢6ziim kullanilarak Al20s-NiAl kompoziti i¢in yapilan
hesaplar her bir hacim orani i¢in ikiser adet gerekli kisitlamalar1 saglayan A5, A4 Ve g
katsay1 grubu vermistir. Bu kabul edilebilir ¢6ziim gruplarindan ilki bilesenleri bagil
hareket edemeyen ortam kosulundan elde edilenler ile 6zdes ¢ikmaktadir. Bilinmeyen
katsayilarin belirlenmesinin ardindan, 6rnek olarak, bagil hareketsiz ve bagil hareketli
ortamlar icin Kelvin probleminin ¢6ziiminden elde edilen ugl) ve uf) yer degistirme
vektorii bilesenlerinin ortam igerisinde nasil degistiklerini veren grafikler elde

edilmistir.
Bilesenleri arasinda bagil hareket olmayan ortam kosulunda Kelvin problemi,

beklendigi gibi, u;” = ug” olan grafikler vermektedir. Benzer sekilde, bagil hareketli
ortam igin elde edilen birinci ¢cozum kiumesi 6ncekiyle esdeger oldugu i¢in ayni yer
degistirme grafiklerine tekrar ulasilmaktadir. Bagil hareketli ortam igin elde edilen
ikinci ¢ozim kimesi ise birbirinden farkli yer degistirmeler yapan kati bilesenleri

acikca gostermektedir.

Karigimlar teorisinin kullandigimiz formu biinye denklemlerindeki katsayilarin
bilesen hacim orani ile ilgisi konusunda kisitlayict bir 6ngdrii sunmamaktadir. Bu
nedenle, besinci boliime kadar yapilmis olan calismalarda, tanecikli yapiya sahip
kompoziti olusturan bilesenlerin tekil haldeki malzeme Ozellikleriyle karigim
durumundaki 6zellikleri esdeger kabul edilmistir. Calismanin son bdliimiinde ise
karigim igerisindeki bilesenlerin tekil hal igin verilenlerden farkli 6zelliklere sahip
olacagi kabul edilerek, kompozit malzemelerin mekaniginde gecerli bir diisiince olan
karisim kanunu ilkesinden hareketle, 0rnek olarak lineer bir iliski ele alinmis ve
ortamin hacim oramiyla degisen Ozellikleri hesaplanarak ortam davranigina iliskin
grafikler elde edilmistir. Hacim oraniyla degisen malzeme 6zelliklerinin kullanildig:
bagil hareketsiz bir karigim ortami i¢in Kelvin ve Boussinesq problemlerinin
¢oziimlerinden elde edilen bilesen yuk tasima oranlar1 bu durumda éncekilerden farkli
degerler almaktadir. Bu sonug, hem malzeme 6zelliklerine iliskin hacim oraninin hem
de kompozit bilesenlerine ait karigim oraninin bilegenlerin tagidiklar1 yiikler Gzerinde

etkili oldugunu hesap yoluyla teyit etmektedir.

Yukarida zikredilen analizin verdigi sonuglar1 uygulamak ve farkli bir ¢oziimle
literatiire katki saglamak amaciyla Hankel transformasyonu metoduyla Boussinesq

probleminin ¢6zimi ele alinmistir. Elde edilen ¢6ziim hacim oraniyla iligkilendirilmis
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Ozelliklere sahip Al203-NiAl tanecikli kompoziti igin bilinmeyen A;, A, ve us
katsayilarinin bilesenleri bagil hareket yapabilen ve yapamayan karigim ortamlar1 i¢in
yeniden hesaplanmasinda kullanilmistir. Malzeme 0zelliklerinin hacim oraniyla
iliskilendirildigi bagil hareketli ortam ¢alismasinda da, Boliim 4.2°de oldugu gibi, her

bir hacim orani i¢in ikiser adet A3, A, ve p; kabul edilebilir katsayr grubuna

ulasilmaktadir. Boussinesq probleminin ¢6ziimiine iligkin US) ve uf) yer degistirme

vektorii bilesenlerine ait grafiklerde de goriildiigii tizere, ilk ¢6zum grubu bilesenleri
bagil hareket edemeyen ortam kosulundan elde edilen degerlerle 6zdes ¢ikmaktadir.
Birinci ¢6zim kumesi uS) = uf) olan grafikler verirken ikinci ¢6zim kimesi

birbirinden farkli yer degistirmeler yapabilen kati bilesenleri agik¢a gostermektedir.

Besinci bolimde gergeklestirilen analizin Boliim 4’te elde edilen Kelvin probleminin

¢Ozumine ait ug) ve uf) yer degistirme vektorii bilesenlerine uygulanmasi

durumunda da, Sekil 6.1-6.4’teki grafiklerde gosterildigi gibi, benzer sekilde
yorumlanabilecek sonuglara ulagilmaktadir. Bunun da yapilan hesaplarin kontrolii

acisindan bir test niteliginde oldugu diisiiniilebilir.

0.006 |
0.005/
u/P 0.004}
uIP g 003

0.002}

0.001}

00000

Sekil 6.1 : Bagil hareketi olmayan ortamda y = 0.3 hacim orani i¢in Kelvin

problemine ait u” ve ul* degisimleri.
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Sekil 6.2 : Bagil hareketli ortamda y = 0.3 hacim orani igin Kelvin probleminin 2.
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M ve ul® degisimleri.
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Sekil 6.3 : Bagil hareketi olmayan ortamda y = 0.4 hacim orani i¢in Kelvin

@

problemine ait u, ~ ve uf) degisimleri.
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Sekil 6.4 : Bagil hareketli ortamda y = 0.4 hacim orani i¢in Kelvin probleminin 2.

¢Ozlim grubunun verdigi ugl) ve uf) degisimleri.
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