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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

[𝒏]     𝑞-tamsayı  

[𝒏]!     𝑞-faktöryel 

[𝒏
𝒌
]     𝑞-Binomiyel (Gauss Binomiyel) katsayıları  

(𝒏
𝒌
)     Binomiyel katsayıları 

𝒆𝒒
𝒙     𝑞-üstel fonksiyon  

𝑬𝒒
𝒙     𝑞-üstel fonksiyon 

(𝟏 + 𝒙)𝒒
𝒏    (1 + 𝑥)𝑛 in 𝑞-benzeri 

𝑷𝒏,𝒒     𝑞-Pascal matrisi  

(𝕽,∗)     Riordan grup 

(𝒈, 𝒇)     Riordan çifti 

𝒐     𝑞-bileşke 

𝒇[𝒎]̅̅ ̅̅ ̅
     𝑓𝑚 in 𝑞-benzeri 

𝒉𝒏     Horadam sayıları 

𝑭𝒏     Fibonacci sayıları 

𝑳𝒏     Lucas sayıları 

𝑺𝒏(𝒕, 𝒒)    Genelleştirilmiş 𝑞-Fibonacci ve 𝑞-Lucas polinomları 
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1. GİRİŞ 

 

Teknolojinin hızla ilerlediği günümüzde, matematik ile diğer bilimler arasında çok yakın 

bir ilişki vardır. Bu ilişki de özellikle matematiğin önemli birer dalı olan matris teorisi ve 

sayılar teorisinin önemli bir yeri vardır. Çünkü mühendislik, istatistik ve diğer pek çok 

alanda matrislerle ve bazı özel sayı dizileri ile karşılaşılmaktadır. 

 

Sayılar teorisi ve kombinatoryel teoride binom katsayılar ve onların birçok özellikleri 

kapsamlı bir şekilde incelenmekte olup son zamanlarda bu katsayıları kullanarak 

matematikçiler yeni bir bakış açısıyla binomiyel dönüşüm tanımlamışlardır. Bu binomiyel 

dönüşüm, bir dizinin ileri farklarını hesaplamaya yarayan bir dizi dönüşümdür. Bu dizinin 

Fibonacci, Lucas, Pell ve benzeri sayı dizileri olması durumunda ise dizinin adına sırasıyla 

Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin binomiyel dönüşümü adı verilmiştir ve böylece 

Fibonacci, Lucas, Pell ve benzeri diziler için matematikçiler yeni özellikler elde etmeye 

devam etmişlerdir. 

 

Örneğin Falcon ve Plaza 𝑘-Fibonacci dizisinin binomiyel dönüşümü olan yeni bir dizi elde 

edip, bu dizi için rekürans bağıntısı, Binet formu ve üreteç fonksiyonu gibi özellikleri elde 

etmişlerdir [12]. 

 

Bhadouria ve arkadaşları ise Falcon ve Plaza nın çalışmasından yola çıkarak benzer metod 

ve yöntemle 𝑘 −Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü olan yeni bir dizi elde edip, bu dizi 

için rekürans bağıntısı, Binet formu ve üreteç fonksiyonu gibi özellikleri elde etmişlerdir 

[5]. 

 

Matris teoride ise Riordan kavramı kombinatorik özdeşliklerin elde edilmesinde, 

kombinatorik problemlerde ortaya çıkan sayı dizilerinin araştırılmasında ve sayılar 

teorisindeki bazı problemlerin çözülmesinde önemli rol oynamaktadır. Özellikle binomiyel 

katsayılar ile tanımlanan Pascal matrisleri kullanılarak birçok çalışma yapılmıştır. 

Paul Bary, Riordan çifti ve bazı özel tipteki matrisleri kullanarak Pascal matrisleri için 

birçok özellik elde etmiştir [2-4]. 
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𝑞-Analiz kavramı ise hem matris teoride hem de sayılar teorisinde önemli bir yere sahiptir. 

Son yıllarda birçok matematikçi literatürde var olan özel sayı dizelerinin, binomiyel 

dönüşümün ve Riordan kavramının 𝑞-benzerini çalışmışlardır.  

 

Bu tezde öncelikle binomiyel dönüşümün tanımından yola çıkarak Horadam dizisinin 

binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin rekürans bağıntısı üreteç fonksiyonu ve bunun 

gibi bazı cebirsel özellikleri incelenmiştir. Elde edilen bu yeni dizinin özel durumlarının 

literatürde var olan bazı özel sayı dizilerinin binomiyel dönüşümü olduğu görülmüştür. 

Ayrıca Riordan kavramından ve bu metodun bazı temel özelliklerinden bahsedilmiştir. Bu 

metod kullanılarak binomiyel dönüşüm ile elde edilen dizilerin üreteç fonksiyonları 

hesaplanmıştır. 𝑞-analiz yardımıyla tanımlanan binomiyel dönüşümün tanımı verilmiştir. 

Daha sonra literatürde var olan bazı özel sayı dizilerinin 𝑞-benzerlerinin binomiyel 

dönüşümü ve Riordan kavramı tanımlanmıştır. Elde edilen bu yeni dizilerin birçok özelliği 

𝑞-Riordan kavramı kullanılarak elde edilmiştir. Bu çalışmamızın amacı literatürde var olan 

birçok sayı dizisini içeren binomiyel dönüşümlerin 𝑞-benzerlerini elde etmek ve bunları 

ayrıntılı bir biçimde incelemektir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalışmamız boyunca kullanacağımız 𝑞 –analiz için gerekli bazı temel tanımlar 

ve gösterimlerden bahsedeceğiz. 

 

2.1. Tanım 

 

𝑛 bir tamsayı ve 𝑞 ∈ (0,1) olmak üzere 𝑞-tamsayı 

 

[𝑛] =
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
,                                                                                                                                  (2.1) 

 

𝑞-faktöriyel 

 

[𝑛]! = {
1,                                            𝑛 = 0         

[𝑛][𝑛 − 1]… [1],                 𝑛 = 1, 2, …
 

 

ve 𝑞-Binomiyel (Gauss Binomiyel) katsayıları [𝑛
0
] = 1 ve  𝑛 < 𝑘 için [𝑛

𝑘
] = 0 olmak üzere 

[
𝑛

𝑘
] =

[𝑛]!

[𝑛 − 𝑘]! [𝑘]!
       

olarak tanımlanır. 

 

lim
𝑞→1−

[𝑛] = 𝑛 

 

olup, 

 

lim
𝑞→1−

[
𝑛

𝑘
] = (

𝑛

𝑘
) 

binomiyel katsayılar elde edilir [16]. 

 

𝑛 = 5 ve 𝑘 = 3 için 

 

[5] =
1 − 𝑞5

1 − 𝑞
 [4] =

1 − 𝑞4

1 − 𝑞
 [2] =

1 − 𝑞2

1 − 𝑞
 [1] =

1 − 𝑞

1 − 𝑞
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olup, 

 

[
5

3
] =

[5]!

[2]! [3]!
=

[5][4]

[1][2]
=

(1 − 𝑞5)(1 − 𝑞4)

(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)
== 1 + 𝑞 + 2𝑞2 + 2𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5 + 𝑞6 

 

elde edilir. Burada hemen belirtelim ki 

 

lim
𝑞→1−

(1 + 𝑞 + 2𝑞2 + 2𝑞3 + 2𝑞4 + 𝑞5 + 𝑞6) = 10 

 

dir. 

 

𝑛 ve 𝑘 negatif olmayan tamsayısı için 

 

[
𝑛

𝑘
] = [

𝑛

𝑛 − 𝑘
]                                                                                                                                 (2.2) 

 

dir. Pascal kuralının 𝑞-benzeri 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 olmak üzere 

 

[
𝑛

𝑘
] = [

𝑛 − 1

𝑘 − 1
] + 𝑞𝑘 [

𝑛 − 1

𝑘
]                                                                                                        (2.3) 

[
𝑛
𝑘
] = 𝑞𝑛−𝑘 [

𝑛 − 1
𝑘 − 1

] + [
𝑛 − 1

𝑘
]                                                                                                    (2.4) 

 

biçimindedir. 

 

𝑒𝑥 üstel fonksiyonunun 𝑞-benzeri (𝑞-üstel fonksiyon) aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır 

[16]. 

 

𝑒𝑞
𝑥 = ∑

𝑥𝑛

[𝑛]!

∞

𝑛=0

 

 

ve 
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𝐸𝑞
𝑥 = ∑

𝑞(𝑛
2)𝑥𝑛

[𝑛]!
.

∞

𝑛=0

 

 

2.2. Tanım  

 

(1 + 𝑥)𝑛 nin 𝑞-benzeri  

 

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛 = {

1,                                                                                   𝑛 = 0         

(1 + 𝑥)(1 + 𝑞𝑥)(1 + 𝑞2𝑥)… (1 + 𝑞𝑛−1𝑥),       𝑛 = 1, 2, …
 

 

şeklinde tanımlanır [16]. 

 

2.1. Teorem 

 

𝑎 bir reel sayı, 𝑥 bir değişken ve 𝑛 pozitif tamsayı olmak üzere Gauss Binom formülü 

 

(𝑥 + 𝑎)𝑞
𝑛 = ∑ [

𝑛
𝑘
] 𝑞(𝑘

2)𝑎𝑘𝑥𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

dir [16].  

 

Burada hemen belirtelim ki, 𝑥 yerine 1, 𝑎 yerine 𝑥 seçilirse 

 

(1 + 𝑥)𝑞
𝑛 = ∑ [

𝑛
𝑘
] 𝑞

(𝑘
2)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

                                                                                                          (2.5) 

 

elde edilir. 

 

2.2. Teorem  

 

𝑥 bir değişken ve 𝑛 pozitif tamsayı olmak üzere Heine Binom formülü 
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1

(1 − 𝑥)𝑞
𝑛 = ∑

[𝑛][𝑛 + 1]⋯ [𝑛 + 𝑘 − 1]

[𝑘]!
𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

                                                                         (2.6) 

 

dir [16]. 
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3. MATRİSLERİN RİORDAN GÖSTERİMLERİ 

 

Bu bölümde Riordan kavramı ele alınacaktır. Riordan metodu için temel tanımlar 

verilecektir. 

 

3.1. Tanım 

 

(𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) tipinden Pascal matrisi 𝑃𝑛 = (𝑝𝑖,𝑗)𝑖,𝑗≥0 

 

𝑝𝑖,𝑗 = {
(
𝑖
𝑗
) , 𝑖 ≥ 𝑗

0, 𝑖 < 𝑗

 

 

şeklinde tanımlıdır [6].  

 

Pascal matrisi 

 

𝑃𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 (

0

0
) 0 0 ⋯ 0

(
1

0
) (

1

1
) 0 ⋯ 0

(
2

0
) (

2

1
) (

2

2
) ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

(
𝑛

0
) (

𝑛

1
) (

𝑛

2
) (

𝑛

𝑛
)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

şeklindedir. Literatürde Pascal matrisinin birçok genelleştirmeleri mevcuttur. Bunlardan 

bir tanesi de Pascal matrisinin 𝑞-benzeridir. 𝑞-Pascal matrisi 𝑃𝑛,𝑞 = (𝑝𝑖,𝑗)𝑖,𝑗≥0 

 

𝑝𝑖,𝑗 = {
𝑞

(
𝑗+1
2

)
[
 𝑖 
𝑗
] ,         𝑖 ≥ 𝑗

        0,                 𝑖 < 𝑗

 

 

şeklinde tanımlanır [11]. 
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𝑃𝑛,𝑞 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 [

0
0
] 0 0 ⋯ 0

[
1
0
] 𝑞 [

1
1
] 0 ⋯ 0

[
2
0
] 𝑞 [

2
1
] 𝑞3 [

2
2
] ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

[
𝑛
0
] 𝑞 [

𝑛
1
] 𝑞3 [

𝑛
2
] ⋯ 𝑞(𝑛+1

2 ) [
𝑛
𝑛
]]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑞-Pascal matrisinin tersi 𝑃−1 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗≥0 

 

𝑎𝑖,𝑗 = {
(−1)𝑖−𝑗𝑞

(
𝑗+1
2

)−𝑖(𝑗+1)
(
𝑖
𝑗
)
𝑞

,        𝑖 ≥ 𝑗

                        0,                           𝑖 < 𝑗

 

 

şeklindedir [11]. 

 

3.2. Tanım 

 

{𝑎𝑛}𝑛=0
∞  bir dizi olmak üzere 𝑓(𝑥) fonksiyonu 

 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

biçiminde bir formal kuvvet serisi ile tanımlanabiliyorsa, 𝑓(𝑥) fonksiyonuna {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  

dizisinin üreteç (doğurucu) fonksiyonu denir [4]. 

 

3.3. Tanım 

 

{𝑎𝑛}𝑛=0
∞  bir dizi olmak üzere 𝑓(𝑥) fonksiyonu 

 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0
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biçiminde bir formal kuvvet serisi ile tanımlanabiliyorsa, 𝑓(𝑥) fonksiyonuna {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  

dizisinin üstel üreteç fonksiyonu denir [4]. 

 

Örnek 

 

1

1 − 𝑥
= ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯                                                                                 (3.1) 

 

şeklinde yazılabildiği için genel terimi 𝑎𝑛 = 1 olan {1,1,1,1, … } dizisinin üreteç 

fonksiyonu 
1

1−𝑥
 olur. Eşitlik (3.1) ifadesini genelleştirecek olursak 𝑚 pozitif bir tamsayı 

olmak üzere 

 

1

(1 − 𝑥)𝑚+1
= ∑ (

𝑛 + 𝑚
𝑛

) 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

                                                                                                  (3.2) 

 

dir [4]. 

 

3.1. Riordan Grupları 

 

3.4. Tanım 

 

𝑔(𝑥) = 𝑔0 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2𝑥
2 + ⋯              (𝑔0 ≠ 0) 

 

ve 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + 𝑓3𝑥

3 + ⋯ 

 

iki üreteç fonksiyonu olsun. 𝑗. sütunu 

 

𝑔(𝑥)(𝑓(𝑥))𝑗            𝑗 = 0,1,2, …                                                                                                 (3.3) 
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ürettiği formal kuvvet serisinin katsayılarından oluşan matris (𝑔, 𝑓) şeklinde tanımlansın. 

Eşitlik (3.3) ile tanımlanan bütün sonsuz boyutlu alt üçgen matrislerin kümesi ℜ olmak 

üzere, her (𝑔, 𝑓), (𝑢, 𝑣) ∈ ℜ için 

 

(𝑔, 𝑓) ∗ (𝑢, 𝑣) = (𝑔(𝑢  ⃘𝑓), 𝑣   ⃘𝑓) 

 

şeklinde tanımlı işlem ile (ℜ,∗) bir gruptur. Bu gruba Riordan grup, (𝑔, 𝑓) sıralı ikilisine 

de Riordan çifti denir. Riordan grubun birim elemanı ise (1, 𝑥) Riordan çifti ile tanımlanır. 

𝑓,̅ 𝑓 fonksiyonunun bileşke tersi olmak üzere Riordan çiftinin tersi 

 

(𝑔, 𝑓)−1 = (
1

𝑔   ⃘𝑓̅
, 𝑓)̅ 

 

dir [4]. 

 

(𝑔, 𝑓) = [𝑑𝑖𝑗]𝑖,𝑗≥0
  şeklinde bir Riordan gösterime sahip olsun. O zaman 

 

𝑑𝑖𝑗 = [𝑥𝑖]𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑗                                                                                                                     (3.4) 

 

dir. Burada [𝑥𝑖] ifadesi 𝑥𝑖 li terimin katsayısını ifade etmek için kullanılmaktadır. 

 

Örnek 

 

(
1

1 − 𝑥
,

𝑥

1 − 𝑥
) Riordan çiftine karşılık gelen matris gösterimini bulalım. 

 

1

1−𝑥
 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanları Riordan matrisin 0. sütunu oluşturur. Eşitlik 

(3.1) den 

 

1

1 − 𝑥
= ∑ (

𝑛
𝑛
)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ 
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olduğundan 
1

1−𝑥
; {1,1,1, … }dizisinin üreteç fonksiyonudur. O halde 0. sütun (1,1,1, … )𝑇 

olur. 

 

1

1 − 𝑥
(

𝑥

1 − 𝑥
) =

𝑥

(1 − 𝑥)2
 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanları 1. sütunu oluşturur. Eşitlik (3.2.) de 𝑚 = 1 için 

𝑥 ile çarpılırsa 

𝑥

(1 − 𝑥)2
= ∑ (

𝑛 + 1
𝑛

) 𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

= 𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4 + 5𝑥5 + ⋯ 

 

olduğundan 
𝑥

(1−𝑥)2
; {0,1,2,3,4,5,… } dizisinin üreteç fonksiyonudur. O halde 1. sütun 

(0,1,2,3,4,5,… )𝑇 olur. 

 

1

1 − 𝑥
(

𝑥

1 − 𝑥
)
2

=
𝑥2

(1 − 𝑥)3
 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanları 2. sütunu oluşturur. Eşitlik (3.2.) de 𝑚 = 2 alınır 

ve bu eşitlik 𝑥2 ile çarpılırsa 

 

𝑥2

(1 − 𝑥)3
= ∑ (

𝑛 + 2
𝑛

) 𝑥𝑛+2

∞

𝑛=0

= 𝑥2 + 3𝑥3 + 6𝑥4 + 10𝑥5 + 20𝑥6 + ⋯ 

 

olduğundan 
𝑥2

(1−𝑥)3
; {0,0,1,3,6,10,20,… } dizisinin üreteç fonksiyonudur. O halde 2. sütun 

(0,0,1,3,6,10,20,… )𝑇 şeklinde olur. 

 

1

1−𝑥
(

𝑥

1−𝑥
)
3

=
𝑥3

(1−𝑥)4
 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanları 3. sütunu oluşturur. Eşitlik 

(3.2.) de 𝑚 = 3 alınır ve bu eşitlik 𝑥3 ile çarpılırsa 

 

𝑥3

(1 − 𝑥)4
= ∑ (

𝑛 + 3
𝑛

) 𝑥𝑛+3

∞

𝑛=0

= 𝑥3 + 4𝑥4 + 10𝑥5 + 20𝑥6 + ⋯ 
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olduğundan 
𝑥3

(1−𝑥)4
; {0,0,0,1,4,10,20,35,… }dizisinin üreteç fonksiyonudur. O halde 3. 

sütun (0,0,0,1,4,10,20,35,… )𝑇 şeklinde olur. 

 

[𝑥𝑖]𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑗  = [𝑥𝑖]
1

1 − 𝑥
(

𝑥

1 − 𝑥
)

𝑗

 

= [𝑥𝑖]
𝑥𝑗

(1 − 𝑥)𝑗+1
 

= [𝑥𝑖]∑(
𝑖 + 𝑗

𝑖
)

∞

𝑖=0

𝑥𝑖+𝑗 

= (
𝑖

𝑖 − 𝑗
) 

= (
𝑖

𝑗
) 

= 𝑝𝑖,𝑗 

 

Pascal matrisi elde edilir. 

 

(
1

1 − 𝑥
,

𝑥

1 − 𝑥
) =

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 …
1 1 0 0 …
1 2 1 0 …
1 3 3 1 …
1 4 6 4 …
1 5 10 10
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ]

 
 
 
 
 
 

 

 

Örnek 

 

Pascal matrisinin Riordan gösterimi 

 

𝑔(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 ,    𝑓(𝑥) =

𝑥

1 − 𝑥
 

 

(𝑔, 𝑓) biçiminde olup, Pascal matrisinin tersi 

 

(𝑔, 𝑓)−1 = (
1

𝑔𝑜𝑓−1
, 𝑓−1) = (

1

1 + 𝑥
,

𝑥

1 + 𝑥
) 



13 

biçiminde elde edilir. 

 

Şimdi de Riordan Kavramının Temel Teoremi olarak adlandırılan Riordan kavramı için 

temel teşkil eden teoremi verelim. 

 

3.1. Teorem 

 

{𝑎𝑛} ve {𝑏𝑛} herhangi iki dizi bu dizilerin üreteçleri sırasıyla 𝛼(𝑥) ve 𝛽(𝑥) olsun. (𝑔, 𝑓) 

Riordan matris, 𝐴 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )𝑇 ve 𝐵 = (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … )𝑇 sonsuz boyutlu vektörler 

olmak üzere 

 

(𝑔, 𝑓)𝐴 = 𝐵 ⇔ 𝑔(𝑥) ∙  𝛼(𝑓(𝑥)) = 𝛽(𝑥)                                                                                 (3.5) 

 

dir. 

 

3.2. q-Riordan Gösterimi 

 

Bu bölümde önce Riordan gösterimlerin 𝑞-benzerlerinden sonrasında ise Riordan 

kavramının temel teoremi olarak verilen teoremin 𝑞-benzerinden bahsedeceğiz. 

 

3.5. Tanım 

 

𝐹(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

,    𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

formal kuvvet serileri olsun. 𝐹 ve 𝑓 fonksiyonlarının 𝑞-bileşkeleri 

 

𝐹𝑜𝑓 = ∑𝐹𝑛𝑓(𝑥)𝑓(𝑞𝑥)⋯𝑓(𝑞𝑛−1𝑥)

𝑛≥1

 

𝐹𝑜𝑓 = ∑𝐹𝑛𝑓(𝑥)𝑓 (
𝑥

𝑞
)⋯𝑓 (

𝑥

𝑞𝑛−1
)

𝑛≥1

 

 

olarak tanımlanır [13]. 



14 

 

3.6. Tanım 

 

𝑎𝑛(𝑞) ≠ 0 olmak üzere 

 

𝑎𝑛(𝑞)𝑥𝑛 + 𝑎𝑛+1(𝑞)𝑥𝑛+1 + 𝑎𝑛+2(𝑞)𝑥𝑛+2 + ⋯   

 

kuvvet serilerinin kümesi 𝐹𝑞(𝑛) olsun. 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(0) ve 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(1) olmak üzere 

 

𝑔(𝑥) ∗𝑞 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑞𝑥)                                                                                                         (3.6) 

 

şeklinde tanımlı ∗𝑞: 𝐹𝑞(0) × 𝐹𝑞(1) → 𝐹𝑞(1) işlemleri verilsin. 

 

𝑓(𝑥)[0]̅̅ ̅̅
= 1 

 

olmak üzere 𝑚 ≥ 1 için 

 

𝑓(𝑥)[𝑚]̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑓(𝑥) ∗𝑞 𝑓(𝑥)[𝑚−1]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

                                                                                                      (3.7) 

 

şeklinde tanımlıdır [29]. 

 

3.7. Tanım 

 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(0) ve 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(1) olsun. 𝑗. sütununun elemanlarının üreteci 

 

𝑔(𝑥) ∗𝑞 𝑓(𝑥)[𝑗]̅̅̅̅
               𝑗 = 0,1,2, …                                                                                          (3.8) 

 

olan matrise 𝑞-Riordan matris denir ve (𝑔, 𝑓)𝑞  ile gösterilir [27]. 

 

(𝑔, 𝑓)𝑞 =

[
 
 
 
 
 ⋮        ⋮

⋮        ⋮
          

⋮           ⋮          …

⋮           ⋮          …
   𝑔  𝑔 ∗𝑞 𝑓

   ⋮    ⋮
   ⋮    ⋮

𝑔 ∗𝑞 𝑓2 𝑔 ∗𝑞 𝑓3     …

       ⋮  ⋮     …
       ⋮  ⋮    ⋱ ]
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3.2. Teorem 

 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(0)  ve 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹𝑞(1) olsun. 

 

𝛼(𝑥) = ∑ 𝑎𝑘(𝑞)𝑥𝑘

∞

𝑘=0

   ve     𝛽(𝑥) = ∑ 𝑏𝑘(𝑞)𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

 

olmak üzere 

 

(𝑔, 𝑓)𝑞 [

𝑎0(𝑞)
𝑎1(𝑞)
𝑎2(𝑞)

⋮

] = [

𝑏0(𝑞)
𝑏1(𝑞)
𝑏2(𝑞)

⋮

] ⇔ 𝑔(𝑥) ∗𝑞 (𝛼𝑜𝑓)(𝑥) = 𝛽(𝑥)                                                   (3.9) 

dir.





17 

4. BİNOMİYEL DÖNÜŞÜMLER 

 

Bu bölümde öncelikle Horadam dizisini ve bu dizinin bazı özelliklerini vereceğiz. Daha 

sonra binomiyel dönüşümün tanımını vereceğiz. Horadam dizisinin binomiyel dönüşümü 

olarak elde edilen yeni dizinin bazı cebirsel özellikleri vereceğiz. Dahası bu dönüşüm 

altında elde edilen dizinin üreteç fonksiyonu için iki farklı yöntemden bahsedeceğiz. 

 

4.1. Tanım  

 

Başlangıç şartları ℎ0 = 𝑎 , ℎ1 = 𝑏 ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 

 

ℎ𝑛 = 𝑐ℎ𝑛−1 + 𝑑ℎ𝑛−2                                                                                                                     (4.1) 

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanan sayılara Horadam sayıları denir. {ℎ𝑛} ifadesine ise 

Horadam sayı dizisi denir. Horadam dizilerinin rekürans bağıntısının karakteristik 

denklemi 

 

𝑥2 − 𝑐𝑥 − 𝑑 = 0 

 

olup, 𝑐2 + 4𝑑 > 0 için bu denklemin iki kökü 

 

𝛼 =
𝑐 + √𝑐2 + 4𝑑

2
,    𝛽 =

𝑐 − √𝑐2 + 4𝑑

2
 

 

dir. Böylece Horadam sayılarının Binet formülü 

 

𝐴0 =
𝑏 − 𝑎𝛽

√𝑐2 + 4𝑑
, 𝐵0 =

𝑎𝛼 − 𝑏

√𝑐2 + 4𝑑
 

olmak üzere 

 

ℎ𝑛 = 𝐴0 𝛼𝑛 + 𝐵0 𝛽𝑛                                                                                                                     (4.2) 

 

şeklindedir. Üreteç fonksiyonu ise 
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ℎ(𝑥) =
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑐)

1 − 𝑐𝑥 − 𝑑𝑥2
                                                                                                                 (4.3) 

 

dir [14]. 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 nin özel seçimleri ile birçok özel dizi elde edilir. 

 

Çizelge 4.1. Horadam dizisinin bazı özel durumları 

 

 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas polinomlarının 𝑞 −benzeri Jia ve arkadaşları 

tarafından 𝑆0(𝑡, 𝑞) = 𝑎,  𝑆1(𝑡, 𝑞) = 𝑏 başlangıç şartları ve 𝑛 ≥ 1 için 

 

𝑆𝑛+1(𝑡, 𝑞) = 𝑆𝑛(𝑡, 𝑞) + 𝑡𝑞𝑛−2𝑆𝑛−1(𝑡, 𝑞)                                                                                   (4.4) 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanmıştır [15]. Dahası bu polinomların üreteç fonksiyonunu 

 

1

1 − 𝑥 − 𝑡𝑥2𝜂𝑥

{𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑥}                                                                                                    (4.5) 

 

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 ℎ𝑛 Horadam dizisi Üreteç 

0 1 1 1 𝐹𝑛 Fibonacci dizisi 
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

2 1 1 1 𝐿𝑛 Lucas dizisi 
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

0 1 2 1 𝑃𝑛 Pell dizisi 
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

2 2 2 1 𝑄𝑛 Pell-Lucas dizisi 
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

0 1 1 2 𝐽𝑛 Jacobsthal dizisi 
𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2
 

2 1 1 2 𝑗𝑛 
Jacobsthal-Lucas 

dizisi 

2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2
 

0 1 𝑘 1 𝐹𝑘,𝑛 𝑘-Fibonacci dizisi 
𝑥

1 − 𝑘𝑥 − 𝑥2
 

2 𝑘 𝑘 1 𝐿𝑘,𝑛 𝑘-Lucas dizisi 
2 − 𝑘𝑥

1 − 𝑘𝑥 − 𝑥2
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olarak bulmuşlardır. 

 

Burada hemen not edelim ki Eş. (4.4) de 𝑡 = 1, 𝑎 = 0 ve 𝑏 = 1 seçilirse 𝑞 −Fibonacci 

sayıları, 𝑡 = 1, 𝑎 = 2 ve 𝑏 = 1  seçilirse de 𝑞 −Lucas sayıları elde edilir. Dahası 𝑞 → 1 

için Fibonacci ve Lucas sayıları elde edilir. 

 

4.2. Tanım 

 

𝐴 = {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  herhangi bir dizi olmak üzere 

 

𝑏𝑛 = ∑(
𝑛
𝑖
)

𝑛

𝑖=0

𝑎𝑖                                                                                                                                (4.6) 

 

şeklinde tanımlı 𝐵(𝐴) = {𝑏𝑛}𝑛=0
∞  dizisine bu dizinin binomiyel dönüşümü denir [3]. 

 

Binomiyel İnversiyon Teoremi kullanılarak 

 

𝑎𝑛 = ∑(
𝑛
𝑖
)

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛−𝑖𝑏𝑖 

 

şeklinde binomiyel dönüşümden, {𝑎𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin elemanları elde edilebilir. 

 

Şimdi ise binomiyel dönüşümün üreteç fonksiyonunu bulmak için Barry ve Prodinger 

tarafından ispatlanan ve ileri ki kısımlarda kullanacağımız aşağıdaki teoremi verelim 

[3, 21]. 

 

4.1. Teorem  

 

Herhangi bir {𝑎𝑛}𝑛=0
∞   dizisinin üreteç fonksiyonu 𝛼(𝑥), bu dizinin binomiyel 

dönüşümünün üreteç fonksiyonu ise 𝛽(𝑥) ise 

 

𝛽(𝑥) =
1

1 − 𝑥
𝛼 (

𝑥

1 − 𝑥
)                                                                                                              (4.7) 
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dir. 

 

Horadam dizisinin binomiyel dönüşümü 

 

𝑏𝑛 = ∑(
𝑛
𝑖
)

𝑛

𝑖=0

ℎ𝑖 

 

şeklinde olup, binomiyel dönüşümün elemanları ise, 𝐵(𝐴) = {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … } şeklindedir. 

 

Aşağıdaki teorem de ise Horadam dizilerinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen yeni 

dizinin indirgeme bağıntısını vereceğiz. 

 

4.2. Teorem 

 

Horadam dizisinin binomiyel dönüşümünün indirgeme bağıntısı, başlangıç şartları 𝑏0 = 𝑎, 

𝑏1 = 𝑎 + 𝑏 olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için 

 

𝑏𝑛 = (𝑐 + 2)𝑏𝑛−1 − (𝑐 − 𝑑 + 1)𝑏𝑛−2                                                                                      (4.8) 

 

dir. 

 

Şimdi 𝑏𝑛 dizisinin bazı özel durumlarını vereceğiz. 

 

4.1. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 seçilirse Fibonacci dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 0, 𝑏1 = 1 başlangıç şartları ile  

 

𝑏𝑛 = 3𝑏𝑛−1 − 𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [12]. 
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4.2. Sonuç 

 

𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 seçilirse Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin 

rekürans bağıntısı 𝑏0 = 2, 𝑏1 = 3 başlangıç şartları ile 

 

𝑏𝑛 = 3𝑏𝑛−1 − 𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [5]. 

 

4.3. Sonuç  

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑑 = 1, 𝑐 = 2 seçilirse Pell dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 0, 𝑏1 = 1 başlangıç şartları ile  

 

𝑏𝑛 = 4𝑏𝑛−1 − 2𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [12]. 

 

4.4. Sonuç 

 

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 2, 𝑑 = 1 seçilirse Pell-Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 2, 𝑏1 = 4 başlangıç şartları ile  

 

𝑏𝑛 = 4𝑏𝑛−1 − 2𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [5]. 

 

4.5. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑑 = 2 seçilirse Jacobsthal dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 0, 𝑏1 = 1 başlangıç şartları ile  

 

𝑏𝑛 = 3𝑏𝑛−1 
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elde edilir. 

 

4.6. Sonuç 

 

𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑑 = 2 seçilirse Jacobsthal-Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde 

edilen dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 2, 𝑏1 = 3 başlangıç şartları ile 

 

𝑏𝑛 = 3𝑏𝑛−1 

 

elde edilir. 

 

4.7. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑑 = 1, 𝑐 = 𝑘 seçilirse 𝑘-Fibonacci dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde 

edilen dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 0, 𝑏1 = 1 başlangıç şartları ile  

 

𝑏𝑛 = (𝑘 + 2)𝑏𝑛−1 − 𝑘𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [12]. 

 

4.8. Sonuç 

 

𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑑 = 1, 𝑐 = 𝑘 seçilirse 𝑘-Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin rekürans bağıntısı 𝑏0 = 2, 𝑏1 = 𝑘 + 2 başlangıç şartları ile 

 

𝑏𝑛 = (𝑘 + 2)𝑏𝑛−1 − 𝑘𝑏𝑛−2 

 

elde edilir [5]. 

 

Horadam dizisinin binomiyel dönüşümünün Binet formülü 

 

𝑏𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛                                                                                                                          (4.9) 
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dir. Burada 

 

𝑟1 =
(𝑐 + 2) + √(𝑐 + 2)2 − 4(𝑐 − 𝑑 + 1)

 2
     𝑟2 =

(𝑐 + 2) − √(𝑐 + 2)2 − 4(𝑐 − 𝑑 + 1)

2
   

𝐴 =
𝑏 − 𝑎(𝑟2 − 1)

√(𝑐 + 2)2 − 4(𝑐 − 𝑑 + 1)
                         𝐵 =

(𝑟1 − 1)𝑎 − 𝑏

√(𝑐 + 2)2 − 4(𝑐 − 𝑑 + 1)
 

 

dir. 

 

𝑟1 ve 𝑟2 ifadeleri binomiyel dönüşümün indirgeme bağıntısının karakteristik denkleminin 

yani 

 

𝑟2 − (𝑐 + 2)𝑟 + (𝑐 − 𝑑 + 1) = 0 

 

denkleminin kökleridir.  

 

Horadam dizisinin binomiyel dönüşümün üreteç fonksiyonu 𝛽(𝑥) olmak üzere 

 

𝛽(𝑥) =
1

1 − 𝑥
ℎ (

𝑥

1 − 𝑥
) 

=
𝑎 − (𝑎 − 𝑏 + 𝑎𝑐)𝑥

1 − (𝑐 + 2)𝑥 + (𝑐 − 𝑑 + 1)𝑥2
                                                                                 (4.10) 

 

dir. 

 

Şimdi de 𝛽(𝑥) üreteç fonksiyonunun bazı özel durumlarını verelim. 

4.9. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 seçilirse Fibonacci dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin üreteç fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥)  =
𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2
 

 

elde edilir [12]. 
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4.10. Sonuç 

 

𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 seçilirse Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin 

üreteç fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥)  =
2 − 3𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2
 

 

elde edilir [5]. 

 

4.11. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑑 = 1, 𝑐 = 2 seçilirse Pell dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin üreteç fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥)  =
𝑥

1 − 4𝑥 + 2𝑥2
 

 

elde edilir [12]. 

 

4.12. Sonuç 

 

𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 2, 𝑑 = 1 seçilirse Pell-Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin üreteç fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥)  =
2 − 4𝑥

1 − 4𝑥 + 2𝑥2
 

 

elde edilir [5]. 

 

4.13. Sonuç 

 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑑 = 2 seçilirse Jacobsthal dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde edilen 

dizinin üreteç fonksiyonu 
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𝛽(𝑥)  =
𝑥

1 − 3𝑥
 

 

elde edilir. 

 

4.14. Sonuç 

 

𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑐 = 1, 𝑑 = 2 seçilirse Jacobsthal-Lucas dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde 

edilen dizinin üreteç fonksiyonu 

 

𝛽(𝑥)  =
2 − 3𝑥

1 − 3𝑥
 

 

elde edilir. 

 

Binomiyel dönüşümün üreteci çeşitli şekilde hesaplanmıştır. Paul Bary [12], Riordan 

Gösteriminin temel teoremini kullanarak binomiyel dönüşüm gibi çeşitli dönüşümlerin 

üreteçlerini bulmuştur. 

 

𝑔(𝑥) =
1

1−𝑥
, 𝑓(𝑥) =

𝑥

1−𝑥
  ve {𝑎𝑛}𝑛=0

∞  olarak {𝐹𝑛}𝑛=0
∞  Fibonacci dizisi seçilirse 

 

[
 
 
 
 
 
 
 (

0
0
) 0    0

(
1
0
) (

1
1
)    0

     
0 …  0

0   …  0

(
2
0
) (

2
1
) (

2
2
)

(
3
0
) (

3
1
) (

3
2
)

⋮ ⋮ ⋮

  

0 … 0

(
3
3
) … 0

⋮ ⋮ ⋱

  

]
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝐹0

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑏0

𝑏1

𝑏2

𝑏3

𝑏4

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olup, 

 

𝑏𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝐹𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

yani Fibonacci dizilerinin Binomiyel dönüşümü elde edilir.  



26 

 

Riordan’ın Temel Teoremini kullanarak {𝑏𝑛} dizisinin 𝛽(𝑥) üreteç fonksiyonunu bulalım. 

 

𝛽(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∙ 𝛼(𝑓(𝑥)) 

 =
1

1 − 𝑥
(

𝑥

1−𝑥

1 −
𝑥

1−𝑥
− (

𝑥

1−𝑥
)
2  ) 

=
𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2
                                                                                                                  (4.11) 

 

Bu sonucu bileşke işleminin tanımını kullanarak yapalım. 

 

 𝛽(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∙ (𝛼  ⃘𝑓)(𝑥) 

=
1

1 − 𝑥
∑ 𝐹𝑛 (

𝑥

1 − 𝑥
)
𝑛

∞

𝑛=0

 

= ∑ {∑ 𝐹𝑛 (
𝑘
𝑛
)

𝑘

𝑛=0

} 𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

= ∑ 𝐹2𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

=
𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2
 

 

{𝑎𝑛}𝑛=0
∞  dizisi yerine {ℎ𝑛}𝑛=0

∞  Horadam dizisi, dolayısıyla ℎ(𝑥) üreteç fonksiyonu alınırsa 

Horadam dizisinin binomiyel dönüşümü elde edilir. Dolayısıyla Fibonacci, Lucas, Pell, 

Pell-Lucas gibi Horadam dizisinden elde edilen bütün dizilerin binomiyel dönüşümlerinin 

üreteçleri bulunabilir. 
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5. q-BİNOMİYEL DÖNÜŞÜMLER 

 

Bu bölümde ise öncelikle 𝑞 −binomiyel dönüşüm tanımlanacaktır. Daha sonra 𝑞 −Riordan 

kavramı kullanılarak 𝑞 −binomiyel dönüşümlerin üreteçleri bulunacaktır. 

 

5.1. Tanım  

 

{𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  bir dizi olsun. 

 

𝑏𝑛(𝑞) = ∑𝑞
(
𝑗+1
2

)
[
𝑛
𝑗 ] 𝑎𝑗(𝑞)                                                                                                       (5.1)

𝑛

𝑗=0

 

 

{𝑏𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisine {𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0

∞  dizisinin 𝑞 −Binomiyel dönüşümü denir. 

 

Örnek 

 

{𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisinin binomiyel dönüşümünün bazı terimlerini bulalım. 

 

𝑛 = 0 için  𝑏0(𝑞) = 𝑎0(𝑞) 

𝑛 = 1 için  𝑏1(𝑞) = 𝑎0(𝑞) + 𝑞𝑎1(𝑞) 

𝑛 = 2 için  𝑏2(𝑞) = 𝑎0(𝑞) + 𝑞[2]𝑎1(𝑞)+𝑞3𝑎2(𝑞) 

 

olarak elde edilir. 

 

5.1. Teorem 

 

𝑔(𝑥, 𝑞) =
1

(1−𝑥)𝑞
, 𝑓(𝑥, 𝑞) =

𝑥

(1−𝑥)𝑞
 ve {𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0

∞  dizisinin 𝑞 −Binomiyel dönüşümü 

{𝑏𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  olsun. {𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0

∞  dizisinin üreteç fonksiyonu 𝛼(𝑥, 𝑞) ve {𝑏𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisinin 

üreteç fonksiyonu 𝛽(𝑥, 𝑞) ise 

 

𝛽(𝑥, 𝑞) = 𝑔(𝑥, 𝑞) ∗𝑞 (𝛼 𝑜 𝑓)(𝑥, 𝑞)                                                                                            (5.2) 

 



28 

 

dir.  

 

İspat 

 

𝑞 −Pascal matrisinin 𝑞 −Riordan gösterimi 

 

(
1

1 − 𝑥
,

𝑥

1 − 𝑥
)
𝑞
 

 

dir ([13]). 𝑞 −Pascal matrisi ile {𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisinden oluşan sütun vektörü ile 

çarpımından 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 [

0
0
] 0 0 0 ⋯

[
1
0
] 𝑞 [

1
1
] 0 0 ⋯

[
2
0
] 𝑞 [

2
1
] 𝑞3 [

2
2
] 0 ⋯

[
3
0
] 𝑞 [

3
1
] 𝑞3 [

3
2
] 𝑞6 [

3
3
] ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎0(𝑞)

𝑎1(𝑞)

𝑎2(𝑞)

𝑎3(𝑞)

𝑎4(𝑞)

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑏0(𝑞)

𝑏1(𝑞)

𝑏2(𝑞)

𝑏3(𝑞)

𝑏4(𝑞)

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑏𝑛(𝑞) = ∑𝑞
(
𝑗+1
2

)
[
𝑛
𝑗 ] 𝑎𝑗(𝑞)            𝑛 = 0,1,2, …                                                                   (5.3)

𝑛

𝑗=0

 

 

elde edilir. Bu ise {𝑎𝑛(𝑞)} dizisinin 𝑞 −Binomiyel dönüşümüdür. Teorem 3.2 den 

 

𝛽(𝑥, 𝑞) = 𝑔(𝑥, 𝑞) ∗𝑞 (𝛼 𝑜 𝑓)(𝑥, 𝑞) 

 

olur. 

 

5.1. Sonuç 

 

Eşitlik (5.2)  de 𝑞 → 1 ise Eşitlik (4.7) elde edilir. 

 

Şimdi  𝛽(𝑥, 𝑞) üreteç fonksiyonunu hesaplayalım. 



29 

𝛽(𝑥, 𝑞) =
1

(1 − 𝑥)𝑞
∗𝑞 (∑𝑎𝑗𝑥

𝑗

∞

𝑗=0

)𝑜 (
𝑥

(1 − 𝑥)𝑞
) 

=
1

(1 − 𝑥)𝑞
∗𝑞 (∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

(
𝑥

(1 − 𝑥)𝑞
)

[𝑗]

) 

=
1

(1 − 𝑥)𝑞
∗𝑞 (∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

∏
𝑞𝑘𝑥

1 − 𝑞𝑘𝑥

𝑗−1

𝑘=0

) 

=
1

(1 − 𝑥)𝑞
(∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

∏
𝑞𝑘+1𝑥

1 − 𝑞𝑘+1𝑥

𝑗−1

𝑘=0

) 

= ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

𝑞
(
𝑗+1
2

) 𝑥𝑗

(1 − 𝑥)𝑞
𝑗+1

 

 

Heine Binom Teoremi kullanılırsa 

 

𝛽(𝑥, 𝑞) = ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

𝑞
(
𝑗+1
2

)
∑ [

𝑛
𝑗] 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olup, denklem düzenlenirse 

 

𝛽(𝑥, 𝑞) = ∑ (∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

𝑞
(
𝑗+1
2

)
[
𝑛
𝑗 ])𝑥𝑛

∞

𝑛=0

                                                                                       (5.4) 

 

elde edilir. 

 

Özel olarak Eş. (5.4) de 𝑎𝑛(𝑞) = 𝑆𝑛(𝑡, 𝑞) seçilirse, 

 

𝛽(𝑥, 𝑞) = ∑ (∑𝑆𝑗(𝑡, 𝑞)

∞

𝑗=0

𝑞
(
𝑗+1
2

)
[
𝑛
𝑗 ])𝑥𝑛

∞

𝑛=0

                                                                             (5.5) 

 

genelleştirilmiş 𝑞 −Fibonacci ve 𝑞 −Lucas polinomlarının 𝑞 −binomiyel dönüşümünün 

üreteci elde edilir. 
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𝑡 = 1, 𝑎 = 0 ve 𝑏 = 1 seçilirse 𝑞 −Fibonacci sayıları, 𝑡 = 1, 𝑎 = 2 ve 𝑏 = 1 seçilirse de 

𝑞 −Lucas sayıları elde edilir. Dahası 𝑞 → 1 için Fibonacci ve Lucas sayıları elde edilir. 

 

5.2. Sonuç 

 

Eş. (5.5) de 𝑡 = 1, 𝑎 = 0 ve 𝑏 = 1 seçilirse 𝑞 −Fibonacci sayılarının 𝑞 −binomiyel 

dönüşümü ile elde edilen dizinin üreteç fonksiyonu elde edilir. Dahası 𝑞 → 1 için 

Fibonacci sayılarının binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin Eş. (4.11) ile verilen 

üreteç fonksiyonu elde edilir. 

 

5.3. Sonuç 

 

Benzer biçimde Eş. (5.5) de 𝑡 = 1, 𝑎 = 2 ve 𝑏 = 1 seçilirse 𝑞 −Lucas sayılarının 

𝑞 −binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin üreteç fonksiyonu elde edilir. 𝑞 → 1 için 

Lucas sayılarının binomiyel dönüşümü ile elde edilen dizinin üreteç fonksiyonu elde edilir. 

 

5.4. Sonuç 

 

Eş.(5.4) 𝑞 → 1 ve 𝑎𝑛 = ℎ𝑛 seçilirse, Horadam dizisinin binomiyel dönüşümü ile elde 

edilen dizinin Eş. (4.10) ile verilen üreteç fonksiyonu elde edilir.  

 

5.5. Sonuç 

 

𝑎𝑛(𝑞) = 𝑞−𝑛 olmak üzere {𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisinin 𝑞 −Binomiyel dönüşümünün üstel üreteci 

 

𝜀𝑞
𝑥 = 𝑒𝑞

𝑥 ∙ 𝐸𝑞
𝑥 

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. (5.4) de 𝑎𝑛(𝑞) = 𝑞−𝑛 seçilirse 
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𝛽(𝑥, 𝑞) = ∑ (∑𝑞
(
𝑗
2
)
[
𝑛
𝑗 ]

∞

𝑗=0

)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olur.  

 

𝛽𝑛 = ∑𝑞
(
𝑗
2
)
[
𝑛
𝑗 ]

∞

𝑗=0

 

 

olsun. 𝑞-üstel fonksiyonların tanımları kullanılırsa 

 

𝑒𝑞
𝑥. 𝐸𝑞

𝑥 = (∑
𝑥𝑛

[𝑛]!

∞

𝑛=0

)(∑ 𝑞
(
𝑗
2
) 𝑥𝑛

[𝑛]!

∞

𝑛=0

) 

= ∑ (∑
𝑞

(
𝑗
2
)

[𝑛 − 𝑗]! [𝑗]!

∞

𝑗=0

)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

= ∑ (∑𝑞
(
𝑗
2
)
[
𝑛
𝑗 ]

∞

𝑗=0

)

∞

𝑛=0

𝑥𝑛

[𝑛]!
 

= ∑ 𝛽𝑛

𝑥𝑛

[𝑛]!

∞

𝑛=0

                

 

{𝑎𝑛(𝑞)}𝑛=0
∞  dizisinin 𝑞-Binomiyel dönüşümünün üstel üreteci elde edilir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde problem tanımlanmış, gerekli 

literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde gerekli tanım ve kavramlar verilmiş, üçüncü 

bölümde matrislerin Riordan ve 𝑞 −Riordan gösterimleri incelenmiş, dördüncü bölümde 

dizilerin binomiyel dönüşümleri ve çeşitli özellikleri verilmiş son olarak beşinci bölümde 

𝑞 −binomiyel dönüşüm tanımlanmış ve 𝑞 −Riordan gösterimler yardımı ile üreteç 

fonksiyonu elde edilmiştir. 

 

𝑞 −binomiyel dönüşümün üreteç fonksiyonunda 𝑞 nun ve dizilerin özel seçimine ile birçok 

sonuç elde edilebilmektedir.  
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