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Cizelge

Cizelge 4.1. Horadam dizisinin baz1 6zel durumlari
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

[n] q-tamsayl1

[n]! q-faktoryel

[Z] q-Binomiyel (Gauss Binomiyel) katsayilari
(Z) Binomiyel katsayilari
eq q-iistel fonksiyon

Eq q-ustel fonksiyon

1 +x)g (1 4+ x)™ in g-benzeri
P,q g-Pascal matrisi
R*) Riordan grup

@a.n Riordan gifti

o g-bileske

flml ™ in g-benzeri

h, Horadam say1lart

F, Fibonacci sayilari

L, Lucas sayilar

S.(t,q) Genellestirilmis g-Fibonacci ve g-Lucas polinomlari



1. GIRIS

Teknolojinin hizla ilerledigi gilinlimiizde, matematik ile diger bilimler arasinda ¢ok yakin
bir iliski vardir. Bu iliski de 6zellikle matematigin 6nemli birer dali olan matris teorisi ve
sayilar teorisinin énemli bir yeri vardir. Clinkii miihendislik, istatistik ve diger pek ¢ok

alanda matrislerle ve baz1 6zel say1 dizileri ile karsilasilmaktadir.

Sayilar teorisi ve kombinatoryel teoride binom katsayilar ve onlarin bir¢ok oOzellikleri
kapsamli bir sekilde incelenmekte olup son zamanlarda bu katsayilar1 kullanarak
matematikgiler yeni bir bakis agisiyla binomiyel doniisiim tanimlamislardir. Bu binomiyel
doniisiim, bir dizinin ileri farklarini hesaplamaya yarayan bir dizi doniisiimdiir. Bu dizinin
Fibonacci, Lucas, Pell ve benzeri say1 dizileri olmasi durumunda ise dizinin adina sirastyla
Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin binomiyel doniisiimii adi verilmistir ve bdylece
Fibonacci, Lucas, Pell ve benzeri diziler i¢in matematikgiler yeni dzellikler elde etmeye

devam etmislerdir.

Ornegin Falcon ve Plaza k-Fibonacci dizisinin binomiyel déniisiimii olan yeni bir dizi elde
edip, bu dizi i¢in rekiirans bagintisi, Binet formu ve iirete¢ fonksiyonu gibi 6zellikleri elde

etmislerdir [12].

Bhadouria ve arkadaslari ise Falcon ve Plaza nin ¢alismasindan yola ¢ikarak benzer metod
ve yontemle k —Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii olan yeni bir dizi elde edip, bu dizi

icin rekiirans bagintisi, Binet formu ve iirete¢ fonksiyonu gibi 6zellikleri elde etmislerdir

[5].

Matris teoride ise Riordan kavrami kombinatorik 06zdesliklerin elde edilmesinde,
kombinatorik problemlerde ortaya c¢ikan sayr dizilerinin arastirilmasinda ve sayilar
teorisindeki bazi problemlerin ¢oziilmesinde énemli rol oynamaktadir. Ozellikle binomiyel
katsayilar ile tanimlanan Pascal matrisleri kullanilarak bir¢ok ¢alisma yapilmistir.

Paul Bary, Riordan ¢ifti ve bazi 6zel tipteki matrisleri kullanarak Pascal matrisleri igin

birgok 6zellik elde etmistir [2-4].



q-Analiz kavrami ise hem matris teoride hem de sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.
Son yillarda bircok matematikg¢i literatiirde var olan 6zel say1 dizelerinin, binomiyel

doniisiimiin ve Riordan kavraminin g-benzerini ¢alismislardir.

Bu tezde oncelikle binomiyel doniisiimiin tanimindan yola ¢ikarak Horadam dizisinin
binomiyel doniisiimii ile elde edilen dizinin rekiirans bagintisi iirete¢ fonksiyonu ve bunun
gibi bazi cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Elde edilen bu yeni dizinin 6zel durumlarinin
literatiirde var olan bazi 6zel say1 dizilerinin binomiyel doniisiimii oldugu gorilmiistiir.
Ayrica Riordan kavramindan ve bu metodun bazi temel 6zelliklerinden bahsedilmistir. Bu
metod kullanilarak binomiyel doniisiim ile elde edilen dizilerin iirete¢ fonksiyonlari
hesaplanmistir. g-analiz yardimiyla tanimlanan binomiyel doniisiimiin tanimi verilmistir.
Daha sonra literatiirde var olan bazi 6zel sayi dizilerinin g-benzerlerinin binomiyel
doniisiimii ve Riordan kavrami tanimlanmustir. Elde edilen bu yeni dizilerin bir¢cok 6zelligi
q-Riordan kavrami kullanilarak elde edilmistir. Bu ¢alismamizin amaci literatiirde var olan
bircok say1 dizisini i¢eren binomiyel doniisiimlerin g-benzerlerini elde etmek ve bunlari

ayrintili bir bi¢gimde incelemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismamiz boyunca kullanacagimiz q —analiz igin gerekli bazi temel tanimlar

ve gosterimlerden bahsedecegiz.

2.1. Tanim

n bir tamsay1 ve q € (0,1) olmak iizere g-tamsay1

1—g"
In] =5 @1)
q-faktoriyel
1, n=
[n]! = {
[n][n—1]..[1], n=12,..

ve g-Binomiyel (Gauss Binomiyel) katsayilar1 || = 1 ve n < k igin || = 0 olmak iizere
0 K

n [n]!
[k] ~ [n— k]! k]!

olarak tanimlanuir.

lim[n] =n
q-1"

olup,

Jim []= G

binomiyel katsayilar elde edilir [16].

n=5vek =3 igin




olup,

[5]! [5][4 1-¢>)(1-
[3] 2]] = [5]14] ( ) q) =1+q+29*>+2q3+2¢*+q°+q°

! (12l A-9-q»
elde edilir. Burada hemen belirtelim ki
qli_}rgl_(l +q+29°+2q3+2q*+q°>+q%) =10
dir.

n ve k negatif olmayan tamsayisi igin

=0 ] 22)

dir. Pascal kuralinin g-benzeri 1 < k < n — 1 olmak tizere

=l i+ 23
A= el [ @)

bigcimindedir.

e* tustel fonksiyonunun g-benzeri (g-iistel fonksiyon) asagidaki gibi tanimlanmaktadir

[16].

n=0

ve



Ex—i"@xn
q — 1
] [n]!
2.2. Tanim

(1 + x)™ nin g-benzeri

1, n=0
1+x)g = {
A+x)A+g0)(1+g¢%%)...(1+q¢" %), n=12,..

seklinde tanimlanir [16].
2.1. Teorem

a bir reel say1, x bir degisken ve n pozitif tamsay1 olmak iizere Gauss Binom formiilii

(x + )”=n M () gl
X a q kzzo[k]q a"x
dir [16].

Burada hemen belirtelim ki, x yerine 1, a yerine x segilirse

n

a+xy = []ax (23)

k=0
elde edilir.
2.2. Teorem

x bir degisken ve n pozitif tamsay1 olmak {izere Heine Binom formiilii



1 o+ 1] n+k-1]
(1_@3-2 [k]! )

(2.6)

dir [16].



3. MATRISLERIN RiORDAN GOSTERIMLERI

Bu bolimde Riordan kavrami ele alinacaktir. Riordan metodu i¢in temel tanimlar

verilecektir.

3.1. Tanim

(n+ 1) X (n + 1) tipinden Pascal matrisi P, = (p; ;)i j=0

seklinde tanimlidir [6].

Pascal matrisi

seklindedir. Literatiirde Pascal matrisinin bir¢ok genellestirmeleri mevcuttur. Bunlardan

bir tanesi de Pascal matrisinin g-benzeridir. g-Pascal matrisi B, ; = (p;;)i,j=0

L) e

0, i<

Pij=

seklinde tanimlanir [11].



8 0 0 - 0

ol al] o - o
Pa=lo] afi] @[] o

ol ali] @3] ~ «"I[]

q-Pascal matrisinin tersi P~ = (a;); 20

i+1\ ... 1
ogla )0 iz
ai,j = q
N y

i <j
seklindedir [11].
3.2. Tanim

{a, };m=o bir dizi olmak tizere f(x) fonksiyonu

f&x) = i anx"
n=0

bigiminde bir formal kuvvet serisi ile tanimlanabiliyorsa, f(x) fonksiyonuna {a,}y=o

dizisinin iirete¢ (dogurucu) fonksiyonu denir [4].
3.3. Tanim

{a,}n= bir dizi olmak tizere f (x) fonksiyonu

o)
n

F0) =) an—

n=0



bigiminde bir formal kuvvet serisi ile tanimlanabiliyorsa, f(x) fonksiyonuna {a,}y-o

dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu denir [4].

Ornek
1 (o]
1_x=2x”=1+x+x2+x3+--- (3.1)
n=0

seklinde yazilabildigi icin genel terimi a, =1 olan {1,1,1,1,..} dizisinin iireteg
fonksiyonu ﬁ olur. Esitlik (3.1) ifadesini genellestirecek olursak m pozitif bir tamsay1
olmak tizere

;=Z(n+m)xn (3.2)
(1 — x)m+1 n '

n=0

dir [4].

3.1. Riordan Gruplari

3.4. Tanim
g(x) = go + gax + gox* + - (go # 0)
ve

f() = fix + fox? + fax® + -

iki tirete¢ fonksiyonu olsun. j. stitunu

g (f () j=012,.. (3.3)
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irettigi formal kuvvet serisinin katsayilarindan olusan matris (g, f) seklinde tanimlansin.

Esitlik (3.3) ile tanimlanan biitiin sonsuz boyutlu alt tiggen matrislerin kiimesi R olmak

tizere, her (g, f), (u,v) € R igin

(9, ) * (w,v) = (g(uef),vef)

seklinde tanimli iglem ile (R,*) bir gruptur. Bu gruba Riordan grup, (g, f) sirali ikilisine

de Riordan ¢ifti denir. Riordan grubun birim elemani ise (1, x) Riordan gifti ile tanimlanir.

f, f fonksiyonunun bileske tersi olmak iizere Riordan ¢iftinin tersi

aoLF
@ N =z D
dir [4].

(g,.f) = [dij]ij>0 seklinde bir Riordan gosterime sahip olsun. O zaman

dij = [x"]g () f(x)!

dir. Burada [xi] ifadesi x 1i terimin katsayisini ifade etmek igin kullanilmaktadir.

Ornek

1
(1 1 ad ) Riordan ¢iftine karsilik gelen matris gosterimini bulalim.
-x1-x

(3.4)

ﬁ fonksiyonunun iirettigi dizinin elemanlar1 Riordan matrisin 0. siitunu olusturur. Esitlik

(3.1) den

L=
1—x

n
(n)xn: T4 x+x2 4
n=0
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oldugundan i; {1,1,1, ... }dizisinin iirete¢ fonksiyonudur. O halde 0. siitun (1,1,1,...)T

olur.

1 x x
1—3c(l—x):(1—x)2

fonksiyonunun {irettigi dizinin elemanlari 1. siitunu olusturur. Esitlik (3.2.) de m = 1 igin

x ile carpilirsa

X _ n+1\ ny1 _ 2 3 4 5. ...
(1_x)2—2( n )x =x+ 2x* + 3x° + 4x* + 5x> +
oldugundan (1_xx)2; {0,1,2,3,4,5, ...} dizisinin trete¢ fonksiyonudur. O halde 1. siitun

(0,1,2,3,4,5,..)T olur.

2

1 X \? x
1—x(1—x) =(1—x)3

fonksiyonunun {irettigi dizinin elemanlari 2. siitunu olusturur. Esitlik (3.2.) de m = 2 alinir

ve bu esitlik x? ile ¢arpilirsa

x? -
— = Z (n M 2) x™2 = x? + 3x3 + 6x* + 10x° + 20x° + -
(1-x)3 n
n=0
2
oldugundan (1f—x)3; {0,0,1,3,6,10,20, ... } dizisinin iirete¢ fonksiyonudur. O halde 2. siitun

(0,0,1,3,6,10,20, ...)T seklinde olur.

1 X

3 3
P (E) = (1f—x)4 fonksiyonunun firettigi dizinin elemanlar1 3. siitunu olusturur. Esitlik

(3.2.) de m = 3 alinir ve bu esitlik x3 ile carpilirsa

o)

Z (" Z 3) X3 = 23 + 4o + 10x° + 20x° + -+

X'3

a-x*

n=0
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x3

oldugundan ——; {0,0,0,1,4,10,20,35, ... }dizisinin iirete¢ fonksiyonudur. O halde 3.

a-x*

siitun (0,0,0,1,4,10,20,35, ...)T seklinde olur.

[x']gCf ) = [x'] = (1 - x)j

. x/
=¥l g—om

- (i i])
()

=Di;j

Pascal matrisi elde edilir.

oW Rk OO
B = O OO

( 1 X )_
1—x"1—-x/

JRUNIN NN
U WN RO

[E
(e}
L=
(@)

Ornek

Pascal matrisinin Riordan gosterimi

X
1—x

1
9 ==, f(0) =

)
X

(g, f) biciminde olup, Pascal matrisinin tersi

9N = (gojc—l’f_l) - (1ix'1j-x)
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bi¢iminde elde edilir.

Simdi de Riordan Kavraminin Temel Teoremi olarak adlandirilan Riordan kavrami igin

temel teskil eden teoremi verelim.
3.1. Teorem
{a,} ve {b,} herhangi iki dizi bu dizilerin iiretegleri sirasiyla a(x) ve S(x) olsun. (g, f)

Riordan matris, A = (aq,a,a,,...)"T ve B = (by, by, by, ...)T sonsuz boyutlu vektdrler

olmak iizere

(9. NA=B o glx): a(f(x) =) (3.5)
dir.

3.2. g-Riordan Gosterimi

Bu bolimde once Riordan gosterimlerin g-benzerlerinden sonrasinda ise Riordan

kavraminin temel teoremi olarak verilen teoremin g-benzerinden bahsedecegiz.

3.5. Tanim

Fx) = i Fx™, f(x) = i fux"
n=0 n=0

formal kuvvet serileri olsun. F ve f fonksiyonlarinin g-bileskeleri

Fof = ) Ef()f (@)~ £(@" )

nz1

Fof = ) Rff (5) - ()

n=1

olarak tanimlanir [13].
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3.6. Tanim

a,(q) # 0 olmak iizere

An (X" + a1 (@OX™ + Qa2 (O™ + -

kuvvet serilerinin kiimesi F; (n) olsun. g(x) € F;(0) ve f(x) € F,(1) olmak iizere

g(x) *q f(x) = g(x)f (qx) (3.6)
seklinde tanimli *,: F, (0) X F; (1) — F;(1) islemleri verilsin.

f@ =1

olmak tlizere m > 1 igin

FEOI = £) =g £ (3.7)
seklinde tanimlidir [29].

3.7. Tamim

g(x) € F;(0) ve f(x) € F,(1) olsun. j. siitununun elemanlarinin iireteci

g(x) #q fF(OV j=012,.. (3.8)

olan matrise g-Riordan matris denir ve (g, /)4 ile gosterilir [27].

| : : s_ P
(g’f)qzllg g*?f g*qf? g f°



3.2. Teorem

g(x) € F;(0) ve f(x) € F;(1) olsun.

o

@) = ) a@x* ve B =) b@xk
k=0

k=0

olmak lzere

ao(q) bo(q)
a,(q) b,(q)

@ F)q Ial(‘” bl(q)‘ & g(x) # (@) () = B(x)

15

(3.9)
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4. BINOMIYEL DONUSUMLER

Bu boliimde oncelikle Horadam dizisini ve bu dizinin bazi1 6zelliklerini verecegiz. Daha
sonra binomiyel doniisiimiin tanimini verecegiz. Horadam dizisinin binomiyel doniistimii
olarak elde edilen yeni dizinin bazi cebirsel 6zellikleri verecegiz. Dahast bu doniisiim

altinda elde edilen dizinin tlirete¢ fonksiyonu i¢in iki farkli yontemden bahsedecegiz.

4.1. Tanim

Baslangic sartlar1 hy = a, hy = b ve n > 2 olmak {izere

h, = ch,_1 + dhy,_, (4.1)

indirgeme bagntis1 ile tanimlanan sayilara Horadam sayilari denir. {h,} ifadesine ise
Horadam say1 dizisi denir. Horadam dizilerinin rekiirans bagintisinin karakteristik

denklemi
x> —cx—d=0

olup, ¢? + 4d > 0 i¢in bu denklemin iki kokii

@ 2 = 2

_c+Vc2+4d 8 c—+Vc?2+4d

dir. Béylece Horadam sayilariin Binet formiilii

b—ap acx — b

VeZ +4d’ 0 V2 + 4d

olmak lzere
th = AO an + BO ﬁn (42)

seklindedir. Uretec fonksiyonu ise
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dir [14].

a, b, ¢, d nin 6zel segimleri ile bir¢ok 6zel dizi elde edilir.

Cizelge 4.1. Horadam dizisinin baz1 6zel durumlari

a | b | c|d h, Horadam dizisi Ureteg
0 1 1 1 E, Fibonacci dizisi Fp——
2 1 1 1 L, Lucas dizisi V24
1—x—x2
0 |1 |2 |1 B, | Pelldizisi ad
o ell dizisi T =27
2 |2 |2 |1 Q, | Pell-Lucas dizisi s
1—2x—x?
- . X
0 1 1 2 Jn Jacobsthal dizisi T—x— 22
Jacobsthal-Lucas 2 —x
2 1 1 2 Jn o - -
dizisi 1—x—2x2
X
P - .
0 1 k|1 xn | k-Fibonacci dizisi T Tr =2
2 | k| k|1 Lien | k-Lucas dizisi _Z2okx
' 1—kx —x?

(4.3)

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin q —benzeri Jia ve arkadaglar

tarafindan Sy(¢t, q) = a, S,(t,q) = b baslangig sartlar1 ve n > 1 igin

Sn+1(t; Q) = Sn(t: CI) + tqn—z'sn—l(ti CI)

(4.4)

rekiirans bagintisi ile tanimlanmistir [15]. Dahasi bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonunu

1—x—tx?n,

{a+ (b —a)x}

(4.5)
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olarak bulmuslardir.

Burada hemen not edelim ki Es. (4.4) de t =1, a =0 ve b = 1 segilirse g —Fibonacci
sayllar;, t =1, a =2 ve b =1 seqilirse de g —Lucas sayilar1 elde edilir. Dahas1 g — 1

icin Fibonacci ve Lucas sayilari elde edilir.
4.2. Tanim

A = {a,}; -, herhangi bir dizi olmak iizere

b, = ZO (e (4.6)

l
seklinde tanimli B(A) = {b, )}, dizisine bu dizinin binomiyel doniisiimii denir [3].

Binomiyel inversiyon Teoremi kullanilarak

an = (7)Dminy
i=0

4

seklinde binomiyel doniisiimden, {a,, }y= dizisinin elemanlari elde edilebilir.

Simdi ise binomiyel doniisiimiin iirete¢ fonksiyonunu bulmak icin Barry ve Prodinger
tarafindan ispatlanan ve ileri ki kisimlarda kullanacagimiz asagidaki teoremi verelim
[3,21].

4.1. Teorem

Herhangi bir {a,}n-,  dizisinin fiirete¢ fonksiyonu a(x), bu dizinin binomiyel

doniistimiiniin iirete¢ fonksiyonu ise £ (x) ise

,B(x)zlixa( ~) “.7)

1—x
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dir.

Horadam dizisinin binomiyel doniistimii

n
b= ()
=0

i
seklinde olup, binomiyel doniisiimiin elemanlari ise, B(A) = {by, b1, b, ... } seklindedir.

Asagidaki teorem de ise Horadam dizilerinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen yeni

dizinin indirgeme bagntisini verecegiz.
4.2. Teorem

Horadam dizisinin binomiyel doniisiimiiniin indirgeme bagintisi, baslangig¢ sartlar1 by = a,

b; = a + b olmak lizere n > 2 i¢in

b,=(c+2)b,_;—(c—d+1)b,_, (4.8)
dir.

Simdi b,, dizisinin bazi 6zel durumlarini verecegiz.

4.1. Sonug

a=0, b=c=d =1 segilirse Fibonacci dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin rekiirans bagintis1 b, = 0, b; = 1 baslangi¢ sartlar1 ile
bp =3by_1 — bn_

elde edilir [12].
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4.2. Sonug

a=2,b=c=d =1 secilirse Lucas dizisinin binomiyel doniistimii ile elde edilen dizinin

rekiirans bagintis1 by = 2, b; = 3 baslangi¢ sartlari ile

bp = 3by—1 — bp—

elde edilir [5].

4.3. Sonug

a=0, b=d=1, c=2secilirse Pell dizisinin binomiyel doniisimii ile elde edilen

dizinin rekiirans bagintis1 by, = 0, b; = 1 baslangi¢ sartlar1 ile

by = 4by_1 — 2by

elde edilir [12].

4.4. Sonug

a=>b=c=2,d=1secgilirse Pell-Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin rekiirans bagintis1 b, = 2, b; = 4 baslangi¢ sartlar1 ile

by, = 4by_1 — 2by

elde edilir [5].

4.5. Sonug

a=0,b=c=1,d = 2 segilirse Jacobsthal dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin rekiirans bagintis1 b, = 0, b; = 1 baslangi¢ sartlar1 ile

bp = 3bp—4
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elde edilir.

4.6. Sonug

a=2,b=c=1,d = 2 segilirse Jacobsthal-Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde

edilen dizinin rekiirans bagintis1 by, = 2, b; = 3 baslangi¢ sartlar1 ile

by, =3by_4

elde edilir.

4.7. Sonug

a=0, b=d =1, c = ksegilirse k-Fibonacci dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde

edilen dizinin rekiirans bagintis1 by, = 0, b; = 1 baslangi¢ sartlar1 ile

by = (k +2)bn_q — kb,

elde edilir [12].

4.8. Sonug

a=2,b=d=1, c = ksegilirse k-Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin rekiirans bagintis1 by = 2, b; = k + 2 baslangig sartlari ile

by = (k +2)bp_y — kby_,

elde edilir [5].

Horadam dizisinin binomiyel déniisiimiiniin Binet formiilii

b, = Ar;" + Br," (4.9)
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dir. Burada

e+ +J(c+2)?2—4(c—d+ 1) y (c+2)—(c+2)?2—4(c—d+1)

1 ) 2 )
B b—a(r,—1) B (n—1Da-»b
CJc+2)2—4(c—d+1) CJc+2)2—4(c—d+1D)
dir.

r, ve r, ifadeleri binomiyel doniisiimiin indirgeme bagmtisinin karakteristik denkleminin

yani

r2—(c+2)r+(c—d+1)=0

denkleminin kokleridir.

Horadam dizisinin binomiyel doniisiimiin tirete¢ fonksiyonu f(x) olmak {izere

B = 1ixh(1fx)

_ a—(a—>b+ac)x
T 1—(c+2)x+(c—d+1)x2

(4.10)

dir.

Simdi de S (x) tireteg¢ fonksiyonunun bazi 6zel durumlarini verelim.

4.9. Sonug

a=0, b=c=d =1 segilirse Fibonacci dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin tirete¢ fonksiyonu

elde edilir [12].
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4.10. Sonug

a=2,b=c=d =1 secilirse Lucas dizisinin binomiyel doniistimii ile elde edilen dizinin

iirete¢ fonksiyonu

(x) = 2—3x
plx) = 1—3x + x2
elde edilir [5].

4.11. Sonug

a=0, b=d=1, c=2secilirse Pell dizisinin binomiyel doniisimii ile elde edilen

dizinin tirete¢ fonksiyonu

X
BO) =T o0

elde edilir [12].
4.12. Sonug

a=b=c=2,d=1secilirse Pell-Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin iirete¢ fonksiyonu

() = 2 —4x
plx) = 1—4x + 2x?
elde edilir [5].

4.13. Sonug

a=0,b=c=1,d = 2 segilirse Jacobsthal dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen

dizinin iirete¢ fonksiyonu
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Al =173

elde edilir.

4.14. Sonug

a=2,b=c=1,d = 2 segilirse Jacobsthal-Lucas dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde

edilen dizinin iirete¢ fonksiyonu

2—3x
p(x) = s
elde edilir.

Binomiyel doniisiimiin iireteci ¢esitli sekilde hesaplanmistir. Paul Bary [12], Riordan
Gosteriminin temel teoremini kullanarak binomiyel doniisiim gibi ¢esitli doniisiimlerin

iireteclerini bulmustur.

glx) = fx, fx) = :—x ve {a, }o=o olarak {F,},—, Fibonacci dizisi se¢ilirse

'(8) 0 0 0 0 -11::0- ZO
@ @ o o oofla] |,
6 @ G R | AN TS
B 66 G- |

yani Fibonacci dizilerinin Binomiyel doniisiimii elde edilir.
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Riordan’in Temel Teoremini kullanarak {b,,} dizisinin B (x) iirete¢ fonksiyonunu bulalim.

B(x) = g(x) - a(f(x))

= (4.11)

Bu sonucu bileske isleminin tanimin1 kullanarak yapalim.

Bx) = g(x)- (a°f )(x)

1—x
n=0

k=0 \n=0

(o]
n=0

B x
T 1—3x+x2

{a,}meo dizisi yerine {h,};=, Horadam dizisi, dolayisiyla h(x) irete¢ fonksiyonu alinirsa
Horadam dizisinin binomiyel doniisiimii elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci, Lucas, Pell,
Pell-Lucas gibi Horadam dizisinden elde edilen biitiin dizilerin binomiyel doniisiimlerinin

iiretecleri bulunabilir.
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5. -BINOMIYEL DONUSUMLER

Bu boéliimde ise oncelikle ¢ —binomiyel doniisiim tanimlanacaktir. Daha sonra ¢ —Riordan

kavrami kullanilarak g —binomiyel dontisiimlerin iiretecleri bulunacaktir.
5.1. Tanim

{a, (@)}, bir dizi olsun.

n(q>—zq 7] a0 (5.1)

{bn (@) }n=o dizisine {a, (q)}n=, dizisinin ¢ —Binomiyel doniisiimii denir.
Ornek

{a,(q@)}n=, dizisinin binomiyel doniisiimiiniin bazi terimlerini bulalim.

n = 01igin by(q) = ao(q)
n = 1ic¢in by(q) = ao(q) + qa,(q)
n = 2icin by(q) = ao(q) + q[2]a;,(q9)+q>a,(q)

olarak elde edilir.

5.1. Teorem

9(x,q) == x) flx,q) = (1_xx)q ve {a,(q)}%, dizisinin g —Binomiyel déniisimii
{b, (@)= olsun. {a,,(q) }m=, dizisinin tirete¢ fonksiyonu a(x, q) ve {b,(q)}n=o dizisinin

tirete¢ fonksiyonu B(x, q) ise

Bx,q) = g(x,q) *q (@0 f)(x,q) (5-2)
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dir.
fspat

q —Pascal matrisinin ¢ —Riordan gésterimi

()
1-x"1-x/4

dir ([13]). q —Pascal matrisi ile {a,(q)}n=o dizisinden olusan siitun vektori ile

carpimindan

Nl 0 0 0 - 1rao(q) bo(q)

RN (@] b

ol 1] 0 0 .. || q q)

HIC I R ax(@)| _|b:()

0 ! 1 Tl az(q)| 1b3(q)

ol ali] @] @] lle@] |b@

n(q)—Zq [] a;(q) n=012,.. (5.3)

elde edilir. Bu ise {a,,(g)} dizisinin g —Binomiyel doniistimiidiir. Teorem 3.2 den

Bx,q) = g(x,q) *q (@0 f)(x,q)

olur.

5.1. Sonug

Esitlik (5.2) de g — 1 ise Esitlik (4.7) elde edilir.

Simdi B(x, q) tireteg fonksiyonunu hesaplayalim.



=0
1 © [j]
(1-x) Z“f<(1—x)>
q = q
0 j-1
1 qx
(1-—x) Z G [1= qkx
a j=0 k=0
q
- (1- x) Z % 1-— qk+1x
9\j=0 k=0
i () x/
= aj q 2 j+1
7=0 (1 —x)g

Heine Binom Teoremi kullanilirsa

B(x,q) =§:aj (39 i
j=0

n=0
olup, denklem diizenlenirse

[00] [00]

(xq)—z: za]qm x"

elde edilir.

Ozel olarak Es. (5.4) de a,,(q) = S,(t, q) secilirse,

(xq)—Z ZS(tq)q 7] )=

29

(5.4)

(5.5)

genellestirilmis g —Fibonacci ve g —Lucas polinomlarinin g —binomiyel doniisiimiiniin

ureteci elde edilir.
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t=1,a=0veb =1 segilirse ¢ —Fibonacci sayilari, t = 1, a = 2 ve b = 1 segilirse de

q —Lucas sayilari elde edilir. Dahasi ¢ — 1 icin Fibonacci ve Lucas sayilari elde edilir.

5.2. Sonug

Es. (5.5) de t=1, a=0 ve b =1 scgilirse g —Fibonacci sayilarinin g —binomiyel
dontistimii ile elde edilen dizinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Dahast g — 1 i¢in
Fibonacci sayilariin binomiyel doniisiimii ile elde edilen dizinin Es. (4.11) ile verilen
iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

5.3. Sonug

Benzer bicimde Es. (5.5) de t=1, a=2 ve b =1 secilirse q —Lucas sayilarinin
q —binomiyel doniisiimii ile elde edilen dizinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir. ¢ = 1 i¢in
Lucas sayilarinin binomiyel doniisiimii ile elde edilen dizinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

5.4. Sonug

Es.(54) q » 1 ve a, = h, secilirse, Horadam dizisinin binomiyel doniisiimii ile elde

edilen dizinin Es. (4.10) ile verilen iirete¢ fonksiyonu elde edilir.

5.5. Sonug

a,(q) = q " olmak tizere {a,,(q) }n=o dizisinin ¢ —Binomiyel doniigiimiiniin istel tireteci

X — X . X
gq =eq " Eq

dir.

fspat

Es. (5.4) de a,,(q) = q7™ segilirse



s =Y (DB )

olur.

olsun. g-iistel fonksiyonlarin tanimlari kullanilirsa

oy > () x"
eq.Eq = <;W) <n=0q(2) W)
5[5t

L [n— j][/]!

S
Il
o
-
Il
o

I
Nk
Nk

ey [’J?] %

n=0 \ j=0
fr— N xn
- Z .Bn W

S
Il
o

{a, (@) }nz, dizisinin g-Binomiyel doniisiimiiniin iistel treteci elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calisma alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde problem tanimlanmis, gerekli
literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde gerekli tanmim ve kavramlar verilmis, iigiincii
bolimde matrislerin Riordan ve g —Riordan gosterimleri incelenmis, dordiincli boliimde
dizilerin binomiyel doniisiimleri ve ¢esitli 6zellikleri verilmis son olarak besinci boliimde
q —binomiyel doniisim tanimlanmis ve g —Riordan gosterimler yardimi ile {ireteg

fonksiyonu elde edilmistir.

q —binomiyel doniisiimiin iirete¢ fonksiyonunda g nun ve dizilerin 6zel se¢imine ile birgok

sonu¢ elde edilebilmektedir.
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