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OZET

ADVEKSIYON-DIFUZYON DENKLEMLER iCIN SAYISAL METOTLAR

Elif DUMAN
Uygulamali Matematik

Tez Danigmant: Dog. Dr. Maksat ASHYRALIYEV

Ocak 2020, 59 sayfa

Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi sonlu farklar metodu kullanilarak
incelenmektedir. Bu yontemde denklemdeki bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri yerine
sonlu fark ifadeleri konulur. Bir boyutlu sabit katsayili adveksiyon-difiizyon denklemi
icin ¢esitli acik ve kapali semalar iizerinde durulmustur. Bu semalarm kararlhiligimi
incelemek i¢cin Von Neumann analizi kullanilmistir. Bir boyutlu baslangi¢ sinir deger
adveksiyon-difiizyon problemleri i¢in bu semalarin niimerik ¢6ziimleri hesaplanmustir.
Test edilen niimerik 6rnekler teorik bulgular1 desteklemektedir.

Anahtar Kelimeler: Adveksiyon-Difiizyon Denklemi, Sonlu Farklar Metodu, Agik ve
Kapal1 Semalar, Von Neumann Kararlilik Analizi



ABSTRACT

NUMERICAL METHODS FOR ADVECTION-DIFFUSION EQUATIONS

Elif DUMAN
Graduate Program of Applied Mathematics

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Maksat ASHYRALIYEV

January 2020, 59 pages

A study for numerical solutions of one-dimensional advection-diffusion equation using
finite difference method is presented. This method is based on replacing the derivatives
with the finite difference approximations. Various explicit and implicit schemes are
used to find the approximate solution of one-dimensional advection-diffusion equation
with constant coefficients. Von Neumann analysis is applied to study the stability of
these schemes. Numerical examples for one-dimensional advection-diffusion equation
with specified initial and boundary conditions are provided to support the theoretical
findings. Numerical examples for one-dimensional advection-diffusion equation with
specified initial and boundary conditions are provided to support the theoretical
findings.

Keywords: Advection-Diffusion Equation, Finite Difference Method, Explicit and
Implicit Schemes, Von Neumann Stability Analysis
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1. GIRIS

Diferansiyel denklem tiirlerinden; miihendislik, fizik, uzay ve doga bilimleri, tip ve istatis-
tik gibi alanlardaki problemlerin matematiksel modellenmesinde yararlanilir. Adi Diferan-
siyel Denklemler (ADD), Kismi Diferansiyel Denklemler (KDD), Gecikmeli Diferansiyel
Denklemler vb. veya bunlarin kombinasyonlari gibi bir grup lineer ve/veya lineer olmayan
denklemler bu tiirlere dahildir. Bazi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii analitik yontem-
lerle bulunur. Fakat ¢cogu zaman diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ztimiinii hesaplamak
miimkiin olmayabilir. Bu tiir durumlarda yaklasik ¢oziimii bulmak i¢in niimerik metot-
lar gelistirilmistir. Niimerik ¢6ziim yontemleri arasinda en yaygin kullanilanlar: sonlu
elemanlar, sonlu farklar ve sonlu hacimler yontemleridir.

Yapilan bu ¢alismada, bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi i¢in niimerik yontemleri
sunuyoruz. Sonlu farklar metodu kullanilarak, bir boyutlu adveksiyon- difiizyon denklemi
icin cesitli acik ve kapali semalar incelenmektedir. Bu semalarin Von Neumann kararlilik

analizi verilmektedir. Ayrica niimerik 6rnekler ile teorik bulgular desteklenmektedir.



2. LITERATUR OZETi

Adveksiyon-Difiizyon denklemi, parcaciklarin, enerjinin veya farkl fiziksel niceliklerin
adveksiyon ve difiizyona bagli olarak yayilimim gosteren bir denklemdir. Adveksiyon-
Difiizyon denklemi, genis kapsamli bir ¢ok bilimsel probleme model olarak alinmistir,
ornegin [3, 13,18, [18} [14].

Adveksiyon-Difiizyon denkleminin niimerik ¢oziimleri icin farkli ¢calismalar bulunmak-
tadir. Adveksiyon-Difiizyon denkleminin niimerik ¢oziimleri i¢in en yaygin kullanilanan
yontemler: sonlu farklar, sonlu elemanlar ve sonlu hacimlerdir. Sonlu farklar yontemi
iclerinde en eskisidir. Bu yontem ilk olarak 1768 yilinda Euler tarafindan Adi Difer-
ansiyel Denklemler (ADD) icin tamimlanmustir [[1]. 1908 yilinda ise bu yontem Runge
tarafindan Euler’in fikri kullanilarak iki boyutlu Poisson denklemi i¢in gelistirilmistir [5].
Sonlu farklar metodu i¢in yakinsaklik ispati ilk kez 1928 yilinda Courant, Friedrichs ve
Lewy tarafindan ortaya konan akademik bildiride yer almistir [16]. Bu akademik bildiri,
kismi tiirevli hiperbolik diferansiyel denklemlerin kararliligi konusunda 6nemli bir yer
tutmaktadir. Teorik olarak literatiirde yer alan sonlu fark yontemleri, 1950°1i yillarda
bilgisayarlarin kullanilmaya baglanmasiyla uygulamaya konulmustur. Bilgisayarlarin icat
edilmesi sonucu, niimerik metotlarin verimli bir sekilde kullanilmasi ve teorik bilgilerin
dogrulugunun test edilmesi miimkiin olmustur. Son yillarda verimli ve yiiksek hizl
bilgisayarlarin gelismesi ile birlikte sayisal problemlerin ¢oziimiiniin bulunmas1 kolay-
lagmugtir.

Sonlu farklar yontemi, hem lineer hem de lineer olmayan problemlere uygulanabilmesi,
yakinsaklik analizinin yapilabilmesi ve bilgisayarda rahatga programlanabilmesi gibi 6zel-
liklerinden dolay1 giiniimiizde de sik sik tercih edilmektedir. Sonlu farklar yontemi kul-

lanilarak yapilmus [2} 9} 117, 4, 18] gibi daha farkli ¢aligmalar da mevcuttur.



3. GENEL BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan Adveksiyon Difiizyon denklemi, Tay-
lor teoremi, tiirevlerin niimerik yaklagim formiilleri, sonlu farklar yontemi ve bu yontemin
kararlihig1, tutarliigl, yakinsaklign ile ilgili genel bilgiler verilecektir. Ilaveten, von Neu-

mann polinomu da bu kisimda ele alinacaktir.

3.1 ADVEKSIYON-DIiFUZYON DENKLEMIi

Bu kisitmda Adveksiyon-Difiizyon denkleminden bahsetmeden 6nce kisaca Adveksiyon

denklemi ve Difiizyon denklemi ele alinacaktir.

3.1.1 Adveksiyon Denklemi

Adveksiyon: Belirli bir yonde hareket eden akigkanin iginde yer alan bir maddenin,
akigkanin hareketi sonucu ilgili yone tasinmasi olayidir.

Bir boyutlu adveksiyon denklemi, ¢+ zamana ve x konuma gore degiskenleri belirtmek
uzere;

U +auy, =0 3.1

seklindedir. Burada a akis hizi sabiti ya da bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonudur.
a’ya ayrica adveksiyon sabiti de denir. Eger a bagimli degiskenlerin bir fonksiyonu ya da
tiirevi ise adveksiyon denklemi nonlineer (dogrusal olmayan)dir. Burada u ise konum ve

zamana kargilik gelen x ve 7 bagimsiz degiskenlerine bagli bilinmeyen bir fonksiyondur.



3.1.2 Difiizyon (Is1) Denklemi

Difiizyon: Bir maddenin icerisindeki hareketli parcaciklarin yogunlugun ¢ok oldugu
yerlerden az oldugu yerlere dagilmasi olayidir.

Bir boyutlu Difiizyon (Is1) denklemi,  zamana ve x konuma gore degiskenleri belirtmek
uzere;

ur = duyy, (32)

seklindedir. Burada d diflizyon sabitidir. u ise adveksiyon denklemindeki gibi konum ve

zamana karsilik gelen x ve ¢ bagimsiz degiskenlerine bagh bilinmeyen bir fonksiyondur.

Not 1. Adveksiyonda da difiizyonda da parcaciklar bir yerden bagka bir yere tasinir fakat
bunu farkli sekilde gerceklestirirler. Adveksiyonda tek yonlii bir akis varken difiizyonda

yogunlugun ¢ok oldugu yerden az oldugu yere yayilim vardr.

3.1.3 Adveksiyon-Difiizyon Denklemi

Adveksiyon-Difiizyon denklemi, adveksiyon ve difiizyon etkisinin birlesmesinden olusur.
Bagka bir deyisle; Adveksiyon-Difiizyon denklemi, parcaciklarin, enerjinin veya farkli
fiziksel niceliklerin adveksiyon ve difiizyona bagl olarak yayilimimi gosteren bir den-
klemdir.

Adveksiyon-Difiizyon denklemine; enerji, hiz, kiitle gibi ¢esitli biiyiikliiklerin modellen-
mesinde de bagvurulur. Sudaki kirliligin yayilimi, akarsu aglarindaki termal 1s1 yayilimi,
korfezlerdeki petrol kirliligi gibi termal niteliklerin incelenmesinde kullanilmasinin yani
sira kimyasal tepkimeler sirasinda bir maddenin sistemdeki degisimi ve cozeltilerdeki
konsantrasyonum belirlenmesi gibi kimyasal kullanim alanlar1 da vardur.

Baglangi¢ ve sinir kosullar1 verilen Adveksiyon-Difiizyon denkleminin ¢ogu Orneginde

analitik ¢oziimii bulmak yeterince zor oldugundan, bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in bazi



niimerik metotlar gelistirilmistir. Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi,  zamana ve

x konuma gore degiskenleri belirtmek iizere;

Uy + auy = didyy 3.3)

seklinde ifade edilir. Burada du,, terimi difiizyonu, au, terimi ise adveksiyonu belirtmek-
tedir. Buna gore difiizyon sabiti d = 0 oldugunda (3.3) denklemi bir boyutlu adveksiyon
denklemi (3.1)’e doniisiir. Adveksiyon sabiti a = 0 oldugunda ise (3.3) denklemi bir

boyutlu difiizyon (1s1) denklemi (3.2)) halini alir.

3.2 TAYLOR TEOREMIi

Teorem 1. f € C"*D [a,b] olsun, yani f, f', f",- -, f*V fonksiyonlart [a, b] araliginda

stirekli ve xy € [a,b] olsun. Bu durumda her x € [a,b] icin xg ile x arasinda

S
(n+1)!

f,(XO)(x—x0)+~~-+ f”(ico)

i n (x —x0)"! (3.4

f(x) = flxo) +

(x —x0)" +

esitligini saglayacak en az bir & sayist mevcuttur [11]].

Not 2. (@ esitligine f fonksiyonun xo civarinda Taylor acilumi denir. Ilaveten

Pa) = 1) + L0 ¢ L0 g OOy
ve
A3 n+
Ry(x) = m(x — x0)"*!
olmak iizere, (3.4)) esitligi
J(x) = Pp(x) + Ru(x) (3.5)

seklinde yazilabilir. Burada tammlanan P,(x) polinomuna n.mertebeden Taylor polinomu



ve R,(x) ifadesine de P,(x) ile iligkili kesme hatasi denir. Kesme hatasindaki & sayisi

P, (x) polinomu civarinda a¢ildigr x sayisina baghdr.

Not 3. (3.9) esitliginde x = xo + h ve xo = x kabul edersek, asagidaki formiilii elde ederiz

A T i P sl )

fx+h)=f(x)+ 2 n (n+1)!

(3.6)

Ayrica, (3.4) esitliginde x = xo — h ve xo = x kabul edersek, asagidaki formiil elde edilir

( ), f”( )2 f"( )

)n+1 f (1) (§2) hn+l

+(=1)'—— TESN

fx=h) = f(x)- +(-1 (3.7

3.3 NUMERIK TUREV
3.3.1 Birinci Tiirevin Yaklasim Formiilleri

Teorem 2. f(x) iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon ise asagidaki birinci mertebeden

yaklagim formiilii saglanir

f'(x) =

fle+ h; — S L o). (3.8)

Ispat: (3.6) esitliginde n = 1 durumunda

fx+h)= f(x)+ f(x)h+ @hz

seklinde yazilabilir. Buradaki sonuncu terim hata terimi olup, &, x ve x + h arasinda bir
noktadir. Bu ifade f’(x) i¢in c¢oziiliirse

feeh-f@) 1@,

fl =22 :




elde edilir. Buradaki ilk terimin sayisal tiirev i¢cin kullanilan ileri fark formiilii oldugu,
ikinci terimin ise sayisal tiirev alinirken yapilan hata oldugu soylenebilir. Goriildiigi gibi
hata terimi /4 ile orantilidir. Mertebe agisindan diisiiniiliirse hata O(4) mertebesindedir ve

boylece (3.8) saglanmus olur.

Not 4. (3.8) yaklasim formiiliine birinci tiirevin birinci mertebeden ileri fark yaklagim

Jormiilii denir.

Not 5. (3.8) yaklasim formiiliinde h yerine —h konulursa asagidaki birinci mertebeden

geri fark yaklasim formiilii elde edilir

f(x)

_ ey i(’“ =" L owm). (3.9)

Teorem 3. f(x) iic kez tiirevienebilen bir fonksiyon ise asagidaki ikinci mertebeden

yaklagim formiilii saglanir

fx+h) - fx—h)

2
= +O(h). (3.10)

f'(x) =

Ispat: (3.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 2 alnirsa,
h? h?
flothy = fO)+hf () + = f7(x) + = f7(E),

4 h2 44 h3 4
flx=h) = fx) = hf'(x) + = f7(x) = = f7(&)
elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa ¢ikarilirsa

3
POt ) = fx=h) = 2hf () + (77 + 17(E)



olur ve boylece

fGe+h) = flx=h) B

F0) = 2h 6

(f7 &)+ f7 (&)

elde edilir. Burada, sagdaki ilk terim tiirevin merkezi farklarla sayisal yaklasimini ifade
etmektedir. Tkinci terim de hatay1 belirtmekte olup hata A? ile orantilidir. Mertebe
acisindan diisiiniiliirse hata O(h?) mertebesindedir ve boylece (3.10) esitligi elde edilmis

olur.

Not 6. (3.10) yaklasim formiiliine birinci tiirevin ikinci mertebeden merkezi fark yaklagim

Jormiilii denir.

Teorem 4. f(x) tic kez tiirevienebilen bir fonksiyon ise, asagidaki ikinci mertebeden

yaklagim formiilii saglanir

=3f(x)+4f(x+h)— f(x+2h)

2
o +O(h?). (3.11)

f(x) =

Ispat: (3.6) formiiliinde n = 2 alinirsa ve yine (3.6) formiiliinde n = 2 ve & yerine 2h

alinirsa sirasiyla asagidaki formiiller elde edilir
h? n
flothy = fO)+hf' () + = f7(x) + = f7 (),

4 4 4h3 4
Fa+2h) = £(5) + 200 () + 20 f7 () + 5 f (&),
f(x + h) ifadesi 4 ile ¢arpilip sonugtan f(x + 2k) ifadesi ¢ikarilirsa,

3
A+ 1) = fx 4 20) = 3f(0) + 20f(0) + o (176 = 2/ (&)



olur ve buradan,

—3f(x) +4f(x + h) = f(x +2h) 2h2
2h

f'(x) = =5 () =2f"(&)

elde edilir. Burada, sagdaki ilk terim birinci tiirevin ikinci mertebeden sayisal yaklagimini
ifade etmektedir. Ikinci terim de hatay1 belirtmekte olup hata /? ile orantilidir. Mertebe
acisindan diisiiniiliirse hata O(h?) mertebesindedir ve boylece (3.11)) esitligi elde edilmis

olur.

Not 7. (3.71) yaklasim formiiliine birinci tiirevin ikinci mertebeden ileri fark yaklagim

Jormiilii denir.

Not 8. (5.11) yaklasim formiiliinde h yerine —h konulursa asagidaki ikinci mertebeden

geri fark yaklasim formiilii elde edilir

3f(x) —4f(x—h) + f(x —2h)
2h

J'(x) = +0(h?). (3.12)

Teorem 5. f(x) bes kez tiirevienebilen bir fonksiyon ise asagidaki dordiincii mertebeden
yaklagim formiilii saglanir

—f(x+2h)+8f(x+h)—-8f(x —h)+ f(x —2h)

4
o +O(hY). (3.13)

f'(x) =
Ispat: (3.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 4 almirsa,

” " (4) (5)
O RO A

flx+h) = f(x)+ f()h+ ——

f”(x) f”’(x) h3 .\ f////(x) h4 _ f(S)(é:z) hS

fx=h) = f(x) = f'(x)h + 3] 41 5!




ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa cikarilirsa,

h3 hd

fath) = fx =) = 2hf" () + (0 + oo (PEN+ [T&)  G14)

bulunur. (3.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 4 ve h yerine 2h alinirsa sirasiyla

asagidaki formiiller elde edilir

3 4 5
PO+ 20) = £+ 20 f(0) + 207700+ S 7700+ 2 900 + T O

4h3 2h* 413
F(x=2h) = £(x) = 2hf'(x) + 2R3 f"(x) - — "0+ O - 5 ).

Taraf tarafa c¢ikarilirsa,

8h3 4nd

G+ 20) = fx = 20) = 4hf'(0) + == ") + = (fFE) + [O&) (G135

elde edilir. Simdi, (3.14) esitligin 8 katindan (3.15) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa
8(f(x+h)— f(x = h)) = (f(x+2h) = f(x —2h)) = 12hf"(x) + o)

bulunur. Bu ifade f’(x) i¢in ¢oziiliirse (3.13) esitligi elde edilmis olur.

Not 9. (B3.13) yaklasum formiiliine birinci tiirevin dordiincii mertebeden merkezi fark

yaklasim formiilii denir.
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3.3.2 Ikinci Tiirevin Yaklasim Formiilleri

Teorem 6. f(x) dort kez tiirevienebilen bir fonksiyon olsun. O zaman Taylor formiiliine

gore asagidaki ikinci mertebeden yaklasim formiilii saglanir

S+ h)-2f(x) + f(x—h)

- +O(h?). (3.16)

f7(x) =

Ispat: (3.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 3 almirsa,

F@, @0 0 Y6

fleth) = f@x)+ = 21 3] n

10, L@ 116 [0,

f(x—h)=f(x)- 21 31 4\

elde edilir. Usteki iki esitligi taraf tarafa toplarsak,

4
POt )+ = 1) = 2 + 1) + 5 (77 E) + 7€)

bulunur. Bu ifadeyi f”(x) icin ¢ozersek

f(x+h)=2f(x)+ f(x—h) h?
h2 24

f(x) = (f7 )+ (&)

elde edilir. Burada, sagdaki ilk terim ikinci tiirevin merkezi farklarla sayisal yaklagimini
ifade etmektedir. ikinci terim de hatay1 belirtmekte olup hata h? ile orantilidir. Mertebe
acisindan diisiiniiliirse hata O(h?) mertebesindedir ve boylece (3.16) esitligi elde edilmis

olur.

Not 10. (3.16)) yaklasim formiiliine ikinci tiirevin ikinci mertebeden merkezi fark yaklagim

Jormiilii denir.

Teorem 7. f(x) alti kez tiirevienebilen bir fonksiyon olsun. O zaman Taylor formiiliine

11



gore asagidaki dordiincii mertebeden yaklasim formiilii saglanir

—f(x +2h) + 16 f(x + h) — 30£(x) + 16 f(x — h) — f(x — 2h)

f7(x) = o

+0(hY. (3.17)

Ispat: (3.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 5 alnirsa,

[0 10 PO 1005 SOE,,

Flr+ ) = £+ f(h+ 3! o 5 L

P00 S700 S0 10,5, £,

flx—h)=f(x)- f'(x)h + 3 21 51 6!

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,

4
POt )+ = 1) = 20+ 120 + 55 70 + 5 (700 + FOE) (19

360(

bulunur. (B.6) ve (3.7) numarali formiillerde n = 5 ve h yerine 2k almirsa sirastyla

asagidaki formiiller elde edilir
f(x+2h) = f(x)+2hf’ (X)+2h2f”(X)+—f”’() f<4><x> f<5><x)+ f<6>(53)

FOr=2h) = F(r)—2h ()20 f ()~ f”’() —f<4><) f<5><) f<6><§4>

Buradan,

FOr+2h)+ f(x=2h) = 2f (x) +4h° f(x) + —f<4>< )+ (f(6)(§3) +10%&) (3.19)
elde edilir. Simdi, (3.18) esitliginin 16 katindan (3.19) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa

16(f(x + h) + f(x — h)) = (f(x +2h) + f(x — 2h)) = 30f(x) + 12k f(x) + O(h°)
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bulunur. Bu ifade f”(x) i¢in c¢oziiliirse (3.17) esitligi elde edilmis olur. Burada sag-
daki kisim ikinci tiirevin merkezi farklarla yaklasimim ifade etmektedir. Ikinci terim de
hatay1 belirtmekte olup hata 4* ile orantilidir. Mertebe agisindan diisiiniiliirse hata O(h*)

mertebesindedir.

Not 11. (3.17) yaklasim formiiliine ikinci tiirevin dordiincii mertebeden merkezi fark

yaklasim formiilii denir.

3.4 SONLU FARKLAR YONTEMIi

Sonlu farklar yontemi sayisal yontemlerin en eskilerinden biridir. Literatiire bakildiginda
ilk olarak Euler tarafindan 1768 yilinda Adi Diferansiyel denklemler (ADD) i¢in tanimlan-
mustir [[1]]. Daha sonra 1908 yilinda Runge tarafindan iki boyutlu Poisson denklemleri i¢in
gelistirilmistir [S]. 1968 yilinda ise Alterman ve Karal tarafindan elastik dalga yayilimiyla
ilgili ilk uygulamalar sonlu farklar yontemiyle yapilmistir [7] .

Sonlu farklar yontemi, giiniimiizde de diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini
bulmakta sik sik bagvurulan bir yontem olmaya devam etmektedir. Bu yontemin temeli
Taylor formiiliine dayanmis olup, sinirli sayida terim iceren bir diferansiyel denklemdeki
tiirevlerin yerine sonlu fark ifadeleri konularak uygulanir.

Bu yontemin kullanilmasindaki avantajlar olarak; hem lineer hem de lineer olmayan
problemlere uygulanabilmesi, yakinsaklik analizinin yapilabilmesi ve bilgisayarda rahatca
programlanabilmesi sayilabilir.

Burada, ornek bir baglangi¢-sinir deger problemi i¢in sonlu farklar yonteminin uygulan-

masini gosterecegiz.
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Ornek 1.

Ur = Uyxy, O0<x<lI, O0<t<T,
u(x,0) = ¢(x), 0<x<l, (3.20)

u0,/) =u(l,t)=0, 0<r<T

baglangic-sinir deger ist problemini ele alalim. Burada, ¢(x) verilmig bir fonksiyon olsun.

(3.8) yaklasim formiiliinii kullanarak, yeterince kiigiik bir 7 i¢in,

u(x,t + 1) — u(x,t)
T

ui(x,t) ~

(3-16) yaklagim formiiliinii kullanarak, kiiiik bir 4 igin,

u(x — h,t) = 2u(x,t) + u(x + h,t)
h2

”xx(x’ t) &

yaklasim formiilleri elde edilebilir. Bu yaklagim formiilleri kullanilarak (3.20) problemi

asagidaki sonlu farklar semasiyla degistirilebilir

u7+1_u;} Wi = 2ul Ul
= . OSI’ISN_I’ 1S.]SM_1’

T h?

W)= ¢(xj), 0<j<M,
(3.21)

uy=uy =0, 0<n<N,

, h=—, xj=jh, 0<j<M, t,=ntr, 0<n<N.

Burada u;.‘, (3.20) probleminin u(x, ¢) ¢dziimiiniin, ¢ = #, ve x = x; degerleri i¢in niimerik
bir yaklagimidir. (3.21)) sonlu farklar semasina zamanda ileri konumda merkezi fark

yontemi denir. Tiirevler icin farkli yaklasim yontemleri kullanilarak daha degisik semalar

da elde edilebilir.
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3.5 BAZI TEMEL KAVRAMLAR

IA

T
. e . . . -0
bolgesinde taniml1 gercek ¢oziimii olsun. M bir pozitif tamsay1 olmak iizere, h = A

seklinde x konuma gore adim uzunlugunu tanimlayalim. N bir pozitif tamsay1 olmak

u(x,t), bir boyutlu bir diferansiyel denkleminin D = {(x,7) |0 < x < [, 0 <t

—

lzere, 7 = N seklinde ¢t zamana gore adim uzunlugunu belirtsin. Buna gore, D

bolgesinin par¢alamis1 x; = jh, j =0,1,2,...,M vet, = nt, n=0,1,2,...,N seklinde

olsun.

3.5.1 Tuatarhlik

u;‘, diferansiyel denklemin wu(x,?) ger¢ek ¢oziimiiniin, x = x; ve t = t, degerleri icin
niimerik bir yaklasimi olsun. Yani u;?, sonlu fark semasimin gercek ¢oziimii olsun. Tim j
ve n degerleri igin,

lim |u(x;, t,)—u"|=0
h,r—0 (] n) J

ise sonlu fark semasina tutarhdir denir [12]].

3.5.2 Kararhhk

Bir kismi diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimiinii bulmak i¢in kullandigimiz sonlu fark
semasinin bilgisayar kullanilarak bulunan yaklagik ¢6ziimii, bu semanin gercek ¢oziimiine
yakinsiyorsa o sema kararhidir [[12]. Bagka bir deyisle u;.‘ sonlu fark semasinin gercek
¢Ozimii, 127 ise bu semanin bilgisayar kullanilarak bulunan yaklasik ¢6ziimii olmak iizere
tiim j ve n degerleri icin;

=0

n ~Nn
up —u;

lim
ho—0

ise sonlu fark semas: kararhdir.
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Niimerik semalarin kararlilik analizini incelemek icin biz bu tezde Von Neumann kararlilik

analizini ele alacagiz.

3.5.3 Yakinsakhk

ﬁ;l diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii bulmak icin kullandigimiz sonlu fark se-
masinin bilgisayar tarafindan hesaplanan yaklasik ¢6ziimii olmak tizere tiim j ve n degerleri
icin;

li b)) =i =0
h,imo M(X] n) Lt]
ise sonlu fark S€masi yaklnsaktlr [12]

Teorem 8. (Lax’in Teoremi) Sonlu fark yaklasim metodunun yakinsak olmasi icin gerek

ve yeter kosul metodun kararli ve tutarli olmasidir [12]].

3.5.4 Von Neumann Kararlilik Analizi

Von Neuman kararlilik analizi, sonlu fark semalarinin kararli m1 yoksa kararsiz mi
oldugunu incelemek i¢in en yaygin kullanilan yontemlerden biridir. Bu yontemin temeli
Fourier seri agcilimina dayandigindan bu yonteme Fourier Seri yontemi de denir. Von Neu-
mann kararlilik analizi sabit katsayil1 dogrusal (lineer) diferansiyel denklemlere uygulanir
[15]. Dolayistyla, bu yontemi kullanmak i¢in dogrusal olmayan (nonlineer) diferansiyel
denklemleri once lineerlestirmek gerekir.

Lineer bir kismi diferansiyel denklemde sonlu fark semalarinin kararligi; u;’ yerine
A"e®%i (i = \—1) déniisiimii yapilip, j ve n’nin her bir degeri icin en sonunda elde
edilen denklemin c¢oziilmesiyle belirlenir. Buradaki A’ya niimerik semanin amplifikasyon
faktorii denir. Niimerik semalarin kararliligini aslinda amplifikasyon faktoriiniin biiyiik-

ligii belirler. || < 1 ise niimerik sema kararli, [1| > 1 ise kararsizdir [6].
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3.6 VON NEUMANN POLINOMU

Tanmm 1. ag # 0 ve a, # 0 olmak iizere kompleks katsayili n.dereceden

f(R)=ap+a1z+ -+ a,7"

polinomu verilsin. Eger f(z) polinomunun tiim kokleri birim cemberin icinde veya iiz-

erindeyse bu polinoma von Neumann polinomu denir [[0].

Tamm 2. n.dereceden kompleks katsayili bir

f(@) =ap+aiz+---+a,7" (3.22)

polinomu icin

[ (@) =an+ap1z+ -+ az" (3.23)

olmak iizere, (n — 1). dereceye indirgenmis bir

[0)f(z) - f(0)f*(2)

Z

fi(z) = (3.24)

polinomu tamimlabilir [10].

Teorem 9. [[I0] f(z) polinomunun bir von Neumann polinomu olmast igin yeterli ve

gerekli sartlar | f*(0)| > | f(0)| ve fi(z) polinomunun von Neumann polinomu olmasidr.
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4. NUMERIK SEMALAR VE KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde

U +auy =duy,, 0<x<lI, 0<t<T “4.1)

bir boyutlu adveksiyon difiizyon denklemi icin sonlu farklar yontemiyle elde edilen cesitli
semalar1 ve bu semalarin kararlilik analizini inceleyecegiz. Bu incelemelerin sonunda
hangi yontemin hangi kosullar altinda kararli olduguna, bagka bir deyisle hangi yontemin

denklemin gercek ¢oziimiine yakinsayacak sonuclar verdigine karar verecegiz.
-0

M bir pozitif tamsay1 olmak iizere, h = sayisini tanimlayalim. Bu durumda,

xj=jh,j=0,1,2,...,M olmak iizere [0, /] arahigmin par¢alanisi olsun. Aym sekilde, N
T-0

bir pozitif tamsay1 olmak lizere, 7 = sayisin1 tanimlayalim. Bu durumda, ¢, = nt,

n = 0,1,2,...,T olmak lizere [0,7] araliginin parcalanisi olsun. Burada u’; ise 1|
denkleminin u(x,t) ¢dziimiiniin, r = ¢, ve x = x; degerleri i¢in niimerik bir yaklagimi

olarak tanimlanir.

4.1 ZAMANDA ILERi UZAMSAL MERKEZI SEMA

(3.8) yaklasim formiiliinii kullanarak,

u(-x_]atl’H—l) - u(x],tn) +
T

ur(Xj,1n) = O(7)

elde edilebilir. (3.10) yaklasim formiiliinii kullanarak,

U(Xji1,tn) — u(xj-1,,)

2
T + O(h”)

ux(xjatn) =

18



elde edilebilir. (3.16) yaklasim formiiliinii kullanarak,

u(Xj-1,tn) = 2u(xj,ty) + u(xjs1, 1)

% +O0(h?)

uxx(xj’tn) =

elde edilebilir. 7 ve h sayilar yeteri kadar kiiciik olmak iizere, bu yaklagim formiilleri

kullanilarak (@.T)) denklemi asagidaki sema ile degistirilebilir,

n+1 n n n
AR i u? | —u"
J U J+1 j-1
+a- =d- 5
T 2h h

n o _ n n
u wi g 2uj +ul

4.2)

(4.2) semas1 bundan sonra Zamanda ileri Uzamsal Merkezi (ZIUM) sema olarak ad-

landirilacaktir.
Not 12. ZIUM semasinin kesim hatast O(t + h?)’dir.

Teorem 10. Eger
2d h?

kosulu saglantyor ise ZIUM semast denklemi icin kararlidir.
Ispat: (4.2) ZIUM semasi

n+l _ n Ta, , 7d

u;t = ul - ﬂ(”jﬂ - ”?—1) + ﬁ(”?—l - ZM? + uj+1)

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte u} = A"e*% alinirsa,

/1n+lel'k)6j — /li’leika _ E/ln(eikxjﬂ _ el.kx]‘,l) + ﬁ

/11’! (eikx]‘,l _ zeikxj' + eikijrl)
2h h?

veya

ﬂ/ln(eik(j—nh _ngikih 4 eik(j+1)h)

hz

E/ln(eik(jﬂ)h _ eik(j—l)h) +

1 ikjh n ikjh
AT = ARt
2h
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elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

. . d . .
1=1- %(elkh _ e—lkh) + T_(e—lkh — 24 ¢ty

bulunur. Buradan

ekt = cos (kh) + i sin (kh)
esitlikleri kullanilarak

27d
A=1- %(1 — cos (kh)) - i% sin (kh)

elde edilir. O zaman

2
A* = 1—2;—2‘[(1 —cos(kh))) + (%sin(kh))2

4vd 472> 2q?
s s (1-cos (kh))2 + % sin? (kh)

ZI—F(I—COSU{I’Z))'F A

olur. Burada ZIUM semasi (4.3)) kosulunu sagladigi siirece,

4td 2

2 =1+ ?(1 — cos (kh)) (

U

T

T

<1+ 4;—20'1(1 - cos(kh))

—_—
N =

(1 — cos (kh)) + %(1 + cos (kh)) — 1

(1= cos(kh)) + %(1 + cos (kh)) — 1) =1

4.4)

ve dolayistyla tiim k degerleri icin |A] < 1 olur. Sonug olarak (4.2) ZIUM semast, (4.3)

kosulunu sagladigi siirece kararlidir. Yani, kosullu kararlidir.
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4.2 ZAMANDA GERI UZAMSAL MERKEZi SEMA

(3.9) yaklagim formiiliinii kullanarak,

u(xj,tye1) — u(x;,t,)

+ O(1)

ut(-xjatl’l-l-l) =

elde edilebilir. (3.10) yaklasim formiiliinii kullanarak,

U(Xji1stne1) — U(Xj—1,t041)

2
T + O(h”)

ux(xjatn+1) =

elde edilebilir. (3.16) yaklasim formiiliinii kullanarak,

U(Xj—15tne1) = 2u(Xj, ths1) + U(Xjs1, tns1)

- + O(h?)

uxx(xja ZLn+1) =

elde edilebilir. 7 ve h sayilar yeteri kadar kiigiik olmak iizere, bu yaklasim formiilleri

kullanilarak (4.T)) denklemi asagidaki sema ile degistirilebilir,

n+1 n n+1 n+l n+l n+1 n+l
u™ —u" uttt =y Wttt = 2u + u”
J VAN o & Y et NS A J j+l
T 2h h?

4.5)

(@.3) semas: bundan sonra Zamanda Geri Uzamsal Merkezi (ZGUM) sema olarak ad-
landirilacaktir.

Not 13. @ ZGUM semanin kesim hatasi O(t + h?) dir.

Teorem 11. (.5) ZGUM semas: ({4.1) denklemi i¢in kogulsuz kararlidir.

Ispat: (4.5) ZGUM semasi

n+l _ n n+1 n+1 7d n+1 n+1 n+1
Wit = = o (W - ) + ﬁ(”j-l = 2ui" +u)
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seklinde yazilabilir. Bu esitlikte u} = "e*% alinirsa,

/ln+1€lkxj — /l”e’kxf _ E/lrwl(elkxjﬂ _ elkxj,l) + _d/ln+1 (ezkx_,-,l _ zelkxj + elkxj+1)

2h h?
veya

AL kil — qngikjh _ E/l;m (eik(j+1)h _ eik(j—l)h) + g/ln+l (eik(j—l)h _9pikih 4 eik(j+1)h)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

1=1- %/l(elkh _ e—lkh) + Z_z/l(e_lkh _§ elkh)

bulunur. Buradan (#.4) esitlikleri kullanilarak

2rd
A=1- i%/l sin (kh) — %4(1 — cos (kh))

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

A

Ta | 27td
+isE sin (kh) + ?(1 - cos(kh))] —1

veya
1 27d

S=1+ ?(1 — cos (kh)) + i:l—g’ sin (k)

oldugu goriiliir. Buradan

’ 1

1 2 = (1 + 2}:—5(1 — cos (kh)))2 + (;—Z sin (kh))2 > 1

elde edilir. Buna gore 1| < 1 esitsizligi tiim k degerleri icin saglanmis olur. Dolayisiyla

(@.3) ZGUM semas1 kosulsuz kararlidur.
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4.3 LEAP-FROG SEMA

(3.10) yaklagim formiiliinii kullanarak,

u(xj’tn+l) - l/t(x]', tn—l)

O(72
2T +0(™)

ul‘(xja tn) =

elde edilebilir. Yine yaklagim formiiliinii kullanarak,

U(Xjr1,tn) — u(xj_1,t,)

2
T + O(h")

ux(xj,tn) =

elde edilebilir. (3.16) yaklasim formiiliinii kullanarak,

u(x]—l,tn) r 2u(x]7tn) + u(x]+1’tn)

% + O(h?)

uxx(xjatn) =

elde edilebilir. 7 ve h sayilarn yeteri kadar kiigiik olmak iizere, bu yaklasim formiilleri

kullanilarak (.T]) denklemi asagidaki sema ile degistirilebilir,

n+l n—1 n n n n n

I ut  —u" u' | =2ut+u"

J “j ygq. 2 -t _ g Tt J T+l
2T 2h h?

u

(4.6)

(4.6) semas1 bundan sonra Leap-Frog (LF) sema olarak adlandirilacaktr.
Not 14. @ LF semamin kesim hatasi O(t* + h?) dir.

Teorem 12. ({.6) LF semas: ({.1) denklemi i¢in kararsizdir.

Ispat: LF semasi
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seklinde yazilabilir. Bu esitlikte u} = "e*% alinirsa,

Ta

_/ln (eikijrl _ eikx]',l) + 2Td

/ln+leikxj — ﬂn—leikxj _
h2

/ln(eikx]',l _ Zeikxj + eikijrl)

veya

Ta

A+ pikih = qn=1 ikjh _ _/ln(eik(j+l)h _ eik(j—l)h)

+ @An(eik(j—l)h _eikih 4 eik(j+1)h)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

, , 2rd ; :
2=1- %/l(ezkh _ pmikhy 4 %/l(e—zkh _2 4 oikhy

bulunur. Buradan (#.4) esitlikleri kullanilarak

2 4rd
2=1- i%ﬂ sin (kk) — /1%(1 _ cos (kh))

veya
47d 2
24+ (%(1 — cos (kh)) +i% sin(kh))/l— 1=0 4.7)
elde edilir.
4td 2
a= %(1 —cos(kh)) >0 ve B= %sin(kh)

olmak iizere

f) =2+ @+ip)1-1

polinomunu ele alalim. Bu polinom i¢in (3.23)) esitligine gore

Ff) ==+ (@-ip)A+1

olur. O zaman, |f*(0)| = |f(0)| = 1"dir. Bu durumda, Teorem [J[a gore f(z) bir Von

24



Neumann polinomu degildir. Bu nedenle (4.7) denkleminin kokleri 4; ve A; ise |4;] > 1

veya |A2| > 1 olur. Sonug olarak, LF semasi kararsizdir.

44 CRANK-NICOLSON SEMA

(4.2) ZIUM ve (4.5) ZGUM semalarini taraf tarafa toplayip 2’ye boldiigiimiizde asagidaki

sema

(4.8)
j+1
h? " h?

d (u;.’_1 - 2u7 + u;.’ﬂ u;’f} - 2u;.’+1 + ut!

elde edilir. (#.8)) semas1 bundan sonra Crank-Nicolson (CN) sema olarak adlandirilacaktir.

Not 15. ZIUM ve ZGUM semalarin her ikisinin de kesim hatast O(t + h?)

olmasina ragmen, (@) CN semamin kesim hatast O(t? + h?) oldugu gosterilebilir.

Teorem 13. (£.8) CN semas: ({.1)) denklemi igin kosulsuz kararlidir.
Ispat: CN semasi

Ta 7d

ntl _ n_ '"(n _ n n+l _ n+l no_n,n n n+l _ ~ n+l n+l
u; = u; 4h(uj+1 Wiy + Ui ”j—1)+_2h2(”j+1 2”j+”j—1+”j+1 2uj +uj_1)
seklinde yazilabilir. Bu egitlikte u = "e*% alimirsa,
/ln+leikxj _ /lneikxj _ E/ln(eikxjﬂ _ eika_l) _ 2/1”+1 (eik)cj+1 _ eika_l)
B 4h
+ 7d /ln(eikx_,q.] _ Zeikxj + eikxj—l) + 7d /ll’H—l (eikxjH _ zeikx_,- + eik)c_,'_l)
2h? 2h?
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veya

AL ikl — g ikjh _ E/ln(eik(jﬂ)h _ eik(j—l)h) _ %ﬂnﬂ (eik(j+l)h _ eik(j—l)h)
Td s o . Td . o o
_An(elk(]+1)h _ 2elk]h + elk(] l)h) /ln+l( ik(j+1)h _ zelkjh + elk(] l)h)
2h? 2h?

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

_1_Ya  ikh__ —ikhy T4\ ikh __—ikh 7d oikh —ikh _d ikh _ —ikh
A=1- 4h(€ —e )4h/l(e e )+2h2( —2+e )+2h2/l(e 2+e )

bulunur. Buradan (4.4) esitlikleri kullanilarak

Ta . 7d Td
A=1- oy sin(kh) — l/lﬂ sin(kh) — —(1 — Ccos (kh)) i (1 — Ccos (kh))

elde edilir. Buradan

1- h—czl(l — cos(kh)) — 12— sin(kh)

A= o
1+ ﬁ(l — cos(kh)) + iﬂ sin(kh)

olarak bulunur. O zaman

Td 2
(1 - ﬁ(l _ cos (kh))) (E s1n(kh))
- <1

(1 + hd(l — cos (kh)))2 (ﬁ sin(kh))2

ks

elde edilir. Buna gore 1| < 1 esitsizligi tiim k degerleri icin saglanmis olur. Dolayisiyla

(@.8) CN semasi kosulsuz kararhdir.
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4.5 MODIFIYE EDILMIS ZAMANDA GERI UZAMSAL MERKEZI SEMA

(3.12) yaklagim formiiliinii kullanarak,

3u(xj,tye1) — 4u(x;j, t,) + u(x;, t,-1)

ur(Xj, tys1) = 77 + 0(72)
elde edilebilir. Yine (3.10) yaklasim formiiliinii kullanarak,
U(Xjr1,the1) — u(xj-1, 1,
Mx(Xj,tn+1) _ ( j+1 +1) ( j—1 n+1) " 0(/’12)

2h
elde edilebilir. (3.16) yaklasim formiiliinii kullanarak,

U(Xj—15tne1) = 2u(Xj, ths1) + U(Xjs1, tns1)

- + O(h?)

uxx(xja ZLn+1) =

elde edilebilir. 7 ve h sayilar yeteri kadar kiigiik olmak iizere, bu yaklasim formiilleri

kullanilarak (4.T)) denklemi asagidaki sema ile degistirilebilir,

n+l _ n n—1 n+l _ , n+l n+l _ n+l n+l
3uj 4uj + U] . Wi —ui 4. ui 2uj +ulty 49)
27 2h B h? ' '

(@.9) semas1 bundan sonra Modifiye edilmig Zamanda Geri Uzamsal Merkezi (MZGUM)

sema olarak adlandirilacaktir.
Not 16. (@) MZGUM semanin kesim hatast O(t* + h?)dir.
Teorem 14. (.9) MZGUM semas: ({@.1) denklemi i¢in kosulsuz kararlidir.

Ispat: MZGUM semasi

n+l _ 2ur}+l n+1
J

1 Ta 2td
3™ — 4w+ — T -t = +u"
J h Jj-1

J j jrr T M) = T
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seklinde yazilabilir. Bu esitlikte u} = "e*% alinirsa,

3/1n+leikxj _ 4/1neikxj + /ln_leikxj + E/ln-‘-l(eikxjﬂ _ eikxj,l)
h

2td . s oxs
_ /ln+l (elkxﬁl _ ezkxj + ezkx],l)

=3
veya

3+ ikl _ g qngikih . qn=1 ikjh E/lnﬂ (eik(j+1)h _ eik(j—l)h)

_ 2Td/ln+1(eik(j+l)h _ oikih eik(j—l)h)

=

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

2td

- /lz(eikh _ 2 4 ik

3024041+ T—;/lz(eikh — ikt =
esitligi bulunur. Buradan (4.4) esitlikleri kullanilarak
2 4vd
302-40+1+ i/lz%(sin (kh)) = —AZ%(l — cos (kh))

veya

47d 2
3+%(1 — cos (kh)) +i% sin(kh)| A2 =41+ 1=0 4.10)

bulunur.

4td 2
a:%(l—cos(kh))zo ve ﬁ:%sin(kh)

olmak tizere

fA)=@G+a+if)A>—41+1

polinomunu ele alalim. Bu polinom i¢in (3.23)) esitligine gore

FFO)=2-41+B+a—-ip)
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bulunur.

f0O)=1 ve [ 0)=3+a-iB

olduguna gore
1£7(0)] = B + @) + 52 > | f(0)]

oldugu goriiliir. Ayrica (3.24) esitligine gore

S0 f() - fO) (D)
A

B+a-ip)((3+a+if)®-41+1) - (2-40+G+a-ip)
- 1

:((3+a)2+,82—1)/1—4(2+a—i,8)

Hi(D) =

42 +a —iB)
B+a)+p2-1

WETaP B T ali P

8+6a+a2+p2 (QQ+a)l+p+4+2a "

olur. Elde ettigimiz f(A) polinomunun tek kokii A = "dir ve bunun icin

|| =

oldugu goriiliir. Yani fi(4) bir Von Neumann polinomudur. O zaman Teorem [9fa gére
f(2) da bir Von Neumann polinomudur. Béylece denkleminin kokleri 4; ve A, ise
tiim k degerleri icin |4;| < 1 ve |A2| < 1 olur. Dolayisiyla MZGUM semasi kosulsuz

kararlidir.

4.6 DUFORT-FRANKEL SEMA

Onceden inceledigimiz

n+l _ _ u"
j j j+1 J-1 d j+1
2T 2h h?

u
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LF semanin karars1z oldugunu gormiistiik. Yeteri kadar kii¢tik 7 i¢in,

M(Xj, tn+1) + u(xj’tn—l)

2
> + O(7%)

yaklasim formiiliinii kullanarak, LF sema asagidaki sema ile degistirilebilir

1 n—1 n n n n+l n—1 n
uttt — " u = u" u' =W+ uTH) + u”
J “j I b S bt R B bl ( J J ) j-1

2T 2h h? ’

(@.TT)) semas1 bundan sonra Dufort-Frankel (DF) sema olarak adlandirilacaktir.
Not 17. DF semamin kesim hatasi O(t* + h?) dir.

Teorem 15. Eger

Q|

kosulu saglantyor ise (@.11) DF semasi ({.1) denklemi i¢in kararlidur.

Ispat: (4.11) DF semasi

n n+l n—1 n
uj+1—(uj + U] )+ u' )

un+1 _ n—1 27d
. i1

TAa
n n
A A G Rl /) s

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte u;-’ = "™ alinirsa,

/ln+leikxj — /ln—leikxj _ E/ln(eikxjﬂ _ eika_l)
h
+ 2;1-2d (/lneik.XjH _ (/1n+]€ikxj + /ln—leikx_,') + /lneikxj_l)

veya

A ikl — n=1 ikjh _ ﬂ/ln(eik(jﬂ)h _ eik(j—l)h)

N @(ﬂneikuﬂ)h _ (A kit 4 =1 gikiny /lneik(j—l)h)
h
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elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

. . 2td . . ~ 2td
2=1- %/l(elkh _emikhy 4 %ﬂ(ezkh + e—lkh) _ %(ﬂz +
bulunur. Buradan (#.4) esitlikleri kullanilarak
2 4td 2td  21d
A2=1- i%/l sin(kh) + %/lcos (kh) — % - %/12
veya
2td 4tvd 2 2td
(1+%)Az_(%cos<kh>_i§sm<kh> 1+ 20
elde edilir.
2td
a = % >0 ve B= % 0

olmak iizere

F) =1+ - 2(,8 cos(kh) — i sin(kh))/l +B-1
polinomunu ele alalim. Bu polinom i¢in (3.23)) esitligine gore

) =B -1 2(,8 cos(kh) + i sin(kh))/l +1+8

bulunur. Buradan,

7O =B+1>p-1=][f(0)

oldugu goriiliir. Ayrica (3.24) esitligine gore

[10)f(D) - f0)f*()
A

fi) =
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elde edilir. Elde ettigimiz fi(A1) polinomunun tek kokii
A = cos(kh) —ia sin(kh) *dir

ve (@.12)) kosulu saglandig siirece bu kok igin,

2.2
14| = cos?(kh) + a? sin®(kh) = cos*(kh) + % sin?(kh) < 1

oldugu goriiliir. Bu durumda kosulu saglandig siirece f(4) bir Von Neumann
polinomudur. O zaman Teorem [9fa gore f(1) da bir Von Neumann polinomudur. Bu
nedenle denkleminin kokleri A} ve A; ise tiim k degerleri icin |4 < 1 ve [4] < 1
olur. Sonug olarak (#.T1)) DF semasi, (4.13) kosulunu sagladig: siirece kararlidir. Yani,

kosullu kararhdir.
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5. NUMERIK ORNEKLER

Bu boliimde, yukarida anlattigimiz sonlu fark semalarim iki farkli 6rnek iizerinde uygu-
layacagiz. Bu uygulamalar sonucunda hangi semanin bu 6rnekler i¢in daha iyi sonuglar

verdigini inceleyecegiz.

5.1 PERIYODIK SINIR KOSULLU BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Ik olarak

U +au, =duy,, 0<x<2 0<t<0.5,

u(x,0) =sin(x), 0 <x <2,

3 (5.1)
u(0,1) = u(2,1), 0<tr<0.5,

uy(0,1) = ux(2,t), 0<tr<0.5

baslangi¢-sinir-deger adveksiyon difiizyon problemini ele alalim. Buradaki a ve d pozitif

sabitlerdir. (5.1)) probleminin ger¢ek ¢oziimii

n2d

u(x,t) = e " “sin(r(x—at)), 0<x<2, 0<r<0.5

2
diir. M bir pozitif tamsay1 olmak lizere, h = I ve x; = jh, j =0,1,2,...,M seklinde
0.5
[0,2] araliginin parcalanigini ele alalim. Ayni sekilde, N pozitif tamsayisi icin 7 = N
ve t, = nt, n = 0,1,2,...,N seklinde [0,0.5] araliginin parcalanisi olsun. u;?, 1}

probleminin u(x,?) ¢coziimiiniin, r = #, ve x = x; degerleri icin niimerik bir yaklagimi

33



olmak lizere asagidaki vektorleri tanimlayalim

uy sin (7x1)
us sin (7rxp)
U" = : ¢=0°"=
. b
wy sin (mxp-1)
Uy, sin (mxpy)

Niimerik ¢oziimlerin hata dl¢ilimiinii ise

|E]|lo = max
1<n<N, 1<j<M

5.2)

u(tn, x}) - u;l

olarak tanimlayalim.

5.1.1 Zamanda ileri Uzamsal Merkezi Yontem

(4.2) ZIUM semasim kullanarak (5.1)) probleminin niimerik ¢6ziimii icin asagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

Wt — oyt u - u" u' | =2u" +u"
J J Jj+1 Jj-1 Jj-1 J Jj+l .
+ =d , 0<n<N, 1<j<M,
EEY? 2 " /
0= gj ; <j<
| sin(nx;), 0<j<M, (5.3)
uy =uy, 0<n<N,
— 3ug + 4u —uy = 3uy, —4uy, | +uy 5, 0<n<N.
(5.3) semasini matris seklinde yazabiliriz
AU =BU", 0<n<N,
5.4)

U0 = ¢.
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Burada, a = % ve B = 2—2 olmak tlizere A ve B matrisleri asagidaki gibidir.

1 00 00

010 0 0

0 01 00

A=

0 00 00

000 1 0

-4 10 -4 6
1-28 B-a 0 0 0 0 B+a
f+a 1-28 p-a 0 0 0 0
0 B+a 1-28 f-«a 0 0 0

B =

0 0 0 0 f+a 1-28 B-a
0 0 0 0 0 0 0

a=d = 1ver =107* olmak iizere, M nin farkl1 degerleri i¢in (5.4) semasinin ¢6ziimleri
hesaplanmistir. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalari, (5.2))’e gére bulunmustur ve

Tablo 5.1°de verilmigtir.

Tablo 5.1: {5.1) problemi icin (5.3) semasinin hatalar

M |Hata||s Mertebe
10 1.62e-002 -

20 3.61e-003 2.171
40 7.21e-004 2.322
80 2.85e-005 4.662

Not 18. M = 160 degeri icin ([5.4) semasinn kararsiz oldugu gozlenlenmistir. Bu sonug

{.3) kosulunu desteklemektedir.
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5.1.2 Zamanda Geri Uzamsal Merkezi Yontem

(@.5) ZGUM semasini kullanarak (5.1) probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in agagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

Wl gttt gl ]
J J Jj+1 Jj—1 Jj-1 J Jj+1 .
" —d , 0<n<N,1<j<M,
T 2 " /
u? =sin(nx;), 0<j <M, (5.5)
uy =iy, 0<n<N,
= 3ug +4uy —uy =3uy, —4uy,  +uy 5, 0<n<N.
(5.3) semasini matris seklinde yazabiliriz
AU = BU", 0<n <N,
(5.6)
U0 = ¢.
Ta 7d " o .
Burada, a = o ve B = " olmak iizere A ve B matrisleri asagidaki gibidir.
1+28 a-p 0 0 0 0 - -0
—a-B 1+28 a-p 0 0 0 0
0 —-a—-f 1+28 a-8 - 0 0 0
A=
0 0 0 0 v —a—fB 1428 a-p
-4 1 0 0 e 1 —4 6
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100 0000
0100000
001 0000

B =
000 0100
000 0010
(000 0000

a=d =1vet =10"* olmak iizere, M’nin farkli degerleri icin (5.6) semasinin ¢6ziimleri
hesaplanmigtir. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalar1 (5.2)’e gore bulunmustur ve

Tablo 5.2°de verilmistir.

Tablo 5.2: {5.1) problemi icin (5.5) semasinin hatalar

M |Hatal|oo Mertebe
10 1.66e-002 -

20 4.00e-003 2.054
40 1.12e-003 1.837
80 4.27e-004 1.393
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5.1.3 Crank-Nicolson Yontemi

@.8) CN semasim kullanarak (5.1I)) probleminin niimerik ¢oziimii igin asagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

n+l _ . n n  _ . n n+l _  n+l
u; o~ u; L Ujer — Ui N Ujer — Ui
T 2 2h 2h

ur.z+1 _ 2u1?+1 + un+1
j-1 J

d (Wi, —2u +u' ;
:5(11 hzf Laii 5 J+]),O§n<N,1§j<M,
) 5.7
u? =sin(7x;), 0<j <M,
uy =y, 0<n<N,
— 3ugy + 4 —uy = 3upy, —4uy, | +uy, 5, 0<n<N.
(5.7) semasini matris seklinde yazabiliriz
AU = BU", 0<n <N,
(5.8)
Ul = ¢.
Burada a = % ve B = # olmak iizere A ve B matrisleri asagidaki gibidir.
1+28 a-p 0 0 0 0 -a—-pf
—a—-fB 1428 a-p 0 0 0 0
0 —a—-F 1+28 a-p 0 0 0
A= 5.9
0 0 0 0 —a-fB 1+28 a-p
—4 1 0 0 1 -4 6
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0 0 B+a
0 0 0
0 0 0

B+a 1-28 B-a

—1—2,3 p—a 0 0
f+a 1-28 p-a 0
0 B+a 1-28 B-a«a
B =
0 0 0 0
0 0 0 0

0

0

0

(5.10)

a=d = 1ver =107* olmak iizere, M nin farkl1 degerleri i¢in (5.8) semasinin ¢oziimleri

hesaplanmistir.  Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalar1 (5.2)’e gore bulunmustur ve

Tablo 5.3’te verilmistir.

Tablo 5.3: {5.1) problemi icin (5.7) semasinin hatalar

M |Hata||s Mertebe
10 1.64e-002 -

20 3.80e-003 2.111
40 9.21e-004 2.047
80 2.27e-004 2.020
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5.1.4 Modifiye Edilmis Zamanda Geri Uzamsal Merkezi Yontem

Ik adimda CN semasini ve sonraki adimlarda MZGUM semasim kullanarak

(5.1I) probleminin niimerik ¢oziimii i¢in asagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

3uttl — 4u;.’ + u;.’_l u;’ﬂ - u;‘f} u;’ﬂ — 2u;.‘+l + u;’f}
+a =d ,1<n<N,1<j<M,
2T 2h h?
1_,0 o _.,0 1 _ 1
U; —U; L a Ui — U N Ui — U
T 2 2h 2h
0o _ 0 0 | 1 1
d (-1 2uj tuLy U 2u]. tu .
= 5 h2 + h2 s 1< ] < M,

u;) =sin(rx;), 0<j< M,

uy =y, 0<n<N,

n n n_ n n n
= 3ug + 4ui —uy = 3uy, —duy, | +uy, ,, 0<n<N.

(5.11)
(5.T1) semasini matris seklinde yazabiliriz
cU™!' = pU"+ EU"!, 1 <n <N,
AU' = BUY, (5.12)

U0 = ¢.
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Burada, A ve B matrisleri sirasiyla (5.9) ve
_ 27d
P
3+28 a-p

-a-p 3+28 a-p
0

0

—-a—-f 3+28 «

0 0 O

0O 0 O

TA

5.10) seklinde tanimlidir. Ayrica @ = 7 ve

olmak iizere C, D ve E matrisleri asagidaki gibidir.

0
0

- B

-a-p 3+28 a-p

1 -4 6

0 0

0

O B

a =d = 1vet = 10~* olmak iizere, M nin farkl1 degerleri icin (5.12)) semasinin ¢oziimleri

hesaplanmistir. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin hatalar1 (5.2)’e gére bulunmustur ve
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Tablo 5.4’te verilmistir.

Tablo 5.4: (5.1) problemi icin (5.1T) semasinin hatalar:

M |Hata||s Mertebe
10 1.64e-002 -

20 3.80e-003 2.111
40 9.21e-004 2.047
80 2.27e-004 2.020

5.1.5 Dufort-Frankel Yontemi

IIk adimda CN semasini ve sonraki adimlarda (4.11)) DF semasim kullanarak (5.1)

probleminin niimerik ¢oziimii icin agsagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

u;z+1 u;t—l ;z+1 u] ;1+1 _( n+1 _l_un l)_l_uj_
=d ,1<n<N,1<j<M,
h2
i A
” ” L d ]+1 j Ujer — Ui
T 2 2h
10 20 + 1,0 1
= 2u; +u" U, —2u +u!
1 j+1 j+1 .
i i+ Jj- It <j<M,
h2
u =sin(nxj), 0<j <M,
uy =iy, 0<n<N,
n n n _ n n n
= 3ug + 4ui —uy = 3uy, — 4y, | +uh, 5, 0<n<N.

(5.13)
§emasm1 matris §e mdae yaza 111117
‘< seklind bilic
cu™' = pu"+EU"!, 1 <n<N,
AU! = BUC, (5.14)

U = 4.
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Burada, A ve B matrisleri sirasiyla (5.9) ve

5.10

seklinde tanimhdir. Ayrica o = % ve

B = 2;_;1 olmak iizere C, D ve E matrisleri asagidaki gibidir.
-1+ﬂ 0 0 0 0 00
0 1+p 0 0 0 00
0 0 1+p 0 0 00
C =
0 0 0 0 1+p 00
0 0 0 0 0 1+8 O
-4 1 0 0 1 -4 6
0 -a+p 0 0 0 0 a+p
a+p 0 -a+p 0 0 O 0
0 a+p 0 -a+p - 0 O 0
D =
0 0 0 0 a+p 0 —a+p
0 0 0 0 0 O 0
- 0 0 0 O 0 O
0O 1-8 0 0 O 0 O
0 0 1-p 0 O 0 0
E =
0 0 0 0O 1-g 0 O
0 0 0 0O 0 1-B0
0 0 0 0 O 0 0]

a =d = 1vet = 107 olmak iizere, M nin farkl1 degerleri icin (5.14) semasinin ¢oziimleri

hesaplanmistir. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin hatalar1 (5.2)’e gére bulunmustur ve
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Tablo 5.5°te verilmistir.

Tablo 5.5: (5.1) problemi icin (5.13) semasinin hatalar

M |Hata||s Mertebe
10 1.64e-002 -

20 3.80e-003 2.112
40 9.05e-004 2.070
80 1.63e-004 2.470

5.1.6 Leap-Frog Yontemi

Ik adimda CN semasin1 ve sonraki adimlarda LF semasin1 kullanarak (5.1)

probleminin niimerik ¢oziimii icin agsagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

un+1 un—l —y"

! ! u" —2u +u”
J J ]+1 J—I:dj J

hz

wy A
j+l j—l i1 — U
2h
0
j-

j+1

, 1<n<N, 1<j<M,

u—u

T

L
2

u® _
( = J+1+uj 2ul +uJJr

h2

1),1§j<M,

u =sin(rx;), 0 < j < M,

uy =y, 0<n <N,

n n n __ n n n
= 3uy +4ui —uy = 3uy, —duy, | +upy 5, 0<n<N.

(5.15)
§emasm1 matris §e mde yaza 111117
‘< seklind bilic
cu™' = pu"+EU™!, 1 <n<N,
AU! = BUC, (5.16)

U = 4.
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Burada, A ve B matrisleri sirastyla (5.9) ve (5.10) seklinde tanimlidir. Ayrica @ = % ve

27d
B = % olmak iizere C, D ve E matrisleri asagidaki gibidir.

100 ---00 O O-

010 --00 00O

001 --00 00O

C =

0 0O 01 0O

000 ---00 10

-4 10 --- 01 -4 6

- =26 —-a+p 0 0 oo 0 0 a+p -
a+p -2 -a+p 0 0 0 0
0 a+pf -2 —a+p - 0 0 0
D=

0 0 0 0 e a+pB -2 —a+p
0 0 0 0 0 0 0

1 oo -~ 0000

010 0 00O

001 --0000

E =

00O 0100

000 .---0010

| 000 --- 000 0]

a=d=1ver = 10" olmak iizere, M = 10,20, 40,80 degerleri icin (5.16) semasinin

kararsiz oldugu gozlenlenmistir. Bu sonuglar LF semanin kararsiz oldugunu destekle-

45



mektedir.

5.2 DIRICHLET SINIR KOSULLU BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Simdi,
u +u, =00lu,,, 0<x<1,0<t<l,

u(x,0) = f(x), 0<x<l,
(5.17)

u(0,1) = go(t), 0<t<1,

u(l,t)y=g1(r), 0<tr<l1

baslangi¢-sinir-deger adveksiyon difiizyon problemini ele alalim. Burada

(x4 0.5)?
0.00125

), 2o(f) = 0.025 exp (_ (0.5 —1)? )
v0.000625 + 0.02¢ 0.00125 + 0.04¢
0.025 exp (_ (1.5 - 1) )
1/0.000625 + 0.02¢ 0.00125 + 0.04¢

J(x) = exp (

g1(?) =

olsun. (5.17) probleminin gergek ¢oziimii

u(x,t)

0.025 ( (x +0.5-1)?

= exp |— , 0<x<1, 0<r<l1
v0.000625 + 0.02¢ 0.00125 + 0-04t)

1
diir [4]. M bir pozitif tamsay1 olmak iizere, h = % ve x; = jh, j =012,....M

seklinde [0, 1] araliginin pargalanigini ele alalim. Ayni sekilde, N pozitif tamsayis1 igin

1
T= v vet, =nt,n=0,1,2,...,N seklinde [0, 1] araliginin parcalanisi olsun. u;.’, 5.17

probleminin u(x,?) ¢oziimiiniin, r = #, ve x = x; degerleri icin niimerik bir yaklagimi
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olmak iizere agagidaki vertorleri tanimlayalim.

uy f(x1)
— i L e=U0- f(x2)
| Uy | | fGm-) |

Niimerik ¢coziimlerin hata 6l¢limiinii ise

Elle = max ‘ut xi)—u"
1E oo 1<n<N, 1<j<M—-1 (tn, ;) J

(5.18)

olarak tanmimlayalim.

5.2.1 Zamanda Ileri Uzamsal Merkezi Yontem

(4.2) ZIUM semasim kullanarak (5.17) probleminin niimerik ¢dziimii icin asagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

u?“ - u;’ u7+1 - u;?_l u;.‘_l — 2147 + u;.‘H
+ L =001 - L 0<n<N, 1<j<M-1,
-

W= flx), 1<jsM-1,

uy = go(ty), 0 <n <N,

uy = 81(ty), 0 <n < N.
(5.19)

(5.19) semasin1 matris seklinde yazabiliriz

U™l = AU" +b,, 0 <n <N,
(5.20)

U = 4.
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T 0.017

Burada, a = o ve = B olmak lizere A ve b, matrisleri asagidaki gibidir.
1-28 B-a 0 0 -0 0 0
p+a 1-28 B-«a 0 -0 0 0

A 0 B+a 1-28 B-a --- 0 0 0
0 0 0 0 o B+a 1-28 B-«a
0 0 0 0 o 0 B+a 1-2p
(B + a)go(tn)
0
0
b, =
0
0
| (B-a)gi(t) |

7 = 107* olmak iizere, M’nin farkli degerleri icin semasinin ¢oziimleri hesa-
planmigtir.  Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalari, (5.18)’ya gore bulunmustur ve

Tablo 5.6’da verilmistir.

Tablo 5.6: {5.17) problemi i¢in (5.19) semasimin hatalar

M ||Hatal|oo Mertebe
10 4.60e-002 -

20 1.73e-002 1.408
40 4.75e-003 1.867
80 1.15e-003 2.051
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5.2.2 Zamanda Geri Uzamsal Merkezi Yontem

(@.5) ZGUM semasini kullanarak (5.17) probleminin niimerik ¢oziimii i¢in asagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

W Wt W -t Wt =20+t
+ =0.01 ,0<n<N, 1<j<M-1,
T 2h h?

u?:f(xj),lstM—l,

uy = go(tn), 0 <n <N,

u',f/, =g1(t,), 0<n<N.
(5.21)

(5.21) semasin1 matris seklinde yazabiliriz

AU =U" +b,, 0<n <N,
(5.22)
Ul = ¢.
T 0.017 .. e L
Burada, @ = o ve B = i olmak lizere A ve b,, matrisleri asagidaki gibidir.
1+28 a-p 0 0 0 0 0
—-a—-p 1+28 a-p 0 e 0 0 0
A 0 —-a—-pB 1+28 a-B8 --- 0 0 0
0 0 0 0 —-a—-pB 1+28 a-p
0 0 0 0 0 —a—-f 1+28
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(8 + )g0(tan) |
0

0

0

0

| (B—@)g1(tar1) |

7 = 107" olmak iizere, M’nin farkli degerleri icin (5.22) semasinin ¢oziimleri hesa-

planmigtir.  Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalari, (5.18)’ya gore bulunmustur ve

Tablo 5.7’de verilmistir.

Tablo 5.7: {5.17) problemi icin (5.21) semasinin hatalar

M ||Hata||s Mertebe
10 4.61e-002 -

20 1.75e-002 1.400
40 4.92¢-003 1.827
80 1.33e-003 1.889
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5.2.3 Crank-Nicolson Yontemi

(@.8) CN semasini kullanarak (5.17) probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in agagidaki sonlu

farklar semasini elde ederiz

n+l _ ,n n n n+l _ , n+l

u u. 1 u. —u'_ u'. u._
J J Jj+1 j-1 j+1 j 1)
+35 +
T 2( 2h 2%
1 n+l n+1
0.01 (U;_ —2u’ +u’ W™= 2u"t 4y
== (Jl hzj i+t Tl hjz J+1)’OSH<N,1SjSM—1,

u?:f(xj),lsjsM—l,

Ltg =go(t,), 0<n <N,

Ltr[f/] =g1(t,), 0<n<N.

(5.23)
(5.23) semasin1 matris seklinde yazabiliriz
AU = BU" + b,, 0 <n <N,
(5.24)
U0 = ¢.
T 0.017 . . . 9 . s
Burada, a = A ve B = T olmak iizere A, B ve b, matrisleri asagidaki gibidir.

—1+2,8 a-pf 0 o - 0 0 0
-a—-f 1+28 a-p o - 0 0 0
A 0 —-a—-f 1+28 a-B8 --- 0 0 0 (5.25)
0 0 0 0 -a—-f 1+28 a-p
0 0 0 0 0 -a-pB 1+2p
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(128 —a4p 0 0 - 0 0
a+pB 1-28 —-a+p 0 0 0
B 0 a+p 1-28 —-a+p --- 0 0
0 0 0 0 a+p 1-28
0 0 0 0 - 0 a+p
[ (o + B)goltn) + goltas1)) |
0
0
b, =
0
0
(8- ) (g1(t) + 1(t0n1)

-a+p

1-28

(5.26)

(5.27)

7 = 107* olmak iizere, M nin farkli degerleri icin (5.24) semasinin ¢oziimleri hesaplan-

mugtir. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin hatalari, (5-T8))"e gére bulunmugtur ve Tablo 5.8°de

verilmistir.

Tablo 5.8: (5.17) problemi i¢in (5.23) semasinin hatalar:

M ||Hata|| Mertebe
10 4.61e-002 -

20 1.74e-002 1.404
40 4.84¢-003 1.847
80 1.23e-003 1.974
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5.2.4 Modifiye Edilmis Zamanda Geri Uzamsal Merkezi Yontem

Ik adimda CN semasini ve sonraki adimlarda MZGUM semasim kullanarak

(5.17) probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in asagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

Qe i T e T

J Jj+l J
2T 2h
Wity = 2u + |
=0.01 o ,1<n<N, 1<j<M-1,
1_.0 0 0 1 1
uy—u; N 1(”,41 Ui N Uip1 ~ ”j—l)
T 2 2h 2h
0 _»,0,,0 1 _ 1 5.28
3 :0.01 uj_y 2uj+uj+1 +uj_1 2”j+”j+1 y 7 ( )
2 2 2 /

W= flx), 1<j<M-1,

uy = go(ty), 0 <m <N,

uy =81(ta), 0 <n < N.

(5.28) semasin1 matris seklinde yazabiliriz

cu™! =4u"-U"'+a, 1 <n<N,
AU' = BU? + b, (5.29)
U = 4.

Burada, A ve B matrisleri sirastyla (5.23) ve (5.26) seklinde tamimlidir, by vektorii ise

0.027
h2

olmak iizere C ve a, matrisleri

5.27) formiiliinden bulunur. Ayrica @ = % ve 8 =
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asagidaki gibidir.

(3428 a-p 0 0 - 0 0 0
—a—fB 3+28 a-B 0O - 0 0 0
| 0 B3 a-p 0 0 0
0 0 0 0 - —a-8 3+28 a-p
0 0 0 0 - 0 —a-p 3+28
[ B+ @)goltnn) |
0
0
=
0
0
(8- @it |

7 = 107* olmak iizere, M nin farkli degerleri igin (5.29) semasinin ¢oziimleri hesaplan-
mustir. Elde edilen nimerik ¢oziimlerin hatalar, (5.T8)’e gore bulunmustur ve Tablo 5.9°da

verilmistir.

Tablo 5.9: (5.T7) problemi icin (5.28) semasinin hatalar:

M ||Hata|| Mertebe
10 4.61e-002 -

20 1.74e-002 1.404
40 4.84e-003 1.848
80 1.23e-003 1.977
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5.2.5 Dufort-Frankel Yontemi

Ik adimda CN semasini ve sonraki adimlarda (4.11)) DF semasin kullanarak (5.17)

probleminin niimerik ¢6ziimii icin asagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

witt -y . Wiy ~ iy
27 2h
S (TS Vi N T
— 0012 h2] Il <n<N, 1<j<M-1,
1_,0 0 0 1 1
ujp—u; N 1(”j+1 Ui N Uil ~ ”j-l)
T 2 2h 2h
0.01 “9—1 — 2u§.) L ”5')+1 u]l._1 — 2uJ1. + u]l.+1 6-30)
X 2( 4 + r ),1stM—1,
W)= flx), 1<j<M-1,
ug =go(ty), 0<n <N,
uy =8i1(ta), 0 <n < N.
0.027 r . . _
B = i olmak iizere, (5.30) semasin1 matris seklinde yazabiliriz
1+pU =cU"+(1-BU" ! +4a, 1 <n<N,
AU! = BU? + b, (5.31)

U = 4.

Burada, A ve B matrisleri sirastyla (5.25) ve (5.26) seklinde tanimlidir, by vektorii ise

5.27) formiiliinden bulunur. Ayrica @ = % olmak iizere C ve a, matrisleri agagidaki
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gibidir.

0 B-a O 0 0 0 0
a+p 0 pB-«a 0 0 0 0
- 0 a+p 0 pB-a --- 0 0 0
0 0 0 0 o a+p 0 B-a
0 0 0 o -+ 0 ea+pB O
(@t o) |
0
0
a, =
0
0
| (B-a)gi(tn) |

7 = 107* olmak iizere, M’nin farkli degerleri icin (5.31) semasimin ¢oziimleri hesa-

planmigtir.  Elde edilen niimerik ¢oziimlerin hatalari, (5.18)’e gore bulunmustur ve

Tablo 5.10°da verilmistir.

Tablo 5.10: {5.17) problemi icin (5.30) semasimin hatalar

M ||Hata||e Mertebe
10 4.61e-002 -

20 1.74e-002 1.404
40 4.83e-003 1.848
80 1.23e-003 1.979
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5.2.6 Leap-Frog Yontemi

Ik adimda CN semasini ve sonraki adimlarda LF semasim kullanarak (5.17)

probleminin niimerik ¢6ziimii icin asagidaki sonlu farklar semasini elde ederiz

W — oyt u' = 2u" +u"
J 5 i J”th L _0.012 hzj Ml <n<N, 1<j<M-1,
-
1 0 0 0 1 1
Uy —u; +1(”./+1_”./—1 +”./+1_”j—1)
T 2 2h 2h
0 0 0 1 1 1
< 0.01 uj_1—2uj+uj+l u‘_1—2uj+uj+1 )
- 2( 2 n? )’IS]SM_I’
W)= fl), 1<j<M-1,
ug =go(t,), 0<n <N,
M"M=g1(ln),0SnSN-

(5.32)
(5.32) semasin1 matris seklinde yazabiliriz
Ul =cu"+ U a4, 1<n <N,
AU = BU" + by, (5.33)

Ul = 4.

Burada, A ve B matrisleri sirastyla (5.25) ve (5.26) seklinde tanimlidir, by vektorii ise
5.27

0.02
formiiliinden bulunur. Ayrica @ = T ve 8 = i ‘ olmak tizere C ve a, matrisleri
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asagidaki gibidir.

[ 8 B-a 0 0 - 0 0 0
a+B 28 B-a O - 0 0 0
c_| 0 axs 2 F-a 0 0 0
0 0 0 0 - a+B8 -28 B-a
0 0 0 0 - 0 a+f 28 |
(@ + Aot |
0
0
iy =
0
0
| (B-)gilt)

7 = 107 olmak iizere, M = 10 ve M = 20 degerleri icin (5.33) semas: kararli olsa da,
M = 40,80, 160 degerleri icin bu semanin kararsiz oldugu gozlenlenmistir. Bu sonuglar

LF semanin kararsiz oldugunu desteklemektedir.
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6. SONUC

Bu tezde, bir boyutlu Adveksiyon- Difiizyon denklemi icin niimerik metotlar sunulmustur.
Sonlu farklar yéntemiyle Zamanda Ileri Uzamsal Merkezi (ZIUM) sema, Zamanda Geri
Uzamsal Merkezi (ZGUM) sema, Leap-Frog (LF) sema, Crank-Nicolson (CN) sema,
Modifiye edilmis Zamanda Geri Uzamsal Merkezi (MZGUM) sema ve son olarak Dufort-
Frankel (DF) sema incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda ZIUM ve DF semalarin
kosullu kararli, ZGUM, CN ve MZGUM semalarin kosulsuz kararli, LF semanin ise

kararsiz oldugu goriilmiistiir. Niimerik ornekler ile teorik bulgular teyit edilmistir.
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