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1. GIRIS

Krull-Remak-Schmidt Teoremi 6zellikle kategori teoride temel ve 6nemli sonuglardan
biridir.
A toplamsal kategorisinde,
(i) A daki her obje, ayristirilamaz objelerin bir bi¢arpimudir.
(if)  Eger her M; ve her N; i¢cin M, - ®M,,, = N;@® - ®N,, , A da ayristirilamaz
bir obje ise, bu durumda n = m ve her i i¢in yeniden numaralandiktan sonra
M; = N; dir.
ise bu kategoride Krull-Remak-Schmidt saglanir.
Bu ifade, Aritmetigin Temel Teoremi’nin farkli bir versiyonu olarak goriilebilir.
Krull-Remak-Schmidt Teoreminin kdkeni Frobenius ve Stickelberger’in 1879 yilinda
kanitladig1, ‘Herhangi bir sonlu abel grup, mertebeleri asal sayinin kuvveti olan devirli
gruplarin direkt toplamidir ve bu kuvvetler grup tarafindan tek bir sekilde belirlenir.’
teoremine dayanir.
Sonlu degismeli olmayan gruplara ilk genellemeyi Wedderburn 1909 yilinda, ‘Eger
sonlu bir G grubunun G = G, X G, X - X Gy = H; X H, X --- X H seklinde iki farkli
direkt garpim ayrisimi varsa o zaman t = s olur ve tiim i ler i¢in, ¢(G;) = H,;) olacak

sekilde G nin bir ¢ otomorfizmi vardir.” teoremiyle yapmustir.
Remak, 1911°de ¢ nin merkezi bir otomorfizm segilebilecegini kanitlamistir.
Schmidt, 1913’de Remak’1n sonucunu basitlestirmis ve gelistirmistir.

Krull 1925°te sonuglar1 artan ve azalan zincir kosullarina sahip modiillere genisletmis

ve teori Schmidt tarafindan 1929’da daha da derinlestirilmistir.

Azumaya, 1950°de klasik Krull-Remak-Schmidt teoremini, yerel endomorfizm

halkalar1 olan modiillerin sonsuz direkt toplami durumuna genisletmistir.



Bu ¢alismada daha 6nce Diracca ve Facchini (19) ve Krause (18) nin ortaya koydugu
ve klasik Krull-Remak-Schmidt Teoreminin sonuglar1 olan kavramlar tizerinde durulmus
ve torsion teorideki uygulamasina yer yerilmistir.

Birinci boliim giris olarak diizenlenmistir.

Ikinci boliimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak igin gerek tanim ve dzelliklere
yer verilmistir. Basta modiil teori olmak {izere, torsion teorinin gerekli kavramlari
iizerinde durulmustur. Sonugclar1 ve tanimlar1 anlagilir hale getirmek icin 6rneklere yer
verilmistir.

Uglincii boliimde diizgiin altmodiiller, modiil kategorisinde ve torsion teoride
incelenmistir. Bu baglamda, diizgiin modiil, diizgiin (Goldie) boyut kavramlari tizerinde
durulmus ve 6rneklere yer verilmistir.

Ayrica bu boliimde torsion teoride uygulamalar yapilmistir, bu hususta T — injektif zarf
kavramiyla ilgili Lemma 3.3.1. de ‘M diizgiin (7 — diizgiin) modiil olmak tizere, E, (M)
diizgiindiir (7-diizgiindiir) ve eger M diizgiin (7-diizgiin) ise, E; (M) ayristirilamazdir.” ve
Lemma 3.3.2. de ‘M, t-diizgiin bir R- modil olsun. Bu durumda E (M) nin
endomorfizma halkasi yereldir.” 6nermeleri verilmis ve ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde Krause (18) tarafindan 2003 yilinda yayinlanan makale detayli
olarak incelenmistir. Krause bu caligmasinda abel kategorilerde diizglin ayrisimlarin
tekligi lizerinde durmustur. Bu nedenle bu kisimda, oncelikle kategori teoride yer alan
kavramlar, abel kategori, Grothendieck kategorisi hakkinda bilgi verilmistir.

Krause (18) de, 4,4, 4,,+,A,, ve By, By, -+, B, herhangi bir abel kategoride diizgiin
objeler ve A = A,®A,®D--- DA, ve B = B;®B,® --- ®B,, biiyik denk olmak iizere,
yani A" = B’ olacak sekilde A' € A ve B’ € B altobjeleri varsa, n = m ve her

i=12,...,n igin A; ve Bsy nin biiyiik denk oldugu bir o permiitasyonu vardir,
sonucuna yer vermistir.

Krause’den dnce Diracca ve Facchini benzer bir sonucu A ve B objelerinin biiyiik denk
olmasi yerine A — B ve B — A monomorfizmlerinin varhig: sart1 ile elde etmistir. O
halde Krause’nin elde ettigi sonu¢ Diracca ve Facchini’nin (19, Teorem 1) de verdigi

sonucun bir genellestirilmis halidir.



Besinci bolimde Krause’nin ulastigi sonug torsion teoriye uygulanmustir. Yani,
Ay, Ay, Ay Ve By, By, -+, By T —dlizglin R — modiiller ve A = A, @A, D - DA, ve
B = Bi®B,® - ®B,, T — biiyiik denk ise, yani A" = B’ olacak sekilde A’ € A ve
B" € B t - biiylik altmodiilleri varsa bu durumda m = n ve her i igin, 4; Ve By T —
biiylik denk olacak sekilde {1,2,---,n} nin bir ¢ permiitasyonu vardir, sonucuna
ulastlmistir.

Bu ¢alismada, her iki sonucun da klasik Krull-Remak-Schmidt Teoreminin sonuglari

oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu ¢alismada halkalar birimli ve aksi belirtilmedik¢e modiiller sol R-modiil olarak
alinacaktir. Bu boliimde tezin diger boliimlerinin anlasilirhi@ini arttirmak ve gerekli alt
yapiy1 olusturmak amaciyla modiil teorideki temel tanimlara, Noether ve Artin modiillere,
injektif modiillere, torsion teorinin temel tanimlaria ve modiillerin torsion teorideki belli
bash tanim ve uygulamalarina yer verilmistir. Verilen temel tamim ve O6zelliklerin

ayrintilari i¢in (1), (2), (3), (4), (5), (6), (9) ve (13) kaynaklar1 referans olarak verilebilir.
2.1. Modiiller ve Altmodiiller

Tamm 2.1.1. R halkas1 ve (M, +) abel grubu i¢in f: R X M — M fonksiyonu verilmis

olsun. f(r,m) € M elemanin1 rm ile gosterecegiz. Her r,s € R ve her m,n € M igin,

(i rtm+n)=rm+rn
@iy @Er+sym=rm+sm
(iii)  (rs)m =r(sm)

(ivy 1m=m

ise M ye bir (initer) sol R-modiil veya R halkast iizerinde bir sol modiil denir ve pM ile
gosterilir. Benzer kosullar1 gergekleyen bir g:M X R — M, g(m,r) = mr fonksiyonu

verilmisse M ye sag R-modiil denir ve My ile gosterilir (1).

Ornegin;

V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi ise V bir F-modiildiir.

Her R halkasi kendisi {izerinde hem sol R-modiil hem de sag R-modiildiir.

R birimli ve degismeli bir halka olsun. R[x] polinomlar halkasi bir R-modiildiir.

Tez boyunca bir R halkasi lizerinde sol R-modiiller kisaca modiil olarak ifade edilecektir.

4



Tanim 2.1.2. M bir modiil olsun. M modiiliiniin bos olmayan bir N alt kiimesi kendi

basina modiil oluyorsa N ye M nin bir altmodiilii denir ve N < M veya gN < M

bi¢iminde gosterilir (1).

Tanmm 2.1.3. M modiiliiniin bir S alt kiimesini i¢eren en kii¢iik (S) altmodiiliine S nin
tirettigi altmodiil denir. (S) altmodiiliiniin her zaman mevcut oldugu ve S yi igeren tiim
altmodiillerin kesisimine esit oldugu kolayca kontrol edilir. Ayrica S # @ alt kiimesi i¢in
S ninrettigi (S) altmodiiliir; € R, s; € S (i = 1,2, ..., n) olmak lizere tim 7;5; + 71,5, +
-+ 1,5, seklinde yazilabilen elemanlardan yani S nin elemanlarinin tim lineer

bilesimlerinden olugur. S = @ ise (S) = 0 dir (1).

Tanm 2.1.4. S, M modiiliiniin sonlu bir alt kiimesi ve M = (S) ise M ye sonlu iiretilen

modiil denir (1).

Tamm 2.1.5. S, tek elemanli kiimeyse (S ={x}) , (S)=(x)=Rx={rx|r € R}

altmodiiliine x in direttigi devirli modiil denir (1).

Tanim 2.1.6. M modiiliiniin K ve L altmodiillerinin K N L kesisimi de bir altmodiildiir.
Ancak K UL birlesimi altmodiil olmayabilir. Bu iki altmodiilii iceren en kii¢iik
altmodiili (K UL) ={k + 1 : k € K, € L} oldugu kolayca goriiliir. Bu altmodiile K ve

L altmodiillerinin toplam: denir ve K + L ile gosterilir (1).

Tamm 2.1.7. Kendisinden ve sifirdan baska altmodiilii bulunmayan sifirdan farkli

modiile basit modiil denir (1).
Onerme 2.1.1. Her basit modiil devirlidir. (2, Onerme 1.2.)

Ispat. M bir basit modiil olsun. M sifirdan farkli bir modiil oldugundan 0 # m € M
eleman1 mevcuttur. Bu 0 # m € M elemant ile olusturulan Rm devirli altmodiiliini ele

alalim. M basit oldugundan Rm = M bulunur. Dolayisiyla M devirlidir.

Tanim 2.1.8. Bir M modiliinin sifirdan farkli bir altmodilii N olsun. M nin N de

icerilen sifirdan farkli ve N den baska higbir altmodiilii yoksa N modiiliine minimal
altmodiil denir (3).

N nin bir minimal altmodiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul basit altmodiil olmasidir

(3).



Tamim 2.1.9. Bir M modiiliiniin bir 6z altmodiilii N modiilii olsun. M modiiliiniin N
modiiliinii kapsayan N modiiliinden baska higbir 6z altmodiilii yoksa N modiiliine bir

maksimal altmodiil denir (3).

Bir modiiliin birden fazla maksimal altmodiilii olabilir. Ornegin; ,Z modiiliinde her p
asal sayist i¢in pZ maksimal altmodiildiir. Diger taraftan maksimal altmodiilii
bulunmayan modiiller de vardir. Bir B modiiliiniin basit olmasi igin gerek ve yeter kosul

0 altmodiiliiniin maksimal olmasidir (1).

Teorem 2.1.1. M sonlu iiretilmis, sifirdan farkli bir modiil olsun. Bu durumda M nin her

altmodiilii bir maksimal atmodiil tarafindan kapsanir. Dolayisiyla M maksimal altmodiile

sahiptir (5).

Tamm 2.1.10. M bir modiil olsun. M modiiliiniin her U altmodiilii i¢cin A N U = 0 olmasi
durumunda U = 0 oluyorsa A altmodiiliine M de biiyiik (essential) denirve A <, M ile

gosterilir (4).
Sifirdan farkli her modiiliin kendi i¢inde bir biiyiik altmodiil oldugu agiktir.
Lemma 2.1.1. K ve N, bir M modiiliiniin altmodiilleri olsun.

N<,Meher0meMicinNNRm# 0
KcN,K<,Me K<,Nve N<,M
N<,Mise NNK <, K dir.
N<,MveK<,Mise NNK <, M dir.

K N olsun. Eger N/, <, M/ ise N <, M dir.

o o~ w0 P

N <, Mvem € M ise Nm™1, R nin biiyiik sol idealidir (4).
Teorem 2.1.2. M bir modiil olmak ftizere, L; (i € I) , M nin biiyiik altmodiilii ise

kesisimler de biiyiiktiir yani ; NL; <, M (5).

Tanmim 2.1.11. M bir modiil ve N, M nin bir altmodiilii olsun. N yi M de biiyiik olarak
iceren altmodiillerin ailesi i¢inde maksimal olan bir K altmodiiliine N nin M de bir

kapanigi (closure) denir (4).



2.2. Modiil Homomorfizmalar: ve Boliim Modiilii

Tamm 2.2.1. M ve N iki modiil olsun. Her x,y € M ve her a,b € R igin,

flax +by) = af(x) + bf(y)

olacak bi¢imde f : M — N fonksiyonuna modiil homomorfizmas: denir. Ayrica f Grten
ise, f ye modiil epimorfizmast, birebir ise modiil monomorfizmasi adi verilir. Eger f hem
birebir hem de orten ise, f ye modiil izomorfizmas: denir. Bu durumda M ile N izomorf

modiiller olup, M = N ile gosterilir (5).

Tamim 2.2.2. f : M — N bir modiil homomorfizmasi olsun.

{x € M : f(x) = 0y} kiimesine f nin gekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir.
Gorf = {f(m) : m € M} kiimesine f altinda M nin goriintiisii denir (1).

Tanmm 2.2.3. M bir modil ve N < M olsun. N nin M igindeki sol kosetlerinden
olusan M/N ={x+ N:x € M} kiimesi x+ N, y+N€eM/N ve a€R igin
(x+N)+(y+N)=(x+y)+N ve a(x+ N) =ax + N ile tanimh islemlerle bir

modiil olur. Bu modiile M nin N ye gore boliim modiilii denir (5).
Teorem 2.2.1. (izomorfizma Teoremleri) M ve N modiilleri i¢in

(1 f : M — N modiil homomorfizmasi ise M /Cekf = Gorf dir.
(i) K<L<MiseM/L=(M/K)/(L/K) dir.
(i) K,H<Migin(H+K)/K = H/(HnK) dir (5).

Ornek 2.2.1. M modiiliiniin L altmodiilii igin i, : L — M icerme fonksiyonu bir modiil
monomorfizmasidir. i; ye dogal gomme fonksiyonu da denir. Ayrica Gori, = L dir.

Boylece M nin her altmodiilii bir monomorfizmanin goriintiistidiir.

Ornek 2.2.2. M bir modiil ve N, M nin altmodiilii olsun. x € M igin my(x) = x + N ile
tanimlanan ty, : M — M /N fonksiyonu bir modiil epimorfizmasidir. Bu epimorfizmaya
dogal epimorfizma denir. Ayrica Cekmy = N dir. Dolayisiyla M nin her altmodiilii bir

epimorfizmanin ¢ekirdegidir.



Onerme 2.2.1. M bir modiil olmak iizere ¢, : Homgz(R,M) — M bir modiil

izomorfizmasidir (7).

Teorem 2.2.2. R,Sve S’ halkalar olsun. ¢ : R — S homomorfizma ve ¢' : R — S’
epimorfizma olmak lizere K = Cek¢ ve K' = Cek¢' ise, K' € K dir (5).

2.3. Sifirlayanlar

Tanmm 2.3.1. M bir modiil, N € M ve A S R olmak lizere rx(N) = {r € R : Nr = 0}
kiimesine N nin R deki sifirlayan, 1,,(A) = {x € M : xA = 0} kiimesine A nin M deki

stfirlayani adi verilir (5).

Onerme 2.3.1. M modiilii goz oniine alindiginda r5x(N) kiimesi, eger N € M ise R nin
bir sag ideali, N < M ise R nin bir idealidir (5).

Onerme 2.3.2. M bir modiil ve I bir indeks kiimesi olmak iizere, a € I icin K,, lar M nin

altgruplar1 olsun. Bu durumda rx (X pe; Ki) = Nge rr(Ky) dir (5).
2.4. Modiillerin Direkt Toplami, Direkt Carpimi ve Serbest Modiiller

Tamm 2.4.1. Herhangi {M, | k € K} modiiller toplulugunun []ycx M, kartezyen
carpiminin (..., My, ...) elemanini kisaca (m,,) ile gosterelim. Kartezyen ¢arpimin (m;,)
ve (n;) gibi iki elemaninin toplamimi (my,) + (ny) = (my + ny ) ver € R ile garpimim
r(my) = (rmy) olarak tanmimlayarak, [;cx M) nin bir modiil olusturdugunu kolayca

kontrol edebiliriz. Bu [[xex My modiiliine, M, modiillerinin direkt ¢arpim: denir (1).

Tamm 2.4.2. [[,ex M, direkt garpiminin

Drex My, = {(mk) € [lkex My | en ¢ok sonlu sayida k € K icin my, + 0}
altmodiiliine m; modiillerinin direkt toplami denir.

K indis kiimesinin sonlu oldugu durumda [[,ex My =@ rex My oldugu agiktir (1).
Onerme 2.4.1. M bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

Q) M , M = Y, S; kosulunu saglayan basit altmodiillerinin bir {s;¢;};¢; ailesine

sahiptir.



(i) M, toplam1 M nin kendisi olan basit altmodiillerinin bir ailesine sahiptir.

(iii) M nin her altmodiilii M nin bir direkt toplananidir. (2, Onerme 3.1)

Tanimm 2.4.3. Onerme 2.1.1. deki denk kosullardan herhangi birini saglayan M modiiliine
yart basit modiil denir. Kisaca basit altmodiillerin toplami seklinde gosterilebilen modiile

yart basit modiil denir (2).
Tanmim 2.4.4. M bir modiil ve X, M nin alt kiimesi olmak tizere,

(1 (X) = XR = M ise X, M vyi iiretir denir.
(i) i=12,..,n € Nigin x; € X ver; € R olmak iizere eger x,17 + - +x,15, =

0 iken, her i i¢in r; = 0 oluyorsa X e R-bagimsiz denir (6).

Tanmim 2.4.5. M modiiliiniin X alt kiimesi R-bagimsiz ve M yi liretirse X € M nin bir bazi

(R-bazr) denir (6).
Lemma 2.4.1. M modiiliiniin X alt kiimesi i¢in asagidakiler denktir:

(1 X, M nin bir bazidur.
(i) M nin sifirdan farkli her bir m elemani farkli x; € X ve 0 # r; € R olmak

tizere m = x,1; + -+ +x, 1, biciminde tek tiirlii yazilir (6).
Tamm 2.4.6. M modiilii bir X bazina sahipse M ye serbest (free) modiil denir (6).
Lemma 2.4.2. M modiili ve X € M i¢in agagidakiler denktir:
0] M, baz1 X olan bir serbest modiildiir.
(i)  x € X i¢in, R, = R olmak tizere M =@ ,cx R, dir (6).
2.5. Tam Diziler ve Parcalanma

) fn fn C . . .
Tamm 2.5.1. Modiillerin - — My, —> M,, > M,_, - dizisi ve her n € Z igin

Cekf, = Gorf,,, oluyorsa diziye tam dizi (exact sequence) denir. Modiillerin 0 —

K LA M 5 N - 0 formundaki tam dizisine kisa tam dizi (short exact sequence) denir (7).
Tanmm 2.5.2. f: M — N ve f': N — M homomorfizmalart i¢in ff' =1y ise f

dontisiimiine parcalanabilir (split) epimorfizma ve f' doniistimiine parcalanabilir (split)

monomorfizma denir (5).



f .. . .
Tanim 2.53. 0 > M, > M gMz — 0 kisa tam dizisinde f split monomorfizma ve g

split endomorfizma ise bu diziye parcalanabilir kisa tam dizi denir (5).

Onerme 2.5.1.0 - M, L M M, = 0 kisa tam dizi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)

(vi)

Dizi pargalanabilirdir.

f @ M; = M parcalanabilir monomorfizmdir.

g : M = M, parcalanabilir endomorfizmdir.

Gorf = Cekg < @M dir.

Her h: M; — N homomorfizmi i¢cin hf = h olacak bi¢imde h: M — N
homomorfizmi vardir.

Her h: N — M, homomorfizmi icin gh = h olacak bi¢imde h: N — M

homomorfizmi vardir (5).

2.6. Injektif Modiil

Tamim 2.6.1. M ve E modiilleri verilsin. Eger her f : K — E monomorfizmi ve her

vy : K — M homomorfizmi i¢in hf = y olacak sekilde bir h : E — M homomorfizmi

varsa, M ye E-injektif modiil denir (3).

Lemma 2.6.1. Bir M modiilii igin asagidakiler denktir.

(i)

(i)

(iii)

Her @ : M — B monomorfizmi pargalanabilirdir (split; yani Gorf, B de bir
direkt toplanandir).

Her f:A — B monomorfizmi ve her g: A — M homomorfizmi igin
f = hg olacak sekilde bir h : B — M homomorfizmi vardir.

Her f:A — B monomorfizmi igin Hom(f,1y): Homgz(B,M) —
Homg (A, M) bir epimorfizmdir (3, Teorem 5.3.1).

Tanim 2.6.2. Lemma 2.6.1. de verilen denk kosullardan birini saglayan bir M modiiliine
injektif modiil denir (3).

Tammm 2.6.3. [ injektif modiiliine, f : M — [ biiyilk monomorfizmi ile birlikte M

modiiliiniin injektif zarfi (injective hull) denir (1).
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Teorem 2.6.1. Her modiiliin bir injektif zarfi bulunur ve injektif zarf izomorfizm farkiyla
tektir (1, Teorem 10,2).

Lemma 2.6.2. A < B ve E(B), B nin injektif zarfi olsun. Bu durumda bir € < E(B)
icin E(B) = E(A)®C olacak sekilde A nin bir E(A) injektif zarfi vardir. Eger A, B nin
biiylik altmodiilii ise E(A) = E(B) dir (8).

2.7. Torsion Teori

Tamm 2.7.1. Asagidaki kosullar gegerli oldugunda, 7 = (7, F) modiil siniflar1 torsion

teori olarak adlandirilir:

(i) HerA €T veher B € Fi¢in Homg(A,B) = 0 dir.
(i) HerB € Figin Homz(A,B) = 0ise A € T dir.
(ili) Her A € T i¢in Homgz(A,B) = 0 ise B € F dir.

T sinifi, T nin torsion sinufi olarak adlandirilir ve objelerine -torsion modiil denir, buna
karsilik F sinifi ise T nin torsion free sinifi olarak adlandirilir ve objelerine t-torsion free
modiil denir (9).

Tanim 2.7.2. Modiillerin bir A sinifi i¢in,

(i) Her A € A ve A nin her B altmodiilii i¢in, B € A ise altmodiil altinda kapalidir.

(i) Her A € A ve her epimorfizm (sirastyla izomorfizm) f : A — B igin, B € A ise
homomorfik goriintiiler (sirastyla izomorfizmler) altinda kapalidir.

(iii) HerA; € A (i €l) igin @;c;A; € A (sirasiyla [[;e; A; € A) igin direkt toplam
(strastyla direkt carpim) altinda kapalidir.

(iv) Her tam dizi 0 A’ A — A" —0 ile A,A" €A igin A€ A Iise
genislemeler altinda kapalidir.

(v) Her A € A icin E(A) € A ise injektif zarf altinda kapalidir.
denir (9).

Lemma 2.7.1. T = (T, F) bir torsion teorisi olsun. 7" direkt toplam altinda kapali ve F

direkt carpim altinda kapalidir (9).
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Teorem 2.7.1. T ve F modiil siniflari olsun. T = (7', F) nin bir torsion teori olmast i¢in

gerek ve yeter kosul,

1 TNF ={0}.
(i) T, homomorfik goriintiiler altinda kapalidir.
(iii)  F, altmodiiller altinda kapalidir.
(iv)  Her A modiilii t(A) altmodiiliine sahiptir 6yle ki t(4A) € T ve A/t(A) € F dir (9).

Ispat. T = (7, F) nin bir torsion teori olsun. Bu durumda (i) saglanir. 0 — A’ — A4 —
A" — 0 tam dizi olsun. Bu tam diziden her F € F igin, 0 — Homz(A",F) —
Homg (A, F) tam dizisi elde edilir ve boylece eger A € T ise 0 zaman A” € T dir. Ayrica
ilk tam diziden her T € T i¢in, 0 — Homg(T,A") — Homg(T, A) tam dizisi elde edilir.

Boylece her A € F ise 0 zaman A" € F dir.

Doérdiincii durum i¢in, A bir modiil ve

i€l
olsun. f : @;¢;B; — t(A) dogal bir epimorfizm oldugu i¢in, (ii) ve Lemma 2.7.1. den
t(4) € T dir.

Varsayalim ki A/t(A) € F olsun. Buradan T € T ve sifirdan farkli bir g: T —
A/t(A) homomorfizmi vardir. Oyleyse B/t(A) = Gorg € T olur.

Diger taraftan,
0—t(A) - B—B/t(A) — 0
tam dizisinden, her F € F igin,
Hompg(B/t(A),F) — Homg(B,F) — Homg(t(A),F)
tam dizisi elde edilir.

[k ve son terim sifir oldugundan, her F € F icin Homg(B, F) = 0 vardir, bu nedenle

B € T dir. Ama B = t(A) ve g = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir.

Tersine, simdi T ve F siniflarinin (i)-(iv) kosullarini karsiladigini varsayalim.
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Ik olarak, T € T ve Homg(T,F) # 0 olacak sekilde F € Folsunve 0 = f : T — F
diyelim. Oyleyse (i) den Gorf =0 oldugundan, (ii) den Gorf € T ve (iii) den
Gorf € F olur ki, bu ise bir ¢eliskidir.

Ikinci olarak A4, her F € F icin Homgz (A, F) = 0 olacak sekilde bir modiil olsun. (iv)

den t(A) € T ve A/t(A) € F olacak sekilde A nin bir t(A) altmodiilii vardir. Bu
durumda A = t(A) € T oldugundan Homg (A, A/t(A)) = 0 dir.

Boylece (7°,F) torsion teorinin tanimindan ikinci kosulu karsilar. (iii) de benzer

sekilde gosterilir.
Teorem 2.7.2. T ve F modiil siniflar1 olsun.

(i) Herhangi bir torsion teoriye gore I nin torsion smnif olmasi igin gerek ve yeter
kosul T nin homomorfik goriintiiler, direkt toplamlar ve genislemeler altinda kapali
olmasidir.

(i)  Herhangi bir torsion teoriye gore F nin torsion free sinif olmasi igin gerek ve yeter

kosul F nin altmodiiller, direkt carpimlar ve genislemeler altinda kapali olmasidir (9).
Tamm 2.7.3. T = (T, F) bir torsion teorisi olsun.

(1)  Eger T injektif zarf altinda kapali ise kararlidir,
(i)  Eger T altmodiiller altinda kapali ise kalitsaldir denir (9).

Onerme 2.7.1. 7 nun kararli bir torsion teorisi olmas1 icin gerek ve yeter kosul t(A) nin

her A injektif modiiliiniin direkt toplanan: olmasidir (9).

ispat. A bir injektif modiil ve T kararh bir torsion teorisi olsun. E(t(4)) t-torsion

oldugundan E(t(A)) = t(A) dir. Oyleyse t(A), A injektif modiiliiniin direkt toplamidir.

Diger taraftan, A bir t-torsion modiilii ve t(E (A)), E(A) nin direkt toplami1 olsun.
AC t(E(A)) ve A <, E(A) oldugundan, t(E(A)) = E(A) dir. Oyleyse E(A) t-torsion

dir, sonug olarak 7 kararlidir.
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2.8. T-yogun(t—dense), T—kapah (z—closed), z—kapams (z—clousure) Altmodiilleri

Tamim 2.8.1. B, A nin bir altmodiilii olmak tizere, eger A/B T —torsion ise, B , A’da

T — yogundur (t — dense) denir (9).
Onerme 2.8.1. 4 bir modiil ve B, B’ < A olsun.

(i) B € B’ olmak iizere B nin A da 7-yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B nin
B’ de ve B’ nin de A da t-yogun olmasidir.

(if) Eger B ve B', A da t-yogunsa, B N B’ , A da t-yogundur.

(iii) Eger, A t-torsion free ve B , A da t-yogunsa, B <, A dir (9).

Tamim 2.8.2. B , A nin bir altmodiilii olmak {izere, eger A/ BT— torsion free ise, B ,

A’da T — kapalidwr (T — closed) denir (9).
Onerme 2.8.2. 4 bir modiil ve B, B’ < A olsun.

(i) t(A), A nin T — kapali bir altmodiiliidiir.

(ii) B, A da T —kapali ise, t(A) € B ve t(B) = t(A) dur.

(ili) B < B' ve B, A da t — kapal1 ise B, B' de T — kapalidir.

(iv) B € B’ olmak tiizere B, B'de 7 — kapali ve B’, A da T — kapal1 ise B de A da 7 —
kapalidir.

(V) A nin T — kapali altmodiillerinin sinifi, kesisimler altinda kapalidir.

(vi) t(A), A nin tiim T — kapali altmodiillerinin kesisimidir (9).

Tamim 2.8.3. A bir modiil, B < A olsun. B yi igeren A nin tek minimal 7-kapali

altmodiiliine A daki B nin t — kapanus: (t — closure) denir (9).

B yi igeren A nin tiim T — kapali altmodiillerinin kesisiminin A da t — kapalidir (bkz, 9
Onerme 2.8.2).

Onerme 2.8.3. A bir modiil ve B < A ve B’, A daki B nin 7 — kapanist olsun. Oyleyse,
B'/p = t(4/p) dir (9.
Onerme 2.8.4. (4;);e; bir modiil ailesi olsun. Asagidaki kosullardan biri gegerli olsun.

(i) I sonlu bir kiime;
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(if) 7, altmodiiller ve homomorfik goriintiiler altinda kapali olan bir A modiil sinifi
tarafindan tiretilir ve R nin her bir A — yogun sol ideali, sonlu olarak {iretilir.
Bu durumda,
E:(®ic1Ai) = @ierE-(A))

dir (9).
2.9. T—injektif (z—injective), T-biiyiik (t—essential) Modiiller

Tamim 2.9.1. B, A modiiliiniin bir altmodiilii olsun. B, A da T — yogun ve biiyiik ise 0

zaman B ye T — biiyiik (T — essential) altmodiil denir (12).
Teorem 2.9.1. R bir halka olsun. Bir A modiilii i¢in asagidaki kosullar denktir:

(1 A, T —torsion bir gekirdege sahip olan her monomorfizme gore injektiftir.

(i) A, E(A) mm bir T — kapali altmodiiliidiir.

(iii) R nin T —yogun bir sol idealinden A ya tanimli her homomorfizm, R den A ya
bir homomorfizme genisletilebilir.

(iv)  Her t —torsion modiil B i¢in Ext}(B,A) = 0 dir.

(V) R nin her 7 — yogun sol ideal I s1 igin Exts(R/I,A) = 0 dir (9, Teorem
2.1.1).

Tamim 2.9.2. Teorem 2.9.1 in esdeger kosullarini saglayan bir modiil T — injektif olarak
adlandirilir (9, Tanim 2.1.2).

Onerme 2.9.1. Bir A modiiliiniin 7 — injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin 7 —
biiyiik bir sol idealinden A ya taniml1 her homomorfizm, R den A ya bir homomorfizme

genisletilebilir olmasidir (9, Onerme 2.1.3).

Tanim 2.9.3. 7, altmodiiller ve homomorfik goriintiiler altinda kapali olan bir A4 modiil
sinifi tarafindan tretilen kalitsal bir torsion teori olsun. A bir modil ve B, A nin bir

altmodiilti olsun. Eger A/B € A ise B altmodiiliine A — yogundur denir (9, Tanim 2.1.4).

Onerme 2.9.2. 7, altmodiiller ve homomorfik goriintiiler altinda kapali olan bir A4 modiil
siifi tarafindan olusturulan kalitsal bir torsion teori ve A bir modiil olsun. Bu durumda,
(i) A, T —injektiftir.
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(ii) A smifinin her modiilii, modiillerinin 0 — A — E(A) — E(A)/A — 0 kisa

tam dizisine gére projektiftir (9, Onerme 2.1.6).

Onerme 2.9.3. T nin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul t(A) nin, her T — injektif A

modiiliiniin direkt toplanan1 olmasidir (9, Onerme 2.1.8).

Tanim 2.9.4. A modiiliiniin E (A4) ig¢indeki 7 — kapanisina A nin 7 —injektif zarfi denir ve
E.(A) seklinde gosterilir (9, Tanim 2.2.1).

Onerme 2.9.4. t kararli bir torsion teorisi ve A bir modiil olsun. E;(A/t(4)) =
t(E(A)/E(t(A))) = E(t(A)) ve E.(4) = E.(t(4))®E,(A/t(A)) dir (9, Onerme
2.2.7).

Lemma 2.9.1. A bir modiil olsun. Bu durumda,

(i) E;(A), E(A) nimn bir biiylik T — injektif altmodiludiir ve E,(A), E(A) nin T —
injektif altmodiilleri icinde bu 6zellige sahip en kiigiik altmodiildiir.

(i) E;(A)/A = t(E(A)/A) dir.

(iii) D bir T — injektif modiil ise 0 zaman D = E;(A) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A modiiliiniin, D nin 7 — yogun biiyiik altmodiilii olmasidir.

(iv) Eger A t — torsion (sirasiyla T — torsion free) ise, E;(A) da t — torsion dir

(swrastyla T — torsion free dir) (9, Lemma 2.2.2).
2.10. Noether ve Artin Modiiller

Tanmm 2.10.1. M bir modiil olsun. M nin altmodiillerinin bostan farkli her Q ailesi bir
maksimal elemana sahipse yani Q, K altmodiiliinii kapsayan bir elemani olmayacak

sekilde bir K elemanina sahipse, M modiiliine altmodiilleri i¢in maksimal kosulunu saglar

denir (2).

Tamm 2.10.2. M bir modiil olsun. M nin altmodiillerinin K; < K, < K3 < -+ seklinde
her bir artan zinciri igin 6yle m € Z* ve n = m kosulunu saglayan Vn € Z* i¢in K,,, =

K,, oluyorsa, M modiiliine artan zincir kosulunu saglar denir (2).

Tamm 2.10.3. M modiiliiniin biitiin altmodiilleri {izerinde artan zincir kosulu (ascending

chain condition, ACC) saglaniyorsa, M modiiliine Noether modiil (Noetherian) denir. Bu
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durumda M nin her altmodiilii sonlu tretilmistir. Eger M nin her sonlu {iretilmis

altmodiilii Noether ise M locally Noetherdir denir (2).
Onerme 2.10.1. Bir M modiilii igin asagidakiler denktir.

(i) M Noether modiildiir.
(if) M nin her altmodiilii sonlu tiretilmistir.
(ifi) M nin altmodiillerinin bos olmayan her alt kiimesinin bir maksimal elamani

vardir (5).

Ispat. (i) = (iii) A, M nin altmodiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun ve A nin
maksimal elemani olmasin. O zaman her L € A i¢in {L' € A|L > L} # @ dir. L' igin
durum devam ettirilirse L' < L" < --- olur. M Noether oldugundan M nin altmodiillerinin

bir artan zinciri elde edilir. Ancak bu durum M nin Noether olmasiyla gelisir.

(iii) = (ii) K < M olsun. K = Y A olacak sekilde M nin altmodiillerinin A ailesini g6z
oniine alalim. P = Y{F | F < A sonlu} olsun. P # @ ve hipotezden bir maksimal

elamani vardir. Bu eleman ), F dir. Buradan ac¢ik¢a K = ), F bulunur.

(i) = (i) M nin her altmodiilii sonlu tretilmis olsun. L' < L" < .- seklinde M nin
altmodiillerinin artan zincirini alalim ve M = )., ¢y L, olsun. Hipotezden L, ,; = L,
olmak tizere Y.gonw Ln = M olacak sekilde bir n vardir. O halde dizi sonludur. Yani M

Noether modiildiir (5).

Onerme 2.10.2. 0 > K > M — N — 0 sol R-modiillerinin bir kisa tam dizisi olsun. M

nin Noether olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K ve N nin Noether olmasidir (5).

Ispat. (=) M Noether olsun. M nin altmodiilii ve boliim modiilii Noether olur. K, M nin

bir altmodiiliine izomorf ve M / K = N oldugundan K ve M / k Noether olur.

(<) K ve N, Noether modiiller olsun. M nin Noether oldugunu gosterelim. K < M ve
M / k = N olsun. M nin altmodiillerinin Ly < L, < -+ < L, dizisini gbz Oniine alalim.,
Li+K<L,+K<--<L,+K=1L,,; +K dizisi i¢in M/K Noether oldugundan
(i =1,-,n) olacak sekilde bir n tamsayist vardir. LiNK <L, NK<--<L,NK =

L,y NK,(i=1,--,n) olacak sekilde bir n tamsayist vardir. Boylece, L, < L,4;
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oldugundan modiilarite kurali geregince L,y; = Lpy; N (Lpyi +K) =Ly 0 (L, +
K) =L, + (L,y; N K) = L, olur. Béylece M, Noether olur.

Tamm 2.10.4. £ , M modiiliiniin altmodiillerinin bir ailesi olsun. £ deki her L, > L, >
- (i =1,2,--+) azalan zinciri i¢in L,,; = L, olacak sekilde bir n varsa £ ye azalan

zincir kosulunu saglar denir (5).

Tanim 2.10.5. M nin biitlin altmodiillerinde azalan zincir sart1 saglaniyorsa M modiiliine
Artin modiil (Artinian) denir (5).
R M

0 S
kosul R, S ve M modiillerinin Noether (Artin) olmasidir (13).

Teorem 2.10.1. A = ( ) modiliiniin Noether (Artin) olmasi icin gerek ve yeter
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3. DUZGUN ALTMODULLER

Bu béliimde diizgiin altmodiiller modiil teoride ve torsion teoride incelenmistir. Bunun
icin Oncelikle diizgiin modiil ve diizgiin (Goldie) boyut kavramlar iizerinde durulmus,
modiil teori ve torsion teorideki temel tanim ve 6zellikleri verilmistir. Verilen tanim ve

ozelliklerin ayrintilart i¢in (4), (9), (12), (14) ve (15) kaynaklari referans olarak verilebilir.
3.1. Diizgiin (Uniform) Modiil

Tanmmm 3.1.1. U sifirdan farkli bir modiil olsun. Eger U nun sifirdan farkli her V, W
altmodiilii icin V N W = 0 oluyorsa U ya bir diizgiin (uniform) modiil denir (4).

Buna denk olarak;

M sifirdan farkli bir modiil olmak {izere M nin sifirdan farkli her altmodiilii M de biiyiik

(essential) ise M ye diizgiin modiil denir (4).

Ornek 3.1.1. Her p asal sayis1 ve n dogal sayis1 igin Z/an devirli gruplar birer diizgiin
modiildiir (4).

Ornek 3.1.2. Z,» priifer grubu diizgiin Z - modiildiir (4).

Ornek 3.1.3. Her cisim kendi iizerinde diizgiin modiildiir.

Ornek 3.1.4. Z, = {0,1, 2, 3, 4, 6} Z-modiiliiniin altmodiilleri A = {0, 2,4} ve B = {0, 3}
icin, A N B = {0} oldugundan diizgiin modiil degildir.

Diizgiin modiillerin direkt toplam1 yine diizgiin modiil olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.5. Z, ve Zg Z-modiilleri diizgiin modiildiir. Fakat Z,@®Zg Z -modiilii, (1, 4)
ve (0, 4) altmodiilleri icin, (1,4) N (0,4) = 0 oldugundan diizgiin degildir.
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Tamm 3.1.2. Sifirdan farkli bir M modiiliiniin 0 ve M den baska direkt toplanani yoksa

M ye ayristirilamaz (indecomposable) modiil denir.
Onerme 3.1.1. Eger M diizgiin modiil ise, M ayristirilamazdir (14).

Ispat. M diizgiin modiil oldugundan M nin her altmodiilii biiyiiktiir. Yani M nin sifirdan
farkli herhangi iki altmodiiliinlin ara kesiti de sifirdan farklidir. Dolayisiyla M = M@0

olmak zorundadir.

Buna karsin, ayristirilamaz olan fakat diizglin olmayan modiiller de vardir.

) F F F F F F
Ornek 3.1.5. F bir cisim olmak iizere R = |0 F O|halkasiveM =[0 0 O0]sag
0 0 F 0 0 O
0 F O [0 0 F
R — modiilii goz 6niine almsm. A=|0 0 O, B=|0 0 O[<Migin ANB=0
0 0 O 0 0 O
oldugundan M diizgiin modiil degildir. Diger taraftan M # A@B dir. Bu durumda,
a b c
herhangi bir0 # N < M alimsinve0 #n=|0 0 0] € N olsun.
0 0 O
Eger a # 0 ise, F cisim oldugundan a~! € F var olup,
a b clfa” 1 0 O
0 0 O 0 0O
0 0 O 0 0O
Xy z
dir. O halde keyfi bir r = IO k 0] € R i¢in
0 0 !
1 0 0|;x ¥y =z Xy z
0 0 0[0 k Olzlo 0 OleN
0 0 olto 0 I 0 0O

dir. Dolayistyla N = M olur. Eger a = 0 ise, nr € N i¢in nr € A + B olmasi nedeniyle
N < A + B olur. Boylece M ayristiritlamaz bir modiildiir.

Tamm 3.1.3. M nin her altmodiilii, M nin bir direkt toplananinda biiyiik (essential) ise M

ye C; ozelligine sahip,CS ya da genigleyen (extending) modil denir (14).
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Teorem 3.1.1. Bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir:
() M bir CS modiildiir.
(i) M nin her N altmodilii i¢in N nin M deki kapanist M nin bir direkt
toplananidir.
(ifi) M nin her altmodiilii M nin bir direkt toplananinda biiyiiktir (M, C; 6zelligine
sahiptir).

Ornek 3.1.6. Diizgiin modiiller C; dzelligine sahiptir.
Onerme 3.1.2. M ayristirilamaz modiilii C; 6zelligine sahip ise diizgiin modiildiir (14).

Ispat. M ayristirilamaz modiilii C; 6zelligine sahip ise her altmodiilii M nin bir direkt
toplananinda biiylik olur. M ayristirilamaz oldugundan M = M@0 dir, yani sifir ve
kendinden bagka direkt toplanani yoktur. Bu durumda M nin her altmodiilii M de biiyiik

olur, 6yleyse M diizgiin modiildiir.
3.2. Sol R - Modiillerin Kategorisinde Diizgiin Altmodiiller

Genel olarak, bir R halkasi i¢in, sifirdan farkli her R-modiil diizgiin bir altmodiil igermez.
Ornegin, K bir cisim ve R = (X,Y), X ve Y degiskenleri iizerindeki serbest cebirse, R-

modiilii diizgiin bir altmodiil icermez.

Daha basit bir 6rnek verecek olursak; Z, bir halka olmak iizere, Z,-modiilii diizgiin bir

altmodiil icermez. Ancak asagidaki teorem dogrudur (4).

Teorem 3.2.1. M, sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz bir direkt toplamini igermeyen

sifirdan farkli bir modiil olsun. Bu durumda M, diizgiin bir altmodiil igerir (4).

Ispat. M nin diizgiin bir altmodiil igermedigini varsayalim. Oncelikle M nin kendisi
diizgiin degildir ve dolayisiyla K; N L; = 0 olacak sekilde, M nin sifirdan farkli K; ve L
altmodiilleri vardir. Simdi L, diizgiin degildir ve L, in, K, N L, = 0 olacak sekilde,
sifirdan farkli K, ve L, altmodiilleri vardir. L, nin diizglin olmadigini not edip, bu isleme
devam edersek, M nin sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz bir direkt toplami olan
Ki®K,® - igerdigini goriiriiz ki bu ise bir ¢eligkidir. Boylece M, diizgiin bir altmodiil
igerir.
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Sonug¢ 3.2.1.

(1) Sifirdan farkli her noetherian modiil bir diizgiin altmodiil igerir.
(2) R bir sol noetherian halkasi olsun. Sifirdan farkli herhangi bir R-modiilii diizgiin

bir altmodil icerir (4).

Lemma 3.2.1. M, sifirdan farkli altmodiilleri bir diizglin altmodiil iceren sifirdan farkli
bir modiil olsun. O zaman M nin, diizgiin altmodiillerin direkt toplam1 olacak sekilde bir

N biiyiik altmodiili vardir (15).

Lemma 3.2.2. Her bir U;, M nin diizgiin altmodiilii olmak tizere M, U;® --- ®U,

formunda bir biiytik altmodiile sahip olsun. Bu durumda,

(1) M nin herhangi sifirdan farkli altmodiillerinin toplami en fazla n toplanana
sahiptir.
(i) Her bir V; diizgiin olmak iizere, V,® - @V, <, M ise n = k dur.

Ozetle, sifirdan farkli bir M modiiliiniin sifirdan farkli altmodiillerinin sonsuz direkt
toplamin1 icermemesi i¢in gerek ve yeter kosul U; € M olmak iizere U;® - ®U,
formunda bir biiyiik altmodiile sahip olacak sekilde bir n tamsayisinin var olmasidir. M

modiilii i¢in degismez olan bu n tamsayisina diizgiin (Goldie) boyut denir (4).
3.3. Bir Torsion Teoriye Gore Diizgiin Altmodiiller

Tanmm 3.3.1. Sifirdan farkli bir A modiliinin her sifirdan farkli altmodilii 4 da t —

biiyiik ise, A ya T — diizgiin (uniform) modiil denir (9).

Lemma 3.3.1. M diizgiin (t — diizgiin) bir R- modiil olsun. Bu durumda E, (M) diizgiindiir
(T-diizgiindiir). Ozel olarak, eger M diizgiin (z-diizgiin) ise, E; (M) ayristirilamazdir (12).

Teorem 3.3.1. Her modiil bir tek t-injektif zarfa sahiptir. (9, Teorem 2.2.3)

Ispat. Varlig1 tanim geregi agiktir. A bir modiil ve E; ve E, de A nin t-injektif zarfi olsun.
i: A—E; ve j: A— E, ile dahil etme homomorfizmini gosterelim. E, nin t-
injektifligi ile fi = j olacak sekilde bir f : E; — E, homomorfizmi vardir. i biiyiik bir
monomorfizma oldugundan, f nin monomorfizma oldugu sonucuna varilir. f(E;) in t-
injektifligi ile, tam 0 — f(E,) — E, — E,/f(E;) — 0 dizisi ayrilir, yani E, =
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f(E{)®B dir. Sonra j(M) N B =0 olur. j(M) <, E, den B = 0 oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla f bir epimorfizmdir. Boylece E; = E, dir.

Tamm 3.3.2. Bir tek maksimal ideale sahip olan halkalara yerel (lokal) halka denir (5).

Lemma 3.3.2. M, t-diizgiin bir R- modiil olsun. Bu durumda E;(M) nin endomorfizma
halkasi yereldir (12).

Ispat. M, 7-diizgiin bir R- modiil olsun. Oyleyse M diizgiindiir. Lemma 3.3.1. den,
E.(M) de diizgiindiir. A = E;(M) seklinde gosterelim. Diger taraftan, herhangi bir f €
End(A) i¢in, Cekf N Cek(1, — f) = 0 dir. Eger, Cekf = 0 ise, f(A) t- injektiftir, bu
nedenle de f(A), A nin direkt toplamidir. Teorem 3.3.1. den f(A4) = A dir ve bu yiizden
f bir izomorfizmadir. Cekf # 0 oldugundan, Cek(1,—f) =0 dir ve 1, —f bir

izomorfizmadir.

Tamm 3.3.3. Bir modiil eger T — kapali altmodiillerinde ACC ’ yi saglarsa, bu modiile

T — noether modiil denir (9).

Onerme 3.3.1. A bir modiil ve B < A olsun. O halde, A nin T — noether olmas i¢in gerek

ve yeter kosul B ve A/B nin T — noether olmasidir (9).

Onerme 3.3.2. Her 7 — torsion free T — noether modiil sonlu diizgiin (Goldie) boyuta
sahiptir (9).

Ispat. A T — torsion free T — noetherian modiil olsun. A nin sifirdan farkli altmodiillerinin
direkt toplaminin sonsuz bir (A4;) jey kiimesi oldugunu kabul edelim. Her j i¢in B;, A daki
A1@® - @DA; nin T - kapanisi olsun. Agikea, her B;, her j icin A ve B; € Bj,; nin 7 —
kapali bir altmodiilidiir. A T — noether oldugundan, B, = By, olacak sekilde k € N
vardir. Simdi eger a € Ay, iS€ a € By, = By, dolayisiyla R nin bazi T —yogun I sol
idealleri i¢in Ia € A;@® - @A, vardir. Ia S Ay, Ve toplam A; + -+ Ay, direkt
oldugu i¢in Ia = 0 olmalidir. Ama A t— torsion free, dolayisiyla a = 0, bdylece

Aj+1 = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir.

Sonug 3.3.1. Sifirdan farkli her T — noether modiil bir T — diizgiin altmodiil igerir.
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4. ABEL KATEGORILERDE DUZGUN AYRISIMLARIN

TEKLIiGIi

Bu boliimde Krause’nin (18) makalesi incelenmistir. Krause, bu makalesinde, abel

kategorilerde diizgiin ayrisimlarin tekligi iizerinde durmustur. Bu nedenle oOncelikle

kategori alt yapist olusturmak amaciyla temel kategori tanimi, ardindan abel kategori

kavrami i¢in gerekli tiim diger tamim ve Ozelliklere yer verilmistir. Verilen tanim ve

teoremlerin ayrintilari igin (11), (16), (17) kaynaklar: referans olarak verilebilir.

4.1. Kategori Kavrami

Tamm 4.1.1. C ile gosterecegimiz kategori asagida verilen ve istenenleri saglayan bir

sistemdir.
Verilenler;
(1)  Objeler smifi: Ob(C) ile gosterecegimiz ve elemanlar1 obje olarak isimlendirilen

smiftir. Bu smifin elemanlar1 genellikle 4, B, ..., X, Y, ... ile gosterilir.

(i)  Morfizmler kiimesi: X,Y objeleri igin

CX,Y) = Mor.(X,Y) ={f| f: X > Y}
bi¢ciminde ifade edilen, elemanlar1 morfizm (ok) olarak adlandirilan kiimedir.
Ob(C) deki her X objesi i¢in
Iy € More(X,X)

morfizmine birim morfizm denir.

(iii))  Kompozisyon islemi: Ob(C) deki her X,Y,Z objeleri igin

o: C(Y,Z)xCWX,Y) — C(X,2)
(9 f)—gof

bi¢iminde tanimlanan islemdir.
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(1), (i) ve (i) ozellikleri sistemde var olmasi gerekenlerdir. Sistemin saglamasi

gerekenler yani istenenler;
(K1) Asosyatiflik: Her f : X — Y, g:Y — Zve h : Z — W morfizmleri igin,
(hog)of=ho(gof)

olmalidir.

(K2) Birimlilik: Ob(C) deki her X objesi igin,

Iy : X — X
bi¢ciminde birim morfizm var olup f : X — Y morfizmi igin,
Iyof =foly

olmalidir (16).
Ornek 4.1.1. Set ile gosterilen kiimeler kategorisinde;

- 0b(Set) : Kiimeler
- Mor(Set) ={f|f:X —>Y, X,Y € 0b(Set)}
- Kompozisyon : f, g € Mor(Set) fonksiyonlar1 i¢in g o f bileske islemidir.

Bu yapinin (K1) ve (K2) kosullarini sagladigini gosterelim.

(K1) X,Y,Z,W € Ob(Set) olmak lizere f: X —>Y, g:Y —>Z ve h:Z—>W

morfizmler ve her x € X i¢in,

((ho g)o )@ = (ho g) o (FER(9(F())) = h((g 0 H(X)) = (ho(g 0 (X))
oldugundan,
(hog)of=ho(gof)
elde edilir.
(K2) Ob(Set) deki her X objesi igin,

Iy : X —> X
X —Xx
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bi¢iminde bir fonksiyon her zaman var olup f : X — Y ve her x € X i¢in,
(foI)(x) = f(Ix(x)) = f(x) = Iy (f(x)) = Uy 0 /) (x)
oldugundan,
foly=f=Ikof

dir.
Benzer sekilde,

Grp Gruplar ve grup homomorfizmleri

Mod-R R- modiiller ve modiil homomorfizmleri

Rng Halkalar ve halka homomorfizmleri

Vect Vektor uzaylari ve lineer dontisimler

Top Topolojik uzaylar ve stirekli fonksiyonlar
diger kategori drnekleridir.
Tamm 4.1.2. C = (0b(C), Mor(C), 0) herhangi bir kategori ve * kompozisyonu

frg=gof

seklinde tanimli olmak iizere C°P? = (0Ob(C), Mor(C),*) kategorisine C kategorisinin
duali denir (17).

Tamim 4.1.3. C bir kategori olsun. B, asagidaki ozellikleri sagliyorsa B ye C nin

altkategorisi denir.

(i) Ob(B) c 0Ob(C) veya Ob(B) objelerin sinift 0b(C) nin altsinifidir.
(i) Mor(B) c Mor(C) veya Ob(B) daki her A,B objeleri igin Morg(A,B) c
More(A, B) dir.
(ili) B nin kompozisyon fonksiyonlari, C nin karsi gelen fonksiyonlarinin
kisitlanmiglaridir. Yani B deki iki morfizmin kompozisyonu, C deki kompozisyonu ile
aynidir. Ob(B) daki her A, B, C objeleri i¢in

Mor(A,B) x Mor(B,C) — Mor(A4,C)
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(f,g9) — gogf = gocf
dir.

(iv) B nin birim morfizmi, C nin birim morfizmidir.
Bununla birlikte B deki her A, B objeleri igin
Mors(A,B) = Morg(A,B)
veya her B, B’ objesi i¢in B(B,B’) = C(B,B") ise B ye C nin dolu (full) altkategorisi
denir (17).
Ornek 4.1.2. Her kategori kendisinin bir dolu altkategorisidir.
Ornek 4.1.3. FiniteSets objeleri sonlu kiimeler olan kategori, Set nin dolu alt
kategorisidir.
Coziim. FiniteSets kategorisini K; ile Set kategorisini de K ile gosterelim.
(i) Sonlu kiimelerin sinifi tiim kiimelerin olusturdugu sinifin bir altsinifidir. Bagka bir
deyisle,
Ob(K,) c Ob(K)

dir.

(ii) A, B € Ob(K;) olmak iizere f € Mory, (A, B) olsun. Bu durumda f* doniisiimii A
dan B ye bir fonksiyondur. A dan B ye tanimli fonksiyonlarin kiimesi Mory (A, B)
oldugundan f ayni zamanda Mory (A4, B) nin de bir elemani1 olup buradan

Morg (A, B) € Morg (A, B)
elde edilir.

(iii)A, B, C € Ob(K,) olmak iizere, f € Mory, (A, B) ve g € Morg, (B, C) igin

f:A—B,g:B—C
olsun. Bu durumda
Mory, (A, B) X Mory, (B,C) — Mory, (4,C)
(f,9) — gok,f = gokf
dir. Yani K; in morfizmleri K da karsilik gelen morfizmlerin kisitlanmigidir.
(iv)Ob(K;) deki her bir A objesi igin
Ij: A— A

bigimindeki birim morfizmler ayn1 zamanda K kategorisinin de birim morfizmidir.
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K kategorisinde sonlu iki kiime A, B olmak lizere f € Morg(4, B) alalim. A ve B

kiimeleri sonlu olduklarindan dolay1 f € Mory, (4, B) olur. Bu durumda
Mory (A,B) = Morg (4, B)

esitligi elde edilir ki bu da K; kategorisinin dolu altkategori oldugunu gosterir.

Tanmim 4.1.4. C ve D birer kategori olsun.

1. C kategorisindeki D kategorisindeki objelere C-morfizmleri D-morfizmlere
gotiiren ve bileskeyi koruma; F(g o f) = F(g) o F(h) ile birimi koruma; F(1,) =
154y Ozelliklerini saglayan 6zel F fonksiyonuna funktor denir.

2. F: C — D funktoru tam dizileri koruyorsa; yani 0 - A — B — C — 0 tam
dizi iken 0 — F(4A) — F(B) — F(C) — 0 tam dizi oluyorsa tam (exact) funktor
denir (16).

Tamim 4.1.5 a : B — C morfizminin ¢ekirdegi (kernel), k : K — B morfizmidir. Buna

gore,

() ak = 0 dur.
(i) & = 0olanher ¢ : X — Bigin, § = ky olacak sekilde tek biry : X — K vardir.

Cekirdek kera ile gosterilir. Cekirdek kavraminin duali es-¢ekirdek (cokernel) olarak

adlandirilir ve cokera ile gosterilir (11).

Tamim 4.1.6. C bir kategori ve A,B € Ob(C) olsun. A x B bir obje ve p;,p,
projeksiyon morfizmleri olmak iizere, herhangi m; : C — A, m, : C — B morfizmleri

i¢in

m

.%. -

A= AxB -
M P

diyagramimi degismeli yapan bir tek (my, m,) : € — AX B morfizmi varsa

(A X B, m,, m,) Ugliisiine ¢arpim (product) denir.
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Carpim kavraminin duali eg-¢arpim (coproduct) olarak adlandirilir (16).

Tamm 4.1.7. C bir kategori ve f : A — B morfizm olsun. uo f =vo f esitligini
saglayan u,v : B — C morfizmleri i¢in u = v oluyorsa, f donisiimiine epimorfizm
denir (16).

Tamm 4.1.8. C bir kategori ve f : A — B morfizm olsun. fou = f o v esitligini
saglayan her u,v:C — A morfizmleri i¢in i¢in u = v oluyorsa, f donilisimiine

monomorfizm denir (16).

Tamm 4.1.9. C bir kategori, C,C’, C", C nin herhangi objeleri olmak tizere eger her bir
Home(C,C") kiimesi bir abel grup ve Hom(C',C") x Hom(C,C') — Hom(C,C")
kompozisyon doniisiimleri bilineer ise C kategorisine bir dntoplamsal (preadditive)

kategori denir (11).

Tamim 4.1.10. C bir kategori olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa C bir abel
kategoridir denir.

(i) ¢ ontoplamsaldir.

(if) ¢ deki objelerin her sonlu ailesi bir gcarpima ve bir escarpima sahiptir.

(iii) € deki her morfizm bir ¢ekirdege ve bir es¢ekirdege sahiptir.

(iv) Her a morfizmi i¢in, @ : Coker(ker ) — Ker(coker a) bir izomorfizmdir
(12).

Ornek 4.1.4. R degismeli halka tizerindeki modiillerin kategorisi R-Mod abel
kategoridir (16).

Tamm 4.1.11. Bir T funktorunun sadik (faithfull) olmasi igin gerek ve yeter kosul sifirdan
farkli her C objesii¢in T(C) # 0 olmasidir (11).

Tamm 4.1.12. C herhangi bir kategori ve C,C nin bir objesi olsun. Eger Hom(C,—)
sadik ise C ye C igin bir zirete¢ (generator) denir (11).

Tammm 4.1.13. C bir ontoplamsal kategori, J bir kiigiik, yani, objeleri bir kiime olan
kategori ve F : 7 — C bir funktor olsun. X, C nin bir objesi ve 7 nin her bir i objesi igin
bir a; : X — F(i) morfizmi verilsin. Eger 7 kategorisindeki her A : i — j morfizmleri

icin a; : F(A)a; saglaniyorsa {;} ailesine uyumlu (compatible) aile denir (11).
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Tanim 4.1.14. C bir 6ntoplamsal kategori, J bir kii¢iik kategori ve F : 3 — C bir funktor
olsun. 7 nin her bir i objesi ve € bir L objesi igin, {m; : L — F (i)} morfizmlerin bir
uyumlu ailesi ile {§; : X — F(i)} uyumlu ailesi igin, m;& = ¢; olacak sekilde bir tek

& : X — L morfizmivarsa L ye F : 3 — C funktorunun bir limiti denirve L = lim F ile

gosterilir. Burada bir F funktorunun limiti izomorfizm altinda tektir.

F funktorunun es-limiti (colimit) dual olarak tanimlanir ve lim F ile gosterilir (11).

Tamim 4.1.15. 7 bir kii¢iik kategori olsun. C herhangi bir kategori olmak iizere her
F : 3 — C funktorunun limiti varsa C kategorisine tam (complete) kategori denir.
Ayrica C kategorisinde her F funktorunun es-limiti varsa C ye es-tam (cocomplete)

kategori denir (11).

Tamim 4.1.16. J bir ayrik (discrete) kategori, yani, monomorfizmleri sadece birim

monomorfizmler olan kategori olsun. Bu durumda lim F = [[ F(i) ve limF = @ F(i)

olur. Eger 7 bir yonlendirilmis kiime ise F : J — C direkt sisteminin es-limiti direkt
limittir (11).

Tamim 4.1.17. Bir es-tam abel C kategorisinde direkt limitler tam ve C bir iiretece

sahipse, bu kategoriye Grothendieck kategori denir (11).
4.2. Diizgiin Ayrisimlar

Tamim 4.2.1. Modiil kategoride oldugu gibi, C bir C abel kategorisinin objesi olsun. C
nin bir B altobjesi, sifirdan farkli her C' < C i¢in BN C' # 0 ise, B Yye biiyiiktiir
(essential) denir (11).

Tamm 4.2.2. E injektif bir obje olmak tizere, C abel kategorinin bir C objesinin injektif

zarfi (injective envelope), C — E bir biiyiikk monomorfizm olarak tanimlanir (11).

Tamim 4.2.3. Bir abel kategorisindeki iki obje A ve B nin, biiyiikk A’ € A ve B’ € B alt
objeleri varsa A" = B’ olacak sekilde biiyiik denktir denir (18).

Bu bagint1 objeler smnifi iizerinde bir denklik bagintis1 tanimlar. Cilinki iki biiyiik
altobjenin kesisimi de bir biiyiik altobje ve iki biiyilk monomorfizmin bileskesi de bir

biiylik monomorfizmdir.
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Lemma 4.2.1. A ve B, abel kategorisindeki objeler olsun ve injektif zarflarinin sirasiyla
E(A) ve E(B) oldugunu varsayalim. Bu durumda A ve B nin biiyiik denk olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul E(A) ve E(B) nin izomorf olmasidir (18).

Ispat. Varsayalim ki A ve B biiyiik denk objeler olsun. A’ = B’ olmak iizere A’ € A ve
B' € B altobjelerini alalim. O zaman

E(A) =E(A") = E(B') = E(B)
dir. Tersine E (A) = E (B) olsunve U = A N B alalim. U, A ve B nin biiyiik bir altobjesi
oldugundan, A ve B biiyiik denktir.

Lemma 4.2.2. C bir abel kategori ve C' kiigiik bir altkategori olsun. Bu durumda, kiigiik
(small) ve C' igeren bir tam abel D < C altkategorisi vardir. Dahasi, bir abel
Grothendieck A kategorisi ve T(f) =0 ise f =0 olacak sekilde bir T:D — A
funktoru vardir. Bu funktor diizgiin objeleri diizgiin objelere esler ve biiyiik altobjeleri
biiyiik altobjelere esler (18, Lemma 1).

Teorem 4.2.1. Ay, A,, -+, A, ve By, By, -+, B,, herhangi bir abel kategoride diizgiin
objelerolsun. A = A;®A,® --- DA, ve B = B;®B,® - ®B,, nin biiylik denk oldugunu
varsayalim, yani A’ = B’ olacak sekilde A"’ €A ve B’ € B altobjeleri olsun.
Ozaman n = m dirveher i =1,2,...,nicin A; ve B nin biiyiik denk oldugu bir

o permiitasyonu vardir (18, Teorem).

Ispat. Lemma 4.2.2. den bir abel Grothendieck kategoride ¢alistigimizi varsayabiliriz.
Bu, her objenin bir injektif zarfi oldugu anlamina gelir (bkz. 11). Simdi A =
APA,D--- DA, ve B=B,®B,D - DB,, nin biiyiik denk oldugunu varsayalim.
Boylece, Lemma 4.1.1. e gore E(A) = E(B) dir. Yani,

E(A))®E(A2)®D - ®E(An) = E(B)BE(B2)® - ®E(Bp)
dir.

Diizgiin bir objenin injektif zarfi ayrigtirillamazdir ve yerel bir endomorfizm halkasina
sahiptir. Boylece klasik Krull-Remak-Schmidt Teoremini uygulayabiliriz. Bu durumda
n=m veher i=1_2,...,n i¢cin g (A) = E (Ba(l.)) olacak sekilde bir g permiitasyon
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elde ederiz. Dolayistyla, her i i¢in E (A;) Ve E (B,;) biiylk denktir (bkz. Lemma

o(i)
4.2.1)). Ispati tamamlamak igin E (4;) Ve E (By(iy) Nin orjinal abel kategorimizde buiyik
denk oldugunu gostermemiz gerekir. Bu ise, bir diizgiin objenin sifirdan farkli her

altobjesinin biiyiik olmasindan kolayca goriiliir.
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5. BIR TORSION TEORIYE GORE DUZGUN
AYRISIMLARIN TEKLIiGI

Bu boliimde diizgiin ayrisimlarin tekligi torsion teoride incelenmistir. Krause’nin
(18) de ulastig1 sonug torsion teoriye uygulanmistir. Bu hususta gerekli tanim ve

teoremler icin (5), (9), (12) den yararlanilmistir.

Tamim 5.1. A ve B iki modiil olsun. A" = B’ olacak sekilde A" € A ve B’ € B t-biiyiik
altmodiilleri varsa, A ve B modiillerine t-biiyiik denk (essentially equivalent) modiiller
denir (12).

Onerme 5.1. A bir modiil olsun. A nin T — biiyiik altmodiillerinin kesisimi de 7 —

bilyiiktiir.

Ispat. Biiyiik altmodiillerin kesisiminin biiyiik oldugunu biliyoruz. Onerme 2.8.1. (i) den

T — yogun altmodiillerin kesisimi de T — yogundur.
Teorem 5.1. t-biiyiik denklik R-modiillerin kategorisinde bir denklik bagmtisidir (12).
Ispat. A ve B iki R-modiil olsun.

(i) A = Aoldugundan A, A ya t-bliylik denktir.

(ii) A, B ye t-biiyiik denk olsun. Oyleyse A’ = B’ olacak sekildle A’ € A ve B' € B
T-bliylik altmodiilleri vardir. O halde B’ = A" oldugundan B, A ya t-biiyiik
denktir.

(iii)  Onerme 5.1. den t-biiyiik altmodiillerin kesisimi de 7-biiyiik oldugundan agiktir.

Lemma 5.1. A sifirdan farkli bir modiil ve B <, A olsun. Bu durumda B nin A da t-

yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E,(B) = E;(A) olmasidir (9).
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Ispat. Kabul edelim ki B, A da t-yogun olsun. E(A) = E(B) oldugunu biliyoruz. Ote
yandan, A/B < t(E(A)/B) = E;(B)/B ve dolayisiyla A € E;(B) dir. E;(A) € E;(B)
ve buradan da E;(B) = E;(A) dur.

Simdi E;(B) = E;(A) oldugunu kabul edelim. Sonra A/B < E.(A)/B = E.(B)/B dir.
Fakat E,(B)/B bir t-torsion dir, bu nedenle A/B de bir z-torsion dur.

Onerme 5.2. M ve K iki modiil, j : K — M bir monomorfizm ve Gérj = I olsun. Bu

durumda jv = i; olacak sekilde bir tek izomorfizm v : [ — K vardir (5).

Onerme 5.3. Bir f : L — M monomorfizminin biiyiik olmas i¢in gerek ve yeter kosul
tim h homomorfizmleri (epimorfizmler) igin, eger hf monomorfizm ise, h nin

monomorfizmdir (5).

Ispat. K = Gorf olsun. Onerme 5.2. den fv =iy olacak sekilde v:K — L
izomorfizmi vardir. Béylece hix nin monomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kosul hf
nin monomorfizm olmasidir. Ama ikinci kosul ancak ve ancak Cekf N K = 0 oldugunda

gecerlidir. h, Gorh lizerine bir epimorfizmdir.

Lemma 5.2. A ve B iki modiil olsun. Bu durumda, A ve B nin t-biiyiik denk olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul E;(A) ve E;(B) nin izomorf olmasidir (12).

Ispat. Varsayalim ki A ve B nin t-biiyiik denk olsun. Yani, A’ € A ve B’ € B t-biiyiik
altmodiiller ve A" = B’ olsun. A’, A nin t-biiyiik bir altmodiilii oldugu i¢in A da biiyiik
ve t-yogundur. Lemma 5.1. den, E;(A") = E;(A) oldugunu biliyoruz (aslinda, esit).
Benzer sekilde E; (B") = E;(B) oldugu da gosterilebilir.

Ote yandan, ¢ : B’ — A’ seklinde bir izomorfizm oldugunu varsayalim. i: A’ — E (A4")
ve j : B" — E.(B') ile igerme homomorfizmlerini gosterelim. Bu durumda B’ — A’ —
E.(A") bileskesi bir monomorfizmdir. E,(B") t-injektif oldugundan figp = j olacak
sekilde bir f : E;(A") — E;(B") homomorfizmi vardir. i¢ biiyilk monomorfizm oldugu
igin, f nin monomorfizm oldugunu biliyoruz. (bkz. Onerme 5.3.) f (E;(A")) nin T-injektif

oldugundan,

0 — f(E:(4) — E:(B) — X = E(B") /f(E:(A)) — 0
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dizisi pargalanan yani, E;(B") = f(E;(A")) @ X dir. fip =j oldugundan, B’ nin
herhangi bir N altmodiilii i¢gin j(N) N X = 0 dir. Ama j(N) nin E;(B") nin biiyiikk
altmodiilii oldugunu biliyoruz, bu ylizden X =0 dir. O zaman f bir epimorfizmdir.
Boylece, E;(A") = E.(B") dir. O halde,

E.(A) = E;(A") = E.(B") = E;(B)
elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki y : E;(A) — E;(B) ve y' : E.(B) — E(A) birer izomorfizm
olsun.A" = Any'(B)ve B' = BNny(A) esitliklerini alalim. O zaman y(4") = y(4) N
vy'(B) =y(A) N B =B’ vardir. y ve y’ izomorfizm oldugu i¢in, bekledigimiz gibi
A" = B’ dm.

Simdi A’ nin A da - biiyiik ve B’ nin de B de 7- biiyiik oldugunu gosterelim. 11k énce
biiyiikliik durumunu gésterelim. Biiytlik altmodiillerin kesisimi yine biiyiik bir altmodiil
oldugu i¢in, A’ = ANny'(B) A da biyiiktiir ve benzer sekilde B’ = BNy(A) B de
bilyiiktiir.

Diger taraftan, (A /A") € E.(A) / A" dir. T - injektif zarf tammindan A, E,(A) da -
yogundur. (E;(A) /v'(B)) = (E;(B)/B) oldugu igin, y'(B), E;(A) da T — yogundur.
Boylece, A / A" altmodiilii T — torsiondur. Benzer sekilde B / B’ nin t — torsion oldugu

gosterilebilir.

Teorem 5.2. A,,A,,--,A, ve By B, -,B, t— dizgin R - modiller ve
A=A,0A,®D - DA, ve B=B,®B,® - DB, T — biiyiik denk olsun. Bu durumda
m =n ve her i icin, A; Ve B, T — biiyiik denk olacak sekilde {1,2,---,n} nin bir ¢

permiitasyonu vardir (12).

Ispat. Kabul edelimki A = A, ®A,® --- ®A,, ve B = B;®B,® - ®B,, T —biiyiik denk

olsun. Lemma 5.2 ve Onerme 2.8.4. den,
ET(A1)® ®ET(A1TL) = ET(A) = ET(B) = Er(Bl)® eBET(Bn)

oldugunu biliyoruz.
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Lemma 3.3.1. den, bir t — diizglin modiiliin injektif zarfi ayristirilamazdir ve Lemma
3.3.2. den, bir yerel endomorfizm halkasina sahiptir. Buradan klasik Krull-Remak-
Schmidt Teoremi uygulanirsa, m = n ve her i igin, E;(A) = E;(By(;)) olacak sekilde
{1,2,---,n} nin bir o permiitasyonu vardir. Lemma 5.2. den, her i igin, A; ve By T —

biiytik denktir.

Giriste belirtildigi gibi Teorem 5.2. Krause’un caligmalarinin bir sonucu olarak elde
edilebilir. Teorem 5.2. nin hipotezlerinden, Krause’un hipotezleri gibi m =n ve A4;,
B (i) ye biiyiik denk olacak sekilde o permiitasyonlarinin var oldugu sonuglari ¢ikar. Bu
modiiller artik hipotezden T — diizgiin olduklarindan, bostan farkli her bir biiyiik altmodiil,

T — yogun ve dolayisiyla T — biiytiktiir.
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