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OZET
MAKSIMAL OPERATORLERIN REGULERLIK OZELLIKLERI
YUKSEK LISANS TEZi
Giilistan BUTAKIN
DICLE UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2020

Bu calismanin giris boliimiinde lineer olmayan operatorlerin siirliligindan

stirekliliginin elde etmenin miimkiin olup olmadig1 problemi tartigilmistir.

Kaynak 06zetleri boliimiinde, tezin konusuyla yakindan ilgili makalelerin 6zeti

verilmigtir.

Materyal ve metot boliimiinde, tez konusunun anlasilmasi i¢in gerekli olan reel

analiz, fonksiyonel analiz konular1 ve bazi fonksiyon uzaylarina yer verilmistir.

Bulgular ve tartisma boliimiinde, maksimal operatoriin siirekliligi, LP uzayinda
M(f) = f seklindeki sabit noktalar1 ve son olarak homojen uzaylarda maksimal

operatoriiniin Lipschitz ve Holder fonksiyonlar1 {izerindeki davranisi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Maksimal operator, Alt lineer operator, Fonksiyon uzaylari



ABSTRACT
REGULARITY PROPERTIESOF MAXIMAL OPERATORS
MASTER THESIS
Gulistan BUTAKIN
UNIVERSITY OF DICLE

INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2020

In introduction section of this study, as to whether problem of possibleness to have

continuity from boundness of nonlinear operators is discussed

In abstract of bibliography section, summary of articles which close related with

the dissertation topic were given.

In material and method section, real analysis, functional analysis topics and some

function spaces which make available to understanding the dissertaion were given.

In findings and discussion section, continuity of maksimal operator, fixed points
such as M(f) = f in LP space and finally, we investigate the action of the maximal

operator on Lipschitz and Holder functions in the context of homogeneous spaces.

Keywords: Maximal operator, Sublinear operator, Function spaces
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KISALTMA VE SIMGELER

Cc(Q) : Siirekli Fonksiyonlar Uzay1
diamX : X Kiimesinin Cap1
dist(A4, B) : A ile B Kiimeleri Arasindaki Uzaklik
(f xg)(x) : f ve g Fonksiyonlarinin Konvoliisyonu
M : Maksimal Operator
LP(Q) . p. Dereceden Lebesgue integrallenebilir Fonksiyonlar Uzayi
R"™ : N-boyutlu Euclid Uzay1
suppe . ¢ Fonksiyonunun Destegi
S(R™) : Schwartz Fonksiyonlar1 Sinifi
wkr(Q) : Sobolev Uzayi
Q| : 0 Kiimesinin Lebesgue Olgiimii
0Q : Q0 Bolgesinin Sinir1
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1.GIRIS
Maksimal operatdr, modern harmonik analizin en 6énemli araglarindan biridir. Bu

operatdr, genellikle, fonksiyonlarin mutlak biiytikliiklerinin kestiriminde kullanilir.

Literatiirde en ¢ok kullanilanlardan biri
MFG) — [ Irold
X) =su —_—
pr>0 |B(x,7")| y y
B(x,1r)

biciminde tanimlanan merkezi Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Diger biri
_ 1
() = supses 77 [ 170D dy
B

seklindeki merkezi olmayan Hardy-Littlewood Maksimal operatoriidiir. Bu iki maksimal

operator arasinda; her x € R™ igin,
Mf(x) < Mf(x) < 2"Mf(x)

bagintis1 vardir. Hem M hem de M birer alt lineer operatérdiir. Bir maksimal operatriinii
tamimlamanin baska yollar1 da vardir. Ornegin tanimda gecen yuvar yerine kiip almak
gibi. Cogu zaman bunlar birbirine denk olurlar. Maksimal fonksiyon alt yar1 stireklidir.
Ilging 6zelliklerinden bir tanesi, eger bir noktada sonlu ise bu durumda hemen hemen her

noktada sonlu olur.

Bir Lipschitz f fonksiyonun maksimal fonksiyonu da Lipschitz oldugu i¢in, Rademacher

teoreminden Mf hemen hemen her yerde diferansiyellenebilir olur. Ayrica f: R — R ve

f(x) = XR\Q(x)

ile tanimlanan fonksiyon hicbir noktada siirekli degildir. Fakat Mf (x) = 1 olur. Buradan,
bu Mf her noktada siirekli hatta diferansiyellenebilir olur. Yine, f ol¢iilebilir iken Mf
nin alt yari siirekli olmas1 bu operatoriin bir bagka regiilerlik 6zelligini gosterir. Ayrica
diger alanlarda bu operator iizerinde yapilan galismalar bize acaba Mf daha hangi

regiilerlik 6zelliklerine sahiptir sorusunu akla getirir.



1.GIRIS

Sinirlt bir lineer operatdriin siirekli oldugu bilinmektedir, ancak, sinirl lineer
olmayan operatdrler genel olarak siirekli degildir. Almgren ve Lieb (1989) daha 6nce

sinirli oldugu bildikleri
R:WLP(R™) - WLP(RM)

simetrik azalan yeniden diizenleme operatoriiniin, 1 <p <n ve n>1 igin siirekli

olmadigini gosterdiler.

Maksimal operatdriin, WP den WP ye smirli oldugu ilk olarak Kinnuen (1997)
tarafindan gosterildi. Bu nedenle Maksimal operatdriin, 1 < p < oo i¢in WP (R™) de
siirekli olup olmadig1 akla gelmistir. Maksimal operatdrler lineer operator olmadiklar
icin bunlarin siirekliligi direkt olarak smirliliktan elde edilemez. Buna karsin
aragtirmacilar M operatoriiniin siirekliligini farkli yontemler kullanarak gostermislerdir.
Bu tez, M maksimal operatoriinin WP (R™) uzayinda siirekliligini, M maksimal
operatoriiniin LP uzayindaki sabit noktalar1 ve maksimal operatdriiniin, homojen
uzaylarda, Lipschitz ve Holder fonksiyonlar sinifi iizerindeki etkileri iizerinde yapilmis

olan c¢aligmalar1 ortaya koymaktadir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Hardy-Littlewood maksimal operatorii ilk olarak n = 1 i¢in Hardy ve Littlewood

(1930) tarafindan verildi. Sonra Wienner (1939), n > 2 i¢in bu operatdrii genellestirdi.

Hardy, Littlewood ve Wienner maksimal teoremi, 1 < p < oo, LP(R™) de maksimal

operatorin

IMfllp < clifllp

siirli oldugunu ifade eder. Burada c sayisi p ve n ye bagli bir sabittir.

Kinnuen (1997), f - Mf operatdriiniin, p € (1, o] i¢in, WP (R™) de uzayinda
sinirl1 oldugunu gosterdi. Bu makale maksimal operatorlerin regiilerlik 6zelliklerin

arastirilmasinda cok etkili oldu. Hajlasz ve Onnien (2004) lokal kiiresel maksimal

operatdriin WP (Q) uzayinda, %< p < oo durumunda, sinirli oldugunu gosterdi.

Ayrica bu makalede ¢ok sayida agik soru vardir. Lurio (2007) maksimal operatdriin
WP (R™) uzaymda siirekli oldugunu gostermistir. Tanaka (2002) n = 1 durumunda

Kinnunen’in (1997) sonuncunun p = 1 durumuna tasinabilecegini gostermistir.

c € [0,0) olmak tizere f =c oldugunda Mf = c¢ oldugu igin, bu sabit
fonksiyonlar L* da M operatoriiniin birer sabit noktalar1 olurlar. ( Korry 2001) de, sabit

olmayan bir f € LP(R™) nin, Mf = f kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sartin

n

nz3ve —<pso

n—
oldugunu tespit etmistir. Buckley (1999) maksimal operatorlerin Lipschitz ve Holder
fonksiyonlar1 iizerindeki etkisini homojen uzaylar baglaminda incelemistir. Perez ve ark.
(2018), p > ﬁ icin, diizgiin ¢ekirdekli konvoliisyon tipli maksimal operatorlerin

homojen Hardy-Sobolev H1? (R™) uzaylarinda sinirli oldugunu gostermistir.



2. KAYNAK OZETLERI
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Baz1 Temel Kavram ve Teoremler

Tamm 3.1.1. X bir kiime olmak iizere, bir d: XxX — R fonksiyonu
i) Vx,y € Xicind(x,y) =0

ii.) Vx,y € Xicind(x,y) =0 © x = ydir.

iii.) Vx,y € Xicind(x,y) = d(y,x)

iv.) Vx,y,z € Xicind(x,z) < d(x,y) +d(y, z)

ozelliklerini saglarsa bu d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik, (X,d) ¢iftine de bir metrik

uzay denir.

X=R" olsun. dz(x,y):J ¥ (x; —y)? “Oklid uzakhigr” olarak bilinir.
Ornek 3.1.2. X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. x,y € X igin,

xX=Yy

0,
d(x’y):{l, XFy

ile tanimli d fonksiyonu X iizerinde bir metrik tanimlar. Bu metrige ayrik metrik adi

verilir.

Tamim 3.1.3. X, R veya C iizerinde bir vektor uzayi olsun. X tizerinde bir norm ||. [|:X —

R asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur.
Vx € X elemani ve VA skaleri i¢in,

i) x|l =0

i) [Ix] =0 x=0

i) (lAx|l = [A]|x]]

iv.) llx + yll < llxll + [yl

Ornek 3.1.4.) ||x|| = I;|x;| fonksiyonu R™ de bir norm belirtir.



3.MATERYAL VE METOT

Tamm 3.1.5. (X, d) bir metrik uzay a € X ve r > 0 olsun.
B(a,r)={x € X:d(a,x) < r}
kiimesine a merkezli r yarigapli a¢ik yuvar adi verilir.
Tamm 3.1.6. (X, d) bir metrik uzay a € X ve r > 0 olsun.
B(a,r)={x € X:d(a,x) <1}
kiimesine a merkezli r yarigcaph kapali yuvar adi verilir.

Tamm 3.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. x € X, A nin bir i¢ noktasidir

31, > 0 6yle ki B(x,r, ) A dir. A kiimesinin igi A° ile gosterilir.
Onerme 3.1.8. (X, d) bir metrik uzay, x € X ve r > 0 olsun. A = B(x, ) acik kiimedir.

Tamm 3.1.9. (X, d) bir metrik uzay ve A c X bir kiime olsun. x € X noktas1 A kiimesinin

bir kapanis noktasidir & Vr > 0,B(x,7) NA # @ du.

A nin tiim kapanis noktalariin kiimesine A nin kapanisi denir. A kiimesinin kapanis1 A

ile gosterilir.

Tamm 3.1.10. Bir A c X kiimesi kapalidir & A=A dir. Herhangi bir A kiimesi A nin ici

ve kapanis1 arasindadir.
Onerme 3.1.11. A c X herhangi bir alt kiime igin,
AcAcA
olur.
Teorem 3.1.12. (Metrik Topoloji) X herhangi bir metrik uzay igin;

1) A= X ve A=0 ag¢ik kiimelerdir.

2.) Q, (X, d) nin agik kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda,
A" = UyegA kiimesi agiktir.

3.) {Al Ay, A k} acik kiimelerinin sonlu bir ailesi olsun.

A, = nf:’fAi kiimesi agiktir.
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Tamim 3.1.13. Mx=( X,dy) ve My=(Y,dy) metrik uzaylari olsun ve f: X — Y fonksiyonu

x € X noktasinda

siireklidir & V & > 0 i¢in bir 8., > 0 bulabiliriz dyle ki,
dy(X.Y)< 8 = dy (f(x), f(¥))< £

dir.

Tanim 3.1.14. (X, d) metrik uzay1 ve {x,}, X te bir dizi olsun.(x,,) dizisi x € X noktasina

yakinsaktir < herhangi bir € > 0 i¢in IN, € N oyle ki V n > N, i¢in d(x,,,X)< & dir.

Bu durumu x, = x veya lim x,= x ile gosteririz.
n—-oo

Tamim 3.1.15. ||. ||, ve ||. || gibi iki norm bir X vektor uzayi tizerinde tanimlanmis olsun.

Her x € X i¢in,
crllxlly < llxllz < eollxlly

olacak bicimde c¢; > 0 ve ¢, > 0 sayilar1 var ise bu iki norma denktir denir. Denk normlar

ayn1 topolojiyi verirler (MacCluer 2008).

Teorem 3.1.16. X sonlu boyutlu bir lineer uzay ise bu durumda X {izerindeki herhangi iki
norm birbirine denktir (MacCluer 2008).

Tamim 3.1.17. (X, d) bir metrik uzay ve C < X olsun.

0 c {A: A c X} bir ailesi C nin bir agik ortiisiidiire V A € 0 igin A agiktir ve C C
UAEOA dir.

Tamim 3.1.18. (X, d) bir metrik uzay ve C c X olsun.

C bir kompakt kiimedir < C nin her O agik ortiisii i¢in,

olacak bi¢gimde {A;, A4,, ....., A} € O sonlu sayida kiimeleri vardr.
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Tanim 3.1.19. Bir dl¢iim uzaymi (X,M, u) ile gosterecegiz. i=1,2,3...i¢in A; € M ve

U(4;) < oo olmak tizere X=U;2, A; olarak yazilabilirse u ye ¢ — sonlu denir.

Tamm 3.1.20. X bir metrik uzay (daha genel olarak bir topolojik uzay) olsun. X teki tim
acik kiimeler ailesi tarafindan tretilen ¢ — cebirine Borel o — cebiri denir. B(X) ile

gosterilir. B(X) in elemanlarina Borel kiimeleri denir.

Teorem 3.1.21. X bir metrik uzay ve u, Borel kiimelerinin bir o — cebiri tizerindeki bir

Olgtimii olsun. Eger her kompakt K < X i¢in u(K) < oo ve her E € B(X) igin
w(E) =inf{ u(U) : E c U, U aciktir }
= sup{ u(K) : K c E, K kompakttir }
olursa u ye bir Radon 6lgtimiidiir denir (Hajlasz 2019).

Ornek 3.1.22. X ayrik (diskret) metrik olsun. Boylece X in her alt kiimesi acik kiime olur.

Bu durumda,

) = { n, A nin eleman sayisi n ise
H " oo, diger durumlarda

olarak tanimlanan u bir Radon 6l¢iimii olur.

s/2
Tanmim 3.1.23. s = 0 i¢in, W, = ﬁ olsun. Eger s = n pozitif tamsay1 ise bu durumda

W,,, R™ deki birim yuvarin hacmi olur.

X bir metrik uzay olsun. ¢ >0veE c X i¢in, infimum olasi tim E < U2, 4;,

diamA; < € ortiimleri tizerinden alinmak tizere,

HZ(E)=inf % i2q(diamA;)* olarak tanimlanir. ¢ - H; fonksiyonu artmayan oldugu
i¢in,

H*(E )=lir’% HZ( E) limiti vardir. H® ye Hausdorff 6l¢iimii denir (Hajlasz 2019).
E—

Eger s = 0 olursa, H® sayma 6l¢iimii olur.
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Tamm 3.1.24.V x,y € X i¢in, p(f (x), f(¥)) < L.d(x, y) olacak bi¢giminde sabit bir L >
0 varsa iki metrik uzay arasinda tanimlanan f: (X, d) =(Y, p) fonksiyonuna Lipschitz

surekli denir.

Tamim 3.1.25. N € M ve u(N)=0 olsun. Bir p(x) 6zelligi her x€ X/ N i¢in saglarsa bu

durumda p(x) 6zelliginin hemen hemen her yerde (h.h.h.) sagladigini séyleriz.

Teorem 3.1.26. (Lusin) X bir metrik uzay ve u , B(X) te bir 6l¢iim Oyle ki X , sayilabilir
coklukta sonlu 6l¢iimlii agik kiimelerin bir birlesimi olsun. Eger f: X — Y degerlerini

ayrilabilir bir metrik uzayda alan bir Borel fonksiyonu ise bu durumda her € > 0 i¢in,
p(X\F)< €, f|, siireklidir.
kosulunu saglayan bir kapali F c X kiimesi vardir (Hajlasz 2019).

Teorem 3.1.27. (Lusin) E c R™ kiimesi Lebesgue olgiilebilir olsun. Bu durumda bir

f:E — R fonksiyonu Lebesgue ol¢iilebilirdir ancak ve ancak her € > 0 i¢in
|E\F| < &, f|, siireklidir.
kosullarini saglayan bir kapali F € E kiimesi vardir (Hajlasz 2019).

Teorem 3.1.28. u, u(X) < oo bigiminde bir 6l¢iim olsun. Y ayrilabilir bir metrik uzay
olmak tizere, f,,: X — Y o6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger h.h.h. f,, — f ise

bu durumda f 6l¢iilebilirdir ve her bir € > 0 igin

u(X\E) < ¢, f,, E lzerinde f ye diizgiin yakinsak olacak bi¢imde 6l¢iilebilir bir E € X
kiimesi vardir (Hajlasz, 2019).

Tamm 3.1.29. Eger her € > 0 i¢in,

lim p({X: [f,(x) — f(x)| = €}) = 0 ise Olgiilebilir f,: X - R fonksiyonuna ol¢iimde
n—oo

yakinsadigini sdyleriz (Hajlasz 2019).

Teorem 3.1.30. u(X) < oo ve dlgiilebilir f,:X — R dizisi h.h.h. f:X — R yakinsak ise
bu durumda f, , f ye 6l¢iimde de yakinsak olur (Hajlasz 2019).
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Teorem 3.1.31. f,, , f ye 6lgtimde yakinsak ise bu durumda h.h.h. f;,. — f olacak bi¢imde
bir f;,, alt dizisi vardir (Hajlasz 2019).

Teorem 3.1.32. f € L*(u) olsun. Bu durumda her £ > 0 igin
WE) <8 = [ Ifldu <z
E

olacak bigimde bir § > 0 vardir (Hajlasz 2019).

a > 0 ve B bir metrik uzayda yuvar ise bu durumda aB B ile ayn1 merkezli ve yarigapi
B ninkinin a kat1 olan yuvari gostersin.

Tamm 3.1.33. X bir metrik uzay ve u , B(X) tizerinde bir 6lglim uzaymi gostersin.

Egerher B, 0< u(B) < oo yuvartigin u(2B) < C, u(B) olacak bigimde bir C; > 0 sabiti
varsa u ye bir doubling (ikiye katlama) 6l¢iimii denir (Hajlasz 2019).

Ornek 3.1.34. Lebesgue &l¢iimii bir doubling 6l¢iimdiir. Ayrica bu &lgiimde C;=2"

alinabilir.

Tamim 3.1.35. Bir metrik uzaydaki her B(z,r) yuvari yarigapi %r olan yuvarlardan en

fazla C (sabit) tanesi ile ortiine bilinirse bu metrik uzaya doubling denir (Hajlasz 2019).

Tanim 3.1.36. A bir kiime ve H kapali yuvarlarin bir ailesi olsun. Eger her a€ 4 igin, a€
B olacak sekilde yarigap1 keyfi kiigiikliikte olan bir B € J yuvari varsa bu 7{ ailesinin A

kiimesini Vitali anlaminda Orttigiinii soyleriz.

Teorem 3.1.37. (Vitali Ortme) u , X iizerinde bir doubling 6l¢iimii ve A © X &lgiilebilir
bir kiime olsun. H', A kiimesini Vitali anlaminda orten kapali yuvarlarin bir ailesi olsun.

Bu durumda,

u(A\UgerB)=0
olacak bi¢imde ikiser ikiser ayrik yuvarlarin bir alt T € H ailesi vardir (Hajlasz, 2019).

Teorem 3.1.38. E ¢ R™ kiimesi Lebesgue dlgiilebilir olsun. Bu durumda

10
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diam E

[EI < Wo(—

)TI.

olur (Hajlasz 2019).

Buna izodiyametrik esitsizligi denir.

Teorem 3.1.39. ( Lebesgue Diferansiyellenebilme teoremi ) Eger u , bir X metrik uzayi
{izerinde bir doubling 8lgiim ve ¢ € L1, () ise bu durumda u h.h.h. x € X igin,

lim ——— i = o
r-ou(B(x,1)) B(x,r)(p H= e

olur ( Hajlasz 2019).

Ispat: ¢ > 0 oldugunu varsayabiliriz.. X ayrilabilir oldugu igin, X her biri iizerinde ¢ nin
integrallenebildigi, sayilabilir ¢oklukta yuvarlarin birlesimi olarak ifade edilebilir. Bu

nedenle, [ p @ dp < oo kosulualtinda p h.h.h.x € B i¢in teoremin sagladigini gostermek

yeterli olur. A c B 6lgiilebilir olmak {izere her X€ A igin,

1
liminf————— du<¥
>0 u(B(x,71)) B(x,r)(p

olursa bu durumda [, pdu < Yu(A) olur.
Nitekim & > 0 verildiginde, agik U € A kiimesi u(U) < u(A) + ¢ bigciminde olsun. Her
bir x € Aicin, B(x,r) c U ve

1

_— pdu<Y+e
/'[(B (x’ T)) B(x,r)

saglanacak bicimde keyfi kiigiikliikte bir v > 0 vardir.

Bu bi¢imdeki kapali yuvarlar U nun bir ortiimiinii Vitali anlaminda olusturur. Buradan,

bu ortimden

1
u(B;)

u(U\ U, B) =0,

f§i¢dﬂgy+5

saglanacak sekilde ikiser ikiser ayrik B;, B;,Bs3,... kapali yuvarlarim elde edebiliriz.

11
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wadus fu<pdu32Li¢duS (Y+€)zu(§i)

=(Y+e)u(U) < (Y + e)(u(A) + ¢) elde edilir.
€ > 0 keyfi oldugu i¢in fA @du < Yu(A) olur.

Benzer bi¢cimde, AcB o6lciilebilir kiimesi verildiginde, her X € A i¢in,

1
lim sup pdu=>Y

r—0 H(B (x, T')) B(.X',T)

olursa, bu durumda

f pdp = Yu(4)
A
olur.
1
A/?Y {x € B: hgllgf#(B(x =) fB(x ” pdu < p <Y< 111’:1_5)(1)1[) CeD) fB(x'r) <,0dll}
olsun.
Bu durumda,

Yu(4py) < IAB.Y pdu < Bu(Agy) olur, bdylece ,u(A[,»JY) = 0 olur.

Bundan dolay1 4 h.h.h.x € B i¢in,

1 1
liminf ——— odu = hmsup

S d
0 B ) Jagen T T P LB ) Jagen

elde edilir. Buradan, h.h.h. x € B i¢in bu limit var olur. Bu limiti 8(x) =

: 1 R : . _ 3
¥1_r)rém fB ) @du ile gosterelim. u h.h.h. x € B igin, ¢(x) = 6(x) oldugunu
gostermeliyiz. Bir DcB 0lgiilebilir kiimesi ve € > 0 verilsin. n € Z igin,

Ay ={x€D:(1+)"<0(x) < (1+ &)1}

12
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olsun.

Her x € A,, igin,

. 1
hmsupmfmxﬂ edu=0(x) = (1+¢&)"

r—0

olur.
Boylece,
[, du =1+ )" u(4n)
olur. Ayrica
Jp0dn =%0c [, @du=(1+e) [, pdu
elde edilir.

Benzer bicimde,

1
0dy > f d
fD d+e ), "

olur. Boylece £ > 0 keyfi oldugundan, her D c B 6l¢iilebilir kiimesi igin

ffpdu=f0du
D D

olur. Buradan ¢ — h.h.h. ¢ = 6 olur. Boylece ispat tamamlandi.

¢ ye h.h.h. esit fonksiyon siniflar igerisinden

¢(x) = limsup pdu
T

.U(B (X, T)) B(x,r)

olanini se¢elim. Bunu agagidaki tanimda kullanacagiz.

Tamm 3.1.40. el (1) olsun. Eger,

13
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I B B(x’r)kp(y) —o)ldu(y) =0

olursax € X noktasina ¢ nin bir Lebesgue noktasi denir. u bir doubling ol¢iim ve

@ell, . (n) olmak iizere, u — h.h.h.x € X noktasi ¢ nin bir Lebesgue noktas1 olur.

Teorem 3.1.41. f: X — [0, ], u 6lgiilebilir olsun. Bu durumda,

f =Y % Xa, saglanacak sekilde X te u — olgiilebilir {4y };-, kiimeleri vardir (Evans

ve Gariepy 1992).
Ispat: A; = {x € X: f(x) = 1} olsun.
Sonra k=2,3,...i¢in,
M{x € Xif () = 1+ 2tz )

olsun.

XAk

\H

\Y
[
&=

=
1l
=

olur.

Eger f(x) = oo ise bu durumda her k i¢in x € Aj, olur. Diger taraftan 0 < f(x) < oo ise

bu durumda sonsuz tane n igin, x & A,, durumu ortaya ¢ikar. Buradan sonsuz tane n igin,

0< f(x) — TiZi=xa, <

S|k

elde edilir.

Bir f fonksiyonu verilsin. a noktasi f nin tanim kiimesinin bir y1gilma noktast olsun.

x = aigin f(x) nin limit supremum ve limit infimumunu tanimlayabiliriz.
Herhangi bir § > 0 verilsin.

Qs={f (x): x hem f nin tanim kiimesinin elemani hem de 0 < |x — a| <

& esitsizligini saglar}. Bu durumda,

14
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limsup f(x) = (Sllrggr supQs ve li)rcrl)iglff(x) = (Slirgl+ infQg olur (Kane 2016).

xXx—-a

Burada, sup{s ve infQgs, § ya gore monotondurlar. Bu nedenle § — 07 i¢in bu limitler

her zaman var olurlar. Ayrica,

lim f(xn) = limsup f(x) ve lim f(y,) = liminf f (x)

xX—-a

olacak bi¢imde bir {x,,} = a ve bir {y,,} — a dizileri vardir (Kane 2016).

Benzer tanimlar, liminff(x),limsup f(x) ,liminff(x) ve limsup f(x) igin de
x-at xoat x-a~ x—a-

yapilabilir.
Teorem 3.1.42. a, f nin tanim kiimesinin bir y1§ilma elemant olsun. Bu durumda

lim f(x) = L & liminf f(x) = limsup f(x) =L
x—-a xX—a

xX—a

dir (Kane 2016).

Q # @ ve F bir fonksiyon ailesi olsun. Ayrica her bir f € F i¢in, (Af, 7s) bir topolojik
uzay ve f:Q — As olsun. Simdi su soruya yanit arayalim: Qnin sahip olabilecegi
topolojiler icerisinden, tim f € F lerin siirekli olmasin1 garanti eden (bir) en zayif
topoloji var midir? Eger T, () lizerinde bostan farkli topolojilerin bir koleksiyonu ise bu

durumda,
ﬂ T
T€T

kesigimi de ( iizerinde bir topoloji oldugu i¢in bu soruya olumlu cevap miimkiin

olmaktadir.

Tamim 3.1.43. Q # @ bi¢ciminde bir kiime olsun. F fonksiyonlarin bir ailesi, her bir f €
Ficin (Af, ) bir topolojik uzay ve f:Q — Af olsun. T , Q lizerinde F deki tiim

fonksiyonlarin siirekli oldugu topolojilerin koleksiyonu olsun. Bu durumda

T = ﬂT

15
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topolojisine F ailesi tarafindan belirlenen zayif topoloji denir (McDonald ve Weiss,
2012). Boylece T, her f € Fnin Qiizerinde siirekli oldugu en zayif topoloji olur
(McDonald ve Weiss 2012).

Tamim 3.1.44. Q bir topolojik uzay ve E c Q olsun. Eger E kiimesinin her agik Ortiisii
sonlu bir alt ortiiye sahip ise bu E kiimesine kompakttir denir. Q kiimesinin kendisi

kompakt ise buna kompakt topolojik uzay denir.

Tamm 3.1.45. O, (), d) metrik uzayinin bir agik ortiisii olsun. Eger her bir x € () i¢in,
B(x, 1) yuvari tamamen O nun bir elemaninin i¢inde kaliyorsa bu A sayisina O 6rtiimiiniin

Lebesgue sayisidir denir (Singh 2013).

Teorem 3.1.46. (£, d) kompakt bir metrik uzay olsun. Bu durumda Q nin her agik ortiisii
bir Lebesgue sayisina sahip olur (Singh 2013).

Teorem 3.1.47. R™ de bir f fonksiyonu 6lgiilebilir ve f(x) = 0 ise bu durumda
pa) = [ Fed
A

kiime fonksiyonu Lebesgue o — cebiri iizerinde bir 6l¢iim olur.
Simdi Rademacher teoremi ve ispati verelim.

Teorem 3.1.48. O c R" bir agik kiime olmak iizere, eger u: 0 — R bir Lipschitz siirekli

ise bu durumda u, h.h.h. diferansiyellenebilirdir. Yani h.h.h.

Jdu

Vu(x) = (aX1

du ou
(x)'(')_Xz (%), s m (%))
vardir, ve h.h.h. x € Q i¢in,

i u(y) —u(x) —Vux).(y —x) _
m =

0
y=x lly — Il

olur ( Hajlasz 2019 ).

Ispat: S™1, {x € R™: ||x|| = 1} birim yuvarmi gdstersin.
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veS™ 1 ve D,U(x) = %u(x + tv)|r=0o

yonlii tiirevi gostersin.

u(x+tv)—u(x) u(x+tv)—u(x)

limsup

ve liminf
t—0 t-0

Borel 6lgiilebilir fonksiyonlari esit oldugunda D, u(x) var olacagindan,

A, = {x € Q: D,u(x) yoktur}

kiimesi Borel o6lgiilebilir olur. t = u(x + tv) fonksiyonu mutlak siirekli oldugu igin
h.h.h. de diferansiyellenebilir olur. Boylece A,, kiimesinin v ye paralel herhangi bir dogru
ile kesisimi bir boyutlu sifir 6l¢iimlii olur. Buradan Fubini teoreminden A, nin 6l¢timii
sifir olur. Bu nedenle her v € $™ 1 icin, h.h.h. x € Q i¢in, D,u(x) var olur. Herhangi bir

@ € Cy° () alalim, yeteri kadar kiigiik her bir A > 0 igin,

f ulx + hv) — u(x) (0)dx
Q

_ ¢(x —hv) — ¢p(x)

olur. Otelemeye gore integral degismediginden,
Ju(x + hv) p(x)dx = f o(x — hv) u(x)dx
Q Q

olur, ve tiim x € suppe icin h, x + hv € Q olmasin saglayacak kiiciikliikte olmalidir.

Dominant yakinsaklik teoreminden,

| Paup@dx = - [ u@p, pGdx
Q Q
elde edilir. Bu herhangi bir v € S™ 1 i¢in dogrudur ve dzel olarak i=1,2,...,nigin

fagr 9 dx = = [ u() 3% (0 dx

olur.

Boylece,
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J.D,,u(x)(p(x)dx = —fu(x)Dvcp(x)dx
Q

Q

= — [qu)(Vo(x).v) dx

0
== Bk Jou(0) 5 (Ovedx

0
=Y [, 000 2 () vydx

= [, () (Vu(x). v)dx

olur.

Teorem 3.1.49. (Young Esitsizligi) 1 <p , g < oo ve %+% = 1 olsun. Bu durumda

herhangi a, b = 0 igin,

a? b1
ab < —+—
q
olur (Carl ve ark. 2007)

Teorem 3.1.50. (Urysohn Lemmasi) E ve F, bir X metrik uzayinin ayrik ve kapali birer

alt kiimesi olsunlar. Bu durumda,
i.) X lizerinde, 0< f < 1,

ii.) E tizerinde, f = 0,

iii.) Fizerinde, f =1

kosullarini saglayan siirekli bir f: X = R fonksiyonu vardir (Cannon 2017).

Tanim 3.1.51. {x,,}, X metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger V & > 0 igin,
herm,n > N = d(x,, x,) <€

kosulunu saglayacak bigimde bir N € N varsa bu {x,,} dizisine bir Cauchy dizisidir denir.
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Tamm 3.1.52. Eger X metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi X te yakinsak ise bu metrik
uzaya tamdir denir. Ayrica, bir tam normlu uzaya bir Banach uzay1 ve bir tam i¢ ¢carpim

uzayina bir Hilbert uzayi denir.

Bir X i¢ carpim uzayinda x € X i¢in norm

lxll = /¢x, x)
olarak tanimlanir. Bu norma i¢ ¢arpimdan tiiretilmistir denir.
Teorem 3.1.53. Bir normlu vektdr uzayin her sonlu boyutlu alt uzay: tamdir.
Tanmim 3.1.54. X ve Y ayni [ cismi iizerinde birer vektor uzaylari olsunlar. Eger bir
T:X - Y fonksiyonu; her x, y € X ve her a € F skaleri i¢in,
i) T(x+y)=Tx)+T(y)
i) T(ax) = aT(x)
kosullarini saglarsa buna bir lineer doniisiim veya lineer operator denir.
Ayrica, Y = F olma 6zel durumuna, T ye lineer fonksiyonel denir.
X ten'Y ye lineer olan tiim dontisiimler kiimesini L(X,Y) ile gosteririz.
Tanmm 3.1.55. T: X — Y bir lineer doniisiim olmak iizere, eger her x € X icin
T Ol < cllxl

saglanacak bi¢cimde bir ¢ = 0 sayist varsa T ye smirlhidir denir. Sinirlhi bir lineer T

operatorin normu,
ITIl = inf { c: ITCOl < cllx]l, vx € X }

Vx & 0igin,

X

T = TG

Il

yazilabileceginden, buradan T nin sinirli olmast i¢in yeter kosul T nin {x: ||x|| < 1} kapali

birim yuvari lizerinde sinirl bir fonksiyon olmasidir.
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X tenY ye tiim sinirl lineer doniistimler kiimesini B(X,Y) ile gosteririz.

Teorem 3.1.56. Bir lineer doniisiim sinirlidir ancak ve ancak bu lineer doniisiim siireklidir

( Heil 2018).

Teorem 3.1.57. X sonlu boyutlu ve Y normlu bir vektor uzayi olsun. Bu durumda her
T:X - Y lineer doniisiimii siirekli (sinirlt) olur (Bollobas 1990).

Tanim 3.1.58. X normlu bir vektor uzayi olsun. X*=B(X — [F) ye X in (siirekli) dual

uzayi denir.X ™ nin elemanlarina siirekli (sinirli) lineer fonksiyoneller denir.
X ve Y normlu vektor uzaylari olsun. {T,,} operator dizisi

Vx € X igin {T,,(x)} yakmsaktir,

ozelligini saglayacak sekilde B(X,Y) de bir dizi olsun.

Bu durumda T: X — Y ve her bir x € X i¢in,

T(x) = lim T,(x)

olarak tanimlanan doniisiim bir lineer operator olur. Ancak T, B(X, Y)nin eleman1 olmak

zorunda degildir. B(X,Y) deki {T;,} noktasal olarak X tizerinde yakinsak olsun.
x € X i¢in,

T(x) = lim T, ()

olarak tanimlanan limitleme operatoriiniin siirekli olmasini saglamak i¢in yeterli bir kosul

{T,.} nin diizgiin sinirl olmasidir, yani {||T;, ||} dizisinin sinirli olmasidir.
{T;,} diizgtin sinirlt, vVn € N, ||T,,|| < M diyelim, ise bu durumda her x € X igin,
ITCOll = lim IT,COll < Mlx|

olur, buradan T siirekli ve ||T|| < M olur ( Thamban 2009 ).

Bir limit noktasina sahip olan bir A € R kiimesi alinarak yukaridaki gézlem daha genel

bir baglamda { T, },ea operatorleri i¢in incelenebilir. Bu amagla asagidaki tanimi yapalim
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X normlu bir lineer uzay A € R, a, , A nin bir limit noktas1 ve her a € A igin x, € X

olsun.
Eger her € > 0 igin,
a €A, la —apgl <d=|lx —x,ll <&

olacak bi¢imde bir § > 0 varsa a — a, i¢in {x,} nin x € X noktasina yakinsadigini

sOyleriz. Bunu

a = ayicin x, = x veya lim x, = x
a—->aop

yazariz.

{IT, 13 aen kimesi R de sinirli ise B(X,Y) deki {T,} operator ailesinin diizgiin sinirh
oldugunu soéyleriz. Ayrica her x € X i¢in , @ = a, oldugunda { T,(x)} yakinsak ise
{T,} nin @ = « igin, X lizerinde noktasal yakinsak oldugunu soyleriz (Thamban 2009).

Teorem 3.1.59. X ve Y normlu lineer uzaylar, ay,, A € R alt kiimesinin bir limit noktasi
{Ty}aen, B(X,Y) de diizgiin sinirli operatorlerin bir ailesi olsun. Eger, @ — « i¢in {T,},

X lizerinde noktasal yakinsak ise bu durumda

T:X - Y, x €XigcinT(x) = lim T,(x)
a-ag

olarak tanimlanan operator B(X, Y) nin bir eleman1 olur (Thamban 2009).

Yakinsaklig1 tim uzay olan X i almak yerine X in yogun bir alt kiimesini aldigimizda
yukaridaki durumun gegerliligin hangi durumda gergeklesecegini bize asagidaki

teoremde sdyleyecektir.

Teorem 3.1.60. X normlu bir lineer uzay, Y bir Banach uzay1 ve {T,,}, B(X,Y) de diizgiin
sinirh bir dizi olsun. D c X alt kiimesi X te yogun ve her x € D i¢in {T;,(x)} yakinsak ise

bu durumda her x € X i¢in {T;,(x)} yakinsak ve

T:X - Y,x € XiginT(x) = lim T, (x)
n—->0oo
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olarak tanimlanan operat6r B (X, Y) nin elemani olur. Daha genel olarak asagidaki teorem

gegerlidir (Thamban 2009).

Teorem 3.1.61. X normlu bir lineer uzay ve Y bir Banach uzay1 olsun. A € R alt
kiimesinin bir limit noktas1 @y Ve {T,}4en , B(X,Y) de diizglin siirh bir operator ailesi
olsun. D c X alt kiimesi X te yogun ve her x € D i¢in a = a, oldugunda {T,(x)}

yakinsak olsun. Bu durumda her x € X igin, @ = @, oldugunda {T, (x)} yakinsak ve

T:X->Y,x€X, T(x)= lim T,(x)
a—ag

operatoriic. B(X,Y) nin bir eleman1 olur (Thamban 2009).

{T,.} nin noktasal yakinsakligi {||T;,||} sinirli olmasini garanti etmedigini biliyoruz. Eger
X uzayi tam ise bu durumda {T,} nin noktasal yakinsakligi {||T;,||} nin sinirli olmasin

gerektirir (garanti eder). Bu diizgiin yakinsaklik prensibinin esasini olusturur.

Teorem 3.1.62. (Diizgiin yakinsaklik prensibi) X bir banach uzayi, Y bir normlu lineer
uzay ve {T,}aena, B(X,Y) nin alt kiimesi olsun. Eger her x € X i¢gin {||T,||}4ea sturli ise

bu durumda {T,}4ep diizgiin sinirli olur (Thamban 2009).

Teorem 3.1.63. (Banach Steinhaus Teoremi) X ve Y normlu lineer uzaylar, a,, A C
R nin bir limit noktast ve {T, }4ea , B(X, Y) nin alt kiimesi olsun. Eger X bir Banach uzay1
ve her x € X igin, @ = a, oldugunda {T,(x)} yaksak ise bu durumda {T,},e, diizgiin

sinirlt ve

T:X->Y,x€X, T(x)= lim T,(x)
a-ag

B(X,Y) nin elemani olur (Bachman ve Narici 1998), (Thamban 2009).

Smirli olmayan lineer operatorler igerisinde kapali lineer operatorler 6zel bir 6neme
sahiptir. X ve Y normlu lineer uzaylar olmak iizere, eger T: X — Y siirekli bir lineer
operator ise bu durumda X te bulunan ve X te x;,, = x kosulunu saglayan her {x,} dizisi
icin Y de T(x,) — T(x) oldugunu biliyoruz. Ozel bir durum olarak, X x Y nin bir alt

kiimesi olan T operatoriiniin grafigi

G(T) ={(x,T(x):x € X}
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olan kiime (x,y)€ X X Y igin, ||(x, ¥)|| = ||x|| + ||y]| normuna gére kapalidir.

X ve Y normlu iki lineer uzay olmak tizere, X, X in bir alt uzay1 ve T: X, — Y bir lineer

operator olsun. Eger T nin grafigi
G(T) ={(x,T(x):x € Xy}
X X Y ¢arpim uzayinda kapali ise bu durumda T ye bir kapali lineer operator denir.

Boylece bir T: X, — Y lineer operatorii kapali bir lineer operatordiir ancak ve ancak X,

daki her {x,,} dizisi i¢in
X tex,-»x,Y de T(x,) »y=x€X, Tx)=y
olmasidir.

Ornek 3.1.64. X = C'[0,1] , [0,1] iizerinde siirekli olarak diferansiyellenebilir tiim
fonksiyonlarmn lineer uzay1 ve Y = C[0,1],[0,1] tizerindeki tiim siirekli fonksiyonlar

lineer uzay1 olsun. Bu iki uzay tizerindeki norm ||. ||, SUpremum normu olsun.
T:X—->Y ve f:X—>F

T(x) =x"vef(x) =x'(1), x € X olarak tanimlansin. Bu durumda T ve f lineer
olur. n € Nigin , x,(t) = t™ olmak tizere ||x,;lleo =1 , [T )l =1 L, 1f ()| =1
olur ( Thamban 2009 ).

E = {x,:n € N}, X te sinirh olur, fakat bunun T ve f altindaki goriintiisii sinirh degildir.

Ornek 3.1.65. X =Y = C[0,1], X, = €*[0,1] ve T ve f hemen 6nceki 6rnekteki gibi
tanimlansin. Bu durumda f ne siirekli ne de kapalidir fakat T kapali lineer bir operator

olur ( Thamban 2009 ).

Kapal1 grafik teoremi, kapali bir lineer operatoriin siirekli olmast i¢in bir kriter

sunmaktadir.

Teorem 3.1.66. X ve Y iki Banach uzay1 ve X, X in bir alt uzay1 olsun. Bu durumda bir

T: Xy — Y kapali lineer operatdrii siireklidir ancak ve ancak X, X te kapalidir (Thamban
2009).
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Teorem 3.1.67. (Acik Doniisiim Teoremi) X ve Y Banach uzaylar1 ve T € B(X,Y)
olsun. Eger T orten ise bu durumda T bir agik dontistimdiir, yani A kiimesi X te bir agik

kiime oldugunda T (A) kiimesi de Y de agik bir kiime olur ( McDonald ve Weiss 2012 ).

Teorem 3.1.68. (Hahn-Banach Teoremi) X,, X normlu lineer uzayin bir alt uzayi ve

g € X; (dual uzay) olsun. Bu durumda

IFIE=llgll

ve her x € X, icin f(x) = g(x) kosullarini saglayan bir f € X* vardir (Thamban 2009).

X veY iki normlu lineer uzay ve T: X — Y bir lineer operator olsun. Bu durumda, T nin
sinirl bir operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X teki her sinirh E kiimesi i¢in T (E)
kiimesinin Y de sinirli olmasidir. Boylece T'(E') nin kapanisi kapali ve siirli olur. Eger
X teki her stirli E kiimesi i¢in T'(E) nin kapanis1 kompakt bir kiime ise bu durumda T ye

kompakt operator denir.

Kompakt bir operatoriin denk bir tanimi soyle verilebilir: X teki her smrh {x,,} dizisi
igin,{T(xni)}, Y de yakinsak olacak bi¢imde bir {xni} alt dizisinin var olmasidir.

(Thamban 2009).

Ayrica her kompakt operator, bir sinirli operatordiir.

Teorem 3.1.69. I: X — X birim operatorii kompakttir ancak ve ancak X sonlu boyutludur
(Kress 2012).

Teorem 3.1.70. (Jensen Esitsizligi) A ¢ R" dlgiilebilir, sinirli bir kiime, G:4 - R
integrallenebilir ve g:R — R konveks bir fonksiyon olsun. Ayrica goG:A - R

fonksiyonu da integrallenebilir olsun. Bu durumda,

1 1
0G5 | 6 = [ a6 0)ax

olur (Jost 2006).

Teorem 3.1.71. (Dini) K bir metrik uzaymn bir kompakt alt kiimesi olsun. (n € N),

fn: K = Rsiirekli fonksiyonlart her x € K ve n € N i¢in
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fn(x) = fn+1(x)

kosulunu saglasin. Ayrica,
@) = lim £, ()

var ve f: K — R fonksiyonu da siirekli olsun. Bu durumda f,,, K iizerinde f ye diizgiin
yakinsak olur (Jost 2006).

Tamim 3.1.72. X bir metrik uzay ve x € X olsun. f: X - R U{o} fonksiyonu verilsin.
Eger, ¢ < f(x) kosulunu saglayan her ¢ € R i¢in x’in bir U komsulugu var ve her y € U
icin ¢ < f(y) oluyorsa bu durumda f ye X noktasinda alt yar1 siireklidir denir. X = R

icin, bu durum soyle ifade edilebilir:

Ve > 035 >0, [x —y| <6 kosulunu saglayan her y i¢in f(x) — f(y) < & dir. Eger
f, her x € X noktasinda, alt yar siirekli ise f ye X tizerinde yari siireklidir denir (Jost
2006).

Yine f: X - R U{co} fonksiyonu verilsin. Eger —f, X noktasinda alt yar1 stirekli ise
f ye X noktasinda iist yari siireklidir denir. Denk olarak ¢ > f(x) kosulunu saglayan her
¢ € Rigin, X in bir U komsulugu var ve her y € U igin ¢ > f(y) dir.

f:X > RU{co} nin alt yar1 siirekli olmasi su anlama gelmektedir. Her ¢ € R igin,

F1((c,0]) = {x € X:c < f(x)} kiimesi X te agiktir (Jost 2006).
Ornek 3.1.73. f: X - R siireklidir ancak ve ancak f alt ve iist yar1 siireklidir.

Ornek 3.1.74. A c X olsun.

()_{1, XEA
XaX) =10, xeX\4

Olsun. y4 alt yar siirekli oldugunda A agik kiime olur, iist yari siirekli oldugunda A

kiimesi kapali olur.

Ornek 3.1.75. f, x, noktasinda bir yerel minimuma sahip ise bu durumda x, in bir

komsulugunda f(x) = f(x,) oldugundan, f,x, da alt yar siirekli olur.

Alt yar siireklilik i¢in dizisel kriter sdyle verilmektedir:
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fiX - RU{oo} ,x € X te alt yar1 sitireklidir ancak ve ancak lim x, = x kosulunu
n—-oo

saglayan her {x,,} € X dizisi i¢in,
lim inff (x,) = £(x)
olmasidir (Jost 2006).
Alt yar siirekli bir fonksiyon, bir K kompakt kiimesi tizerinde infimum degerini alir.
Teorem 3.1.76. f: R™ - R U{oo} i¢cin asagidakiler denktir.
1) a) f alt yari siireklidir.
b) Her x € R™\K i¢in, f(x) > 0 olacak bigimde bir kompakt K ¢ R" kiimesi vardir.

ii.) Her x € R™ i¢in, f(x) = rlll_r& fn(x) olacak bi¢imde, monoton artan siirekli ve
kompakt destege sahip fonksiyonlar bir {f;,} dizisi vardir (Jost 2006).

Benzer bir durum iist yart siirekli fonksiyonlar i¢in soyledir.

Teorem 3.1.77. f: R™ - R U{—o0} i¢in asagidakiler denktir.

) a) f st yar siireklidir.

b) Bir K ¢ R™ kompakt kiimesi disinda f(x) < 0 dur.

i) Her x € R™ i¢in, f(x) = lim f,, (x) olacak bigimde monoton azalan, siirekli ve
n—-oo

kompakt destege sahip bir {f;,} dizisi vardir (Jost 2006).

3.2. LP Uzaylan

1 < p < o olmal tizere, LP (X,M,u) uzayi,
[ 170l due) < o
b

kosulunu saglayan X {izerindeki tiim Olgiilebilir kompleks degerli fonksiyonlardir. Bu

uzayda f nin normu;
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IF 1w iy =L f GOIP du ()P
ile tanimlanir.
p=2 durumu bir Hilbert uzayini verir.
Ornek 3.2.1. X = R™ ve u Lebesgue 6l¢iimii durumunda,
IF1lp=gnl £ COIP d ()P
olur.
p=co durumu,

L*(X, M, 1) uzay1 X tizerinde 6lgiilebilir fonksiyonlardan olusur, dyle ki hemen hemen

her yerde |f(x)| < C olacak sekilde bir C € (0, o) vardir.

1 llzogemm=inf{ C:h.-hh |f()| < C}

If |, niceligine f nin esas supremumu da denir. Bu tanimda h.h.h. |f(x)| < [|f ]l e

olmaktadir.

E =(X: |f (Ol > [If =) Ve En={X:1f ()] > lIflli= + 1} ise bu durumda

u(E,) = 0ve E=U E,, olur. Buradan u(E) = 0 dur.

1<p, q < oove % + é = 1 ise p ile q iislerinin birbirlerinin dualidir (eslenik) denir.

Teorem 3.2.2. (Holder) 1<p < oo , 1< q < oo ve birbirlerinin duali olsun. f €

LP ve g € L9 ise bu durumda fg € L! olur ve

Ifglls < lIflle-llglla
esitsizligi saglanir (Folland 2013).

Teorem 3.2.3. (Minkowski) 1< p < oo ve f, g € LF ise budurumda f + g € L ve

If +gll> < lIfllp+llgll

esitsizligi saglanir (Folland 2013).
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Teorem 3.2.4. L7 (X,M,u) uzayt ||. || ,» normunda tamdir. Boylece bu uzay Banach uzay
olur (Folland 2013).

Onerme 3.2.5. Eger X in 6l¢iimii sonlu ve po < p, ise bu durumda L1 (X) c LP(X) ve

1 1
ﬂ(X)l/pO “f”LpO = W ”f”Lp1

saglanir.

Teorem 3.2.6. 1<p < oo ve % + g = 1 ise bu durumda L? uzaymin dual uzay1 L9 olur.

Bunu su sekilde yorumlariz;

LP iizerindeki her bir £ lineer fonksiyoneli i¢in bir (tek) g € L9 vardir. Oyle ki her f € LP
i¢in,

2(f)= fo(x). g(x) dp(x) olmaktadir. Ayrica ||£][ p-=|[g|| o dur.

Tamim 3.2.7. (X, u) ayrilabilir 6l¢iim uzay1 olsun. 1< p < oo ve % + $=1 olsun. f,, € L?

ve f € LP olsun. Eger her g € L? i¢in,

ffn-g dy - ffgdu
X X

olursa f,, dizisinin f ye zayif yakinsak oldugunu soyleriz.

If = fallee = 0

ise bu durumda f,, dizisi f ye zayif yakinsar.

Teorem 3.2.8. ( Integraller icin Minkowski Esitsizligi ) 1< p < oo olsun. Ayrica

f» R™xR™ iizerinde h.h.h. y € R" i¢in 6lgiilebilir ve y = ||f(.,¥)|[,rm fonksiyonu
1 . . .

L*(R™) ye ait olsun. Bu durumda x — fRnf(x, y)dy fonksiyonu LP (R™) nin elemani

olur, ve

1

P \p 5
d < , Pd d
x> < fRn(mew o) x) y

28

|

f(x,y)dy

RN

(L.




GULISTAN BUTAKIN

esitsizligi saglanir (Adams ve Fournier 2003).
Tamim 3.2.9. O c R" ve f, Q lizerinde tanimli Sl¢iilebilir bir fonksiyon olsun. t > 0 igin,

Q. ={x € Q: |f(x)| > t} olsun. p,R"™ de Lebesgue ol¢iimii olsun. Bu durumda f nin

distriblisyon fonksiyonunu,
8 (1) = Q)

olarak tamimlanir. t = 0 igin §; artmayan bir fonksiyon olur. Ayrica  nin h.h.h. de

|f ()| < |g(x)| ise bu durumda t = 0 icin 8¢(t) < §,(t) olur. [f(x)| >t +% olmay1
gerektirdigi icin Qf ,=Uy_, Qf‘t% olur.

Buradan, &¢, [0, o] araliginda sag siirekli olur. Benzer bigimde, her bir x noktasinda,
If )1, {|f; ()|} nin artan bir limiti ise bu durumda |f(x)| > t esitsizligi (en az) bir j

icin | fj(x)| > t olmay1 gerektirir. Boylece,

Qf,t = U ij,t
j=1

olur. Buradan da

}Lrg 6fj(t) = & (1)
olur.
Eger |f(x) + g(x)| > t ise bu durumda ya

lf(x)| > L veya |g(x)| > L veya ikisi de) saglanir, Q¢, ., € Q_ ¢ UQ ¢ olur.
2 2 f+g, 1 g
2

t
2
Bir p € (0,) igin f € LP(Q) olsun. t > 0 igin

fﬂlf(x)lp dx > fﬂf‘tlf(x)lp dx = tp/x(ﬂf‘t) olur. Buradan

1
50 = ) < 7 | IF@I dx
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Chebyshev esitsizligi elde edilir (Adams ve Fournier 2003).
Teorem 3.2.10. 0 < p < oo ise bu durumda
Jf)IPdx=p fooo tP=1 5 (t) = dt
olur ( Adams ve Fournier 2003).
Ispat: Oncelikle |f] nin,
O0<ag;<a,<--<a
Jj=1,..,kigin, A; € Q kiimesinde
lf Ol = a;

Aj — ler Q mn ikiser ikiser ayrik alt kiimeler, kosullarmi saglayan bir basit fonksiyon

oldugunu varsayalim.

Bu durumda,
( k
z u(4,), t < a, icin,
i=1
S(t) = { &
Z u(4y), aj_4 <t<a;, 2<j<k) icin,
i=j
\ 0 ) t = ay icin

olur. Bu nedenle

ply o O®dt = p(f," + Bz )+ ) T (Dt

k K k
= a,? Z u(4;) + Z(aﬁ.’ —ai,) Z 1(45)
j=1 j=2 i=J

=10 1(4;) = [If ()17 dx

olur.
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Boylece teorem basit fonksiyonlar i¢in saglanir. f Olgiilebilir oldugu zaman, |f],
Olciilebilir basit fonksiyonlarin monoton artan bir limiti olarak ifade edilebileceginden,

teoremin genel sonucu monoton yakinsaklik teoreminden ¢ikar.

Lemma 3.2.11. B, R™ de sonlu tane agik yuvarin bir koleksiyonu olsun. Bu durumda her
B € B igin

B c U Bf

1<j<k

Olacak bigimde, B i¢inde ayrik By, By, ..., By yuvarlarini bulabiliriz. Burada B*, B ile
ayn1 merkeze sahip ve yarigap1 B ninkinin {i¢ kat1 olan yuvar1 géstermektedir ( Peyriére

2018).
Ispat: B, = B diyelim.B,, B, nin maksimum yarigapli bir elemani1 olsun.

B, ={B € By: BN By = 0} olsun. Eger B; bostan farkh ise B, i¢in B,in maksimum

yarigapl bir elemanini seg.

B, = {B € B;: B N B; = @} diyelim.Yuvarlarin bos bir koleksiyonuna varana kadar bu
sekilde devam edelim.B € B alalim. B, B4, B, ... lerden secilmis ise ispatlanacak bir sey
yoktur. Eger degil ise, B € B;\B;,, olacak bigimde bir j > 0 vardir. Bu BN B; # 0
anlamina gelir ve B nin yarigap1 B; lerden birinin yarigapina esit veya daha kiigtik olur.

Buradan B, B; nin iginde kalir.

Tamim 3.2.12. ¢, R" de lokal olarak integrallenenbilen bir fonksiyon ise

M@(x) = sup,sg le(y)| dy

1
IB(XI T)l B(x,r)

olarak tanimlayalim. Bu M¢ fonksiyonuna Hardy-L.ittlewood maksimal fonksiyonu denir
(Shanzhen ve ark. 2007).

M@ nin taniminda sadece r rasyonel sayilar1 alabiliriz. Ayrica yuvarlarin agik veya kapali

olmasi da sorun olusturmaz.

(x) = L olsun
Xr X) = |B(0,T)|XB(0'r) .
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Bu durumda,
@fsu,rﬂ"’()’)' dy = @fg(o,ﬂkﬂ(x = yldy=1o| = x-(x)
olur.
Bundan dolay1
Mg = sup,>olol * ¥
olur.

Konvoliisyon isleminin 6zelliklerinden dolay1 |¢| * y, fonksiyonlari siirekli olur.
Supremum rasyonel r sayilar iizerinden alinabildiginden, M¢ &lgiilebilir olur. Ayrica ,

M ¢ stirekli fonksiyonlarin bir supremumu oldugundan alt yar siirekli olur.

Teorem 3.2.13. i). Her ¢ ve her t > 0 i¢in,
a
(Mo > 831 < Zllel;
olacak bicimde (n-boyutuna bagli) bir a > 0 sayis1 vardir.
ii.) p € (1, o] olmak iizere, herhangi f igin,

IMoll, < ayllell,

olacak bigimde bir a,, > 0 sayis1 vardir ( Peyriere 2018).

ispat:

) K c {M¢ > t} kompakt kiimesi verilsin. Her bir x € K igin,

1
t< | | d
|Bx|fo o)l dy

olacak sekilde bir a¢ik B, yuvari vardir.
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Boylece K nin {B,},cx Ortiisiinden sonlu bir ortii elde ederiz ve hemen bir Onceki

lemmay1 uygularsak x4, x5, ..., X3 € K noktalar1 i¢in

K c UB,’;J.

1<j<k

durumunu elde ederiz. Ayrica By, — lerin ayrik ta oldugunu dikkate alarak,

k k
IKISZ =3"Z
=1 =1
3n &
< 72[ ()| dy
B

j=1"Bx;

B
Xj

By,

f o) dy

k
Uj=1Bx

| 9

J

n

< s le(y)| dy
R‘n

Ayrica, Lebesgue 6l¢limiiniin i¢ regiilerliginden, yani
{M¢@ > t}| = sup{|K|: K < {M¢@ > t}, K kompakt} den sonug elde edilir.
ii.) t > 0 verilsin.
00, o) >

gx) =

2
t
0 oGl < 5

ve ' = ¢ — g olsun. Bu durumda MI'" < % olur, boylece

w1 > Jofur =3} o>
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olur. Buradan da

2a
Mo >t} < — lp(x)| dx
e

t
|<P|>§

elde edilir. Bu da bu teoremin ilk durumunu daha iyi bir sonuca getirir. Ayrica diger

durumlarda da kullanilabilir.

Distribiisyon, bu esitsizlikten ve Fubini teoreminden,

o)

Me(x)P dx = pf

0

tPH{Mep > t}| dt < ZpCf tP—2 (f |<p(x)dx|>dt
R™ 0 le1>5

=2pC [olo@)| (7 2 ar) dx

_ pc2P

- p-1 fRnl(p(x)lpdx

elde edilir.
Bazi1 konvoliisyonlarin kontroliinii gorelim.

Lemma 3.2.14. y fonksiyonu (0,c0) araliginda artmayan ve negatif deger alamayan olsun.
x € R" igin, Y(x) = y(|x|) ve ¥ integrallenebilir olsun. Bu durumda olgiilebilir ve

negatif deger almayan bir ¢ fonksiyonu i¢in
[ oCoweadx < il M)
Rn

olur ( Peyriere 2018).

Ispat: Oncelikle, herj icin, 0< 7 < Tj41 Ve @; > 0 olmak iizere,

k
Y= Z ajXor)
j=1

bicimindeki fonksiyonlar1 i¢in yapalim.

Buradan,
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fwwmwx)dx - ]Z;“f f () dx

orj)
< (Tf-1 9 |B(0,713)] )M (0)

=llplliMe(0)

olur. Simdi genel durumu yapalim. Herhangi bir m > 0 tamsayist igin,

m2m—-1

J
Ym = z z—m)({jz-m5y<(j+1)z-m}
Jj=0

olsun. Bu durumda y artmayan oldugu i¢in {y,,},>1 fonksiyon dizisi azalmayan ve
noktasal olarak 1 ye yakinsar. Boylece sonuca, monoton yakinsaklik teoreminden varmis

oluruz.

Tamim 3.2.15. Bir fonksiyon sadece |x| ye bagli ise buna radyal denir. Eger ¥ (x) =
y(|x]) ise bu durumda y ye ¥ nin profili denir. Bir 6nceki lemma yeniden asagidaki gibi
formiile edilebilir ( Peyriere 2018).

Teorem 3.2.16. u,3(x) = supjy|sx|u(y)| integrallenebilirdir, kosulunu saglayacak

bicimde ve R" de 6l¢iilebilir olsun. Bu durumda

1¢in,
e xu@)| < llplliMe(x);
. u(y) = tlu(%) olmak tizere,
supesol@ * u ()| < llPlliMep(x);

iii. h.h.h.xigin, lti£n<p *u(x) = (x) [uly)dy
0

olur ( Peyriére 2018).
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Ispat: x verilsin, I'(y)=¢(x — y) olsun. Bu durumda MI"(0) = M¢(x) olur. Hemen bir

Oonceki lemmadan

o % u(@)] < f Iro)| lu)ldy

< |l MT (0)

= ll¥lliMo(x)

Bu i.) durumunu ispatlar, Buradan da ii.) durum elde edilebilir, iii.) nin ispat1 asagidaki

lemmadan ¢ikar.

Lemma 3.2.17. Verilen notasyonlar yukaridaki gibi olmak iizere, eger ¢ stirekli ve

kompakt destege sahip ise,

lim lnu (%) @(—x)dx = ¢(0) f u(x)dx

tno ) t
olur ( Peyriere 2018).
3.3. Sobolev Uzaylan

Once bazi notasyonlari verelim ve bazilarini tekrar hatirlayalim.

C(Q) = {f:f,Q lizerinde siirekli}

supf = {x € Q: f(x) # 0}, fnin destegi

Co(Q) = {f € C(Q):supf, Q nin bir kompakt alt kiimesi}
Ck(Q) = {f € C(Q): f, k kere siirekli diferansiyellenebilirdir. }
Cy (@) = CH(Q) n G ()

C® = N-, C*(Q) diizgiin fonksiyonlar

Cy°(Q) =C*(Q) N Cy(Q2) (Kompakt destekli diizgiin fonksiyonlar, bunlara test

fonksiyonlar1 da denir.)
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1

Ornek 3.3.1. ¢p(x) = { elx*-1 x € B(0,1)
0,  xeR™\B(01)

olsun.

¢ € C&(R™) ve suppe = B(0,1) olur.

a = (ay,a,,...,a,) € N* bir ¢coklu indis olsun. Bir ¢oklu indisin mertebesi
la| =a; +a, + -+ ay,

olarak ve x € R igin x% = x|* ... x,,™ olarak tanimlanr.

Da glaly 9% 9%n
0x,%1 ...0x,%  0x;%1  0x,"

anlaminda kullanilir.

Tamm 3.3.2. u € Li,.(Q) ve a € N™ verilsin. Bu durumda eger her ¢ € C°(Q) test

fonksiyonu i¢in,
qu“godx = (-1l fmpdx
Q Q

15c(Q) ninwnun a-nc1 kismi zayif tiirevi denir (Ziemer 2012). Tanimdan da

olursav € L
goriildiigi gibi fonksiyon olgtimii sifir olan bir kiime iizerinde degistirmek zayif tiireve

bir etkisi olmaz.
|| = 1 ise bu durumda,
D*u = Du = (D,u, D,u, ..., D,,u)

u nun zay1f gradyeni olur. Burada j=1,...,n i¢in

J-inci bilesen 1 dir.
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Ornek 3.3.3.Q = (0,2) ve

X, 0<x<1
ux) = { 1, 1<x<2

1, O0<x<1
v(x)—{ 0, 1<x<?2

olsun. Zayif anlamda u' = v oldugunu gosterelim.

Bunun igin her ¢ € €;°(0,2) i¢in,

2 2
pr’dx: —pr
0 0

oldugunu goéstermeliyiz. Kismi integrasyon ve kalkiiliisiin temel teoreminden

2 1 2

fu(x)fp’ (x)dx = fx(p’ dx + f 1.¢" (x)dx

0 0 1

1

=201} - [ p@dx+9@) - oD

olur.
Tamm 3.3.4. O © R" bir acik kiime olsun. Bu durumda W*? (Q) sobolev uzayi,
WkP(Q) = {u € LP(Q): |a| < k icin D%u € L7 (Q)}

seklinde tanimlanir.
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u € WP (Q) nin normu, 1< p < o igin,

S

”u”Wk,P(Q) = ”u”k,p = (Z leaUJp dx)

lal<k o

Ve p = o i¢in

lullyieoay = Melleo = ) esssupalDul

|a|<k
ile tanimlanir.

Q' kiimesi Q nin bir agik alt kiimesi olmak iizere, Q' kiimesi Q nin kompakt bir alt kiimesi

ise Q nin kompakt bigimde Q nin iginde bulundugunu soyleriz. Bu durum Q' € Q ile
gosterilir. Eger, her Q' € Q icin, u € W*P(Q') ise bu durumda u € ng’cp (Q) dir denir
(Kinnunen 2020).

W*P(Q) uzayinda, verilen norma denk baska normlar da vardir.

1<p<oigin

ID%ull,

|al<k
p = o igin
rllgl?zklgllD“uIIoo
normlart daha 6nce verdigimiz norma denktir.
Teorem 3.3.5. W*P(Q) sobolev uzay1 bir Banach uzayidir (Brezis 2010).
k=1,2,... i¢in C*(Q) uzaylar1 sobolev normuna gore tam degildirler.

Wk2(Q) sobolev uzayi,

(D, D)2y = fD“u.D“vdx
Q
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olmak tzere

(U, V)yrzq) = Z (D%u, D*v)2 q)

|a|<k

i¢c ¢arpimi ile bir Hilbert uzay1 olur. Dikkat edilirse,

1
2
wk2(q)

llullk,z = (u,u)
olur.
Diizgiin fonksiyonlarla yaklagimi goérelim.

0 € CZ(R™) ve

1

6(x) = {ce—'x'2—1 xl <1
0 x| =1

olsun. Burada ¢ > 0, fRn 0(x)dx = 1 olmasini saglayan degerdir. € > 0 i¢in

1 x
6:(x) = =6
olsun, 6 ye standart mollifier denir.

6. >0, suppf,=B(0,¢)ve

fRnﬁs (x)dx = ei” 0 (E) dx

R €

1
=< | 6memdy

R
= [pn0()dx =1

olur.

Q c R" bir agik kiime ve Q0 # @ olsun. € > 0 igin,

Q, = {x € Q:dist(x,0Q) > ¢}

40



GULISTAN BUTAKIN

olsun. f € Li,.(Q) icin, standart konvoliisyon mollifieri
f2: 9, - [—00, 0]

£G0) = (F *6)(x) = f F3)8, (x — y)dy
Q

bi¢iminde olur.

Q = R" olursa, (. ye gerek kalmaz. Dikkat edilirse her x € Q, igin

£ = [ 020 =0y = | £, G-y
Q B(x,e)

olur. Degisken degistirme ile z = x — y den

[ r@r0.6 =y = | r& =202z
Q Q

olur.

Her x € Q, igin,

fe(0)] <

fO)6(x — y)dy‘

B(x,€)
< ||es||oof FO) ] dy < o
B(x,€)

olur.

Eger f € Cy(Q) ise bu durumda,
1
0<e<eg= Edist(supf, Q)

oldugunda f; € Cy(L,) olur (Kinnunen 2020).
Teorem 3.3.6.1.) f, € C*(L,)
ii.) € = 0i¢in, h.h.h. f; = f olur.

iii.) f € C(Q) ise bu durumda, her Q" € Q i¢in f, — f diizgiin yakinsak olur.

41



3.MATERYAL VE METOT

iv) f € L} .(Q) ve 1 < p < o ise bu durumda her Q' € Q icin, LF(Q') da f, - f olur
(Stein 1970).

Teorem 3.3.7.u € W*P(Q) ve 1 < p < o olsun. Bu durumda,
i.) Q. da D%, = D% * 6, olur.

ii.) Her Q' € Qigin, W*?(Q") da u, — u olur (Kinnunen 2020).

Bu bize diizgiin fonksiyonlarin lokal Sobolev uzayinda yogun oldugunu géstermektedir.

Teorem 3.3.8. (Meyers-Serrin) u € W*P(Q),1 < p < oo ise bu durumda, W*?(Q) da
u; — u olacak bicimde u; € C* () N W*P(Q) fonksiyonlar1 vardir (Adams ve Fournier
2003).

Tanim 3.3.9. 1 < p < oo olsun. Sinirt sifir degerli sobolev uzayi Wol’p (Q), C°(Q) nin
sobolev normuna goére tamlanisidir. Bagka bir deyisle, u € Wol’p(ﬂ) ancak ve ancak
Wol’p (Q2) uzayinda, i = oo oldugunda, u; = u olacak bigimde u; € Cy°(Q) fonksiyonlari
vardir. Wol’p (Q) uzay1, WP (Q) uzayinin normu ile normlanir (Kinnunen 2020)

Ayrica 1 < p < oo olmak iizere, fonksiyonlarin tanim kiimesi R" iken Sobolev uzayi ile
sifir degerli Sobolev uzayi ¢akisir, yani WP (R™) = Wol’p(IR{”) olur (Kinnunen 2020).

Teorem 3.3.10. 1 < p < o olsun. {u;}, W¥P(Q) uzaymda bir sinirh dizi olsun. Bu
durumda, k — oo i¢in LP(Q) da zayif olarak u;, — u ve LP(Q) da zayif olarak Du;, —

Du olur. Ayrica i=1,2,...igin u; € W,"? () ise bu durumda u € W,"? () olur (Kinnunen
2020).

Teorem 3.3.11. f € L (R"™) ise bu durumda Mf € L(R") ve ||Mf|lo = |||l Olur
(Kinnunen 2020).

Ispat: Her x € R" ve r > 0 igin,
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f FO)Ndy < AIF Nl 1B )]

IB(x nl h IB( r)|

= lIflle

olur.

Her tarafin r > 0 tizerinde supremumu alinirsa, h.h.h. x igin Mf (x) < ||f || olur.

Boylece ||[Mf |l < ||f|le olur. Bunun bir diger anlamu,
M: L°(R™) - L°(R™)
operatori sinirlt olur.

T:R - Rve T(x) = sinx olsun.

o . sinx—sin .
ortalama deger teoreminden, Y — sinc

= |sinx — siny| < |x — y| olur. y = 0 alinirsa,
|sinx| < |x|

olur. Boylece T sinirli olur. Fakat T'(x + y) = sinx + siny olmadigi i¢in lineer degildir.

Ayrica T siireklidir.

Teorem 3.3.12. (McShane) E c R™, L € [0,) ve f: E — R bir L-Lipschitz fonksiyon

olsun. Bu durumda her x € E i¢in,
f(x) =F(x)
olan bir F:R™ - R L-Lipschitz fonksiyonu vardir (Kinnunen 2020).
Ispat: F:R* > R ve
F(x) =inf{f(a) + L|x — al:a € E}

olarak tanimlansin.
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Her b € E i¢in F(b) = f(b) oldugunu gosterelim.
f) —f(@ <1f(b) - f(a)l < L|b—al
oldugundan her a € E igin f(b) < f(a) + L|b — a| olur.

Tim a € E iizerinde infimum alindifinda f(b) < F(b) elde edilir. Diger taraftan,
tanimdan, her b € E igin F(b) < f(b) olur. Boylece her b € A i¢in F(b) = f(b) olur.

Simdi de F nin R" {izerinde L-Lipschitz oldugunu gosterelim.
x,y € R™ olsun. Bu durumda,
F(x) = inf{f(a) + L|x —al:a € E}
> inf{f(a) + L(ly —a|l + |[x —y|):a € E}
> inf{f(a) + Lly —al:a € E}+ L|x — y|
=F(y) +Llx -yl
olur.
x ve y nin rolii degistirerek F(y) < F(x) + L|x — y|
Esitsizligini verdigi i¢in,
|F(x) = F(y)I < |x =yl
olur.
3.4. Schwartz Simfi
Tanim 3.4.1. S(R™) = {f € C*(R"): supxeRn|xﬁO“f(x)| <o, Va,B € Ng}

ye Schwartz sinifi denir. Eger f € S(R™) ise f ye Schwartz fonksiyonu denir (Mitrea
2013).
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Omekler x € R™, a € (0,0) i¢in, f(x) = e~*I* jse f e S(R™) olur. Bu ornekte
suppf = R™ dir. P(x) herhangi bir polinom olmak iizere, f(x) = P(x)e *I" ise f €
S(R™) olur. Ayrica,

Cy’(R™) c S(R") c C*(R™)

oldugunu gérmek zor degildir. S(R™) nin diger baz1 6zellikleri sunlardir: S(R™), lineer
bilesim altinda kapali oldugu i¢in, bir vektor uzay1 olur. f € S(R™) ve g € S(R") ise
f.g € S(R™) olur. f € S(R™) ise f nin kismi tiirevleri de S(R™) nin elemani olur. f €
S(R™) ise her a, B € Nj ve N € N igin

c
a B <L — — n
|x*o f(x)|_(1+|x|)N, Vx €R

olacak bi¢imde (bir) ¢ = ¢fnqp € (0,00) vardir (Mitrea, 2013). Ayrica buradan, her
p € [1,0] icin, S(R™) c LP(R") olur. Boylece S(R™) c L}(R™) den S(R")
fonksiyonlari integrallenebilirdir, yani f € S(R™) ise fRnlf(x)ldx < oo olur (Mitrea
2013).

{fi} © S(R™) dizisi ve f € S(R™) verilsin.
Her @, B € N§ ve k — o i¢in,
supxegn [XF 94 [fi (x) = f()]| > 0

ise fi nin f ye S(R™) de yakinsadigini soyleriz. Ayrica, p € [1, o] ve bir f; € S(R™)
dizisi bir f € S(R™) elemanina S(R"™) de yakinsak ise bu durumda bu f;, dizisi de LP (R™)
de f fonksiyonuna yakinsar (Mitrea 2013).
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin Siirekliligi

Lineer olmayan operatorlerde, bir operatoriin siirekliligi o operatdriin sinirl
olmasindan dogrudan elde edilmez. Bunun iyi bir 6rnegi, Almgren ve Lieb (1989)
tarafindan, daha oOnce smirli oldugu bildikleri simetrik yeniden diizenleme
R: WLP(R™) » WP (R™) operatoriiniin, 1 < p < n ve p > 1 igin siirekli olmadigmin
gosterilmesidir. M maksimal operatériin, LF (R™) uzayinda siirekliligi, M nin alt lineer ve
sinirli olmasindan ¢ikar. Kinnunen’in (1997) M maksimal operatoriinii WP (R") de
sinirlt oldugunu gostermesinden sonra, M nin 1 < p < oo icin WP (R™) de siirekli olup
olmadig1 sorusu belirgin bir sekilde anlamli olmustur, 6nem kazanmstir. Fakat LF (R™)
den farkli olarak M maksimal operatorii WP (R™) de alt lineer degildir. Bu da M nin

WP (R™) de siirekliligini gostermede giigliik olusturur.

Luiro (2007), M maksimal operatoriinii, WYP(R™) de siirekli oldugunu
gosterebilmistir. Simdi Luiro’nun bu ispatin1 ve bunu yaparken kullandigi tiim lemma ve

teoremleri verelim.
A c R"ver € R" olsun.

d(r,A) = inf,e4|r — al
ve 4 = 0 igin,

Ay = {x € R":d(x,A) < 1}

olsun. Ayrica B, = B(0,r) anlaminda kullanilacaktir.
WP (R") i¢in norm olarak

Wfllip = 1F 1, + UVl
kullanilacaktir.
Ayrica, A ¢ R™ 8l¢iilebilir kiimesi i¢in, y,f mn L” normu || f1|,, 4 ile gdsterilecektir.

Tamm 4.1.1. 1 < p < o i¢in, f € LP olsun. Rf (x) kiimesi
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Rf(x) =<r = 0:Mf(x) =limsup

1
—_— dy,r, > 0icin
msup e f FO)l dy, e > 0 g

B(x,rg)
bi¢iminde tanimlanir ( Luiro 2007 ).
Tanimdan, Rf (x) kiimesinin kapali oldugu goriiliir. Ayrica x € R™ verildiginde,

u,:[0,00) > R ver € (0,) i¢in

1
0 =] 60 =g [ 17o)Idy
B(x,r)

olarak tanimlansin. u, fonksiyonlari h.h.h. x i¢in siireklidir.

1
Ayrica, Holder esitsizliginden u, (1) < ||f||p(|Br|);_1 oldugu igin, lim u,(r) = 0 olur.
T—00

Tim bunlardan, h.h.h. x i¢in u, fonksiyonu [0,0) kiimesinde en az bir maksimum

noktasinda sahiptir. Dahasi, her x € R" i¢in, Rf (x) kiimesi bostan farkli olur ve

r € Rf (x), r>0,Vx € R", Mf(x) = ———— f lf(y)|dy

|B ( DI
ve 0 € Rf(x) kosulunu saglayan h.h.h. Mf(x) = |f(x)| olur. Ayrica, f # 0 olmak
tizere, her R > 0 igin, sup{r:r € Rf(x),x € B(0,R)} < oo olur.

Lemma 4.1.2.1 < p < oo ve j - oo igin, LP(R"™) de f; — f yakinsamasi var olsun. Bu

durumda her R > 0 ve 1 > 0 i¢in j = oo oldugunda,
[{x € B(0,R): Rf;(x) & Rf(x)ny}| = 0
olur (Luiro 2007).

Ispat. Once, f ve tim fj fonksiyonlar1 LP (R™) de oldugunda, yukardaki kiimenin nigin

Lebesgue odlgiilebilir oldugunu belirtelim.

u, ortalama fonksiyonlarin siirekliligi, h.h.h. x i¢in, asagidaki diisiincede bir esas arag

olacaktir.
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N = {x: x, f veya f; — lerden hig birinin Lebesgue noktasi olmasm}

|V'| = 0 olur. Ayrica pozitif rasyonel sayilar1 Q, ile gosterelim.

{x: Rfi(x) & Rf(x)l}\]\f

Ur

1 1 1
x:Ar > 0oylekid(r,Rf(x)) >A1+—-veMfi(x) < —— +—
{ ek d(nR) > 347 ve M) < e[ )

38

{x d(q.’Rf(x)>)l+1}n fo(x)< ! ff-+i]
’ g (x,q)IB(xq)] m

yazilabilir. Buradan hareketle, keyfi g ve 4 i¢in,

{x:d(q, Rf(x)) > A3

kiimesinin Ol¢iilebilir oldugunu gostermek yeterli olur. Yukaridaki mantigin aynisini

kullanarak, 6zellikle 7 nin bir fonksiyonu olan —— |f| ifadesinin siirekliligi

IB( i) fB(x r)

fda,RFG) >0 =

k=1q/€Q+n[q—4,q+1]

1 1
{x: Mf(x) > —lB(x, oY B(x'q,)f + E}

yazilabilir. Buradan 6l¢iilebilirlik ¢ikar.

Simdi lemmanin ispatina gegilebilir. Rf (x) = R|f|(x) oldugu i¢in iddiay1 hem f hem
de f; nin negatif olmama durumunda yapmak yeterli olur. h.h.h. f = 0 ise her x icin
Rf(x),[0,) olur. A > 0, R > 0ve & > 0 olsun. Hemen hemen her yerde x € B(0, R)
icin, d(r, Rf (x)) > 2 oldugunda,

1

1
—_— dy < Mf(x
B )] B(ﬂ)f(}/) y <Mf(x) - E)
olacak bi¢imde bir i(x) € N vardir. Bu surdan sdyle goriilebilir: Eger iddia dogru degil
ise
1

|B(x, 73.)| B(x’rk)f(Y)dy - Mf(x),  d(neRf(x)) >4
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olacak bigimde bir {ry}r~, yarigap dizisi vardir. Gerekirse alt diziye gegerek , k - o
i¢in, 1, = r oldugunu varsayabiliriz. Ciinkii {ry }z~, dizisi sinirli olmak zorunda kaliyor.

Boylece r € Rf (x) olur.
r,d(r,Rf(x)) = 0 kosulunu sagladigi i¢in, bu bir ¢eliski olusturur. Béylece, E olgiileblir

ve |E| < € olmak tizere,

B(O,R)C{ f(y)dySMf(x)—%,d(r,fRf(x)>A}UE

X
|B(x, rk)l B(x,1)
=AUE
olacak bi¢cimde bir i € N oldugu sonucuna varmis oluruz. Maksimal zayif tip (1,1)

kestirim, j = j, icin

<ég

|{x € B(O,R): [M(f — f)(x)| = %}

olmasini gerektirir. Tiim j —ler i¢in

1 .
AcC {xm B(x,r)fj(y)dy < Mf(x) — z,d(r,f(x)) > A 1se}

1 1
Uix:|—— dy — ——— ‘(y)d
{ ||B<x, T SOV 51 SO y‘
1
> z—i,ba21 r —lerigin, d(r, Rf (x)) > A}
Benzer mantiktan ve [Mf(x) — Mf;(x)| < |M(f — fj)(x)| den,

1 1 :
Ajc {xm B(x,r)fj(y)dy < Mfj(x) — E,d(r,f(x) > A 1se}

U {x: M = )| = %}

=GUD;
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olur.
Simdi
C;  {x: Rfj(x) € Rf(x)(n}
olur. Her j igin
B(0,R) c {x: Rf;j(x) € Rf (x)(zy} VE U D; U B,
elde edilir. B;  D; ve j > j ise |Dj| < ¢ se¢iminden, buradan j > j, ise
[{x € B(O,R): Rf;j(x) & Rf () n}| < 2¢
olur. Ispat tamamlanur.

1 < p < o olmak iizere, f € LF (R™) olsun. e;, R™ nin standart taban vektérlerden birisi

olsun. Her h € R, |h| > 0 i¢in,

fGx+he) = f(x)
|kl

falx) =

ve
fian() = f(x + hep)

olarak tanimlansin.

|h| = 01igin, LF (R™) de fTi(h) - f olur, p > 1ise, f € WYP(R") igin, |h| oldugunda,
LP(R™) de f! - D;f olur.

Sonu¢ 4.1.3.1 < p < » ve f € LP(R™) olsun. Bu durumda her i,1<i<n, R>0,

A > 0i¢in h = 0 oldugunda

|{x € B(O,R):Rf(X) & :Rf.[i(h)(X)(l) veya :Rif-[(h)(X) ¢ :Rf(X)(A)}' -0
olur (Luiro 2007).

ispat: £, - f velemma4.1.2. den, h - 0 igin

51



4. BULGULAR VE TARTISMA

|{x € Be: RF () & Rffmy (D wy}| - 0
oldugunu géstermek yeterlidir. Bu da aslinda lemma 4.1.2. den ¢ikar, ¢iinkii|h| < 1 i¢in,
{x € B RfF () & Rf{ ()}
= {x € Bp: RL_y)(x + hey) € Rf (x + hey) ()
c {y € Bre1: Rff () € Ry} — he;
olur. Boylece sonug¢ tamamlandi.
A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi
(A4, B) = inf{§ > 0: A c Bsyve B C As)}
ile gosterilsin. f € LF (R™) olsun. Bu yeni notasyonla dnceki sonug bize h — 0 igin,
|{x € Bg: m(Rf (x),Rf (x + he;)) > A}| = 0

olacaginmi soyler. Bu nedenle, bir {h;}r—;, hx >0, hy = 0 dizisi var dyleki k— oo

oldugunda, h.h.h. x € By, i¢in,
T(Rf(x),  Rf(x+hie)) -0
dir. Simdi maksimal fonksiyonun tiirevi i¢in bir formiil verilecektir.

Teorem4.1.4.1 < p < oo, f € WLP(R™) olsun. Bu durumda h.h.h. x € R™ i¢in,
. . . 1
iL)Vr e Rf(x)ver >0 i¢in D;Mf(x) = me(x'r)Di If1(y)dy,

ii.) 0 € Rf(x) ise D;Mf(x) = D;|f|(x) olur (Luiro 2007).

Ispat: f € WYP(R") ise Mf = M|f| ve |f| € WYP(R") oldugundan, iddiay1 negatif
olmayan fonksiyonlar i¢in gostermek yeterlidir. R > 0 olsun.{h;}z~; , hy > 0, by = 0
dyleki k > oo oldugunda, h.h.h. x € By i¢in, t(Rf (x), Rf (x + hye;)) — 0 olan bir dizi

secelim. Bu durumda,

i.) k = oo iken, ||Dl-Mf — (Mf);'lk”p,BR -0
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i)k - o iken,||Dif _ffik”p,BR -
iii.) k > oo iken,||M(D;f — f,;'k)||pB - 0 olur.
VDR

Simdi, gerekirse bir alt dizi ¢ikartilarak, yukardaki yakinsakliklari h.h.h. noktasal olarak
dogru kabul edebiliriz.
Ayrica,

{X e R":3k eN Oy1€ ki0 e Rf(x + hkel-) ve Mf(x + hkei) * f(x + hkei)}

kiimesinin 6l¢timiiniin sifir oldugunu hatirlayalim. x € B bu yukaridaki kiime disinda, f
ve D; f nin Lebesgue noktasi olsun. r € Rf (x) olsun. Simdi, m(Rf (x), Rf (x + hye;)) —

0 oldugundan, k — oo igin, 1, = r olan, r, € Rf (x + hype;) yarigaplarini bulabiliriz.

Eger r > 0 ise,
1
DiMf(x) = Ili_)n.}oh—k(Mf(x + hye;) — Mf(x))
1 1
< (Bo+ hen )| o J_ )f(y)dy IB(x j f»dy)
1
= |B(x,r)|ijr sz(Y)dy

olur.

|B;,.| = |B;| ve k - o igin, L' (R™) de

XB(x,rk)f}fk - XB(x,r)Dif olur.

Diger yandan,
1 1
P 2 5, (BG+ el hf,)f(y) Y- f o)
~ lim fQy+hee) — f (y)
koo IB(x r)l hy,
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elde edilir.

Bunun vyerine r =0 oldugunu varsayalim. D;Mf(x) nin alt sinir ispati gimdi
uygulanabilir. D;Mf(x) = D;f(x) olur. Sonsuz tane k i¢in 1, = 0 durumuna sahip
olursak D;Mf (x) = D;f (x) olduguna karar verilebilir. Bir k, dan baglayarak r;, > 0 ise
D; M f (x) nin st sinirin1 ¢alisirken de oldugu gibi > 0 durumunda,

DMF() < Jim | i, oy =nire

erk

|B(x, k)l

elde edilir. Cilinkii

| fi, 0y = pireon

BXT‘k

lim |( —————
A (|B<x ]

k—oo

_ lim (IB(x o | o) -Dironay

xrk
< lim M(fy, = Dif)(x) =0

dir. Boylece iddia B(0,R) yuvarinda gosterilmis olur. R keyfi oldugu igin ispat

tamamlanir.

Teorem 4.15. Her 1<p <o igin M: W'P(R™) > W1P(R™) siirekli olur (Luiro
2007).

ispat:j o0 igin WP(R")de f;—f olsun. [[Mf—Mf|| -0 oldugu
gosterilmelidir. M nin  LP(R™) de siirekli oldugunu bildigimizden, 1<i<n

durumundaki her i igin ||Dl-ij—Dl-Mf||p — 0 oldugunu gostermek yeterli olur.

Ayricaf; ve f nin negatif olmadiin varsayabiliriz. Keyfi € > 0 verilsin.

C; = RM\B(0, R) olmak iizere , R > 0Yi ||I2MD;f||,, ¢, saglayacak bigimde segebiliriz.
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Mutlak siireklilikten a, [A| < a ve A c© B(0, R) dl¢iilebilir iken |[2M D;f|,, 4 < € olacak
bigimde segilebilir. u,(r), D;f nin B(x, r) yuvarindaki ortalamasi ve u, (0) = D;f(x) yi
gostersin. Hemen hemen her x € R" igin, u, fonksiyonlari [0, o) {izerinde siirekli ve
r — oo oldugunda O sayisina yakinsar. Boylece h.h.h. x i¢in,u, fonksiyonu [0, o)

tizerinde diizgiin siirekli ve bu nedenle

Iry — 1] < 8(x) iken|uy (r) — up(r2)] < 81
1B 1P

olacak bi¢imde bir §(x) > 0 bulunabilir.|V'| = 0 olmak tizere,

” 1
By = (U{x € Bp: 6(x) > —}) N

= '
yazilsi. Bundan,

€
X € Bg: |u, (1) — Uy (r2)| > —, |1y — 12| < & kosulunu saglayan bir ry, r,i¢in
|B,|P

a
=. |C2| <=

2

olacak bi¢imde bir § > 0 elde edilir.
C, olctilebilirdir. Ayrica lemma 4.1.2. den, j = j, i¢in
Lo
[{x: Rfj(x) & RF () 5y} =: |C7] < >

olacak bigimde bir j, bulunabilir. Bu durumda j > j, verilsin.Teorem 4.1.4. ten, R™ nin

h.h.h. her r; € Rfj(x),; € Rf (x) igin,

|D:Mf;(x) — D;Mf (x)|

=BGl i e if (V)ay

B(x,rq B(x,ry
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<;fD..()d_;fD.()d
=BGl J PO BGl f (V)dy

X,r1 X,r1

1 1
+||B(xr7‘1)| fB(x:H) le(y)dy N |B(x,12)| J.B(x,rz) le(y)dy|

< M(D,f, - Dif) () + [ prorty-—— | nroray

1
|B(x,1)I |B(x,15)|
B( B(

X,r1 X,z

olur.

| Droddy =i o

x,0)

|B(x,0)|
B(

olarak alindiginda, bu esitsizlik r; = 0 veyar, = 0 durumlarina da uygulanabilir. Bunun
nedeni, h.h.h. x i¢cin Mf(x) = f(x) gerceginden ve teorem 4.1.4. ten, 0 € Rf (x) iken
D;Mf(x) = D;f(x) olmasindandir.

Béylece, x € C; U C, U C7 ise |r; — 13| < & olacak bigimde r; € Rf;(x) ve r, € Rf (x)

alinabilir. Bu é seciminden,

|
S= |l
|B(x, 1)
B(

X,r1

1 £
D; dy - —— D; dy| <
B(x,13) IBrIp

elde edilir.

x €C,UC,UC) ises <2MD;f(x) elde edilir. Ayrica |CZ U Cj| < «a olur. Yukaridaki

kestirimler birlestirildiginde,

&
1

T +12MDifllp,c, +
|Br [P

p,R™

1D:pf; = DiME|, o < 1M (Dify = Dif )], g +

IZMDif l,, i elde edilir. j — oo icin, sagdaki ilk terim sifira yakinsar. Geriye kalan

terimler, R ve a nin se¢iminden, ¢ dan kiigiik olur. & keyfi oldugundan, j — oo iken

|\D:Mf; — DiMf||p -0
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olur. Boylece ispat tamamlanir.

4.2 Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin Sabit Noktalari
Bu alt béliimde, f € Li,.(R™) i¢in, M Hardy-Littlewood operatdrii her x € R" i¢in

M(F)() = Suprsg o f IF G = y)l dy

| B |

olarak tanimlayalim. Burada B,., merkezi orjin ve yarigap1 r olan yuvari gostermektedir.
Burada, M nin 1 <p <o, LP(R"™) baglaminda sabit fonksiyondan farkli sabit

noktalarinin varligini inceleyecegiz. Bu ¢alisma Korry (2001) tarafindan yapilmistir.

Bir f: R" = R fonksiyonu sifirdan farkli ve lokal olarak integrallenebilirse bu durumda

her x € R" i¢in,
M > M

olur. Buradan L'(R™) uzayinda sadece f = 0 fonksiyonun M nin bir sabit noktas1 olacag
sonucuna varilir. Ayrica her k € (0, o) sabit i¢cin M (k) = k oldugu i¢in M nin L®(R")

uzayinda ¢ok sayida sabit noktasinin oldugunu gérmiis oluruz.

Teorem 4.2.1. p € [1, co] olsun. Bu durumda M nin sabit fonksiyondan farkli bir
f € LP (R™) sabit noktasinin olmasi igin gerekli ve yeterli kosul n > 3 ve % <p<

olmasidir (Korry 2001).

Ispata gegmeden nce bazi noktalari agikliga ¢ikaralim. Bir f € L' (R™) nin M nin bir
sabit noktasi olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul f nin siiper-harmonik fonksiyon (yani, A

Laplace operatorii i¢in, A(f) < 0) ve pozitif olmasidir.

Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminden, f € L' (R™) ve h.h.h. x € R" igin,

FG) = lim o f Fx =)y

oldugunu biliyoruz. Boylece, buradan h.h.h. x € R" igin,
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If ()] < M(f)(x)

olur. O halde bir f € L1,.(R™), M nin bir sabit noktasidir ancak ve ancak f pozitif ve her

r > 0 i¢in h.h.h. x € R™ noktasinda

1
|By|

[ re=yay < e

olmasidir. Ayrica f € LP(R™), M nin sabit fonksiyondan farkli bir sabit noktasi olsun

®, fRn @ (x)dx = 1 kosulunu saglayacak bigimde S(R™) Schwartz sinifindaki bir pozitif

fonksiyon olsun. Bu durumda, ¢, (x) = tin 7, (%) olmak iizere,

fe =1 *@c(x) € C*(R™) N LP(R™)

bi¢imindeki bir fonksiyonun da M nin (sabit fonksiyondan farkli) sabit bir noktasi

olmasini saglayan bir t > 0 vardir. f; nin M nin bir sabit noktasi olmasi i¢in

fe 2 M(fo)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu da Fubini teoremi ve M nin 6telemeye gore degismeli
( T“f(x) = f(x - CZ), ToM = MTa) olmasindan ¢ikar: her r > 0 i¢in y, = |B_1|XBr

olsun. Bu durumda

M(ft) = SUpPrsoXr * fr VE

X+ (@ * @) = j 0ty * 7y f) @) dy

R

< j 0 IM(z, F)(x)dy

R
=@ M(f)(X) = f;

olur. Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminden, f sabit olmayan bir fonksiyon oldugu

i¢in, f; nin sabit olmayan bir fonksiyon olmasini saglayan bir ¢ > 0 var olur.

Simdi teoremin ispatina gegebiliriz.
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Ispat: “ <

n=3 ve % < p < o olsun. Once Riesz potansiyelleri hakkindaki bazi sonuglart

sOyleyelim:
Tg(f) = fRneZRi(x,f)g(x)dx Ax,E) = x1 & + x5 + o+ x,E,

ve F~! Fourier doniisiimiiniin tersini géstermek iizere, klasik bicimde, S(R™) iizerinde

(Ie) aefony Riesz potansiyelleri
l,(9) = F[2rlED~*Fg]

olarak tanimlanir.

Hardy-Littlewood-Sobolev temel teoremi,

1<g<p<ove 0<a< s

1= 2_% icin
p q n(}

e (Dl < Cpqllgllq

ve I' gama fonksiyonu ve ¢, = 2 E an olmak tizere

() () = f 2 a (42.1)

integral gosteriminin sagladigini belirtir.

Simdi iddianin ispatina gecelim.
Adim1. n=3ve % < p < 0 durumuna bakalim.

1 1 a . . n n .. .
> = Pl olmak iizere, her 1 < g < min(p, ;) ve her 2 <a < g lein, Fourier
dontligiimii aracihigiyla, L9(R™) ye Hardy-Littlewood-Sobolev teoremiyle genisletilerek,
S(R™) igin saglanan

A(I,(9)) = —14-2(9), Yg € L1(R™) (4.2.2)
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ozdesligi vardir. Ayrica her sifirdan farkl pozitif g € L1(R™) fonksiyonu i¢in (4.2.1)
(a — 2 uygulanarak) ve (4.2.2) denklemleri I,(g) nin M nin bir sabit noktas1 oldugunu
gosterir. Hardy-Littlewood-Sobolev teoreminden I,(g) nin M nin sabitten farkli bir sabit

noktasi ve LP (R™) uzayina ait oldugunu anlariz.

Adim 2.n > 3 oldugunu varsayalim. M nin sabitten farkli bir f € L*(R"™) sabit
noktasinin oldugunu gostermek i¢in (adim 1 den) sonlu p igin bilinen sonucu

kullanacagiz: M nin sabitten farkli bir f € LP(R™) sabit noktasini secelim. Bu durumda,
(% + 5 = 1 olmak iizere, ¢, € L' (R™) oldugundan ), L*(R™) uzayma ait olan ve
sabit olmayan f; fonksiyonu M nin bir sabit noktasi islemi tamamlar.

Simdi ispatin diger yoniinii yapalim:"="

Adim 1. n = 3 olmas1 gerektigini gosterelim. Celigki yontemiyle yapacagiz.

1 < p < oodurumunda, n = 1,2 i¢in M nin LP (R™) uzayinda sabitten farklit M nin bir

sabit noktasinin olmadigini gosterebiliriz.

f €LP(R") ,1<p < oo, M nin sabit fonksiyondan farkli bir sabit noktas1 olsun. f €
C®(R™ N LF(R) oldugunu varsayabiliriz. Bu nedenle, f pozitif bir konkav fonksiyon

olur: Her x € R igin,
fx) < f1(x0) (x — x0) + f(x0)
olur. (Burada xy € R, f'(x) # 0 bigiminde segilebilirdir). Fakat f € LP (R),

1 < p < o ve sabitten farkli bir pozitif fonksiyon oldugu i¢in bu yukaridaki esitsizligin

saglanmasina imkan yoktur.

Yine, 1 < p < o igin, sabitten farkli f € LP(R?) nin bir sabit noktas1 var olmaz.

Olsaydi, daha dnce sdyledigimiz gibi, f € C*(R?) N LP (R?) olarak var sayabilirdik.

xo €E RZve e € (0,1),t, = f(xy) — € olsun. |[x — x| < § ise f(x) > t, olacak bi¢cimde

& > 0 buluruz. § < |x — x| < R i¢in

660 = F() + oy Al = %0~ InCe) — &
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fonksiyonunu goz 6niinde bulunduralim. x — In(|x — x,1),

Cr = {x € R%: 6 < |x —xo| <R} de harmonik ve f,Cg iizerinde siiper-harmonik
oldugundan G de Cy lizerinde siiper-harmonik olur. Ayrica G, Cg nin sinir1 tizerinde
pozitif olur. Boylece maksimum prensibi G nin Ci nin kapanisi lizerinde pozitif
oldugunu verir. Buradan, sabit x i¢in, limite gegilerek (R — o0), her yerde f(x) = t, olur.

¢ keyfi oldugu i¢in, f sabit olur, bu geligki olusturur.
Bundan sonra, n > 3 oldugunu varsayiyoruz.
Adim 2. n = 3 igin, % < p < o oldugunu gosterecegiz.
f € LP(R™) Nn C*(R™), M nin sabit fonksiyondan farkli bir sabit noktasi olsun.
f(0) = M(f)(0) > 0 oldugundan, her x € R" igin,
x| <t=f(x) >t

olacak bigimde bir t > 0 var olur. |.|>™ fonksiyonu Dy = {x € R™:t < |x| < R}

tizerinde harmonik ve f , Dy lizerinde siiper-harmonik oldugundan
H(x) = f(x) — t" x|?>™™ + " 1R2™™

fonksiyonu Dy, lizerinde siiper-harmonik olur. Ayrica H, Dy nin sinir1 iizerinde pozitiftir.
Yine, maksimum prensibi, H nin Dy nin kapanisi iizerinde pozitif oldugunu verir.

Boylece limite gegilerek (R — ), her yerde f(x) = t™ 1|x|2" olur.

f € LP(R"™) oldugu varsayimini ve polar koordinatlar1 kullanilarak, % <p < oo elde

edilir.
4.3. Lipschitz Fonksiyonlarin Maksimal Fonksiyonu

Son olarak, Buckley (1999) tarafindan homojen uzaylarda maksimal operatoriiniin

Lipschitz ve Holder fonksiyonlar {izerindeki ¢alismasini verecegiz.

Eger (X, d) bir metrik uzay ve u , X tzerinde bir doubling 6l¢iim ise (X, d, 1) ye bir

homojen uzay denir. Her bir t € (0,1] i¢in eger f smirli ve her x,y € X igin
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If(x) — f()| < cd(x,y)t olacak bigimde bir ¢ sabiti varsa f:X — R (siirekli)

fonksiyonuna Lipy(x) Lipschitz sinifina aittir denir.
Lipe(x) ,

lf () = fOI

”f”Lipt(x) = Iflle + SUPuxsy d(x,y)t

normuna gore bir Banach uzayi olur. Genellikle, t € (0,1) i¢in, Lip;(x) fonksiyonlarina
Holder siirekli fonksiyonlar denir. Burada bunlara toplu olarak islem uygulanacagindan
bir tek ad vermek yoluna gidilmistir. Ayrica, t € (0,1] olmak {izere her x,y € X icin

(smirli olmak zorunda olmayan)

IfC0) = FO)I < cd(x, y)f

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlari lip;(x) ile gosterelim. Bu uzaya

If () = fOI
d(x,¥)°

”f”lipt(x) = SUPy=zy
semi normuna atayalim. Eger X sinirli ise bu durumda lip,(x) = Lip;(x) olur.
6 € (0,1] ve bir (X, d, u) homojen uzay verilsin. Eger her x € X, r > 0, ¢ € (0,1) i¢in
u(B(x,7)\B(x,7(1—¢)) < Ke‘g,u(B(x, r)) 4.3.1

olacak bigimde bir K > 1 sabit varsa (X, d, u) uzayinin § — halkasal azalma 6zelligini

sagladigini soyleriz.

Eger § nin degeri ile ilgilenmiyorsak, § 6n takisini gormezden gelebiliriz. 1 —halkasal

azalma ozelligine gii¢lii halkasal azalma 6zelligi adin1 da veririz.

Teorem 431. 0<t, § <1 ve (X,d, ;) homojen uzaymm & — halkasal azalma
ozelligini sagladigin1 varsayalim. Bu durumda s = min(t,6) icin, M:Lip,(x) —

Lips(x) olur (Buckley 1999).

Teorem 432.0<t<6 <1 ve (X,d,u) homojen uzaymnin § — halkasal azalma

ozelligini sagladigini varsayalim. Bu durumda M: lip, (x) — lip,(x) olur (Buckley 1999).
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Sadece ilk teoremin ispat1 verilecektir. Ciinkii diger ispat ilkine benzemektedir. Ayrica X

sinirlt ise ilk teoremden ikincisi ¢ikar.

Ispat 4.3.1. f € Lip,(x) ve I/ llLip,x) = 1 bigiminde verilsin.||Mf | o (x) = || f || 120
olur. Bu nedenle sadece Mf nin degerlerindeki fark i¢in uygun bir sinir bulunmalidir.

Keyfi olarak verilmis x,y € X i¢in, a = d(x,y) olsun. x, y simetriliginden,

Mf(y) = Mf(x) — ca®

kosulunu saglayan (x,y den bagimsiz ) bir ¢ bulmak yeterlidir. a < loldugunu
varsayabiliriz, ¢iinkii deger durumda Mf deki smir tek basina bu esitsizligi

verebilmektedir.

r > 0 sayisini,
Mfe) s——— [ Ifldu+a
X)L ————= u+a
wBm),J

olacak bigimde segelim. r < a ise bu durumda,

z € B(x,r) UB(y,7) i¢in|f (x) — f(2)| < 3'a’ olur, bdylece

1 f 1
— | 1fldp - —— f Ifldu| < 3tat < 3tas
u(B(x,m) o u(B(y,m) o

olur. Bu da istenen esitsizligi verir.

Her bir 0 < ¢ < o igin, S,

f lgldu < ca®

V,r+a)

wBG) ) T T uEG o)

kosulunu saglayan g € L'(B(x,r + 2a)) fonksiyonlar sinifi olsun. ispat1 bitirmek igin,
sunu gosterecegiz. Eger r > 0 ise bu durumda, f nin S, sinifinda yer almasini saglayan, x

ve y den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir. Ayrica,

F = {g: ”g”Lipt(B(x,r+2a)) <1, ”g”L°°(B(x,r+2a)) SA= min{l, (6r)t}}
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olmak iizere, eger F < S, olacak bigimde sabit bir ¢ varsa bu iddianin elde edilebilecegini
gosterecegiz. ||f]|,ox) < 1 oldugundan, A = 1 ise bu iddianin dogru olacag: agiktir. Bu
nedenle A <1 oldugunu ve bir ¢ sabiti i¢in F c S, oldugunu varsayalim. m =
inf epieri2a)f(2) V€ M = SUP,ep(xr+2a)f (2) olmak lizere, f igin Lipschitz kestirimi ve
r > adurumunu f; = f —mve f, = f — M nin F iginde yer almasin1 gerektirir. Ayrica
bir z, € B(x,r + 2a) i¢in f(z,) = A oluyorsa bu durumda hem f hem de f;,
B(x,r + 2a) ftzerinde negatif olmazlar.f; € S, oldugundan, f € S, olur. Benzer
bi¢imde, eger f(z,) < —A ise bu durumda hem f hem de f,, B(x,r + 2a) lizerinde

pozitif olmazlar, boylece f; € S; oldugundan, f € S, olur. Bu da iddiay1 dogru kilar.

F c S, y1 gostermek kaldi. Eger g € F ise bu durumda,

lgldu

— |
e lgldu —
u(B(x, 1) N u(By,r + a)) o)

SI . A & ] [ 191
u(BGm) w(BG,r+2a)) B(x,r)

1 1
< - Au(B(x,
= Lt(B(x, ) w(By,r+ a))l #(BGT)

_ 4 [.U(B(y,r +2a)) — u(B(x, 1)
' u(B(y,r + 2a))

olur. Son esitsizlik (4.3.1) den elde edilir . Ayrica § > t ise bu durumda

AK. (r +a za)_6 < K(6r)t (r +a2a)_6 < cat

olur. s < t oldugunda, r > 1 ise A(r + 2a) ™% en ¢ok 1 olur, r < 1 ise A(r + 2a) % en

¢ok 6° olur. Bu da ispati tamamlar.

M yerine M operatdrii alinirsa bu teoremler yine saglanr.
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5. SONUC VE ONERILER

Hajlasz ve Onnien (2004), Hardy-Littlewood operatorii tizerinde yapilan
caligmalar1 inceledikten ve kendisinin bu konuda yaptigi ¢alismalardan sonra sunu
ispatlamustir: uy, (x) = u(x —y) olsun. 1 < p < oo olmak iizere, T: L” (R") — LF(R™)
bir alt lineer operatdr olsun. Eger her u € LF (R™) ve her y € R" i¢in T(uy) = (Tu), ise

bu durumda T operatériiniin WP (R™) de sinirli oldugunu gdstermistir.

Buradan bu kosullar saglayan her T operatorlerinin siirekli olup olmadig: aragtirilabilir.
T = M olmasi durumunda, Luiro (1997) tarafindan pozitif bir sonu¢ elde etmesinden

sonra bu yondeki calismalarin 6nii daha da agilmustir.
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