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OZET

Bu tezde genellegtirilmis metrik uzay yapisi ele alinmigtir. Bu yap1 iizerinde tanimh
doniigtimlerin sabit noktaya sahip olma kosullar1 ve 6zellikleri incelenmistir. Modiiler
metrik ve genellestirilmis metrik kavramlarindan hareketle genellestirilmis modiiler
metrik kavrami verilmistir. Ornekler yardimiyla genellestirilmis modiiler metrik
yapisinin igerdigi diger metrik uzaylara deginilmistir. Banach Biiziilme Dontigiimii
Ilkesinden hareketle biiziilme ve quasi-biiziilme déniisiimleri(Ciri¢) genellestirilmis
metrik uzaylarda verilmistir. Cogul degerli biiziilme doniigiimleri de genellegtirilmis
modiiler metrik uzaylarda incelenmigtir. Bu metrik uzaylarin topolojik yapisi ortaya
konarak bazi onemli iglemlerin neden bu uzaylarda da yapilabildigi aciklanmigtir.
Caristi ve Feng-Liu sabit nokta teoremleri ve sonucglari uygulamasi ile beraber
genellestirilmis modiiler metrik uzaylarda ifade ve ispat edilmistir. Uygulama olarak,
baglangic deger kogullar1 ile verilen kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
incelenmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmugtur.

Simgeler
liminf x,,
n—oo
B(X)
C(X)

N(A)

CB(X)
(X, d)

(X, p)
(X, w)

TXp

P(X)

dD ()
O(x)

GMMU
B(x)u

JS
7(w)

infyep DA(aa b)
SUPypcpB Dk(a, b)

limsup xn»
n— oo

Aciklamalar

{zp}nen € X dizisinin alt limiti

X kiimesinin smirh biitiin kiimeleri ailesi
X kiimesinin kapali biitiin alt kiimelerinin ailesi

Herhangi bir A C X kiimesinin bos kiimeden farkh biitiin alt
kiimelerinin ailesi

X kiimesinin kapali ve sinirli biitiin alt kiimelerinin ailesi

X kiimesi iizerinde taniml d metrigi ile verilen metrik uzay
X kiimesi iizerinde tanimh p modiileri ile verilen modiiler uzay
X kiimesi tizerinde tamiml w ile verilen modiiler metrik uzay

D-modiiler metriginin verilen X kiimesi {izerinde iirettigi
topoloji

X kiimesinin biitlin alt kiimeleri ailesi

Herhangi bir ¢ C X kiimesinin (X,D) GMMU’ da D,
genellegtirilmis modiilerine gore ¢api

Her bir x € X icin {z, f(z), f%(x),...} seklinde alman f
fonksiyonuna bagh iterasyon dizisi kiimesi

Genellegtirilmis modiiler metrik uzay

Herhangi A\, u € R, A > 0 ve p > 0 icin w modiiler metrigi ile
X kiimesi tlizerinde tanimlanan acik yuvar

Jleli-Samet metrik uzay1
X kiimesi iizerinde w modiiler metriginin iirettigi topoloji

B C X kiimesi iizerinde D, genellestirilmis metrigi ile
tanimlanan metrik degerler kiimesinin en biiyiik alt siniri
B C X kiumesi tzerinde D, genellegtirilmis metrigi ile

tanimlanan metrik degerler kiimesinin en kiiciik iist sinir1

{Zn}nen € X dizisinin tist limiti



1. GIRIS

Sabit Nokta Teorisi, giiniimiizde pek ¢ok matematikgi tarafindan galigilan ve sayisiz
alanda uygulamalar1 olan bir matematik disiplinidir. Klasik analizin hizla gelisimine
paralel olarak gelismistir. Diferansiyel ve integral denklemler i¢in varlik teoremlerinin
ispatlanmasindaki yeri sayesinde 6nemi son birka¢ on yilda giderek artmigtir. Belli
kosullar altindaki X kiimesinin, iizerine bir doniigiim olan f doniisiimii ile bir ya da

daha ¢ok sabit noktaya sahip olmasi bu teorinin basit bir 6zetidir.

Sabit Nokta Teorisi(SNT) {i¢ ana alana ayrilmigtir: Metrik SNT, Topolojik SNT ve
Ayrik SNT. Bu simiflandirmay1 saglayan {i¢ ana teorem sirasiyla; Banach, Brouwer ve

Tarski Sabit Nokta teoremleri olmustur.

Banach Biiziilme Ilkesi, tam metrik uzaylar iizerinde tammli her biiziilme
dontlisiimiiniin  bir tek sabit noktaya sahip oldugunu basit ve anlagilir bir
matematiksel ifadeyle sOyler ve analizin sabit nokta teorisinde en fazla uygulama
alanina sahip olan ilkedir. Boyle olmasinda bu ilkenin bazi 6nemli o6zellikleri rol
oynamistir. Ornegin; doniisiimlerin ~ biiziilme durumlarinin = anlagilir  olmast,
kosullarinin kolayca test edilebilmesi, sadece tam metrik uzay yapisini gerektirmesi,
yapict olan ve iglem basamaklar1 rahatca takip edilebilen bir algoritma kullanmasi,
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢Oziimiiniin varligi ve tekligi aragtirilirken
bagarili yaklagimi, bu denklemlerin uygulama alanlarinda kullanilmasi bu nedenler
arasinda sayilabilir [1]. Bu ilke temelde bagka matematikgiler tarafindan 6nceden
biliniyor olsa da ilk kez Banach’ in 1922 yilindaki tezinde agik bir sekilde ifade edilmis

ve integral denklemin ¢6ziimiintin varhgini gostermek i¢in kullanilmigtir [2].

Once biiziilme doniisiimiiniin tanimi ve ardindan Banach Biiziilme Ilkesinin ifadesi

verilmigtir.

(X, d) bir metrik uzay ve f: X — X herhangi bir dontigiim olsun. Eger her z,y € X

icin
d(f(x), f(y)) <k d(z,y) (1.1)

olacak gekilde bir £ > 0 sabiti var ise f doniigiimiine Lipschitz doniigimii denir. En
kii¢lik k£ sabitine f’ nin Lipschitz sabiti denir. f : X — X Lipschitz doniigiimiiniin
k < 1 olacak bi¢imde bir Lipschitz sabiti var ise bu doniigsiime biiziilme dontigiimii

denir.



Banach Biizilme Déniistimi Ilkesi:
(X, d) tam metrik uzay ve f: X — X bir biiziilme déniigiimii olsun. Bu durumda her

x € X i¢in lim f™(z) = xo ’dir. f’ nin bir z( sabit noktasi vardir. Dahasi,
n—oo

n

1—k

d(f"(x),20) < d(x, f(x)) (1.2)

dir [3].

Bu ilkenin genellestirmeleri de matematikcilerin ilgisini ¢ekmis ve metrik uzayin
genellestirilmesi ya da biiziilme doniisimiiniin genellestirilmesi yoluyla yapilmistir.
Modiiler metrik uzaylar iizerinde verilen sabit nokta teoremi uzayin, quasi-biiziilme
yardimiyla verilen Ciri¢ sabit nokta teroemi doniisiimiiniin daha genel olmasina

verilebilecek yapilan 6nemli ¢aligmalardandir |4-6].

Banach Biiziilme Déniisiimii Ilkesi cogul degerli doniisiimlere ilk defa Nadler tarafindan
genigletilmigtir [7]. Nadler, bu konudaki ana teoremini goyle agiklamigtir: "(X, d) tam
metrik uzay, f: X — CB(X) ¢ogul degerli biiziilme déniigiimii olsun. Bu durumda f
sabit noktaya sahiptir." Burada Nadler, herhangi A, B € C'B(X), yani X kiimesinin
kapali ve sinirh herhangi A ve B kiimeleri ve her a € A igin, bir € > 0 alindiginda

d(a,b) < H(A,B) + ¢ (1.3)

saglanacak bi¢imde bir b € B bulunur, sonucunu Hausdorff metrigi icin agiklamigtir.
(Burada B kiimesinin kompakt olmasi b elemanimin varhigimi garanti eder.) (X, d) bir
metrik uzay ve CB(X) , X kiimesinin kapali ve sinirli alt kiimeleri ailesi olmak tizere
her z,y € CB(X) i¢in

H(A, B) = max { supd(zx, B), supd(y, A)} (1.4)

z€A yeB
seklinde verilen H : CB(X) x CB(X) — [0, 00) doniigiimiine Hausdorff metrigi denir.
Sabit nokta teoreminin ifadesinde kullandigi cogul degerli biiziilme doniigtimii ile

Nadler, (X, d;) ve (Y,ds) iki metrik uzay, f : X — CB(Y) bir doniigiim, o € R bir

sabit olmak fizere,

H(f(z), f(2)) < adi(z, 2) (1.5)

her z,z € X igin saglayan f doniigiimiinii kastetmistir. Burada bu doniigiime ayni



zamanda ¢ogul degerli Lipschitz doniigiimii denir. « sayis1 17 den kiiciik ise bu durumda

f doniigimiine ¢ogul degerli biiziilme doniigtimii denir.

Hausdorff metrigi yardimiyla verilen ¢ogul degerli déniigiim i¢in sabit noktanin varlig:

ve tekligi ile ilgili teorem agagida verilmistir:

(X,d) tam metrik uzay olsun. CB(X) ile X'in kapali ve smurh tiim alt kiimelerinin
ailesi gosterilsin ve H Hausdorff metrigi olsun. f : X — CB(X) ¢ogul degerli bir

doniigiim olmak tizere, eger her x,y € X icin

H(f(z), f(y)) <k d(z,y) (1.6)
olacak bigimde k < 1 sabiti var ise z € f(x) olacak bigimde bir x € X noktas1 vardir.

Bu teoremde iki noktaya dikkat cekilebilir. Birincisi, Banach Biiziilme Ilkesinin aksine,

x sabit noktasinin tek olmamasidir, olmasina da gerek yoktur. Ikincisi, X tam metrik
uzaydir, (CB(X), H) da tamdr [8|.

Genellegtirilmis modiiler metrik uzaylarin yapisal olarak incelendigi bu tezin icerigi bes

baglik altinda toplanmigtir.

Baglarken c¢ogul degerli fonksiyonlarin bazi temel Ozelliklerinden bahsedilmistir.
Genellegtirilmis modiiler metrik uzaylar(GMMU) {izerinde agik yuvar tanimlar
verilmis ve bunlarin iirettigi iki 6nemli topoloji ele alinmigtir. Bu topolojiler GMMU’

da daha once bahsedilen diger topolojilerle kargilagtirilmigtir.

Genellegtirilmis Hausdorff modiiler metrik tanimi verilmigtir. Ardindan ¢ogul degerli
Lipschitz doniigiimii, D-gogul degerli biizlilme doniigiimii gibi yeni tanimlar
yapilmigtir. Bunlarin arasindaki iligki agiklanmig ve Genellegtirilmis Banach Biiziilme
Ilkesi yardimiyla GMMU’ m cogul degerli bir déniisiim icin bos kiimeden farkli,
D-kapali ve sinirli herhangi bir alt kiimesinde sabit noktanin varlik ve teklik kogullar:

aragtirilmigtir.

Sabit noktaya sahip doniigiimlerin davraniglarini inceleyen, iyi bilinen bazi sabit
nokta teoremleri ¢ogul degerli doniigiimler i¢in de ispatlanmigtir. Bunlardan ikisi bu
boliimde ele alinmigtir: Caristi ve Feng-Liu tipleri. Burada Feng-Liu tipi, Hausdorff
metrigi kullanmadan diger ¢aligmalardan ¢ok farkli bir yonde sabit nokta sonuglarinin
geniglemesidir. Bu tip yaklagimlar yardimiyla sabit noktanin varliginin hangi kogullari
gerektirdigi GMMU’ da aragtirilmigtar.



Sonug boliimde, GMMU’da homojen olmayan lineer parabolik parcali diferansiyel

denklemlerde basglangi¢ deger problemi i¢in 6rnek niteliginde bir uygulama verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde genellegtirilmis modiiler metrik yapisini kurarken yararlanilan baz temel

tanim ve teoremler yer almaktadir.

1990 yilinda Khamsi, Kozlowski ve Reich tarafindan modiiler fonksiyon uzaylarinda
sabit nokta teorisi ilk kez ve detayl olarak cahgilmigtir [9]. Modiiler fonksiyon
uzaylari, Nakano tarafindan daha Onceden tanimlanmig olan modiiler vektor
uzaylarmin lineer olmayan 6zel bir durumudur [10]. Modiiler fonksiyon uzaylar ilk
kez Musielak ve Orlicz tarafindan ortaya konmugtur [11]. Bu galigmalarin ardindan
modiiler metrik yapisi da Chistyakov tarafindan olugturulmustur [4,5]. Abdou ve
Khamsi, modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerini aragtirmiglar ve sabit
noktaya sahip olabilecek doniigiimlerin nasil bir yapiya sahip olmalar1 gerektigini
kurallariyla ortaya koymuslardir [12]. Abdou ve Khamsi’ nin galigmalar1 Chistyakov’
un ¢alismalarindan modiiler metrigin ele alinigi bakimindan temel olarak farklidir. Bu

tez boyunca Abdou ve Khamsi’ nin yaklagimi ile ayn1 yaklagim benimsenmistir.

Metrik yapisini genellestirmek, metrik uzaylarin klasik yapisi ve bunun getirdigi
sonuglara bakildiginda bazi anlamli ve derin kavrayislar dogurdugu igin ilgingtir.
Ornegin, klasik bir metrik uzayda iicgen esitsizliginin iizerinde yapilan ufak
degisiklikler artik o uzayin bilinen bazi metrik uzay ozelliklerini saglamamasina neden

olabilir. Bu durum ve 6rneklerine bakmadan 6nce bazi tanimlar verilmistir.
Nakano tarafindan verilen modiiler tamimini agagida verilmigtir |10]:

2.1.1. Tanim

X, R iizerinde bir lineer vektor uzayr olsun. Asagidaki kogullart her z,y € X igin

saglayan p : X — [0, 00| fonksiyonuna regiiler modiler denir:

(1) p(z) = 0 olmas igin gerek ve yeter sart = 0 'dir ,
(2) plaz) = p(x), ise [af =1 dir ,
(3) Her a € [0,1] i¢in p(ax + (1 — a)y) < p(z) + p(y) 'dir .

Burada p regiiler modiileri X vektor uzay1 iizerinde tanimlanmigtir.

X, ={z e X, lir%p(oz z) =0} (2.1)



kiimesine de modiiler vektor uzay: denir.

X, uzayida herhangi bir {z,, },en dizisi ve bir € X, elemani segilsin. Eger bu dizinin

p dontigiimii altindaki gortintisi igin lim p(z, — x) = 0 kosulu saglaniyorsa, {x, },en
n—oo

dizisi x noktasia p-yakinsar denir.

Eger herhangi bir K # 0 ve her z € X, igin;

p(2r) < Kp(z), (2.2)

oluyorsa p’ ya As-kosulunu saghyor denir.Dahasi, her x,y,z, € X, i¢in {z,} dizisi ©

noktasina p-yakinsak oldugunda

p(r —y) <liminf p(z, —y), (2.3)
oluyorsa p’ ya Fatou ozelligini saghyor denir.

En yaygin kullanimi ile metrik tanimini asagida verilmigtir:

2.1.2. Tanim

X bog kiimeden farkli bir kiime ve d : X x X — R* U {0} dontigiimii her z,y,z € X

icin agagidaki ozellikleri saglasin:

Bu durumda d doniigiimiine X kiimesi tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik

uzay denir. Burada belirtilen kogullar metrik kosullar1 olarak adlandirilir.

Jleli ve Samet tarafindan tanimlanan genellegtirilmis metrik uzay kavrami asagida

verilmigtir [13]:
2.1.3. Tanim

X bos kiimeden farkl bir kiime olsun. D : X x X — [0, oo] fonksiyonu ve herhangi bir



x € X igin
C(D,X,x) ={{z,} C X; lim D(z,,z) = 0}. (2.4)
n—oo

kiimesi tanimlansin. Agagidaki kosullar1 saglayan D : X x X — [0, oo] fonksiyonuna X

iizerinde bir genellestirilmis metrik denir:

(Dy) Her (z,y) € X x X i¢in D(z,y) =0 =z = ¢’ dir;
(D) Her (z,y) € X x X i¢in D(x,y) = D(y, x) olur;
(D3) Her (z,y) € X x X ve {x,} € C(D, X, z) igin;

D(z,y) < C limsup D(z,,y) (2.5)

n—oo

esitsizligini saglayan bir C' > 0 sabiti vardir.
(X, D) ikilisine genellestirilmis metrik uzay denir.

Genellegtirilmis metrik yapis1 hem metrik, hem de modiiler yapisin1 kapsamaktadir [13].

Verilen Tanim 2.1.3” deki kogullar C' = 1 ile birlikte metrik sartlarinin tiimiinii saglar:

(Dy) Her (z,y) € X x X i¢in D(z,y) =0 =z =y’ dir.

(Ds) Her (z,y) € X x X i¢in D(z,y) = D(y, x) olur.

Metrigin ilk iki sart1 kolayca saglanir. Ucgen esitsizligina bakilirsa,
(D3) Her (z,y) € X x X igin,

D(SL’7 y) < D(]}, xl) + D(x17 'TQ) + ’D<LU2, .leg) +.t D(l’n, y) (26)
ve {z,} € C(D, X, x) igin;

D(z,y) < D(zy,y) < limsupD(z,,y) (2.7)

n—o0

esitsizligi saglanir.

(X, p) modiiler vektér uzayr olmak iizere D, : X x X — [0,00] déniiglimiinii her
z,y € X i¢gin D,(x,y) = p(x — y) olarak tamimlansin. Eger p Fatou 6zelligine sahipse

D,, X iizerinde genellegtirilmis metrik olur.



Czerwik 1993’ te b-metrik uzay kavramim goyle tamimlamigtir [14]:
2.1.4. Tanim

X bog kiimeden farkli bir kiime ve d : X x X — R* U {0} dontigiimii her z,y,z € X

icin asagidaki ozellikleri saglasin:
(bl) d(z,y) =0 <= z =1y,
(b2) d(z,y) = d(y, ),

(b3) d(z,y) < s[d(z,z) + d(z,y)] olacak bigimde bir s > 1 vardur.

Bu durumda d déniigiimiine X kiimesi iizerinde bir b-metrik ve (X, d) ikilisine de b-

metrik uzay denir.

Burada her z,y € X ve her n € N, {z,,} € C(d, X, z) i¢in (b3) 6zelligi yazilirsa:
d(z,y) < sd(x,z,) + sd(x,,y) (2.8)
elde edilir. Bu da n — oo igin;

d(z,y) < th_{go sup d(z,,y) (2.9)
olmasi, yani C' = s ile (D3) kogulunun saglanmasi demektir.

Hitzler ve Seda, dislocated metrik uzay1 asagidaki gibi tanimlamigtir [15]:

2.1.5. Tanim

X bos kiimeden farkl bir kiime ve d : X x X — R* U {0} doniigiimii her z,y,z € X

icin agagidaki ozellikleri saglasin:

(bl) d(z,y) =0=z =y,
(b2) d(z,y) = d(y,z),
(b3) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

Bu durumda d dontigiimiine X kiimesi tizerinde bir dislocated metrik ve (X, d) ikilisine

de dislocated metrik uzay denir.



Metrik yapisina benzer sekilde dislocated metrik yapisinin da genellestirilmis metrik

tarafindan kapsandigi gosterilebilir.

Chistyakov tarafindan modiiler metrik tanimi verilmis ve modiiler metrigin bir¢ok
ozelligi incelenmigtir [16]. Bu boliimiin  devaminda, Chistyakov’ un ¢aligmasinda

acikladigr modiiler metrik taniminin bazi 6zellikleri ve iligkili 6rnekleri verilmistir.
2.1.6. Tanim
X bog kiimeden farkli bir kiime ve w : (0,00) x X x X — [0, co] fonksiyonu verilsin.

(7) Her bir A > 0 ve z,y € X i¢in, wy(z,y) =0 <= z =y 'dir;
(77) Her bir A > 0 ve x,y € X i¢in, wy(z,y) = wr(y, x) ;

Y

(i73) Her bir A, u > 0 ve z,y, 2z € X icin wyy,(z,y) < wi(z, 2) + w,(y, 2).

Bu durumda yukaridaki (i), (ii) ve (iii) Ozelliklerini saglayan w dontigiimiine X
tizerinde bir modiler metrik denir. Eger (i) sartinin yerine, agagidaki sart konulursa;
(i) Her bir A > 0 ve z € X i¢in wy(z,x) =0,

w 'ya X ’de yar: modiler metrik denir.

2.1.7. Ornek

1. Her A > 0 igin (X, d) (yar1) metrik uzay1 verilmis olsun. Bu durumda

0 z=y;

2.10
;T #Y, (2.10)

w(z,y) = {

seklinde tanimlanan w$ doniiglimii bir modiiler metriktir:

(i) Her bir A > 0 ve z,y € X i¢in, wi(z,y) =0 < z =y 'dir;

(it) Her bir A > 0 ve z,y € X i¢in, w§(z,y) = w(y, ) ;

(73i) Her bir \,u > 0 ve z,y,z € X i¢in (2.10)" dan sadece iki durum séz konusu
olabilir:

(Dws,,(z,y) = 0 durumunda metrigin tammina gore sadece 0 ve oo degerlerini
alabilecegi igin (7i7) kogulu saglanir.

)wi () =

durumlarindan biri saglanir. Boylece yine (iii) kogulu saglanmig olur.

oo durumunda z # y demektir. O zaman x # z veya y # =z

Yani her bir A, u > 0 ve z,y,2 € X i¢in w§, ,(z,y) < wi(x, 2) + w;(y, z) saglanir.
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2. d , X iizerinde metrik olsun. Azalmayan bir ¢ : (0,00) — (0, 00) fonksiyonu . Bu

durumda

b _ d(l’,y)
wi(z,y) = 0 (2.11)

ayni kiime iizerinde bir modiiler metriktir. Modiiler metrik taniminin ilk iki kosulu

burada kolaylikla gosterilebilir. Her A > 0 igin

dz,y) d(z,y) A

wi(z,y) = S0 a o (2.12)

olsun. Her A\, > 0 i¢in

A A
¢Q+M)S¢O)

(2.13)

saglanir. Buradan,

d(z,y) _ d(z,2) d(z, y)
e(A) T oA +p)  e(A+p)

A d(z,z) pod(z,y)
T At () At e(p)

(2.14)

1
< m.ub\(x, z) + m.wﬂ(y, z)

oldugundan her bir A, > 0 ve z,y, z € X i¢in (i) 6zelligi saglanmig olur.

3. d , X iizerinde metrik olsun.

00; A< d(xay)a
¢(z, 2.15
wS(z,y) = { 0; A>d(z,y); ( )

w$ modiiler metriktir.

Chistyakov’ un c¢aligmalarinda yer alan motivasyonu asagida verilmigtir [16].
Chistyakov’ a gore, bir X kiimesi iizerinde tanimlanan modiiler metrik ashinda

agsagidaki gibi verilen fiziksel bir terimi ifade eder:

Herhangi bir A > 0 parametresi zamani1 gostersin. Her x,y € X i¢in x noktasindan y
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noktasina \ zamaninda gidilirken hiz degigimi
0 <wy(z,y) < oo (2.16)

olarak ifade edilsin. Bu doniisiim metrik taniminin tiim kogullarini saglar. X iizerinde
wy : (0,00) x X x X — [0, 00] olarak verildiginde w = {w)y : A > 0} = {wy} >0 kiimesi
bir A > 0 parametresi i¢cin bu sekildeki tiim fonksiyonlar: ve bunlarin hiz alanini temsil
eder.

Zaman A > 0 parametresi ile gosterilirse, A\ — ﬁ olacak bigimde her h : (0,00) —
(0,00), h(X) > 0 fonksiyonu igin ﬁ orani azalmayan bir fonksiyon ifade eder. (X, d)
bir metrik uzay ve her z,y € X verilsin. Bu durumda

_d(y) A d(z,y)
T 9) =30 T Ay T A

(2.17)

ile gosterilen fonksiyon x ile y noktalar1 arasinda A zamanina gore Olgeklendirilmis

ortalama hiz1 ifade eder. h(\) = A alindiginda ise bu ifade ortalama hiza donisiir.

Metrik (uzaklik) ile modiiler metrik(hiz alan) arasindaki fark, her A > 0 i¢in wy(z,y) =
oo oldugunda ortaya ¢ikar. wy(x,y) = oo olmasi z ile y noktalar: arasinda A zamanina

gore hesaplanamayan bir durum oldugunu belirtir.

Herhangi bir X kiimesi iizerinde tanimlanan w modiiler metriginin herhangi x,y € X

icin belirttigi denklik bagintisi agsagidaki gekilde tanimlanmigtir:
2.1.8. Tanim

X bos kiimeden farkli bir kiime ve w, X iizerinde yukaridaki Tanim 2.1.6 kogullarim
saglayan bir modiiler olsun. Herhangi iki ,y € X elemaninin X x X fiizerindeki iligkisi

~ bagmtist yardimiyla asagidaki gibi verilmigtir:
TNy = /\lim wx(z,y) = 0. (2.18)
—00

Bu bagintida her € X igin (i) 6zelliginden limy ., wy(x,z) = 0 oldugundan bagint:

yansiyandir. Her x,y € X i¢in (éi) ozelliginden limy_,o, wy(z,y) = 0 oldugunda
limy oo wr(y,2) = 0 olur, bu durumda bagmti simetriktir. Her z,y,2 € X igin
lmy oo wr(z,y) = 0 ve limy,oow,(y,z) = 0 oldugunda (éii) Ozelliginden

limy oo wat, (7, 2) = 0 olur, bu durumda bagmti gecismelidir. ~ bagmtis1 yukarida
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gosterilen yansima, simetri ve gecisli olma 6zelliklerini sagladigindan bu bagintiya X

iizerinde bir denklik bagintisy denir.

X/ ifadesi ile X ’in ~ bagmtisiyla elde edilen béliim kiimesi gosterilmistir. Bir 2 €
X elemani i¢in her bir elemanm denklik smifi X/« boliim kiimesinde agagidaki gibi

gosterilir:
Xe(r)={ye X :y~z} (2.19)

Es.2.19’ daki kiime z elemanina ~ denklik bagintis: ile bagh olan X’ in elemanlarim

igerir.
d: (X/w) % (X/2) = [0,00] (2.20)

fonksiyonu agagidaki sekilde tanimlandiginda;

~

d (X0 (z), X0(y)) = lim wy(z,y), =,y € X, (2.21)

A—00

iyl tanimhidir ve metrik aksiyomlarini saglar.
2.1.9. Tanim

Herhangi bir zy € X elemani igin denklik smifi kiimesi Eg.2.19” daki tanim ile X, =
X?(x9) olarak gosterilir. Burada X, kiimesine iizerinde tanimli ~ bagmtisi ile modiiler

kiime denir.

Tanim 2.1.9” dan yararlanarak, her x,y € X, i¢in
do (z,y) = inf{\ > 0: wy(z,y) < A} (2.22)

seklinde verilen doniigiim bir metriktir. d¢ (z,y) doniigtimii ile X,, kiimesi de bir metrik
uzay olur. Asagidaki Ornek 2.1.10 ile d° (z,y) metrigine birbirinden farkli kiimeler

iizerindeki modiiler yapilar yardimiyla ornekler verilmigtir.

2.1.10. Ornek

b

Ornek 2.1.77 de tanimlar verilen w®, w” ve w® modiilerleri ele alinirsa, sirasiyla:
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Xw - {QZ’()}, dz;(xvy) = 07

1. ve 3. ornekleri icin
¢ { X=X, o (z,y) = d(z,y).

2. ¢ fonksiyonu alttan smurh ise, X, = {zo} ve d°(z,y) = 0 olur. Diger yandan, eger
A — oo iken p(N\) = oo ise, (0, 00) tizerinde (X)) = Ap(A) kesin artan fonksiyon olsun.

A > 0 oldugunda X, = X ve

o (x,y) =~ (d(x,y)) (2.23)

olur. Ozellikle, herhangi bir p € R igin p > 0 sabiti ile ¢(\) = A? olarak tanimlanirsa;
d° (z,y) = (d(x,y))"®*) olur. Bu ii¢ érnekte elde edilen uzaylar iyi bilinen metrik

uzaylardir.
2.1.11. Tamim

X bos kitmeden farkli bir kiime ve wy onun tizerinde tanimli ve Tanim 2.1.6" daki (i) ve
(77) sartlarina ek olarak agagidaki (iv) kosulunu saglayan bir modiiler metrik olsun. Bu
durumda w : (0,00) x X x X — [0, 00| fonksiyonuna X ’de konveks modiler (metrik)

denir.

~—waly, 2) (2.24)

. A
(iv)  wigul(z,y) < R Nt

w)x(xa Z) +
1

Burada, Tanim 2.1.6" daki (i) sartim (i) ile degistirirsek, w 'ya X ’de konveks yar

modiler (metrik) denir. Bu durumda,

Xp = X0 () ={x € X :wy(x,x0) < 0o olacak bigimde IX = A(z) > 0 vardir. }

(2.25)
kiimesi konveks modiiler kiime olur.
Her z,y € X icin;
d! (z,y) = inf{\ > 0: wy(x,y) <1} (2.26)

metrigi ile (X7, d%) uzayr Tamim 2.1.2" deki metrik kogullarim saglar. Dolayisiyla

w) W

(X7, d¥) uzayr metrik uzaydir.

wr w
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2.1.12. Tanim

X bosg kiimeden farkli ve w, X fiizerinde tanimli modiiler olsun. Her z € X ve A\ =

A{zn}, z) > 0 sayilar igin

lim wy(z,,x) =0 (2.27)

n—o0

saglaniyorsa X’ deki {x, } dizisi modiiler yakinsaktir denir. Burada z’ e {x,} dizisinin

modiler limiti denir.
2.1.13. Tanim

X bog kiimeden farkh ve w, X iizerinde tanimli modiiler olsun. Her 2,y € X ve her

A > 0 sayisi i¢in; w, x ve y 'ye bagh ise, yani;

v #y = wx(z,y) #0, (2.28)
olacak bicimde w ya X dizerinde kati modiiler denir.

2.1.14. Tanmim

(X, d) metrik uzay ve X ’de her z,y € X i¢gin

d(T'(x),T(y)) < kd(z,y) (2.29)
kogulunu saglayan k € [0,1) varsa T': X — X doniisiimiine bizilme déniisimi denir.
2.1.15. Ornek

I =la,b)],|I| = b— a,(M,d) metrik uzay, X = M’ ve ¢ fonksiyonu [0, c0) araliginda
p(r) =0 <= x =0ile [p] = lim, 0 p(x)/z = sup,-o(¢(x)/z) € (0, 00] kosullarmi
saglayan konveks fonksiyon olsun. (M, |.]|) ile refleksif Banach uzayi, L,(I; M) ile
tiim kuvvetli 6lgiilebilir ve Bochner integrallenebilir x : I — M doniigiimlerinin uzayn,
L?(I; M) kiimesi ile p(z) = [, ¢(]|2(t)]|)dt klasik Orlicz konveks modiileri oldugunda
baz1 « = «(x) > 0 sabit sayilar i¢in p(az) > 0 kogulunu saglayan tiim kuvvetli
Olgiilebilir x : I — M doniigtimlerinin Orlicz uzay1 gosterilmigtir. Bir x € X igin x ’in
I’ daki salimm miktan |z(])] = |z(])]q = sup{d(z(t),z(s)) : s,t € I} kiimesi aym
zamanda x(I) = {xz(t) : t € I} C M goriintii kiimesinin ¢apidir. Riesz-Medvedev
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varyasyonunun simirll  doniigiimlerini gosteren GV, (I; M) kiimesi I {izerinde
genellestirilmis smirll ¢ varyasyonlarmimn kiimesidir. Yani GV, (I; M) = X’ dui.
Burada V,(z,1) = wi(z,x0) = sup{d i [Lle(z(L)|/|L]) : n € N, {t;}g < I}

kiimesi x° sabit doniigiimiinden bagimsiz olarak ifade edilir. g € M igin

X{Z = {l’ c GV@(I; M) : I((l) = IO} olur. Burada Iz = {ti—lati}7 |Iz| =t; — ti—h {tz}?:o
i¢cin [ arahgimin pargalamsidir. f : [a,b] x M — M (Carathéodory-tip) fonksiyonu
asagidaki ozelliklere sahiptir:

(1) Her bir z € M igin fonksiyon: f(.,x) = [t — f(t,x)] : [a,b] — M kuvvetli dl¢iilebilir
ve baz1 yo € M i¢in f(.,y0) € L?([a,b]; M) ’dir;

(2) L > 0 sabiti neredeyse tiim t € [a,b] i¢in ve z,y € M icin ||f(t,z) — f(t,y)|| <
Llz — yl| *dir.

Boylece integral operatorii;
t
(Tz)(t) = xg +/ f(s,z(s))ds, x€ X tE€]a,b] (2.30)

X modiiler kiimesinde tamimli bir déntistimdiir ve bu durumda asagidaki esitsizlik

saglanir:
wrp-an(Tx, Ty) <wi(z,y) YA>0, z,yeX,. (2.31)

Bu esitsizlik modiiler metrik uzaylarda integral operatorii i¢in biiziilme dontisiimii ifade
eder. T dontigiimiiniin iyi tanimh oldugu, (1)’ de ve (2)’ de verilen esitsizlikleri sagladig:

kolayca gosterilebilir.
2.1.16. Tanmim

X bog kiimeden farkli bir kiime ve f : X — X bir doniigiim olsun. Bu durumda
f(z) = x olacak bigimde bir x € X varsa x noktasma f doniigiimiiniin X kiimesindeki

bir sabit noktasi denir.

Bir doniistimiin sabit noktasi hi¢ olmayabilir, birden ¢ok ya da tek olabilir. Asagida

yalin baz 6rnekler verilmistir.
2.1.17. Ornek

X = [0, 00) kiimesi i¢in agagidaki f doniigtimlerine bakalim:
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(r) = 2% + 1 doniigiimiiniin herhangi bir sabit noktas1 yoktur.

(z) = £ igin 2 = 0 noktas1 bu doniisiimiin tek sabit noktasidir.

~—~~ —~
w N
~— — —

f
f(z) = 2? déniigiimiiniin x; = 0 ve 25 = 1 olacak sekilde iki sabit noktas1 vardir.
f

Asagida M.A. Khamsi’ nin modiiler metrik yapisina yaklagimi verilen tanimlar

yardimiyla agiklanmaya ¢aligilmigtir [17].
2.1.18. Tamim

X bos kiimeden farkli bir kiime ve > ile X’ in alt kiimelerinin bog olmayan o-cebiri
gosterilsin. P ile X’ in alt kiimelerinin 0-halkasi gosterilmek tizere her bir A € >
ve £ € Pigcin EN A € P olsun. Bu durumda verilen K,, € P kiimelerinin artan
uzay1 gosterilsin. My, ile {g,} C ¢, |gn] < |f] ve her x € X i¢in g,(z) — f(2)
saglayan f : X — [—o00,00] X [—00, 00| fonksiyonu ile verilen genisletilmis 6lgiilebilir
fonksiyonlarin uzay1 gosterilsin. p : My, — [0, 00] fonksiyonu iyi tanimli, konveks ve
¢ift fonksiyon olsun. Agagidaki sartlari saglayan p fonksiyonuna regiiler konveks pseudo-

modiler denir:

(i) p(0) = 0,

(ii) f,g € My ve her x € X i¢in |f(x)| < |g(z)| igin p(f) < p(g) oluyorsa p’ ya
monoton,

(ii) A, Bee, ANB#Dve fe My igin p(laup) < p(la) + p(1p) oluyorsa p’ ya
ortogonal alttoplamsal,

(iv) f € My ve her x € X igin |f,(z)| T |f(2)| igin p(f,) T p(f) oluyorsa p’ ya Fatou
ozelligine sahiptir,

(V) gn € € i¢in |g,(z)| 4 0 i¢in p(g,) 4 0 oluyorsa p’ ya e’ da siraly siireklidir denir.

Benzer gekilde 6l¢ii uzaylarinda her g € ¢ igin p(gla) = 0 oluyorsa A € >’ ya p-
sufer denir. Olgiilebilir kiimelerin herhangi ciftinin simetrik farki p-sifir olmasi aym
zamanda p-sifir’ da oOlgiilebilir fonksiyonlarin farkini ifade eder. Herhangi bir 6zellik
i¢in bu ozelligin saglanmadigr kiimenin 6lgiisii p-sifir ise bu 6zellik p-hhy(hemen her
yerde) saglaniyor denir. Boylece p-hhy olan her f € M(X,> ,P,p) fonksiyonlar

i¢in
M(X,Y Pp) = {f € Muc; | f(x)] <00, p— hhhy} (2.32)

kiimesi bir denklik simfidir. M(X, >, P, p) yerine kisaca M yazlabilir. p fonksiyonu

regiiler pseudo-modiiler olsun.
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(a) Her @ > 0 i¢in p(af) = 0 i¢in f = 0 p-hhy oluyorsa p fonksiyonuna regiler yari-
modiiler denir.

(b) Eger p(f) =0 i¢in f = 0 p-hhy oluyorsa p fonksiyonuna regiiler modiler denir.

Her f e M, E € icin p(f, E) = p(flg) almsin. Bu durumda p(f, E) bir regiiler

pseudo-modiilerdir.

Vektor uzayr L(X, ) tizerinde modiiler fonksiyon uzayi, M 6l¢iilebilir fonksiyonlarin
uzay1 olmak {izere kisaca L, = {f € M;X — 0 iken p(Af) — 0} olarak verilsin. Bu
durumda f,g € L, i¢in

11, =int fo0ip(2) <1 (233)

«
ile verilen norma Liiksemburg normu denir.

Burada her A > 0 ve f,g € L, i¢in wy(f,9) = p((f — g)/A) oldugundan w, doniigiimii

L, uzaymda modiiler metriktir.

Burada ayrica, ¢ : [0, 00] — [0, 00] iken A > 0 igin,

L7 = {1 (R 5 Rip(Af) = [ oS (@)])ds < o0) (2.34)
R
fonksiyon uzay1 olmak {izere,

w(M)da: (2.35)

R

ifadeleri A > 0 ve her f,g € L¥ i¢in wy’ nin L¥’ de bir modiiler metrik oldugunu

gosterir.

Yapilan ispatlarda asagida Tanim 2.1.19" da verilen Abdou ve Khamsi’ nin kullandigi
sekilde Ay kogulu kullanilmigtir [12].

2.1.19. Tanim

X, uzayl lizerinde taniml w modiiler metrigi ile bir modiiler metrik uzay olmak iizere
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bazi A > 0 igin

T}LrgowA(xn,x) =0 (2.36)
saglaniyorken her A > 0 igin

JLIEOwA(:cn,x) =0 (2.37)
saglaniyorsa w modiileri Ay kosulunu sagliyor denir.

2.2. Temel Teoremler

Daha once bagka kaynaklarda deginilmis olan ve tanimlar kisminda yer verilen metrik
yapilari ile ilgili sabit nokta teoremlerini ifade ve ispat ederken kullanilacak bazi temel

teoremlere ve ispatlarina deginilmigtir [16].
2.2.1 Teorem

X, bos kiimeden farkh ve w, X,, tizerinde tanimh modiiler olsun. {z,}°; C X, dizisi
ve T € X, alahm. Bu durumda; n — oo iken d? (z,,,z) — 0 olmas1 igin gerek ve yeter
sart her A > 0 igin n — oo oldugunda w)(x,, ) — 0 olmasidir. Benzer durum, Cauchy

dizisi i¢in de gecerlidir.

jspat

{z,} — x olsun. Her £ > 0 igin &yle bir ny = ng(e) € N vardir ki her n > ng(e) igin
d° (r,, ) < € saglamir. Herhangi 0 < 1 < A ve her z,y € X igin;

wxto(r,y) < wa(r,y) < wr_o(r,y) < wurolz,y) < wy(r,y) <wuol,y) (2.38)

ozelligi modiiler metrik igin saglanir. Her n > ny(e) icin

we(z,y) < we_o(z,y) <e (2.39)

olur. A > 0 i¢in her n > ng(mine, \) dersek

WA(Tp, ) < Wiinge a3 (Tn, ©) < min{e, A} < ¢ (2.40)
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olur. Buradan wy(z,y) — 0 oldugu sonucuna varilr.

Diger taraftan, ¢ > 0 i¢in w.(x,,x) — 0 olur ve Oyle bir ny(¢) € N vardwr ki, her
n > ny(g) igin w.(z,, ) < € olur. d tammmindan n > n,(¢) igin d° (x,,, z) < € olur ki, bu
da d° (z,,, z) — 0 olmas1 demektir. Eger w konveks ise, d2 (z,,, z) — 0 ve d (z,,x) — 0

durumlar: denktir.
{z,} ile verilen Cauchy dizisini her A > 0 i¢in

lim d°(zn,2m) =0 <= lim wy(z,,2m) =0 (2.41)

n,Mm—00 n,Mm—00

saglanir. Dolayisiyla benzer sonug Cauchy dizileri i¢in de elde edilir.
2.2.2 Teorem
X, bog kiilmeden farkli ve w, X, lizerinde tanimli modiiler olsun.

(a) X, ve X modiler uzaylar1 modiiler yakinsaklk ile kapalidir. Yani; eger z € X
icin X,, ya da X ’dan alman {z,} dizisi icin z,, = = oluyorsa; r € X,, ya da z € X7,
olmalidir.

(b) Eger w, X ’de kat1 modiiler ise; modiiler limit (eger varsa) tek olarak tanimlanabilir.
fspat

(a){z,} C X,z € X ve {z,} — z olsun. Herhangi ¢ > 0 ve 6yle bir ng = ng(¢) € N

vardir ki her n > ng(¢) i¢in modiiler metrik taniminin (4i7) sartindan
Weyr (7, 7%) S W (T, Tny) + Wao (77, 1,) < € + Wi (2%, 1) (2.42)

elde edilir. Eger {z,} C X ise, z,, da X kiimesinde yer alr. Ay > 0 vardir ki,
Wy, (20, 2,y ) < 00 olur. Dolayisiyla weyy,(z,2°) < oo elde edilir. Boylece x € X7 elde

edilir. Benzer durum A — oo oldugunda X,, icin de gegerlidir.

(b) Limitin tekligini ispatlamak i¢in tersini kabul edelim ve iki farkli limit alinsin.
Yani {z,} C X} i¢in x,, — = ve x, — y gibi w’ ya gore iki farkli noktaya yakinsasin.
Bu durumda, wy(z,,z) — 0 ve w,(z,,y) — 0 olacak bicimde A,z > 0 sayilar
bulunur. Yine (iii) aksiyomundan wyy,(z,y) < wi(z,,z) + w,(z,,y) — 0 olur.

Boylece wyi,(z,y) = 0’ dir ve w ile x = y olur. w kat1 ise x = y olur.
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2.2.3 Teorem

X" deki metrik yakinsaklhigin eger d,, ile w modiiler ise ve eger d, ile w konveks modiiler
ise modiiler yakinsakliga denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart w modiilerinin Ay—sartini
saglamasidir. Yani; eger {z,} C X!, z € X! ve A > 0 iken lim wy(z,,z) = 0

n—o0
oluyorsa; lim wa (z,,x) = 0 olmasidir.
n—oo 2

2.2.4 Teorem

(X,d) ,T:X — X doniigtimi ile tam metrik uzay olsun. Bu durumda 7', X ’de tek
bir z* sabit noktasina sahiptir (yani ; 7'(z*) = x*). Dahasi, z* i¢in herhangi bir x5 € X

elamanim alrsak; {x,} dizisi i¢in x,, = T'(z,,—1) olacagindan x,, — z* ’dir.
2.2.5 Teorem

(Xp.,dy), T Xp — X7 doniisiimii ile konveks modiiler metrik uzay olsun.

wr W

(@) Her X > 0 igin wy(xr,y) < X oldugunda d°(Tx,Ty) < kd’(z,y) ile
wiaro(Tz, Ty) < kX birbirine denktir.

(b) X ’de verilen w, konveks modiiler olsun. d! (T'z, Ty) < kd: (x,y) olmasi igin gerek
ve yeter sart , her A > 0i¢in  wy(z,y) < 1oluyorsa  wgrro(Tx, Ty) < 1 olmasidir.

2.2.6 Teorem

w , X ’de kat1 konveks modiiler ve X modiileri tam ve her A > 0 i¢in 7" : X, — X
modiiler biizlilme dontistimii olsun. Bu durumda, oyle bir z, € X, vardir ki;
wy(xy, Txy) < oo olur. Dahasi T doniiglimii sabit noktaya sahiptir; yani, baz
. € X, elemanlan i¢in Tz, = z, seklinde bir biiziilmedir.

T 'nin x, sabit noktasi tektir ve her bir x € X7 i¢in {T"z};2, dizi iterasyonu z,

noktasina modiiler yakinsaktir.
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3. GENELLESTIRILMIS MODULER METRIK UZAYLAR
ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bir 6nceki boliimde, Jleli ve Samet tarafindan sunulan ¢alismanin bir metrik uzayin
nasil bir genellestirilmesi oldugundan bahsedilmigtir. Onlarin ¢aligmasinda, bu
genellestirmenin  metrik uzaylardan, b-metrik uzaylardan, dislocated metrik

uzaylardan ve modiiler vektor uzaylarindan daha genel oldugu gosterilmigtir |13].

Ancak modiiler metrik uzay yapisi i¢in daha 6zel bir genellestirme gerekmistir. Bu
acik genellestirilmis modiiler metrik uzay yapisini tanimlayarak kapatilmigtir. Ardindan
Banach Biiziilme Ilkesini genellestirilmis modiiler metrik ile verilmistir. Jleli ve Samet’
in ilgili calismasinda Teorem 4.3 icin Ciri¢ sabit nokta teoreminin bir genislemesi benzer

bir ¢aligmanin yol gostericiligi ile verilmigtir [18§].

X bog kiimeden farkli herhangi bir kiime olsun. D : X x X — [0, co] geklinde verilen

D fonksiyonu igin, her x € X i¢in C(D, X,z) = {{z,} C X; lim D(x,,xz) = 0} bir
n—oo

kiime olmak iizere her (z,y) € X x X ve {z,} C C(D, X, z) igin

D(x,y) < C limsup D(z,,y) (3.1)

n—oo

olacak big¢imde bir C' > 0 sayisini bulanabiliyorsa bu durumda bir genellegtirilmis
metrik oldugu bir 6nceki béliimde aciklanmigtir. Simdi modiiler vektor uzay: yapisinin
nasil genellestirilmis modiiler metrik yapisi tarafindan kapsandigi gosterilecektir.
Oncesinde klasik metrik, b-metrik yapilarini vermek oérengi daha anlagilir kilacaktir.

En son olarak da modiiler metrik uzay yapisini nasil kapsadigini gosterilecektir.

Modiiler metrik uzaylar, Chistyakov tarafindan modiler fonksiyonun fiziksel bir
aciklamasi olarak su sekilde verilmisti: Herhangi bir kiime iizerinde tamimlanan
metrik, kiimenin herhangi iki elamani arasindaki sonlu mesafeyi ifade eder. A\ > 0 bu
iki nokta arasindaki mesafeyi alindiginda zaman olmak iizere, w,(z,y) fonksiyonu bu
iki nokta arasindaki mesafenin A zamanda alindigini ifade eden ortalama hiz

fonksiyonu olacaktir.

Ancak yapilan bu tezdeki yaklagimimiz bundan farkli olarak daha once de belirtildigi
gibi Abdou ve Khamsi’ nin ¢aligmasinda oldugu gibi modiiler metrik uzaylar1 Nakano’

nun ¢aligmasimin daha genel lineer olmayan tiirii olarak alinacaktir [12].
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3.1. Genellegtirilmis Modiiler Metrik
3.1.1. Tanim

X herhangi bir kiime olmak {izere D fonksiyonu her x € X igin D : (0,00) x X x X —

0, 0] agagidaki ozelliklerle tanimlansin:

(GMM1) Her (z,y) € X x X ve her A > 0 igin D) (z,y) = 0 ancak ve ancak x = v,
(GMM2) Her (x,y) € X x X ve her A > 0 i¢in Dy(z,y) = Dx(y, ),

(GMM3) Her (z,y) € X x X, baza A > 0, ve {z,} C X i¢in TLILIIOIOD)\(ZL‘H,ZE) =0
oldugunda,

Dy (z,y) < C limsup Dy(z,,y) (3.2)

n—oo

olacak bi¢imde bir C' > 0 sayis1 vardir.

Bu ozellikleri saglayan D’ ye genellestirilmis modiler metrik, (X, D) ikilisine de

genellestirilmis modiiler metrik uzay denir.
3.1.2. Ornek

Klasik metrik d : X x X — [0, 00) ile verilen fonksiyon olmak tizere (GMM1), (GMM2)
ve C' =1 i¢in (GMM3) 6zelligini saglar.

Aynmi X kiimesi i¢in d : X x X — [0, 00) metrigi de b-metrik tamminda ftigiincii 6zellik
her x,y,z € X ve baz1 s > 1 igin;

d(x,y) < s[d(z, z) + d(z,y)] (3.3)
seklinde oldugundan (GMM1), (GMM2) ve C' = s igin (GMM3) ozellikleri saglanir.
Modiiler Vektor Uzaylarina yeniden bakilirsa:

(X, p) modiiler vektor uzay: olsun. D : (0,00) x X x X — [0, 00| fonksiyonu D, (z,y) =

p(x—;y) olarak tamimlayalim ve asagidaki ozelliklere bakilirsa:

(1) Her z,y € X ve her A > 0 igin D)(z,y) = 0 ancak ve ancak = =y,
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(2) Her (z,y) € X x X ve her A > 0 igin D)(z,y) = Di(y, ),
(3) Eger p Fatou dzelligine sahipse her A > 0 ve {z,,} C X i¢in {5} — {’ya p-yakinsak

olsun. Bu durumda; her z,y, z, € X ve C' = 1 sayis1 i¢in

p(x;y) Sli}lgi;lfp(xn)\_y) Sliin_}soLolpp<xn/\_y> (3.4)
oldugundan,

Di(w,y) < liminf Dx(zs, y) < lim sup Dy (2, ) (3.5)
saglanir.

Modiiler metrik uzaylarina yeniden bakarsak:

(X, w) modiiler metrik uzay: olsun. D : (0,00) x X x X — [0, oo] fonksiyonu D,(z,y) =

wy(x,y) olarak tammmlanir ve agagidaki 6zelliklere bakilirsa:

(1) Her z,y € X ve her A > 0 igin Dy(z,y) = 0 ancak ve ancak z =y,
(2) Her (z,y) € X x X ve her A > 0 igin Dy(x,y) = Di(y,x),
(3) Eger wy Fatou ozelligine sahipse bazi A > 0 ve {z,} C X veherz € X ve C =1

say1sl i¢in;

wi(z,y) < ligglfw,\(mn,y) < hinjolip w (T, ) (3.6)
oldugundan,

Dy(w,y) < liminf Dy(z,,y) < hfi sup Dix(zn,y) (3.7)
saglanir.

Simdi verilecek 6rnekle neden daha genel bir metrik tanimlanmaya ihtiya¢ duyuldugu

gosterilecektir:

3.1.3. Ornek

X = {1,2,3} kiimesi ve D : (0,00) x X x X — [0,00] doniigiimi A > 0 igin
Dy(1,1) = Dx(2,2) = Dx(3,3) = 0, Dx(1,2) = Dx(2,1) = 2, D)(1,3) =
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D\(3,1) =6, Dx(2,3) = D)(3,2) = 2 olacak bigimde verilsin. Bu déniigiim GM M,
ve GM M, ozelliklerini saglar. Ancak Dyi,(1,3) < Dy(1,2) + D,(2,3) esitsizliginin
sonuicu 6 < 4 oldugundan (X,D) bir modiler metrik uzay degildir. GM M3
ozelliginden hm D,\(xn,x) = 0, yani hm x, = z elde edilir. Eger x = y alimirsa

GM Ms Saglamr eger r # y alinirsa DA(a: y) < C limsup Dy(z,,y) saglanir.

n—0o0

Once Banach, sonra Ciri¢ anlaminda (X, D) uzayin iizerindeki biiziilmelerin yapisini

incelenecek, ama 6ncesinde bazi tanimlar: verilecektir.
3.1.4. Tanim
(X, D) genellegtirilmig modiiler metrik uzay olsun.

(1) Herhangi bir {x,} C X dizisi baz1 A > 0 igin n — oo iken D) (z,,x) — 0 oluyorsa
bu diziye z € X noktasina D-yakinsak denir.

(2) Her n,m — oo ve baz1 A > 0 iken Dy(zy,x,,) — 0 oluyorsa {z,} C X dizisine
D-Cauchy dizisi denir.

(3) Herhangi bir C' C X i¢in {z,} C C dizisi D-yakisak ve limiti aym C iginde
kaliyorsa C” ye D-kapali denir.

(4) Herhangi bir C C X igin {z,} C C dizisi baz1 A > 0 i¢in D-Cauchy iken yani
lim Dy(zp, ) = 0 oldugunda llm Dy (x,,z) = 0 olacak bigimde bir x € C noktasi

n—oo
varsa C', D-tamdir denir.

(5) Herhangi C' C X baz1 A > 0 igin

opA(C) = sup{Dx(z,y);z,y € C} < o0 (3.8)
oluyorsa C’ ye D-sinirlidir denir.

Genellestirilmis metriklerin tiggen esitsizliginin yani sira klasik metriklerin sagladig:
bircok ozelligi de saglamadigr goriiliir. Bu yilizden asagidaki ozelligin hangi kosullar
altinda saglandigi sorusu 6nemlidir.

3.1.5. Lemma

(X, D) genellegtirilmiy modiiler metrik uzay olsun.{z,} C X herhangi bir dizi,
x,y € X bazi A > 0 i¢in n — oo iken D) (z,,x) — 0 ve Dy(z,,y) — 0 oluyorsa x =y
olur.
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(GMM3) ozelliginden; Dy(z,y) < C limsup = 0, olur ve buradan (GMM1)

n—oo

ozelliginden; Dy(z,y) =0 <= x =y saglanir.
3.2. Genellestirilmis Modiiler Metrik Uzaylarda Banach Biiziilme Ilkesi
3.2.1. Tanim

(X, D) genellegtirilmig modiiler metrik uzay olsun. f : X — X doniigiimii her z,y € X

icin,

olacak bigimde k € (0,1) varsa f’ ye D-biiziilme denir. Eger f(x) = x oluyorsa x’ e f’

nin sabit noktas: denir.
Sabit noktanin tekligine bakilirsa:

3.2.2. Lemma

(X, D) genellegtirilmis modiiler metrik uzay ve f: X — X doniigiimi bir D-biiziilme
doniigtimii olsun. Eger D;(wy,ws) < oo olacak bi¢imde f’ nin w; ve wy gibi iki sabit

noktasi varsa bunlar esittir.
fspat

f7 nin w; ve wy gibi iki sabit noktasi i¢in Dj(w;,ws) < oo olsun. f bir D-biiziilme

doniistimii oldugundan;

Dy (wr,w2) = Di(f(w1), f(w2)) <k Di(wi,ws), (3.10)

olacak bi¢imde k € (0,1) vardir. D;(w;,wy) < oo oldugundan Dj(wi,ws) = 0 olur.
(GMM1)’ den w; = wsy’ dir.

(X, D) genellegtirilmig modiiler metrik uzay olsun. f : X — X doniigiimiinti alinsin.



26

Her z € X ig¢in;

O(x) = {=, f(x), f*(2), ...}, (3.11)

bigiminde bir kiime tanimlarsak bazi A > 0 i¢in,

dpa(@) = sup{D\(f"(z), " (z));n,m € N}, (3.12)
olur.
3.2.3 Teorem

(X, D) genellegtirilmig modiiler metrik uzay ve X tam olsun. f : X — X bir D-biiziilme
doniiglimiingi alinsin. Bazi xp € X icin dp1(xo) sonlu olsun. Bu durumda {f"(x¢)} f
nin sabit noktas1 w’ ya D-yakinsaktir. Dahasi, eger her x € X i¢in D;(z,w) < oo ise
{f"(x)} w’ ya D-yakinsaktir.

jspat
Herhangi bir zy € Xp alalim ve dp;(z9) < oo saglasin. Buradan her n,p € N i¢in

Dy(f"P (o), ["(20)) < k™ Di(fP(w0),20) < k™ dpa(z0), (3.13)

saglanir. & < 1 oldugundan, {f"(x¢)} dizisi D-Cauchy olur. Xp uzayr D-tam
oldugundan, dyle bir w € Xp noktast bulunabilir ki lim D;(f"(xp),w) = 0 esitligi
n—oo

saglanir. Buradan;

Di(f™(x0), f(w)) <k Di(f" xp),w); n=12,.., (3.14)

elde edilir. O halde lim D;(f"(xg), f(w)) = 0 olur. f(w) = w oldugundan, sabit nokta
n—oo
tanimindan w noktasi f’ nin sabit noktasidir. Simdi de herhangi bir z € Xp noktasini

D;(z,w) < oo kogulunu saglayacak sekilde alalim. Bu durumda her n > 1 igin,

Dy(f"(x),w) = Di(f"(2), ["(w)) < K" Di(z,w), (3.15)
saglamir. £ < 1 igin li_>m Di(f™"(z),w) = 0 olacagmmdan {f"(z)} dizisi w’ya

D-yakinsaktir.
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Her z,y € Xp i¢gin Dy(z,y) < oo olsun, o zaman f'nin en fazla bir sabit noktasi
vardir. Dahasi eger, Xp uzayr D-tam ve her x € Xp icin dp 1 (z) < oo ise, tiim orbitleri
f'nin tek sabit noktasia D-yakinsar. Metrik uzaylarda, d(x, y) her zaman sonludur. Bu
nedenden, her biiziilmenin en fazla bir sbait noktasi vardir. Dahasi, tiim biiziilmelerin
orbitleri de sinirhdir. f : M — M bir biiziilme olsun, M uzay1 d metrigi ile birlikte bir

metrik uzay olsun. O zaman, her n € N ve x € M igin,

d(f" (), f"(2)) < k" d(f (@), 2), (3.16)

saglanir. Ucgen esitsizliginden k < 1 icin,

3
L

d(f"7 (@), f"(@)) < ) d(f" (@), (@)

k=0
p—1
< Sk f (), ) (317)
k=0
1
elde edilir. Sonug olarak her x € M igin
Sup{d(f"(x), f*(x))im,t € N} < L d(f(a), ) < o, (318)

olur.

3.3. Genellestirilmis Modiiler Metrik Uzaylarda Ciri¢ Sabit Nokta Teoremi
Oncelikle quasi-biiziilmenin genellestirilmis modiiler metrik uzaylardaki tanim verilsin:
3.3.1. Tanim

(X, D) genellestirilmis modiiler metrik uzay olsun. Her z,y € X i¢in f : X — X

dontisiimi;

Di(f(2), f(y)) < k max{Di(z.y) Da(a, f(2)), Daly. f(v)).

3.19
Dl(x,f(y)),Dl(y,f(x))}a 19

olacak bigimde k € (0, 1) sayist varsa f’ ye D-quasi-biiziilme doniigtimii denir.



28

Sabit noktanin tekligi konusunda D-quasi-biiziilme doniigiimii D-biiziilme déniisiimiine

benzerdir.
3.3.2. Lemma

(X, D) genellegtirilmis modiiler metrik uzay olsun. f : X — X bir D-quasi-biiziilme
doniigtimii olsun. Bu durumda f’ nin herhangi w € X sabit noktasi varsa D) (w,w) < oo

ise Dy(w,w) = 0 olur.
jspat

w € X sabit noktasi olsun ve D) (w,w) < oo saglasin. Bu durumda f bir quasi-biiziilme

dontistimii oldugundan;

Dy(w,w) = Dy(f(w), f(w)) <k Dy(w,w) (3.20)
elde edilir. k£ € (0,1) oldugundan D)(w,w) = 0 elde edilir.

Benzer sekilde asagidaki 3.3.3.Lemma da ispatlanabilir.

3.3.3. Lemma

(X, D) genellegtirilmig modiiler metrik uzay olsun. Her wy,wy € X igin f : X — X

D-quasi-biiziilme doniistimii;

Dy (w,w) < oo oldugunda w, f’ nin sabit noktasi ise D (w,w) = 0 olur. D;(wy,ws) <
00, D1 (w1, w;) < 0o ve Di(wq,wy) < 0o oldugunda w; ve we, f’ nin sabit noktasi ise
W1 = (A.JQ7 dir.

jspat

f’nin sabit noktas1 w olsun. Buradan

Di(w,w) = Di(f(w), f(w))
< k max { Dy (w,w), Di(w, f(w)), Di(w, f(w)), D1(w, f(w)), Di(w, f(w))} (3.21)
<k Di(w,w)

olur. £ < 1 ve Dj(w,w) < oo oldugundan, D;(w,w) = 0 olur. wy,wy € Xp noktalarim



29

alalim ve bunlar f’ nin iki sabit noktasi olsun. Dj(wi,ws) < 00, Di(wi,w1) < 00
oldugundan ve ve Di(ws,wy) < oo ’ dir. f dontigiimii D-quasi-biiziilme démniigiimi

oldugundan, 6yle bir £ < 1 vardir ki

Dy (wr,w2) = Di(f(w1), fw2))
< k max { Dy (w1, ws), D1(wi, fwr)), Di(wa, f(w2)), Di(wr, f(wa)), Di(we, f(wi))}-
=k maX{Dl(wl,wg),Dl(wl,wl),Dl(wg,wg)}.

(3.22)

saglanir. D (wy,w;) < 00 ve Di(ws,ws) < 0o oldugundan, D (w,w;) = D1(wa,wq) =0
elde edilir. Simdi

Di(wi,ws) <k Di(wr,ws). (3.23)
olur. Boylece D;(wy,ws) < 0o ve k < 1 oldugundan D;(wy,ws) = 0 sonucuna ulagilir.
Jleli ve Samet ¢aligmalarinda gu teoremi vermiglerdir:

3.3.4 Teorem

(X, D) genellegtirilmis metrik uzay ve f : X — X D-quasi-biiziilme déniigiimii olsun.
dp1(xy) < oo olacak bigimde zg € X varsa {f"(zo)} baz1 w € X noktasina D-yakinsak
olur. Eger D (zo, f(w)) < 0o ve D;(w, f(w)) < 0o oluyorsa w, f’ nin sabit noktasidir.

Bu teoremin kagirdigr nokta ters bir érnekle agiklanmigtir [18].

Simdi bu durum icin ¢6ziim olan genellestirilmis modiiler metrik icin Ciri¢ Sabit Nokta

Teoremi agagida verilmigtir.
3.3.5 Teorem

(X, D) genellestirilmis metrik uzay, X D-tam ve f : X — X D-quasi-biiziilme
déniigiimii olsun. (GMM3) 6zelligindeki C' sabiti i¢in k& < & ve dp1(zg) < oo olacak
bigimde xy € X varsa bu durumda {f"(x¢)} baz1 w € X noktasina D-yakimsak olur.
Eger D;(xo, f(w)) < o0 ve D;(w, f(w)) < oo ve Di(w, f(w)) < oo oluyorsa w, f’ nin
sabit noktasidir.
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jspat

f dontistimii D-quasi-biiziilme doniigtimii olsun. Bu durumda her p,r,n € Nve x € Xp
i¢in oyle bir k € (0,1) vardir ki,

Dy(frri (), fror i (@)
<k max {Dy(f***(x), fr+"(2)), Dy(f™+P(x), fP4 (2)), Dy(f™4 (), f74 (2),
Dy(f+2(x), frr+4 (@), Du(f4 (), o474 () }

(3.24)
saglanir. Her o € Xp icin dp1(f(z)) < k 6p1(x) oldugundan her n > 1 igin,
0pa(f"(20)) < K" dpa(x0), (1)
saglanir. Ustteki esitsizlikten her n,m € N icin
Dy(f™(x0), f" ™ (20)) < dpa(f™(w0)) < k"0pa (o), (2)
elde edilir. 6p;(z9) < oo ve k < 1/C <1 igin,

lim Dy (f"(zo), [ (wo)) = 0, (3.25)

n,t—o00

elde edilir. Bu da, {f™(x¢)} dizisinin D-Cauchy dizisi olmasi demektir. X p uzay1r D-tam
oldugundan, 6yle bir w € Xp vadir ki lim Dy (f™(x¢),w) = 0 olur, yani { f"(zo)} dizisi
w noktasma D-yakmsaktir. Simdi de 5?(();0, f(w)) < 0o ve Dy(w, f(w)) < oo oldugunu
kabul edelim. (2) esitsizliginden ve (GM M3) 6zellginden her n,m € N i¢in

Dy (w, f*(z0)) < C limsup Dy (f"(xo), f"(z0)) < C k" 6pa(zo) (3)

t—o00

bulunur .

D1 (f (o), f(w))

< & max { D (0,), D (a0, £(w0)), Do, F@))Dr(Fao)s) Dilan, f))} 0

ve ve (1),(2),(3), k<1/C <1’ den

Di(f?*(xg), f(w)) < maX{k‘2 C 0p1(z0), k Dy(w, f(w)), k? Dl(w,f(xo))} (3.27)
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elde edilir. Bu sekilde devam edersek n > 1 igin

Di(f™(wo), f(w)) < max{k™ C dp(x0), k Di(w, f(w)), k™ Di(w, f(xo))},  (3.28)

elde edilir. Dahast, D1 (g, f(w)) < 0o ve dp1(xp) < co oldugunda

lim sup Dy (f*(20), f(w)) <k Dy(w, f(w)), (3.29)

n—oo

olur. Yine (GM M3) ozelligini uygularsak

Dy(w, f(w)) < C limsup Dy (f"(x0), f(w)) <k C Di(w, f(w)) (3.30)

n— oo

elde edilir. £ C' < 1 ve Dy (w, f(w)) < o0 igin, D;(w, f(w)) = 0 olur, yani f(w) = w’ dur.
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4. GENELLESTIRILMIS MODULER METRIK UZAYLARDA
COGUL DEGERLI DONUSUMLER ICIN BAZI SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Cogul degerli doniistimler uygulamali ve teorik matematikte bir¢cok uygulama alanina
sahiptir. Cogul degerli doniisiimler Kontrol Teorisi, Konveks Optimizasyon,
Diferansiyel Icerme ve ekonomi gibi alanlarda kendine siklikla uygulama alani
bulmaktadir. Topoloji, reel degerli fonksiyonlar teorisi, dogrusal olmayan fonksiyonel

analiz, oyun teorisi, matematiksel ekonomi vb. alanlar da eklenebilir.

Baglarken c¢ogul degerli fonksiyonlarin bazi temel Ozelliklerinden bahsedilmistir.
Genellegtirilmis modiiler metrik uzaylarda(GMMU) agik yuvarlar ve onlarmn tirettigi
iki onemli topoloji ele alinmigtir. Bu topolojiler GMMU’ da daha 6nce bahsedilen
diger topolojilerle kargilagtirilmigtir. Bunu yapabilmek i¢in de baz1 tamimlar

verilmigtir [19].

Genellegtirilmis Hausdorff modiiler metrik tanimini verilmigtir. Ardindan g¢ogul
degerli Lipschitz doniigiimii, D-¢ogul degerli biiziilme gibi yeni tanimlar yapilmigtir.
Ardindan bunlarin arasindaki iligskiye odaklanilmigtir. Genellestirilmis Banach
Biiziilme Ilkesi yardimiyla GMMU’ da cogul degerli déniigiim icin bos kiimeden farkls,
D-kapali ve smirli herhangi alt kiimede sabit noktaya sahip olma kosullar

aragtirilmistir.

Nadler, cogul degerli biiziilmeler i¢in sabit nokta teorisini ortaya koyduktan sonra
bircok matematik¢i bunu bir¢ok farkli yonde gelistirmistir ve bugiin de c¢alismalar
devam etmektedir. Sabit noktaya sahip doniigiimlerin davraniglarini inceleyen iyi
bilinen bazi sabit nokta teoremleri ¢ogul degerli doniigiimler i¢in de ispatlanmigtir.
Bunlardan ikisi bu béliimde ele alinmigtir: Caristi ve Feng-Liu tip yaklagimlar sabit

noktanin varhiginii GMMU’ da ispatlamak i¢in kullanilmigtir.

Sonug olarak, GMMU’da homojen olmayan lineer parabolik parcali diferansiyel

denklemlerde baglangi¢ deger problemi i¢in 6rnek niteliginde bir uygulama verilmigtir.

Bu béliimiin devaminda GMMU’ da ¢ogul degerli doniigiim tanimi ve bazi sabit nokta

sonuglar1 verilmigtir.

Nadler tarafindan ¢ogul degerli biiziilme doniistimlerini iki sabit nokta teoremi icin
ispatlamigtir [7]. [1ki, Banach’ in Biiziilme Déniisiimii Ilkesinin genellestirilmesidir, yani

cogul degerli doniigiim tam metrik uzaylarin bos kiimeden farkli kapali ve simirh alt
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kiimesi iizerine tanimlandiginda bir sabit noktaya sahiptir. Ikincisi, Edelstein’ in elde
ettigi sonucun daha genel bir durumu olan, kompakt gogul degerli yerel biiziilmeler igin
olan sabit nokta teoremidir. Nadler’ in ¢aligmasi diger metrik uzaylara da uygulanmigtir
16,9,|18L121}, 24} 25, 28-31,|331-361, 38,40, 41].

Feng ve Liu tarafindan, Nadler’ in elde ettigi sonuclarin Pompei-Hausdorff metrigi
kullanilmadan en énemli bir genellegtirmelerinden biri verilmigtir [20]. Feng ve Liu’ nun
caligmasindan sonra onlarin elde ettigi sonucglar farkli metrik uzaylara uygulanmigtir
[23]. Bu tezde Feng-Liu teoremi GMMU’ da ele alinacaktir.

4.1. Genellestirilmis Modiiler Metrik Uzaylarin Baz1 Ozellikleri

(Xp, D) bir GMMU ve {z,} C Xp olsun. Her € B i¢in lim D)(z,,z) = 0 baz
A’ lar i¢in saglanirken dizinin elemanlarinin sayilamayacak 12?;12)1“1 B’ nin iginde yer
aliyor ise B C Xp alt kiimesine X’ nin D-dizisel agik bir alt kiimesidir denir. Yani
{z,} C Xp dizisi ahndiginda her n € N i¢in nh_{& Dy (zp, ) = 0 saglandiginda z,, € B

olacak bicimde n > ng icin bir ng € N vardir.

Burada B(z,€) :={y € Xp : Dy(x,y) < €} olarak Xp tizerinde x € Xp merkezli ¢ > 0
yarigapli bir acgik yuvar tanimlayalim. Xp’ den alinan bir A kiimenin agik olmasi; her
x € A igin dyle bir € > 0 bulunur. Oyleyse B(x,¢) C A’ dir. Agik kiimelerin ailesi 7p

ile gosterilsin.

Xp’ nin tiim dizisel agik alt kiimelerinin ailesi 7x,, olsun. Xp’ nin her yakinsak dizisi
(Xp,Tx,) topolojik uzaymnda da yakimsaktir. Yani, (Xp,7x,) uzaymmda tim bos
kiimeden farkl kapal alt kiimelerinin ailesi C(Xp) olsun. Xp’ nin bos kiimeden farklh
herhangi B alt kiimesi ve herhangi bir z € Xp i¢in Dy(z, B) = inf{D,(x,y) : y € B}
olarak alinmirsa, Dy(z, B) = 0 6zelligini saglayan tiim alt kiimelerinin ailesi de P olsun.
Herhangi bir x € Xp ve B alt kiimesi igin, D,(x, B) = 0 saglayan her x € Xp i¢in
x € B olur. Bu durumda, P = C(Xp) oldugu gosterilsin.

B C C(Xp), x € Xp ve B’ deki herhangi bir {x,} dizisi i¢in eger Dy(z,B) = 0
oluyorsa, lim Dy(z,,2) = 0 olur. Xp tizerindeki 7y, topolojisinin tanimindan, her A €
Tp i¢in {;ﬁmc A dizisi alimdiginda her n € N i¢in lim D, (x,,z) = 0 saglandigindan
x, € A olacak bicimde n > ng ic¢in bir ny € Nn:;;dlr. Burada B C C(Xp) ye
donersek, BN A #  olur, dolaysiyla € B = B’ dir. Sonug olarak C(Xp) C P’ dir.
Eger B C P, x € Xp — B ve dizi olarak Xp’ de lim Dy(z,,z) = 0 alahm. Her z € B
i¢cin Dy (z, B) = 0 kogulunu saglayan B’ nin igindg_ﬁeorhangi bir {x,, } C {x,} alt dizisi
bulunamaz. Oyleyse B € C(Xp) olur. Sonug olarak C(Xp) = P’ dir.
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Tx,, nin ozellikleri 7p topolojisi ile ortiisiir [43]. Ornegin, modiiler vektér uzaylarmi

alirsak * € X, ve r > 0 icin p-yuvart B,(z,r) ile gosterilmis ve B,(z,r) = {y €
X, plx —y) < r}ile tammmlanmigtir [22]. B, agik yuvar ve X, vektor uzaymnda A bir
alt kiimesidir. (7,) topolojisi 6rneginde, X,” nin p-acik kiimelerin hepsi X, modiiler

uzaymdaki 7x,” nin acik kiimelerine denktir.

Chistyakov [16] modiiler agik yuvarlari ve onlarmm topolojik yapisini su sekilde
tanimlamigtir: w modiiler metrik olsun ve eger x € A, A > 0 iken u > 0 olacak
bi¢imde B(x)y, C A oluyorsa X’ in bos kiimeden farkl bir alt kiimesi w-ag¢ik denir.
T(w) ile X,,” min tiim w-agik kiimelerinin kiimesi gosterilirse, X, uzaymn topolojisi

olan w-topoloji modiiler metrik uzayda 7y, ya denk olur.

Eger JS-metrik uzayini ve iizerinde tanimlanan JS-metrik uzayimin topolojisini alirsak,

JS-metrik uzayinda aligilmig topolojiyi buluruz ve 7x,’ ye denk olur [23].

Sirada, genellestirilmis Hausdorff modiiler tanimi verilmistir. Ardindan da bir sonraki

boliim i¢in gerekli olan materyaller ve aralarindaki iligki ele alinmigtar.
4.1.1. Tanim

(X,d) bir metrik uzay, 2%, X’ in biitiin alt kiimeleri ailesi olsun. Her bos kiimeden
farkli A, B,U C X alt kiimeleri alinsin.

C(X)={U#0:UC X kapah }, CB(X) ={U #0: U C X kapal ve smrh },
Ne(U) ={y € X : d(y,U) < &}

olacak bi¢imde ¢ > 0 vardir. CB(X) tizerinde her a € A i¢in d(a,B) = gng d(a,b)
S

oldugunda Hausdorff-Pompeiu metrik su sekilde tanimlanmistir:

a€A beB

H(A, B) = max { sup d(a, B),sup d(b, A)} (4.1)
Daha geometrik bir ifade ile:

H(A,B)=1inf{e >0: A C N.(B) ve BCN.(A)} (4.2)

gosterilir. Burada her z,y € X igin ¢ogul degerli bir 7" : X — X doniistimii

H(T'(x),T(y)) < d(z,y) (4.3)
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kosulunu sagliyorsa bu doniisiime genislemeyen doniisim denir.
4.1.2. Tanim

(Xp, D) bir GMMU olsun. Her bos kiimeden farkh A, B C Xp alt kiimesi i¢in C(Xp)
tizerinde Dy(a,B) = gng D (a,b) oldugunda genellestirilmis Hausdorff modiiler su
€

sekilde tanimlanmigtar:

Hp(A\ A, B) = max{sup D,(a, B),sup D,(b, A)} (4.4)

ac€A beB

Eger C(Xp) tzerinde Dy(a, B) = gng Dy (a,b) oldugunda A = 1 ise, o zaman
€

Hp(A, B) = max{sup Di(a, B),sup D;(b, A)} (4.5)
acA beB

olur.

4.1.3. Ornek

Eger yukarida kullanilan 3.1.3.0Ornek iizerinden devam edilirse, X = {1,2, 3} kiimesi
ve D : (0,00) x X x X — [0, 00] doniigimii A > 0 i¢in Dy(1,1) = Dy(2,2) = D,(3,3) =
0, Dx(1,2) = Dx(2,1) =2, Dx(1,3) = Dx(3,1) = 6, Dyx(2,3) = Dx(3,2) = 2
olacak bigimde verilsin. A = {1,2}, B = {3} C X igin D)(a,{3}) = bierg} Dy(a,b) ve

Dy({1,2},b) = aeigfz} Dy(a,b) oldugunda

Hp(A,{1,2},{3}) = maX{aggg} Dx(a, {3}), sup Dx(b,{1,2})}, (4.6)

i¢in tiim olas1 sonuglar kolayca hesaplanabilir.

Abdou ve Khamsi galigmalarinda modiiler metrik uzaylar i¢in biiziilme tipi ¢ogul
degerli doniiglim yapisin1 sabit noktanin varhigini gostermek igin aragtirmigtir ve
modiiler metrik uzaylarda c¢ogul degerli modiiler biiziilme doniisiimlerinin sabit
noktasmin varhgm ispatlamiglardir [12]. Yine galigmalarinda Nadler ve Edelstein
sabit nokta sonuglarimin daha da genel sonuglara uygulanabilecegini sdylemislerdir [7].
Onlarin bu galigmast GMMU igin benzer fikirler ve genellestirmeler konusunda ilham

verici ve yol gostericidir.

Oncelikle, Lipschitz déniisiimii tanimlanmistir, sabit nokta ve daha genel bir sonuca
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ulasmak igin daha oOnceki galigmalarin yardimiyla A = 1 alinmig ve GMMU’ da
D-gogul degerli biiziilme tanimlanmigtir [12]. D-kuvvetli Cauchy dizisi gibi 6nemli
tanimlara yeniden deginilmistir. Ardindan, tiim bu tamimlar arasindaki iligkiler ve
hepsinin genellegtirilmis Hausdorff metrik ile iligkisi irdelenmigtir. GMMU’ da
D-gogul degerli biizlilme doniisimi icin iligkili sabit nokta teoremleri sirayla

verilmigtir.
4.1.4. Tanim

(Xp, D) bir GMMU olsun. Eger her z,y € Xp, k > 0 sabiti varsa ve a € f(x)
alindiginda b € f(y) elemam

Di(a,b) <k Di(z,y) (4.7)

esitsizligini saglayacak sekilde bulunabiliyorsa f : Xp — C(Xp) dontigtimiine ¢ogul
degerli Lipschitz dontgimi denir. x € f(z) oluyorsa x € Xp noktasima f ’nin sabit

noktast denir. Eger k < 1 oluyorsa f doniistimiine D-¢ogul degerli biiziilme denir.
4.1.5. Ornek

Bir énceki 6rnekte oldugu gibi X’ de f : X — C(X) donistimiind f(1) = f(2) =
1 and f(3) = 2 alwsak her a € f(z) i¢in D;(a,b) < k D;(x,y) olacak bi¢imde bir
b € f(y) bulabiliriz.

4.1.6. Tanim

Xp bir GMMU ve {z, },en de Xp’ de bir dizi olsun.

(1) Eger bazi A > 0 i¢in ZDA(%“:%H) < o0 oluyorsa Xp' deki {x,}nen dizisine

n=1

D-kuvvetli Cauchy denir.
(2) Eger M’ deki her D-kuvvetli Cauchy dizisi {x,} baz1 A > 0 i¢in Z Dy(xn, Tpy1) <
n=1
oo kogulunu lim D, (z,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € M olacak bigimde saghyorsa
n—oo

Xp’ nin M alt kiimesine D-kuvvetli tamdir denir. (3)] Eger her yakinsak {x,, }nen C Xp

dizisi ve lim Dj(z,,z) = 0 kogulunu saglayan = € Xp igin
n—oo

Dl(xay) S lim inf Dl(xnay)a (48)
n—00
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kosulu y € Xp’ de oluyorsa D’ ye, 1-Fatou 6zelligine sahiptir denir.

(Xp, D) bir GMMU olsun. f : Xp — C(Xp) bir ¢ogul degerli déniigiim ve z,y € Xp
olsun. Baz1 k£ > 0 i¢in 0 < D;(z,y) < oo ile Hp(f(x), f(y)) < k Dy(z,y) kosulu her
a € f(z) i¢in bir b € f(y) bulunuyorsa bu durumda e = 5D, (z,y) > 0 icin;

Dy(a,b) < Hp (f( ), f(y)) +e

<k Di(z,y) +

— k Dy(z, )+—kD1(w y) (49)
:ﬂp( W),

elde edilir. Burada eger 12 = k' ise D1 (a,b) < k' D;(z,y)’ dr.

Bu noktada Xp uzayinda D-cogul degerli biiziilme doniisiimii f ic¢in sabit noktanin

varligindan bahsedilmigtir.
4.1.7 Teorem

(Xp, D) bir GMMU olsun. Xp, D-kuvvetli tam ve D, 1-Fatou 6zelligini saglasin. f :
Xp — C(Xp) déniigtimii D-gogul degerli bliztilme déniigiimii olsun. Bazi zq € Xp igin

D1 (xg, ) sonlu ve x € f(x) olsun. Bu durumda f’ nin bir sabit noktasi vardir.
jspat

Bazi 1 € f(xg) i¢in Dy (g, f(x)) < oo olacak bigimde bir zy € Xp alahim. Bu durumda
Dy (x1,25) < oo igin Oyle bir xg € f(z) vardir ki

Dy (1, 12) < k Di(x0, 21), (4.10)
olur. Burada D;(z2,x3) < 00 igin
Dl(.CEQ,QZ’g) S k’2 D1<QZ’0,£L’1), (411)

olur. Boyle devam edersek f D-gogul degerli biiziilmesi i¢in her zg € f(z,,) igin 2,41 €

f(x,) olacak bi¢imde x; € f(x,.1) kogulunu saglayan bir {z,} dizisi inga etmis oluruz.
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Her n > 0 i¢gin Dq(zp, Tp11) < 00 oldugunda
Dl(.fL'n,l'nJrl) S kn Dl(.fl?o,l'l) (412)

olur. k < 1 oldugunda ) >° | Dy(x,, Z,+1) toplami yakinsaktir, bu durumda {z,, } dizisi

D-kuvvetli Cauchy’ dir. Bir GMMU olan X’ de D-kuvvetli tam oldugundan, herhangi

bir x € Xp i¢in lim Di(x,,x) = 0 saglanir. zy € f(z) oldugunda, her z; € f(x,) igin
n—oo

D1($0,$1) < k Dl(xn7$)v (413)
saglanir ve Dy, 1-Fatou ozelligine sahiptir.

Di(xo,21) < k Dy(z,z) < k liminf Dy (z,, x), (4.14)

n—oo

oldugundan lim D;(zg, 1) = 0’ dir. Sonug olarak x, f’ nin sabit noktasi olur.
n—oo

4.2. Genellestirilmis Modiiler Metrik Uzayda Cogul Degerli Doniisiimler
Icin Caristi Sabit Nokta Teoremi

Caristi tarafindan, genel sabit nokta teoremini ispatlanmistir ve tam metrik
uzaylarda Biiziilme Doniisiimii Ilkesinin genellestirmesini verilmistir [26]. Yine aym
calismasinda, Banach uzaylarinda bazi sabit nokta teoremleri i¢in zayif doniigiimlerin
karakteristiklerini ve uygulamasini vermigtir. Onun galigmasini izleyen caligmalarda
birgok yazar, Caristi yaklagimim farkh metrik uzaylar igin genigletmigtir |27]. Caristi

tip uzaylar i¢in bir uygulama olarak de bakilabilir [42].
Sirayla Caristi ve Feng-Liu tipindeki sabit nokta teoremleri verilmistir.
4.2.1 Teorem

Xp uzay1 bir D-tam GMMU ve f : Xp — CB(Xp) geniglemeyen bir déntigiim olsun.
Her x € Xp ve y € f(x) igin bir z € f(y) var ve

Di(z,y) < Op(z,y) — Op(y, 2) (4.15)

saglansin. CB(Xp) alt kiimesi Xp’ de D-kapali ve smirh bir alt kiime ve ©p : Xp X

Xp — [0,00] fonksiyonu ilk degigkenine gore alttan yari siirekli olsun. Bu durumda
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Dy (zp, xpy1) < 00 igin f7 nin bir sabit noktas: vardir.

fspat

1o € Xp ve 11 € f(xg) alahm. Eger x; = x, ise ispat biter. Oyleyse zy # z; alalim.

Son kullanilan egitsizlik yardimiyla zo € f(z1) igin

Dy (zo, 1) < Op(zo,21) — Op(21, 22), (4.16)

elde edilir. Bu gekilde devam ederek x,, # x,41 i¢in x,, € f(z,) bulunur. x4 € f(z,)

icin

0< Dy(xp-1,2,) < Op(xn_1,2n) — Op(Tpn, Tpi1), (4.17)

elde edilir. Buradan ©p(x,_1,%,),cy artmayan dizidir ve w > 0’ a yakinsar. Son

esitsizligin her iki tarafindan limit alimirsa n € N i¢in

lim Dl(mn—la l'n) S lim {@D(:En—ly In) - @D<$n7 xn—l—l)}a

n—oo n—00

nlig)lo Dl(xn—la xn) S nh—>nc’>lo @D<$n—17 xn) - nh—>nc’>lo @D<$n7 $n+1)7 (418)
lim Dy(xy_1,2,) < w w=0

n—oo

Ayni yolla {z,},en dizisinin D-Cauchy oldugunu da gosterilebilir.

w, f’ nin sabit noktasi olsun. Bu durumda

Dl(w7 f(w» < D%(wa anrl) - D% (f(w)7$n+l)a
< Dy (w, @ns1) — Hp(f (W), f(@n41)), (4.19)
< D%(w,xnﬂ) D% (w,x,),

ve son egitsizlikten limite gecilirse,

lim Dy (w, f(w)) < lim Di(w,zp41) — lim Di(w,z,),

n—00 n—oo 2 n—oco 2 (4.20)
lim Dy (w, f(w)) < D%(w,w) — D%(w,w) =0

n—oo

elde edilir. Dolayisiyla w, f’ nin sabit noktasidir.
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Bu teorem farkl sekillerde genellegtirilerek ifade de edilebilir.

4.3. Genellegtirilmis Modiiler Metrik Uzayda Cogul Degerli Doniistimler
igin Feng-Liu Tip Sabit Nokta Teoremi

Feng ve Liu, Hausdorff metrigini kullanmadan agagidaki Teorem 4.3.3. 'iin ifadesi ve
ispatinda kullanilan sonuglar1 vermistir [20]. Bu sonuglardan hareketle bu béliimde
GMMU’ da bazi tammmlar verilmistir. Xp’ de () disindaki 2¥7 alt kiimeleri icin f :
Xp — 2% doéniisiimii ¢ogul degerli doniisiim olur. Her x € Xp icin x € f(z) kosulunu

saglarsa, x noktasi bu doniisiimiin sabit noktasidir.
4.3.1. Tanim
T : Xp — R fonksiyonu her {z,} C Xp ve her z € Xp i¢in

z, = = T(r) <liminf T'(z,) (4.21)

n—00

kogulunu alt limite gore sagliyorsa alt-yar: stirekli denir.

Bu durumda, verilen T" ve f fonksiyonlari i¢in 7'(z) = D,(x, f(x)) oldugunda g € (0, 1)

i¢in,
Ips(f) ={a € f(x); 6 Da(x,a) < Di(z, f(x))} € Xp (4.22)
kiimesi Eg. 4.22 ile tanimlanmigtir.

Burada f fonksiyonu D-alt-yar siirekli ve Di(z, f(z)) < liminf, o Di(xp, f(x,))
kogulu saglaniyorsa {x,} € Xp dizisi de x € Xp’ e yakimsaktir.

4.3.2. Ornek

Ornek 3.1.3. iizerinden acgiklamaya devam edilirse f : X — C(X) cogul degerli
déniigiimii f(z) = 3, 6 = 3, © € X ile verilsin. Herhangi a € f(z) i¢in
B Di(x,a) < Di(z, f(x)) oldugunu hesaplamalarla kolayca gosterilebilir. Bu durumda
Di(z, f(z)) < liminf, o Di(z,, f(2,))f fonksiyonu D-alt yar siirekli her {z,} € X

dizisi x € X’ e yakinsaktir.
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4.3.3 Teorem
(Xp, D) bir tam GMMU ve f doniigiimii Xp’ de bir D-gogul degerli doniigiim olsun.
Her z € Xp i¢in bir y € I 5(f) vardir ki % < 1 olacak bi¢imde K > 0 sabiti i¢in

agsagidaki esitsizlik saglanir:

Di(y, f(y)) < K Di(z,y). (4.23)

Dy (g, f(z0)) < oo olacak bi¢imde zy € Xp vardir. Her n € N igin Dy (2, pi1) < 00
oldugunda Xp’ de {z,} dizisi 8 Di(zp11, Tpni2) < K Di(x,, Tpy1) kogulunu saglar ve
Tn+1 € f(xn) iken 6 Dl(anrla f(a:nJrl)) S K Dl(xna f(xn)) olur.

Eger dizi D-kuvvetli Cauchy dizisi ve D;(z, f(x)) ile belirlenen doéniigiim D-alt-yar:

stirekli olursa o zaman f sabit bir noktaya sahiptir.
fspat

Her 2 € Xp icin f(z) € Xp olsun. Oyleyse I}, (f) kiimesi bos kiimeden farkhdir.
D (z, f(z9)) < oo olacak bigimde zy € Xp secilsin. Di(y, f(y)) < K Di(z,y)
oldugundan, &yle bir z; € I)4(f) vardir ki,

Dy(zy, f(21)) < K Di(20,71) (4.24)
elde edilir. z, € I7Y4(f) iken 71 € f(7o) ve buradan da asagidaki esitsizligi elde edilir;
B Di(x0,21) < Di(w0, f(20)) < 00. (4.25)

x1 € Xp segimini Dy (xq, f(x1)) < oo olacak bigimde yapilsin. Dy (y, f(y)) < K D;(z,y)
oldugundan &yle bir @y € I} 5(f) vardir ki,

Dy (22, f(x2)) < K Dy(1,22) (4.26)
elde edilir. 3 € I} 5(f) seciminden z, € f(x1) ve
b Dl(l'l,ﬂfg) < D1<QZ’1, f(ﬂ?l)) < o0 (427)

bulunur. Bu sekilde se¢cim yapmaya devam edilirse, z,,; € M alinirsa
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Dy(wpy1, f(Tny1)) < o0 olur. Di(y, f(y)) < K Di(x,y)’ den dyle bir x4y € I775(f)

vardir ki,

Di(xy, f(x,)) < K Di(zpn, Tpi1) (4.28)
Es. 4.28 saglanir. x4y € I'5(f)” den 2,41 € f(z,) elde edilir ve

B Di(2, ny1) < Di(2, f(24)) < 00 (4.29)
olur. Buradan z, € f(x,) iken

B Di(@nt1, Tps2) < Di(@n, [(@n11)) £ K Di(@n, Tnta), (4.30)

elde edilir. Bu da asagidaki Eg. 4.317 i verir;

B Dl(xn-&-lv f(xn—f—l)) < Dl(‘rnv f(mn-kl)) <K Dl(xna f(xn)) (4'31)
Yine devam edersek, % < 1 her x € Xp igin

K
Di(zni1, f(Tnt1)) < 7 Di(zn, f(24)) (4.32)

oo
ve Z Dy (2, Xpy1) < 00 iken

n=1

Dy (zpi1, f(2p41)) < (%)nDl(xo,xl), (4.33)

elde edilir. {z,} dizisi D-kuvvetli Cauchy ve Xp uzayr D-kuvvetli tam ise agagidaki
Es. 4.34 elde edilir;

0= lim Dy(zn, Tpy1) = lim Dy(x,, f(x,)). (4.34)

n—o0 n—oo

Dy (x, f(z)) D-alt-yan stirekli oldugundan, f(z) € Xp i¢in,

0 < Di(z, f(2)) < liminf Dy(x,, f(z,)); (4.35)

n—o0
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elde ederiz ki béylece z € f(z) bulunur.
4.4. Uygulama

Cogul degerli doniisiimlerin hangi alanlarda nasil uygulamalar bulduklar: bu boéliimde
aciklanmig ve orneklendirilmigtir. Bu alanlardan ve uygulamalarindan bahsedecegimiz
ilki, modiiler vektér uzaylar: igin olan ¢ogul degerli doniigsiimler Khamsi ve digerleri
tarafindan verilmigtir [22|. Burada, modiiler anlamda diizgiin normal yapi 6zelligine
sahip modiiler vektor uzaylar1 i¢in diizgiin Lipschitz doniigiimleri yardimiyla sabit
noktanin varligir aragtirilmig ve gerekli kosullar ortaya konmustur. Bulunan sonuclar
degisken iislii uzaylara da uygulanmigtir. Bagka bir uygulama olarak Padcharoen ve
digerlerinin ¢aligmasi da agiklayici bir 6rnektir [39]. Bu 6rnekte de basit diferansiyel
denklemler, kismi diferansiyel denklemler ve sinir deger problemi igin ¢oziimiin
varligin1 ve tekligini gostermek igin, Banach’ in tezinde oldugu gibi, sabit nokta
teoremlerinden yararlanilmigtir ve genellestirilmig biiziilme doniigiimii yardimiyla bazi

sabit nokta teoremlerini ispatlanmigtir.

Sinirbilim, tibbi goriintiileme, bilgisayar grafikleri, yer bilim ve akigkanlar dinamigi
gibi sayisiz alanda kullanigh olan Moebius seridi ve Klein gigesi gibi topolojik
yapilarin  bilgisayar modellemesini olusturabilmek ic¢in cebirsel topolojiden
yararlanarak n-boyutlu yiizeylerin 6zellikleri aragtirilmistir. Ciinkii, 6rnegin Moebius
seridi bir ugak kanadinin temel pargalarindan biridir. Serit tipindeki yapilarin teknik
ve fiziksel Ozellikleri, gerit tanim kiimesi olarak alindiginda kismi diferansiyel
denklemin ¢oziimii yoluyla da tanimlanabilir. Ayni iglemler nano-teknolojik bir yapi
ve biyolojik bir agla ilgili problemlerin tanimlanmasinda da kullanilir. Ornegin, kanin
akisi ya da yoldaki trafigin akisi graflar {izerindeki kismi diferansiyel denklem
¢oziimleriyle ifade bulur. Burada kullanilan nesneler dijital nesneler olarak
adlandirilip graflarla ifade edilmigtir ve {izerlerinde topolojik 6zellikler tanimlanmigtir.

Iclerinde bulunduklar yap1 da dijital topolojik uzay olarak tanimlanmistir [32].

Simdi, GMMU iizerinde, G bir graf olmak tizere, graflarin kiimesi G := {G : V(G) =
By, A C E(G) ile yonli bir graf } ile verilsin. Bu G kiimesinden alman bir graf
iizerinde bir homojen olmayan lineer parabolik kismi diferansiyel denklem igin baglangig

deger problemi agagida incelenmigtir [28|:

Diferansiyel denklemde tiirevli ifade iki ya da daha fazla degiskene bagliysa kismi

diferansiyel denklem adimi alir. Ornegin,

0%u J*u 0%u ou ou
A B D—+FEF—+ Fu= 4.
97 + 910y + anz + o + o + Fu=G (4.36)
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ifadesinde u bagimh degisken, =, y bagimsiz degiskenler ve A, B,C, D, E, F, G’ den elde
edilen diskriminant B? —4AC yardimiyla eger B> —4AC < 0 ise eliptik, B> —4AC > 0
ise hiperbolik ve B? — 4AC = 0 ise parabolik denklem olarak simiflandirilir.

{ flwt) = frolo,t) + 8@t fl@,1) folw ), 00 <w <00, 0<t T, oy

f(.’L‘,O) = 925(‘7;)207

ayni degerli x € Xp i¢in, S siirekli ve ¢ stirekli diferansiyellenebilir, ¢ ve ¢’ smirh
olsun. Es. 4.37 probleminin ¢oziimii i¢in, I = [0, 7] oldugunda R x I tizerinde taniml

f = f(z,t) fonksiyonu agagidaki kogullar: saglar:

(1) f, fey fas fox € C(RXI) (Burada C'(RxI) tiim reel degerli fonksiyonlarin kiimesidir.)’
dir.

(ii) f, f. fonksiyonlar1 € R x I’ da siirhdir.
(i) fi(x,t) = foulz,t) + S(z,t, f(z,1), fu(2,1)), (2,t) € R X I.
(iv) Tim = € Ricin f(z,0) = ¢(z) > 0 'dir.

Es.4.37 de wverilen diferensiyel denklem problemi agagidaki integral denklem
problemine, her x € R ve 0 < t < T i¢in

K(x,t) = e (4.38)

oldugunda denktir. Yani

flz,t) = /K(w—é,t)¢(5)d5+//K(:L’—(S,t—u)S((S,u,f((S,u),fx((S,u))d(Sdu (4.39)

denkleminin ¢oziimii Eg. 4.37 denklem sisteminin ¢éziimiinii verir.

IfIl:= sup [f(z,0)|+ sup [fulz,t)] (4.40)

z€R,tel zeRtel
icin

B :={f(z,t): f, fo e CR X I),||f]] < o0} (4.41)
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alalim. D, fonksiyonunu B’ de

1 1
Dl(xay) = le(xuy) - ﬁlx - yl (442)

seklinde verilsin. Agiktir ki, B,, i¢in D-tam ve iireticilerinden bagimsizdir. D bir GMM’
dir, alt-yar siirekli ve Feng-Liu-tipi sagladigi kolayca gosterilebilir.

4.4.1 Teorem
Problemi agagidaki gibi alinsin:

ft(xat) = fxx(x>t) + S(x>taf($vt)7fx(xvt))7 —0 << OO>0 <t< T,

f(z,0) = ¢(x) >0 (4.43)

ve alinsin Kki;

(i) |s| < c¢ve |p] < cile ¢ > 0 igin S(x,t,s,p) fonksiyonu her R x I kompakt alt
kiimesinde = ve t’ de diizglin Holder stireklidir.

(ii) ¢ € (0,1) i¢in cg < T + 2 2T2 < ¢ saglayan s; < save p; < po oldugunda
(s1,p1), (s2,p2) € R X R i¢in

1
0 < XS[(%@S%M)—S(%E 51,P1)] (4.44)

Sg— 81+ p2— D1
Cs = /\

(4.45)

olacak bi¢imde cg sabiti vardir. (iii) s ve p smurh oldugunda S smurhdir.

O zaman problem bir ¢oziime sahiptir.

fspat

r € B, yukaridaki problemin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart z € B, integral
denklemin ¢6ziimii olmasidir. G grafim V(G) = B, ve E(G) = {(z,v) € B, x B, :
z2(x,t) < v(z,t) ve zp(z,t) < v(x,t) her bir (z,t) € R x I} ile alalim. E(G) kismi
sirali ve (B, E(G)) (A) ozelligini saglasin.
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n — oo iken x, — x ve (2, 2p11) € E(G) oldugunda her n € N i¢in (z,,z) € E(G)

oluyorsa, (A) 6zelligine sahiptir denir.

f: B, — B, doniigiimii x € R igin

t oo

flu(z,t)) = / K(x —6,t)¢p(9)dd + / / K(x —0,t —u)S(d,u, f(d,u), fz(0,u))dddu

(4.46)

sagliyorsa problemi ¢ozdiiglimiiz zaman ¢oziim f’ nin sabit noktasiin varligini verir.

(2,0), (22, vz), (f(2), f(v), (f(22), f(vz)) € E(G) ve f’ nin tanimindan ve (i7)” den;

Sl 1)) = F((,H)
< ;/ / K(x —0,t —u)|S(5,u,v(d,u), v (0,u)) — S(9,u, 2(0,u), 2 (0, w))|dd, du
< / / K(z—06,t— u>cs{§||v(5, W) — 2(5,0) + va(6, 1) — 20, u)|}d5du
< CSBT(Z,U)
(4.47)
dir. Buradan,
1 oo
X|fm(v<x7t)) - fr(z(xv t))| < CSDl(Za U>7£o K(I - 67 t)¢(5)d5 (4.48)

< 27 3T 2¢5D:(2,v)
elde edilir.

Coztimler beraber ele alinirsa,

Di(f(2), f(v)) < (T+ 277 3T%) cs Di(z,0)
Di(f(2), f(v)) < ¢ Di(z,v), c € (0,1) (4.49)
|f(z) = fW)| < X |z =], A€ (0,1)
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bulunur. b € (0,1) i¢in b D1(z,v) < Dy(z, f(2)) iken Feng-Liunun bakis agisiyla;
Ao, f0) < HfELS0) < de) (4.50)
Dy(v, f(v)) < Hp(f(2),f(v)) < Di(z0)

Buradan son teoremin ifadesinde oldugu gibi, z = f(z) saglayan z € B, vardir ki

problemin ¢6ziimi olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezin girisinde tek ve ¢ogul degerli doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri hem

teorik hem de uygulamali olarak tarihsel gelisimiyle beraber anlatilmigtir.

Ikinci béliimiinde temel tanim ve teoremler verilerek ilerleyen boliimlerde sik sik

kullanilan tanim ve teoremlere kisa bir géz atilmasi uygun goriilmiigtiir.

Uciincii boliimde tek degerli sabit nokta doniisiimleri genellestirilmis modiiler metrik

uzaylarda Banach ve Ciri¢ anlaminda verilmistir.

Dordiincii boliimde Caristi ve Feng-Liu tipindeki sabit nokta teoremleri ¢cogul degerli
doniistimler i¢in topolojik yapisi da goz onlinde bulundurularak incelenmistir. Konuyu
daha anlagilir hale getirmek adina bu teoremlerin bilindik diferansiyel problemlerin

¢oziimiinde kullanilmasiyla uygulamada irdelenmistir.

Bu tezde giincel bilgiler veriler yardimiyla sabit nokta literatiiriinde var olan
calismalar genigletilmistir. Banach Biiziilme Déniisiimii Ilkesi ve Sabit Nokta Teorisi
iizerine ¢aligmalar bircok alanda mevcuttur ve siirekli yeni alanlarda yeni ¢aligmalar
yapilmaya devam etmektedir. Hatta okuyucu bu yaziy1 okurken bile her an bir
tanesinin yaymlanmasi muhtemeldir. Bu yilizden bu tezde yapilan c¢alismalar
genellestirilmis modiiler metrik uzaylara sadece girig niteligindedir ve ¢ok farkh

yonlere genisletilebilir.

Son yillarda elektrik yiiklii akigkanlar(akilli sivilar, érnegin lityum polimetarilit)
iizerine yapilan caligmalarin modellenmesinde Lebesgue ve Sobolev uzaylarindan,
ozellikle L, ve WP p sabit iken faydalanilmaktadir. Burada klasik teknikle Dirichlet
enerji problemi enerjiyi ifade eden fonksiyonele p’ nin degisken olmasi ile
cevirilmektedir. Bu da dogal olarak modiler ile tamimlanmaktadir [12]. Yani bu
problem Luxemburg normu ile ifade edilmektedir. Modiiler metrik kavrami ile bu
problemi ele almak islemleri daha da basitlestirmigtir. Bu yiizden GMMU yapisi

gelecek calismalar igin daha da fazla uygulama alani bulacaktir.
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