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SIMGELER VE KISALTMALAR

Reel vektor uzay1

n-boyutlu standart reel vektor uzayi
3-boyutlu reel vektor uzay1

R" uzayi ile birlestirilen afin uzay
R’nin agik alt aralig1

3-boyutlu Oklid uzayinda Darboux gostergesi
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BAZI OZEL EGRILERIN DOGAL CiFTLERI
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Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Cetin CAMCI
20/01/2020, 42

Bu tez calismasi 5 ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, giris ana baslhigi
altinda diferensiyel geometrinin kullanim alanlar1 ve egriler teorisi ile ilgili yapilmis 6nceki
calismalardan bahsedildi. Ikinci béliimde, temel tanim ve teorem ana bashig1 altinda tezin
ilerleyen boliimlerinde kullanilacak gerekli bilgilere yer verildi. Ugiingii boliimde, Oklid ii¢
uzayinda normal ve rektifyan kiiresel egriler ana bashigi altinda, sirasiyla normal kiiresel
egriler ve rektifyan kiiresel egriler ile ilgili ¢alismalara yer verildi. Dordiincii boliimde, bazi
Ozel egrilerin dogal ¢ift egrileri ana bashgi altinda, dogal ¢ift egrileri ile Camc1’nin (2019)
calismasinda tanimladigi (2.10) denklemi arasinda bir iligkinin var oldugu gosterildi. Daha
sonra bu iligkiden yola ¢ikarak Camci’nin kiiresel egriden yine kiiresel bir egri elde ettigi
denklemin birim hizli egrilere uyguladigi (2.10) denklemini bu ¢alismada dogal egri ¢ift
denklemi olarak adlandirdik. Camci1 (2019), (2020a) ve (2020b) ¢alismalarinda, bu denklem
ile baz1 egri aileleri arasinda gecis yapilabilecegini gostermistir. Camc1’nin bu dogal egri cift
denklemi ile egriler aras1 yapmis oldugu gecislerden bahsettikten sonra, {igiincii boliimde
tanimladigimiz normal ve rektifyan kiiresel egriler arasinda dogal egri ¢ift denklemi ile gegis
yapilabilecegi gosterildi. Son olarak da rektifyan egrinin dogal ¢iftinin karakterizasyonu bu
dogal egri ¢ift denklemi ile elde edildi. Besinci boliimde, bu tezdeki 6zgiin ¢alismalardan
kisaca Dbahsedildi ve bu c¢aligmalarm Minkowski uzaymm farkli boyutlarinda

incelenebilecegi One siirtildii.

Anahtar sozciikler: Rektifyan Kiiresel Egri, Normal Kiiresel Egri, Dogal Cift Egrisi
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ON NATURAL PAIRS OF SOME
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the use spheres of differential
geometry and previous studies on the theory of curves are mentioned under the main title of
introduction. In the second chapter, all the concepts to be used in the following sections of
the thesis are given under the main title of the basic definition and theorem. In the third
chapter, the studies on the normal spherical curves and rectifying spherical curves are given
under the main title of normal and rectifying spherical curves in Euclidean 3- spaces,
respectively. In the fourth chapter, under the heading of natural pair curves of some special
curves, it is shown that there is a relationship between natural pair curves and the equation
(2.10) defined by Camec1 (2019). Then, based on this relationship, the equation (2.10) in
which Camci's applied to the unit-speed curves of the equation (2.10) which obtained again
a global curve from the global curve, we named the natural curve pair equation in this study.
Camc1 (2019), (2020a) ve (2020b) showed that this equation can be used to switch between
some curve families. In this section, after mentioning the transitions between the curves with
the natural curve pair equation, it was shown that the transition between the normal and
rectifying spherical curves we defined in the third section can be made with the natural curve
pair equation. Finally, we obtained the characterization of the natural pair of the rectifying
curve with this natural curve pair equation. In the fifth chapter, the original studies in this
thesis are briefly mentioned and it is suggested that these studies can be examined in different

dimensions of Minkowski space.

Keywords: Rectifying Spherical Curve, Normal Spherical Curve, Natural Pair Curves
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BOLUM 1
GIRIS

Geometri biliminin 6nemli konularindan birisi olan diferensiyel geometri, integral
matematik, diferensiyel matematik, lineer cebir ve ¢ok kutuplu cebir metotlar1 kullanilarak
geometrideki problemleri arastiran matematigin bir alamidir. Diferensiyel geometri,
matematigin diger alanlarinda kullanildigr gibi bilimin birgok farkli alaninda
kullanilmaktadir. Bunlara asagidaki gibi bazi rnekler verilir.

Fizik bilimi alaninda, Einstein’in Genel Gorelilik teorisi ve sicim teorisi dahil olmak
tizere teorik ¢aligmalarinda diferensiyel geometriyi siklikla kullanmaktadir. Ayrica ¢ekimsel
merkez ve kara deliklerin c¢alismalarini agiklamada, Lagrange mekanigi ve Hamilton
mekaniginde uygulamalarinda diferensiyel geometrinin baz1 temel teoremleri
kullanilmaktadir.

Ekonometri alaninda Phillips (1958) tarafindan yapilan bir ¢aligmada Phillips egrisi,
degis-tokus ve enflasyon-igsizlik gosterimi ile iktisadin temel ilkelerini olusturmustur.

Miihendislik alaninda sinyal igleme sisteminin kategorileri arasinda yer alan ve
matematik tekniklerin siklikla kullanildigi dijital sinyal isleme sisteminde sorunlarin
¢Ozlimiinde diferensiyel geometri kullanilir.

Robot ve bilgisayar modellemelerinde cebirsel geometri metotlari, antenlerin
yapiminda ve canlilar kan akis sistemi ve damar diziliminin nasil oldugunu agiklamada
fraktal geometi kullanilmaktadir.

Diferensiyel geometri; egrilerin diferensiyel geometrisi, yiizeylerin diferensiyel
geometrisi, manifoldlar, kompleks manifoldlar, diferensiyel topoloji, Riemann geometrisi,
lif demetler olmak iizere bir¢cok calisma konularina sahiptir. Bu tez caligmasi, egrilerin
diferensiyel geometrisi lizerine olacaktir. Egriler teorisi, analitik geometrinin kurucusu olan
Descartes’in cebir ve geometri arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikarmasiyla temel bir ilerleme
saglamistir. Bu gelisim, Descartes (1596-1650) tarafindan var olan tiim diizlem geometri
problemlerini denklemler yardimiyla ifade edilebilecegini gostermesiyle saglanmistir.
Bilindigi gibi egrileri giinlik hayatimizda oldugu gibi bilimin bir¢cok alaninda
goriilmektedir. Bunlara agagidaki gibi bazi 6rnekler verilir.

Diferensiyel geometri, kinetik mimaride oldugu gibi mimari ¢aligmalarda serbest
formlu yiizeylerin tasarimi ve tiretiminde siklikla kullanilmaktadir (Pottmann ve ark., 2008).
Mimari tasarimda kemer yapiminda zincir egrileri yer almaktadir. Bunlara 6rnek olarak

Wembley Stadyumu’nun kemeri ve Missouri eyaletindeki St. Louis Gateway kemeri verilir.
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Fizik’te bir elektronun elektromanyetik alanda olusturdugu egriler, bir hortumdan akan
suyun veya havaya atilan bir tenis topunun izledigi yolun parabolik egri olusturmasi ve
gokbilimcilerin dncelikli olarak ¢alistigi konularindan olan gok cisimlerinin ve galaksilerin
hareketlerini belirlenmesinde egriler gorilmektedir. Kalpteki elektrik akimmin grafigini
gosteren EKG yani elektrokardiyogram islemlerinde egrilerin hareketleri hastaligin tanisini
belirleme 6nemli bir husustur.

Egriler teorisinde 6zel bir egri olan helis egrileri; fizik, tip, mithendislik, biyoloji ve
bilgisayar tasarim gibi sayisiz uygulamalari bulunmaktadir. Helis egrilerinin ilk defa Watson
ve Crick (1953) tarafindan niikleit asitlerde dnemli rollerin bulundugu gozlemlendi. Bu
gozlem DNA’nin molekiiler bir modelinin i¢ ice geg¢mis iki helisten olustugu {izerine
olmustur. Helis egrileri; nano yaylar, karbon nano borular, protein yapisinda alfa helisleri,
DNA ¢ift ve kollajen tiglii sarmal, lipid ¢ift katmanlari, Salmonella ve E. colideki bakteriyel
flagella, spirochetes bakteri sekilleri, vidalar, yaylar, helis merdivenler ve deniz kabuklar1
gibi birgok yerde bulunmaktadir. Matematiksel olarak helis egrisi, Lancret (1802) tarafindan
iic boyutlu Oklid uzaymda her noktasindaki tegeti, sabit dogrultuda sabit a¢1 yapan egri
olarak tanimlamustir. Daha sonra ise Venant (1845) tarafindan bir egrinin genel helis olmasi,
egrilikler oraninin sabit olmasmi karsilikli gerektirdigini ispatlamistir. Ayrica, egriligi
sifirdan farkli olan helis egrileri kiiresel helis olarak adlandirilir. Bilindigi gibi helis egrileri
O-slant helis egriler ve slant ise 1-slant helis egrilerdir. U¢ boyutlu Oklid uzaymda slant helis
egrilerin ilk olarak tanimi1 Blum (1965) tarafindan verilmesine ragmen gerc¢ek anlamda icadi
Izumiya ve Takeuchi (2004) tarafindan yapilmistir. Slant helislerin ve helislerin genel bir
hali olan k-slant helisler ise ilk kez Ali (2010) tarafindan tanimlanmstir.

Bu 6zel egrilere ek olarak; Bertrand egriler, normal egriler, oskiilator egriler, rektifyan
egriler, Mannheim egri, kiiresel egriler ve dogal ¢ift egrileri bilinen diger baz1 egri aileleridir.
Bertrand egrileri Venant (1845) tarafindan ortaya atilan bir agik problem iizerine
bulunmustur. Kisaca bu agik problem, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin asli normali
bagka bir egrinin asli normali olup olamayacag: sorusuydu. Bu probleme ¢6ziim Bertrand
(1850) tarafindan gelmistir. Boyle ikinci bir egrinin var olabilmesi igin gerekli ve yeter kosul
verilen bu egrilerin egrilik ve torsiyonu arasinda sabit katsayr igeren dogrusal bir iligki
olmasidir ( Parkinson, 1932, s. 649). Bir egriyi belirlemede kullanilan karakteristik denklem,
egrilik ve torsiyon olmak iizere iki nicel degiskenden olusmaktadir. Ayn1 zamanda egrinin
Frenet vektorleri, egriyi belirlemede kullanilmaktadir. Bir egrinin frenet vektorleri; T (teget),
N (asli normal) ve B (binormal) vektorleridir. Frenet vektorleri i¢in; {T, N} vektorlerinin

gerdigi diizlem oskiilator diizlem, {T, B} vektorlerinin gerdigi diizlem rektifyan diizlem ve
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{N, B} vektorlerinin gerdigi diizlem ise normal diizlemdir. Sirasiyla bu diizlemlerde yatan
egrilere oskiilator egri, rektifyan egri ve normal egri denir (Struik, 1950). Rektifyan egri
tanimi ilk olarak Chen (2003) tarafindan yapilmistir. Daha sonra Chen (2003), rektifyan egri
olma kosulunu egrinin egrilikleri oraninin sabit olmayan dogrusal bir fonksiyon olmasi
gerektigini ispatlamigtir.

Bu caligmada siklikla kullanilan diger bir 6zel egri ise kiiresel egrilerdir. Kiiresel
egriler, bir kiire yiizeyinde ¢izilen ya da yatan egrilerdir (Karger ve Novak, 1985). Ornek
olarak, Seifert’in kiiresel spirali, kiiresel helis ve kiiresel spiraller verilir. Wong (1972),
torsiyonun higbir yerde sifir olmadigin1 varsaymak zorunda kalmadan, bir egrinin kiirede
yatmasi i¢i gerekli ve yeterli kosulu sagladi. Sonra, Breuer ve Gottlieb (1971) tarafindan
kiiresel bir egriyi karakterize eden diferansiyel denklemin egrinin egrilik yarigapini, torsiyon
cinsinden belirlenebilecegini gostermistir. Ardindan Wong (1972), Breuer ve Gottlieb
tarafindan elde edilen kiiresel egri karakterizasyonunun, egrilik ve burulma iizerinde
herhangi bir 6n kosul olmaksizin kiiresel egri olmas1 i¢in gerekli yeterli kosul oldugunu
kanitlamistir. Kiiresel egriler ile ilgili yapilan ¢alismalar incelendiginde, ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda kiiresel egriler yardimiyla bir¢ok 6zel egrilerin elde edildigi goriilmektedir.
Ornegin, Izumiya ve Takeuchi (2002) ¢alismalarinda kiiresel egrilerden Bertand egrilerin
elde edilebilecegini ve ayn1 zamanda Chen ve Dillen (2005) kiiresel egrilerden tiim rektifyan
egrileri elde edilebilecegini calismasinda gostermistir. Bilindigi gibi egrilerin  her
noktasindaki oskiilator kiiresi birbirine esit degildir. Fakat kiiresel egriler 6yle 6zel egrilerdir
Ki, her noktasindaki oskiilator kiiresi sabittir ve tizerinde yattig1 kiireye esittir. Bu verilerden,
iic boyutlu Oklid uzayinda kiiresel egriler ile oskiilatdr kiire arasinda bir iliskinin var
oldugunu agikca goriilmektedir. Bu iligkiden, kiiresel egriler ile baska hangi egriler arasinda
nasil bir iligki elde edilebilir sorusu ortaya atilmis oldu. Bu soru {izerinden yola ¢ikarak, ii¢
boyutlu Oklid uzaymdaki rektifyan ve normal egriler ile kiiresel egriler arasinda bir iligki
bulma arayisina gidildi. Bu iliskiyi, ele alinan bazi egrilerin rektifyan, normal ve oskiilator
diizlemleri arasinda gecisler yapilarak saglandi. Bu gecislerden de kiiresel egriler ile
rektifyan ve normal egriler arasinda bir baglant1 kurulmus oldu. Bu baglant1 sayesinde, iki
yeni 6zel egri olan rektifyan kiiresel ve normal kiiresel egriler elde edildi. Daha sonra kiiresel
egri olma karakterizasyonunundan faydalanarak bu yeni 6zel egri ailelerin karakteristik
denklemleri belirlenmistir. Elde edilen bu 6zel egrilerin varhigi kiiresel helislerin genel
denklemi kullanilarak desteklenmistir. Boylece bu caligmayla egiler teorisine, yeni 6zel egri
smiflar1 olan rektifyan kiiresel ve normal kiiresel egri kavramlar1 kazandirilmigtir.

Oklid ii¢ uzayinda her y Frenet egrisi i¢in, y egrisinin asli normal vektdr alanina teget
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bir birim hizli  egrisi vardir. Deshmukh, Chen ve Alghanemi (2018) calismalarinda 3
egrisini y egrisinin dogal ¢ifti olarak ifade etmislerdir. Daha sonra; Frenet egrilerin dogal
cift egrilerinin kiiresel egri, helis ve egriligi sabit olan egriler olmasi icin gerek ve yeter
kosulu belirlenmistir. Bu tez caliymasinda, Camc1 (2019) tarafindan tanimlanan, B” = xgy’
esitligindeki (y, B) egri ¢iftinin bir dogal ¢ift egrisi oldugunu ve bu dogal ¢ift denkleminden
de bazi 6zel egri aileleri aras1 gegislerin saglanabilecegi gosterilmistir. Ayni zamanda bu
dogal ¢ift denklemi ile bazi egri siniflarin1 karakterize eden egrilik ve burulma ile ilgili
denklemler elde edilmistir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde siklikla kullanacagimiz temel tanimlara ve

teoremlere yer verilmistir.

2.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzayindaki Temel Bilgiler
Tanim 2.1.1. B kiimesi bostan farkli ve F cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Eger,
f:B X B =V donisiimii asagidaki iki dnermeyi sagliyorsa B’ye V ile birlesen Afin uzay

denir. Bu onermeler

1)VP eBveVveVigin f(P,Q) = v olacak sekilde bir tek Q € B vektorii vardir.
2)VP,Q,S €Bicin f(P,Q) +f(Q,S5) = f(P,S).

bi¢imindedir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.2. V, n boyutlu reel vektor uzayi ve A, V ile birlesen afin uzay olsun. A’da
bulunan P; (i € {0,1, ...,n}) noktalar1 i¢in {POPl, ...,PoPn} vektor sistemi V’nin bir bazin
olusturuyorsa {P,, P, ..., P,} kiimesine A afin uzaymm bir afin ¢atis1 denir. Ayrica, P,

noktasma catmm baslangic noktasi, P; (i € {0,1,...,n}) noktalarma afin catimin ug

noktalar1 denir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamm 2.1.3. R" vektdr uzayinda Oklid i¢ ¢arpimu,

():R" x R* -> R
(x,y) = {x,y) = X1 %,y

Burada x = (x4, x5, X3, ..., Xp) Ve ¥y = (¥1, ¥2, V3, .., ¥n) seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim
yardimiyla E™’de uzaklik ve metrik kavramlari tanimlanir. Sonug olarak E™ Afin uzay1 n
boyutlu Oklid uzay admi alir. Burada R" = {)? = (X1, X0, 0, X)X, ER 1 <0 < n}
bi¢imindedir (Hacisalihoglu, 1998).



Tammm 2.1.4. E™ uzaymnda {P,, P, ..., B,} swrali (n+ 1)’li nokta kiimesi igin
{POPl, s POPn} vektor sistemi R™’nin bir ortonormal bazi ise {Py, P;, ..., B,} ¢atisina dik

cat1 veya OKklid catisi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.5. E™ uzayinda {P,, P, ..., B,} dik ¢atismmn her elemani,

n
PoP = ) xiPoF
i=1

l

bi¢iminde yazilir. Boylece,

Xl':En - R
P - x;(P) = x;

bicimindeki, {x;,%,,...,x,} doniisimler kiimesine OKklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu, 1998).

Ornek 2.1.1. E™ uzaymda, E, = (0,0,...,0),E;, = (1,0,...,0), ..., E, = (0,0, ...,1)
noktalar1 dik ¢ati olusturur (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.6. E™ uzaymnda {E,, E;, ..., E,,} catisma standart Oklid catis1 veya dik ¢at1
denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tammm 2.1.7. I, R’nin bir ac¢ik alt araligi olsun. y:1 — E™ diferensiyellenebilir
doniisimii Vs € [ igin y'(s) # 0 oluyorsa y doniisiimiine n boyutlu uzayda regiiler egri
denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.1.8. [ kiimesi R reel vektor uzaymin bir agik alt araligi olmak {iizere,

y:IcR- R3
t->y(®) = (110,720, 75(0)

tamimlanan diferensiyellenebilir fonksiyona ii¢ boyutlu Oklid uzayinda egri denir
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(O’ Neill, 1997).

Tamm 2.1.9. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi c R agik araligida tanimlansin.
Sayet, ¥ egrisi Vt € I i¢in [y’ (t)|| # 0 sartmi gercekliyor ise y egrisine ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda regiiler egri (diizenli egri) denir (O’Neill, 1997).

Ornek 2.1.2. Ug boyutlu Oklid uzay1 E’te r ve h sabitleri sifirdan biiyiik olmak iizere,

y(t) = (rcost,rsint,ht)

seklinde bir sag dairesel helis alinsin. Ayn1 zamanda, h < 0 sabit degeri i¢in egri sol dairesel

helis olacaktir. Bu egrinin birinci tiirevi,

y'(t) = (—rsint,rcost,h) #0

seklinde oldugundan, egri regiiler bir sag dairesel helistir. y egrisi, r = 1 ve h = 1 sabit

degerleri igin goruntisi Sekil 1.’deki gibidir. (Millman ve Parker, 1977).

Sekil 1. Sag ve sol dairesel helis



Tamm 2.1.10. Ug¢ boyutlu Oklid uzayr E3’te, y egrisi, ] € R acik arahiginda

tanmnlansin. Bu durumda a, b € I olmak {izere,

b
f ly' @)1l dt

reel sayisina, t = a ile t = b noktalar1 arasida y egrisinin yay uzunlugu denir (O’Neill,

1997).

Tanmmm 2.1.11. U¢ boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, ] € R agik araliginda

tanimlansi. Her s reel sayisi i¢in,

lly' (Il =1

sartin1 sagliyorsa, y egrisine birim hzh egri denir. Burada s, egrinin yay parametresidir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.1.12. y egrisi, I € R ag¢ik araliginda tanimlansin. Eger h: ] — [ fonksiyonu,

J agik araliginda diferensiyellenebiliyorsa, y ve h fonksiyonlarmnin bileskesi olan

yeh=pg=y(h):] -1

bigimindeki f fonksiyonu diferensiyellenebilir bir egri olmaktadir. Burada £ egrisi h ile

y’nin yeniden parametrizasyonu olarak adlandirilir (O’Neill, 1997).

Tamim 2.1.13. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, T =y', N = ”;:,,”, B =T x N olmak

tizere {T (s), N(s), B(s)} kiimesine y egrisinin y(s) noktasindaki Serret-Frenet ¢atis1 denir.

Ayrica T, N, B vektorlerine Frenet vektor alanlari denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tanmim 2.1.14. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I € R agik araligmda taniml
birim hizl1 bir egri olsun. Egrinin birim tanjant vektdr alant1 y' = T olmak iizere, y egrisinin

egriligi olan x reel degerli fonksiyon,



K:I >R
s—=>k(s) =TI = lly" )l

seklinde tanimlanir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.15. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te, y egrisi, ] € R acik araliginda

tanimlanan birim hizli egrisi i¢in bu egrinin torsiyonu olan t reel degerli fonksiyon,

:1 >R
s = t(s) = —(B'(s),N(s))

seklinde tanimlanir (O’Neill, 1997).

Tanmm 2.1.16. Ug boyutlu Oklid uzay: E3’te, y egrisi, k > 0 egriligine sahip birim

hizl1 bir egri olsun. Burada y’nin asli normal vektor alam N ve binormal vektor alam B,

seklinde tanimlanir (O’Neill, 1997).

Tammm 2.1.17. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te, y egrisinin Frenet elemanlari

{T,N, B, 7, k} olmak iizere,
D(s) = t(s)T(s) + k(s)B(s)
tanimlanan vektor alanina, y egrisinin Darboux vektor alani denir. Ayrica,

D(s)

1
IDI JEZ(s) + 72(s)

D(s) = (@($)T(s) + k(s)B(s))

vektoriine ise y’nin Darboux gostergesi (Kiiresel Darboux resmi) denir (lzumiya ve
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Takeuchi, 2002).

Tamm 2.1.18. Ug boyutlu Oklid uzay: E3’te, y egrisi I € R agik araliginda taniml

regiiler bir egri olsun. Boylece y egrisinin Frenet elemanlari,

_7'@© _ CYOxy O
"= ol NO=BOXT® B0 = o
ey = POy et OO, (©)

ly'(©II® lly" (&) x y" (O
seklinde hesaplanir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.19. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I € R acik araliginda taniml

birim hizli egrisinin Frenet vektorlerin doniisiim formiilleri matris notasyonu ile,

T 0 x(s) O0\/T
N |=(-x6) 0 () |[{N
B’ 0 —1(s) 0/\B

seklinde verilir (Struik, 1950).

Tanm 2.1.20. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I c R agik araliginda tanimli

birim hizl1 bir egri olsun. Boylece,

I. ¥ egrisinin, birim teget vektor alani ile asli normal vektor alaninin gerdigi diizlem
oskiilator diizlem olarak tanimlanir. Oskiilator diizlemde yatan egriye oskiilator
egri denir.

ii. y egrisinin, asli normal vektor alani ile binormal vektor alaninin gerdigi diizlem
normal diizlem olarak tanimlanir. Normal diizlemde yatan egriye normal egri
denir.

iii. y egrisinin, birim teget vektor alani ile binormal vektor alaninin gerdigi diizlem
rektifyan diizlem olarak tanimlanir. Rektifyan diizlemde yatan egriye rektifyan
egri denir.
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Burada oskiilator kelimesi yapisan veya open, normal kelimesi dik anlaminda ve

rektifyan kelimesi tamamlayan anlamimdadir (Struik, 1950).

Rektifiyan Normal
Diizlem B Diizlem

Oskiilator
Diizlem

Sekil 2. Rektifyan diizlem, normal diizlem, oskiilator diizlem

Teorem 2.1.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, bir egrinin oskiilatdr diizlemde yatmasi

icin gerek ve yeter kosul, egrinin diizlemsel egri (t = 0) olmasidir (Struik, 1950).

Teorem 2.1.2. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I € R agik araliginda tanimli
birim hizli bir egri olsun. O halde, y egrisinin rektifyan bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul, y egrisinin egrilikleri oraninin s yay parametresine bagli dogrusal bir fonksiyon yani,

0}

K(s)=a5+b

olmasidir. Burada a # 0 ve b sabit reel sayilardir (Chen, 2003).

Tamm 2.1.21. Ug boyutlu Oklid uzay:r E3’te, y ve y*egrileri, I € R acik araliginda
tanimli ve bu egrilerin Frenet elemanlar: sirasiyla {T, N, B, 7, k}, {T*,N*, B*,7*,k*} olsun.
Eger, y egrisinin asli normal vektorii, y* egrisinin binormal vektorii ile cakigiyorsa y egrisine
Mannheim egri denir. Ayrica y*, y egrisinin bir Mannheim egri ciftidir ve (y,y*) cifti
Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilir (Miller, 1905; Liu ve Wang, 2008).

11



Sekil 3. Mannheim egri ¢ifti

Teorem 2.1.3. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I R agik araliginda taniml
bir egri ve egrilikleri 7, k olsun. O halde, y’nin Mannheim egri olmasi asagidaki esitligin

saglanmasini ¢ift yonlii gerektirir.
2+ K% =kt
Burada k bir reel sayidir (Miller, 1905; Liu ve Wang, 2008).
Tanim 2.1.22. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y ve y* egrileri, I c R agik araliginda
taniml1 ve bu egrilerin Frenet elemanlar: sirasiyla {T, N, B, T, x}, {T*,N*, B*, T*,k*} olsun.

Egrilerin her noktasinda asli normal vektorlerinden olusan {N, N *} kiimesi lineer bagimli ise

(y,y*) ¢iftine Bertrand egri ¢ifti denir (Bertrand, 1850).

T(s)

Sekil 4. Bertrand egri ¢ifti
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Tamm 2.1.23. Ug boyutlu Oklid uzay:r E3’te, (y,¥*) Bertrand egri ¢ifti verilsin.
Burada y ve y* egrilerine Bertrand egri denir (Hsiung, 1981).

Teorem 2.1.4. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, (y,y*) Bertrand ¢ifti olsun. Bu durumda,

y* egrisi

y*(s) =v(s) + AN(s)

seklindedir. Burada A sabit reel sayis1 Bertrand egri ¢iftlerinin kargilikli noktalar1 arasindaki

uzaklig1 ifade eder (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.5. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te y egrisi, I € R agik arahginda taniml
bir egri ve egrilikleri t, x olsun. O halde, y egrisinin Bertrand egri olmasi, asagidaki esitligin

saglanmasini ¢ift yonlii gerektirir.

Ak +pur =1

Burada A, u bir reel sayidir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.6. n > 4 olmak {izere, E™ uzayinda egrilikleri sifirdan farkli olan bir

egrinin Bertrand ¢ifti olamaz (Matsuda ve Yorozu, 2003).

Tamim 2.1.24. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te y egrisi, I € R agik araligida taniml
bir egri ve egrinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, 7, k} olsun. Burada y egrisinin teget vektor
alani, sabit dogrultuda sabit ac1 yaparsa y genel (silindirik) helis egrisidir. Ayn1 zamanda

helis egrileri, 0-slant helis egrileridir (Millman ve Parker, 1977).
Teorem 2.1.7. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te y egrisi, I € R agik arahigida taniml

bir egri ve egrilikleri 7, k olsun. Boylece, y egrisinin helis egrisi olmasi ancak ve ancak

egriliginin bir reel kat1 torsiyonuna karsilik gelmesiyle miimkiindiir (Lancret, 1802).
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Tamm 2.1.25. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te y egrisi, I € R agik araligida taniml
bir egri ve egrinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, T, k} olsun. Burada y egrisinin asli normal
vektor alani, sabit dogrultuda sabit a¢1 yapirsa y bir slant helis egrisidir. Ayni zamanda slant

helis egrileri, 1-slant helis egrilerdir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).
Teorem 2.1.8. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te y egrisi, k > 0 egriligine sahip birim

hizli bir egri olsun. Burada y egrisinin egrilikleri T ve x olmak {izere y’nin slant helis egri

olmasi,

2 ’

K T
7= (k2 + T2)3/2 (E)

fonksiyonunun sabit olmasini karsilikli gerektirir. Ayn1 zamanda o = 0 iken, y genel bir

helistir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Tanm 2.1.26. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te y egrisi, I € R agik araliginda tanimli

bir egri ve egrinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, 7, k} olsun. O halde,

Y’ (s)

Yi+1(S) = m

Yk+1, Sabit dogrultuda sabit ag1 yapiyorsa yani
(Vi+1,u) = cos B
esitligi gergekleniyorsa y egrisine k-slant helis egrisi denir. Burada,

u=aT + bN + cB

Yo(s) = ¥(s)
)
N = ol
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bi¢imindedir (Ali, 2010).

Teorem 2.1.9. Ug boyutlu Oklid uzayr E3’te y egrisi, I € R agik arahiginda taniml
regiiler egrisinin Frenet vektorleri {T, N, B} olsun. Egrinin T, N ve B vektorlerinin integral
egrilerine sirasiyla teget yon egrisi, asli normal yon egrisi ve binormal yon egrisi denir

(Choi ve Kim, 2012).

Teorem 2.1.10. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te y ve B egrileri, I € R agik araliginda
taniml1 ve bu egrilerin Frenet elemanlar1 sirastyla {T, N, B, T, k}, {TB, NB' BB' T8, KB} olsun.
Bu taktirde,

olacak bi¢cimde bir B egrisi vardir. Burada,
5(s) = t(s)T(s) + k(s)B(s)
§*(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)
w0 =TT
bi¢imindedir (Deshmukh, Chen ve Alghanemi, 2018).

Tamm 2.1.27. Ug boyutlu Oklid uzay: E3’te, y:1 —» S? egrisi o yay parametrisine
sahip birim kiiresel egri olsun. Burada y' = Z—Z olmak iizere, y egrisinin birim teget vektorii

T (o) = y'(0) seklindedir. Boylece s(o) = y(a) X T(o) seklinde tanimlanan s(o) vektorii
ile birlikte y egrisi boyunca elde edilen ortonormal {y (o), T(0),s(o)} ¢atisina y egrisinin

Sabban catis1 denir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).
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Teorem 2.1.11. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y:I —» S? birim kiiresel egrisi i¢in

kiiresel Frenet formiilleri,
y'(0) =T (o)
T'(0) = —y(0) + Kk4(0)s(o)
s'(0) = —k4(0)T(0)
seklindedir. Burada K, (0), y egrisinin S?’deki geodezik egriligi olup
Kg(0) = det(y(a), T(U),T’(U))
ile verilir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

Tanim 2.1.28. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y birim hizli egri ve s, € I olmak iizere,

y(s) sayismin K kiiresine gore kuvveti,

fiI-R
s f(s)=(y(s)—d,y(s) —d) —r?

seklindedir. Burada d kiirenin merkezi, r kiirenin yaricapidir. Eger,

a) f(so) =0
b) f'(se) =0
c) f"(so) =0
d) f""(so) =0

oluyorsa, K kiiresi y egrisine y(s,) noktasinda iigiincii basamaktan degiyor denir
(Sabuncuoglu, 2004).
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Teorem 2.1.12. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, ¥ birim hizli bir egri ve s, € I olsun.
O halde, y egrisine y(s,) noktasinda tigiincii basamaktan degen bir ve yalniz bir kiire vardir.

Bu kiire ise oskiilator (egrilik) kiiresidir (Sabuncuoglu, 2004).

Tanim 2.1.29. Bir egrinin iizerindeki noktalarin tamami kiire iizerinde yer aliyor ise

bu egri kiiresel egri olarak isimlendilir (Karger ve Novak, 1985).

Teorem 2.1.13. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi, I C R agik arahmda taniml
egrisinin t ve k egrilikleri sifirdan farkli reel sayilar olsun. O halde, y egrisi kiiresel egridir

ancak ve ancak,

(@2 -

denklemi saglanir. (2.1) denkleminin ¢oziimii,

% = A cos (j;sr(u)du> + B cos <J:T(u)du> (2.2)

bigimindedir. Burada, kiirenin yarigapt R = VA? + B?’dir (Breuer ve Gottlieb, 1971;
Kreyszig, 1959; Wong, 1972). Boylece (2.2) denklemini,

% = R<% cos <j:1'(u)du> + %cos <J:r(u)du>> (2.3)

seklinde yazilabilir. (2.3) denkleminde, cos 8, = %ve sin 8, = g esitlikleri yerine yazilarak

gerekli iglemler yapildiginda,

Fls) = Rcos (f T(s)ds + 60> (2.4)

elde edilir. Burada R € R, 8, € [0,2m]’dir (Wong, 1972).
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2.2. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Kiiresel Egrilerin Uygulamalari

Ug boyutlu Oklid uzaymnda bilindigi gibi bircok egri, kiiresel egriler yardimiyla elde
edilmektedir. Bu egrilere rektifyan egrileri ve Bertrand egrileri 6rnek olarak verilebilir.

[1k olarak kiiresel egriler yardimiyla insa edilen Bertrand egrileri, Izumiya ve Takeuchi
(2002) tarafindan kiire iizerinde aldigi birim hizli bir egriyi kullanarak tanimladigi uzay
egrisi ile tiim Bertrand egrilerini elde edilebilecegini gostermistir. [zumiya ve Takeuchi, bu
calismasina ii¢ boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir y egrisini alarak baslamistir. Bu
egrinin her noktasindaki teget vektori, y egrisine dik oldugu acikca goriilmektedir. Boylece

Sabban ¢atisi,

{y(s), T =y'(s),Y(s) =y(s) xT(s)}

seklinde olur. Bu catinin Frenet vektorlerin tiirevi,

bigiminde bulunur. Burada x,(s) = det(y, T, T’) esitligi, egrinin kiire {izerindeki geodezik
egriligini ifade etmektedir. Izumiya ve Takeuchi tanimladigi bu Sabban ¢atis1 ile Teorem

2.2.1. verilir.

Teorem 2.2.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi kiiresel egri olmak iizere,

y*(s) = afy(s)ds + acotf f Y(s)ds + ¢

seklinde tanimlanan bir egri Bertrand egrisidir. Burada y egrisi kiiresel egri iken y *egrisi
Bertrand egri olmaktadir. Boylece tiim Bertrand egrilerini bu metotla elde edilir (Izumiya ve
Takeuchi, 2002).

Teorem 2.2.1. ile ifade edilen teoremin varhg Ornek 2.2.1. yardimyla

desteklenmistir.
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Ornek 2.2.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y(t) = (sint, sintcost,cos %t)

seklinde bir kiiresel egrisi ele alinsin. Bu kiiresel egriicin a = 1 ve cot8 = 1 secilirse,
v (@) = (ri(®),y2(), y3())

Bertrand egrisi elde edilir. Boylece gerekli hesaplamalarla y*(t) egrisinin bilesenleri,

s (63) +5 (- (o3) + 3¢ (o)

1 F(t
"2 2
3+ cos(2t)sint

f(t) = —cost +
" 2\ 2
\/fsint 1

— —cos(2t) +
) 7 (2t) i

v, (t) = —2 arctan <—
V3 + cos(2t)

t costy 3+ cos(2t 3 1
(20) + Elog (\/fcos t ++/3 + cos(2t) + Zsin(Zt))

)/§(t)=§— o

seklindedir. Burada F(t,m) = fot 1_7:;1
grafik Sekil 5.’teki gibidir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

3 bir fonksiyondur. O halde, y*(t) egrisine ait

Sekil 5. Bertrand egri
Kiiresel egrilerin giizel bir uygulamasini da Chen ve Dillen (2005) tarafindan yapilan

caligmalarda goriilmektedir. Chen ve Dillen, tiim rektifyan egrilerin kiiresel egrilerden elde
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edilebilecegini Teorem 2.2.2. ile ifade etmistir.

Teorem 2.2.2. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, a regiiler bir egri ve x > 0 olsun. O

halde, a egrisinin rektifyan egri olmasi,
a(t) = (asect)w(t)

esitliginin saglanmasmi iki yonlii gerektirir. Burada t degiskeni egrinin yay pamatresi, w

kiire tizerindeki birim hizli egri ve a sabit bir sayidir (Chen ve Dillen, 2005).

Bu bolimde son olarak Camci’nin (2019), (2020a) ve (2020b) yapmis oldugu

calismalar ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Birim kiire tizerinde, (I,y) koordinat komsuluguna sahip bir y egrisi alinsin. Burada,
C(S?) = {y| y regiiler kiiresel egri }
C(E3) = {y | y regiiler egri }

olmak iizere,

I: C(S?) — C(E3)

y=1(y) = [ S, vdu (2.5)

doniisiim tanimlansin. Burada,

S;:I—R
t — S,(t,0)

diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Verilen bu 6n bilgiler dogrultusunda Teorem 2.2.3

verilir.
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Teorem 2.2.3. (2.5) denkleminde tanimlanan I(y)’nin kiiresel egri olmasi,

t det(y, yl, Y”)

S, (t,0y) = IV cosf
Y( 0) ”Y ” < A ||y'||2

du + 90> (2.6)

0

denkleminin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterlidir (Camci, 2019).

Teorem 2.2.3. ifadesinde bahsi gecen y egrisi birim hizli bir egri olsun. Bu durumda,

T =y’ bir kiiresel egri olur. Burada (2.5) esitliginde, y yerine y’ alindiginda,
Iy) = f Sy Y'du (2.7)

elde edilir. (2.7) esitliginde, I(y") bir B birim hizli egrisinin tanjant vektorii oldugu kabul
edilsin. Ayrica B egrisinin Frenet elemanlar1 {TB' Ng, Bg, Tg, KB} seklinde olsun. Bu bilgileri

g0z Oniine alinarak Teorem 2.2.4. verilir.

Teorem 2.2.4. 1(y") = B’ egrisinin kiiresel egri olmasi,

tdet(y,y",y"")
Iy 112

S,1(t,80) = lly" I cos ( | du+ eo> (2.8)
t

0

det(y',y”,y’”)
lly"'112

denklemleri, (2.8) esitliginde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda,

esitliginin saglanmasi igin gerekli ve yeterlidir. Burada t = ve k = |ly"||

Sy = K cos (f T(s)ds + 60> (2.9)

esitliligi elde edilir. Son olarak da, 8 egrisinin egriliklerini hesaplamak igin (2.7) esitliginin

egri boyunca tiirevi alindiginda,
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B" =S,y (2.10)
olur ve (2.10) esitligin normu,

"Il = Kkg =S, (2.11)
bigimindedir. (2.10) ve (2.11) esitliklerinden,

Ny =T (2.12)
oldugu goriiliir. (2.12) esitliginin egri boyunca tiirevi alindiginda,

—kgTp + 13Bg = kKN (2.13)
elde edilir. (2.13) denkleminin normu alindiginda,

Kp® + 1% = K? (2.14)

olur. Boylece [ egrisinin egrilikleri

Tg = Kk Sin (f T(s)ds + 90> (2.15)

Kg = K COS (f T(s)ds + 90> (2.16)

bi¢iminde elde edilir (Camci, 2019).
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BOLUM 3
OKLIiD UC UZAYINDA NORMAL VE REKTiFYAN KURESEL EGRILER

Bu béliim iki alt basliktan olusmaktadir. Birinci alt baslikta, ilk olarak 3-boyutlu Oklid
uzayinda y birim hizli egrisinin binormal vektoriinii integre ederek bir yg egrisi
tanimlanmistir. Bu iki egrinin Frenet vektorlerinin gerdigi uzaylar belirlenip, bu uzaylar
aras1 gecisler gosterilmistir. Bu veriler 1518inda yeni bir egri olan normal kiiresel egri
kavrami verilmistir. Son olarak, kiiresel egri olma karakterizasyonunu kullanarak bu yeni
egriyi karakterize eden denklem belirlenmistir.

Ikinci alt baslikta ise, ¥ egrisinin Darboux gdstergesi integre edilerek bir y5 egrisi
tanimlanmistir. Birinci alt basliktaki yapilan ¢alismaya benzer olarak y ve yp egrilerinin
Frenet vektorlerinin gerdigi uzaylar belirlenip, bu uzaylar aras1 gegisler gosterilmistir. Bu
veriler 1s181inda yeni bir egri olan rektifyan kiiresel egri kavrami verilmistir. Son olarak da
kiiresel egri olma karakterizasyonu kullanilarak bu yeni egriyi karakterize eden denklem

belirlenmistir.
3.1. Normal Kiiresel Egri
Tanmm 3.1.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, ¥ birim hizli egrisinin Frenet elemanlari

{T,N, B, 7, k} seklinde olsun. Bu egrinin binormal vektorii integre edilerek

yg:l - E3
s - yg(s) = [ B(s)ds

seklinde bir y egrisi tanimlansin (Choi ve Kim, 2012). Bu egrinin Frenet elemanlari ise,
{TVB = TB'NVB = NB.BVB = BB’TVB = TB’KYB=KB}
seklinde gosterilsin. Gerekli hesaplamalar yapildiginda, yp egrisinin Frenet elemanlari

TB = B NB = _N BB = T (3l1)

Tg = K Kg =T (3.2)
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seklinde elde edilir.
Burada, y ve yp egrisinin her noktasindaki Frenet vektorleri incelendiginde Sonug

3.1.1., Sonug 3.1.2. ve Sonug 3.1.3 ifadelerine ulasilir.

Sonug 3.1.1. y egrisinin teget ve normal vektorleri ile yp egrisinin binormal ve normal
vektorlerine bakildiginda, y egrisinin {T, N} vektorlerinin gerdigi uzay ile yp egrisinin
{Bg, Ng} vektorlerinin gerdigi uzay birbirine esit oldugu goriilir. Boylece y egrisinin

oskiilator diizlemi ile yz egrisinin normal diizlemi birbirine paralel olur.

Sonug 3.1.2. y egrisinin teget ve binormal vektdrleri ile yp egrisinin teget ve binormal
vektorlerine bakildiginda, y egrisinin {T, B} vektorlerinin gerdigi uzay ile yp egrisinin
{Bg, Ty} vektorlerinin gerdigi uzay birbirine esit oldugu goriiliir. Boylece y egrisinin

rektifyan diizlemi ile y5 egrisinin rektifyan diizleminin birbirine paralel olur.

Sonug 3.1.3. y egrisinin normal ve binormal vektorleri ile y5 egrisinin normal ve teget
vektorlerine bakildiginda, y egrisinin {N,B} vektorlerinin gerdigi uzay ile yp egrisinin
{Ng, T} vektorlerinin gerdigi uzayin birbirine esit oldu goriiliir. Boylece y egrisinin normal
diizlemi ile y egrisinin oskiilator diizlemi birbirine paralel olur.

Sonug 3.1.1. ve Sonug 3.1.3 ifadelerinden Tanim 3.1.2. elde edilir.

Tamim 3.1.2. Eger yp egrisi kiiresel egri ise y egrisine normal Kiiresel egri denir.

Sonug 3.1.1., Sonug 3.1.3. ve Tanim 3.1.2. ifadelerinden Sonug 3.1.4 elde edilir.

Sonu¢ 3.1.4. y egrisinin kiiresel egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yp egrisinin

normal kiiresel egri olmasidir.

Boylece, Sonug 3.1.4. ile bir egrinin normal kiiresel egri olmasi igin gerek ve yeter
kosulu belirlendi. Bilindigi gibi yeni tanimlanan bir egrinin ya da var olan egrinin yeni bir
karakterizasyonunu belirlemek 6nemli bir ¢alismadir. Bundan dolay1, bir sonraki basamak

bu yeni egrinin karakterizasyonunu belirlemek oldu.
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Teorem 3.1.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3te, y egrisi normal kiiresel egridir ancak ve

ancak

T(%) = R cos (j k(s)ds + 00) (3.3)

denklemi saglanir.

Ispat. Varsayalim ki, y egrisi normal kiiresel egri olsun. Béylece, Tanim 3.1.2.°den

yg kiiresel egri olur ve

((é)’%);;_i: 0 (34)

denklemini saglar. Burada (3.4) denklemi, kg ve 75 degerleri (3.2) esitlikleri kullanilarak

yeniden diizenlendiginde,

(3) +=0

denklemi elde edilir. Daha sonra, (3.5) denkleminde t = fosicds parametrik doniistimii

yapilip, y = % alindiginda,
y@)+y(®)=0 (3.6)

diferansiyel denklemi elde edilir. (3.6) diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise,

Tls) = R cos (f k(s)ds + 90>

seklinde bulunur.
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3.2. Rektifyan Kiiresel Egri
Tanim 3.2.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y birim hizli egrisinin Darboux gostergesi

integre edilerek,

vp:l - R3
s yp(s) = [ D(s)ds

bi¢iminde bir y5 egrisi tanimlansin. Burada Darboux gostergesi

D) = (S)1+ = (T + KB

bicimindedir. Bu egrinin Frenet elemanlart,
{T,, =T5 N, =Np,B,. =Bp, 1, =1p,k,, =Kp}
seklinde gosterilsin. Gerekli hesaplamalar yapilirsa, y5 egrisinin Frenet elemanlar1

1T +kB N —kT + 1B (3.7)
VT r 2 N

Il
os)

ol

Il

I
=

K't+1'k (3.8)

T =T+ K = Ere

olarak bulunur. Burada, y ve y5 egrisinin her noktasindaki Frenet vektorleri incelendiginde

Sonug 3.2.1. ifadesi elde edilir.

Sonug¢ 3.2.1. y egrisinin teget ve binormal vektorleri ile y5 egrisinin tegeti ve normal
vektorlerine bakildiginda, y egrisinin {T, B} vektorlerinin gerdigi uzay ile yp egrisinin
{Tp, Np} vektorlerinin gerdigi uzaym birbirine esit oldugu goriiliir. Boylece, y egrisinin

rektifyan diizlemi ile y5 egrisinin oskiilator diizlemi birbirine paralel olur.

Elde edilen Sonug 3.2.1. ifadesinden Tanim 3.2.2. verilir.
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Tanmim 3.2.2. Eger yp egrisi kiiresel egri ise y egrisine rektifyan kiiresel egri denir.
Sonug 3.2.1 ve Tanim 3.2.2. ifadelerinden Sonug 3.2.2. elde edilir.

Sonug¢ 3.2.2. y egrisinin kiiresel egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y5 egrisini

rektifyan kiiresel egri olmasidir.

Boylece, Sonug 3.2.2. ile bir egrinin rektifyan kiiresel egri olabilmesi igin gerek ve
yeter kosul belirlendi. Bundan sonraki basamak ise bu yeni egrinin karakterizasyonunu

belirlemek oldu.

Teorem 3.2.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi rektifyan kiiresel egridir ancak

ve ancak,

T 2
% = Rcos (f VT2(s) + k2 (s)ds + 90) (3.9)
K

denklemi saglanir. Burada y egrisi helis degildir.

Ispat. Varsayalim ki, y egrisi rektifyan kiiresel egri olsun. Boylece Tanim 3.2.2.’den

yp kiiresel egri olur ve

1
K5 (S)

= Rcos (f t5(s)ds + 90> (3.10)

denklemini saglar. Burada (3.10) denkleminde, (3.8) esitlikleri yerine yazildiginda,

VT2 + K2

K't+ 1tk

= Rcos (f t5(s)ds + 60> (3.11)

denklemi elde edilir. (3.11) denkleminde gerekli diizenlemeler yapildiginda, (3.9)

denklemine ulagilir.

27



BOLUM 4
BAZI OZEL EGRILERIN DOGAL EGRIi CiFTLERI

Bu boliimde, ilk olarak Deshmukh, Chen ve Alghanemi (2018) tarafindan tanimlanan
dogal ¢ift egrisinden bahsedilmistir. Daha sonra Camci (2019) tarafindan tanimlanan (2.10)
denklemindeki egri ¢iftinin, bir dogal egri ¢ifti oldugu agik¢a goriiliip ve bu esitlige ise dogal
egri ¢ift denklemi olarak adlandirilmistir. Camci bu dogal egri ¢ift denkleminden, k-slant
helis egri ile (k + 1)-slant helis egri, Bertrand egri ile kiiresel egri gibi baz1 6zel egriler
arasinda gegislerin var oldugunu ve bu dogal egri ¢ift denklemi ile Mannheim egrilerin dogal
ciftlerinin karakterizasyonunu elde edilecegini gostermistir (Camci, 2019; Camci, 2020a;
Camci, 2020b). Yapilan bu ¢alismalardan sirasiyla bahsedildikten sonra, dogal egri gift
denklemi ile yeni tanimladigimiz rektifyan ve normal kiiresel egriler arasindaki gecis
gosterilmistir. EK olarak, kiiresel helislerin genel denklemi kullanilarak yeni tanimladigimiz
bu iki egriye Ornek verilmistir. Son olarak da rektifyan egrinin dogal c¢iftinin

karakterizasyonu, bu dogal egri ¢ift denklemi yardimiyla elde edilmistir.

4.1. Dogal Cift Egrisi
Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y egrisi I c R agik araliginda tanimlansmn. Bu durumda,

y egrisinin Frenet vektorleri T, N, B olmak {izere,

p:1 - E3
s - B(s) = [ N(s)ds

tammlanir (Choi ve Kim, 2012). Burada f egrisinin Serret-Frenet vektorleri Tg, Ng, By

olmak tizere Tg = N oldugu goriiliir. Burada, dom(y) < E™

x:dom(y) = TpE™

doniisiim ve

y:1 - dom(y) c E™

olmak tizere,
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d
x(r®) =2k

kosulunu saglayan egriye y’in integral egrisi denir (Hacisalihoglu, 2000). Burada agikca
goriilmektedir ki, y vektor alan1 sadece y egrisi boyunca degil ayn1 zamanda y egrisini
kapsayan dom(y) bolgesinde de bir vektor alanidir. Bu yiizden Deshmukh, Chen ve
Alghanemi (2018) galismalarinda 8 = [ Nds egrisinin Tg, Ng, Bg Frenet vektorlerinin
hesaplanmasinda y’in integral egrisini ayirt edemeyecegini belirtmistir. Deshmukh, Chen ve
Alghanemi (2018) bu karisiklig1 gidermek i¢in normali ve tegeti paralel olan egrilere dogal

cift (natural pair) egrisi olarak adlandirmustir.

Deshmukh, Chen ve Alghanemi (2018) ¢alismalarinda, y:1 — E3 Frenet egrisinin

{T, N, B, 1, k} Frenet elemanlar1 olmak iizere,

Tg=N N, = — )

B £~ 0w By =—
K% /Ty A

7 =27 () G

olacak bi¢imde B:1 — E3 egrisinin var oldugunu ispatlamislardir (Deshmukh, Chen ve
Alghanemi, 2018). Burada agikca goriilmektedir ki (y, B) egri ¢ifti, bir dogal egri ¢iftidir.

Bu ¢aligmada f egrisine y egrisinin dogal ¢ifti olarak adlandirilacaktir.

Tanim 4.1.1. Eger (y, B) egri ¢ifti dogal egri ¢ifti ise, y’nun tegeti ile # nin normali
cakisiktir (Deshmukh, Chen ve Alghanemi, 2018).

Teorem 4.1.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, y:1 - E2 birim hizli egri ve g:] - E3

Frenet egrisi olmak tizere, (y, B) egri ¢iftinin dogal egri ¢ifti olmasi,

B" =Ky’ (4.1)

esitliginin gerceklenmesini ¢ift yonlii olarak gerektirir.
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Ispat. (4.1) denklemi altinda, (2.12) esitligine bakildiginda, ¥ egrisinin tegeti ile 8
egrisinin asli normal vektdrii esit oldugu goriilmektedir. Bu da y ve  egrilerinin tegeti ve
normalinin paralel oldugu sonucuna gotiiriir. Béylece Tanim 4.1.1.°den (y, B) egri ¢ifti bir

dogal egri ¢ifti olur.

Sonug olarak Teorem 4.1.1°den, (2.10) denklemi dogal egri ¢ift denklemi olarak
adlandirilir. Bu dogal egri ¢ift denklemini saglayan egri ailelerini ve bazi egri aileleri
karakterize eden denklemler asagida sirasiyla verilmistir.

4.1.1. Bertrand ve Kiiresel Dogal Cift Egrisi
Teorem 4.1.1.1. B egrisinin Bertrand egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y egrisinin

kiiresel egri olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki, (2.10) esitliginde S egrisi Bertrand egri olsun. Bu durumda,
Akg + utg =1 (4.2

esitligi saglanir. (4.2) esitliginde, kg Ve T4 degerleri yerine yazilarak gerekli diizenlemeler
g1 sag B B

yapildiginda,

KVAZ + K2 (ﬁ cos(f t(s)ds + 6,) +ﬁsin(f 7(s)ds + 90)) =1 (4.3)

elde edilir. (4.3) esitliginde cos 8, = ﬁ, sin 8, = ﬁ ve R = VA% + k? alindiginda,
KR (cos 0, cos (f 7(s)ds + 9) + sin 8, sin (f 7(s)ds + 9)) =1 (4.4

olur ve (4.4) esitligi diizenlendiginde,

% = R cos (f T(s)ds + 90>
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elde edilir. Bu da bize, y egrisinin bir kiiresel egri oldugunu gosterir.

Tersine, (2.10) esitliginde y egrisi kiiresel egri olsun. Bu durumda,

1
—— =R 4.
(s) cos (j T(s)ds + 00) (4.5)
esitlik saglanir. (4.5) denkleminde, R = VAZ + B2 , cos 6, = J_ ve sin 6, = ﬁ
alindiginda,

1 = kVA? + B2 (cos(f 7(s)ds + 9)\/,42— + sin([ 7(s)ds + 8) J,qz—) (4.6)

olur ve (4.6) esitligi gerekli diizenlemeler ile,

1 =k cos (f T(s)ds + 00>A + K sin (f T(s)ds + 90) B 4.7)
halini alir. Burada, (2.15) ve (2.16) esitliklerine bakildiginda (4.7) denkleminin

Akg + utg =1 (4.8)

biciminde oldugu goriiliir. Sonug olarak (4.8) esitligi, f egrisinin bir Bertrand egrisi

oldugunu gosterir (Camci, 2020a).
4.1.2. k-Slant Helis ve (k+1)-Slant Helis Dogal Egri Cifti

Teorem 4.1.2.1. 8 egrisinin (k + 1)-slant helis egri olmasi, y egrisinin k-slant helis

egri olmasini ¢ift yonlii gerektirir.
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Ispat. Kabul edelim ki, (2.10) esitliginde, S, = 8 Ve y, = y olmak iizere,

Bo'
N Xl °
.31, )’0'

ﬁz=m=m=)’1

go= b
e T

!
. Br+1 Yi' -
Br+2 = = Yk+1

1Bisa | Nyl

elde edilir. Sonug olarak,

y egrisinin helis egri olmasi,f egrisinin slant helis egri olmasini ¢ift yonlii gerektirir.

y egrisinin slant helis egri olmasi, 8 egrisinin 2-slant helis egri olmasini ¢ift yonlii

gerektirir.

y egrisinin 2-slant helis egri olmasi, B egrisinin 3-slant helis egri olmasini ¢ift yonli

gerektirir.

y egrisinin k-slant helis egri olmasi, B egrisinin (k + 1)-slant helis egri olmasini ¢ift

yonlii gerektirir.

O halde, y egrisinin k-slant helis egri olmasi, f egrisinin (k + 1)-slant helis egri
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olmasni ¢ift yonli gerektirir (Camci, 2019).

4.1.3. Mannheim Dogal Cift Egrisi

Teorem 4.1.3.1. § egrisinin Mannheim egri olmasi, y egrisinin egrilikleri arasinda

k(s) = R cos (fsr(u)du + 90>
0

bagintisinin olmasini ¢ift yonlii gerektirir.

Ispat. Kabul edelim ki, (2.10) esitliginde 8 egrisi Mannheim egri olsun. Bu durumda,

k bir reel say1 olmak tizere
K'ﬁz + Tﬁz = kTﬁ (49)

esitligi saglamir. Yukaridaki (4.9) denkleminde, (2.15) ve (2.16) esitligindeki kg Ve g

degerleri yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda y egrisinin egriligi,

K = R sin (f T(s)ds + 90>

bi¢iminde elde edilir. Burada R = k kabul edilmistir.

Tersine, y egrisinin egrilikleri arasinda,

k(s) = R cos (fsr(u)du + 90> (4.10)

seklinde bir baginti var olsun. Burada 6 = fos t(w)du + 6, kabul edildiginde, (4.10)

denklemi
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K = Rcos#@ (4.11)

olur. Daha sonra (4.11) denklemi, S egrisinin egrilikleri olan (2.15) ve (2.16) esitliklerinde

yerine yazildiginda,

Kz = Rcos? 6 (4.12)

g = cosfsin6 (4.13)

elde edilir. (4.12) egriligi ve (4.13) torisyon degerleri, Mannheim egri olma kosulu olan,
kp? +15% = k1p
esitligi saglar. Sonug olarak f egrisi bir Mannheim egrisi olur (Camci, 2020D).
4.1.4. Normal Kiiresel ve Rektifyan Kiiresel Dogal Egri Cifti
Teorem 4.1.4.1. B egrisinin rektifyan kiiresel egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y

egrisinin normal kiiresel egri olmasidur.

Ispat. Kabul edelim ki, (2.10) esitliginde B egrisi rektifyan kiiresel egri olsun. Boylece

Teorem 3.2.1.°den,

2

s
M = R cos (f \/‘L’BZ(S) + Kkp?(s)ds + 90> (4.14)

()

esitligi saglanir. Eger 75 Ve kg degerleri olan (2.15) ve (2.16) esitlikleri (4.14) denkleminde

yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1 + (tan 6)? (4.15)

97 (1 + (tan )2) = Rcos (f k(s)ds + 90>
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elde edilir. Burada 8 = [ 7(s)ds + 6,’dir. Dahas1 (4.15) esitligini,

T(%) = R cos (j k(s)ds + 00) (4.16)

bi¢iminde yazilir. Sonug olarak (4.16) esitliginden, y egrisinin normal kiiresel egri oldugu

acikca gortliir.

Tersine islemler takip edildiginde, y egrisi normal kiiresel egri iken  egrisi rektifyan

kiiresel egri oldugu agikca goriilmektedir.

Ornek 4.1.4.1. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3’te, kiiresel helislerin genel denklemi olan,

a(t) = (as(t), a2(t), az(t))

egrisinin sirasiyla bilesenleri,

sin(w(a — 1t + 90))

a,(t) = %( sin(w(a + 1)t + 6,) + m

w(a+ 1)

a,(t) = g(—w(a;_l_l)cos(w(a + Dt +6,) + mcos(w(a - Dt + 90)>

az(t) = rsin(awt + 6,)

bigimindedir (Scofield, 1995). Burada w =% , a? +r? =1 dir. Ayrica, 6, = 0 kabul

edilecektir.

Kiiresel helislerin genel denklemi olan a egrisi keyfi hizli bir egridir. Gerekli

hesaplamalarla,

arcsin(aws
t = # = h‘l(s)
aw
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seklinde doniisiim yapilarak a egrisi, S yay parametresi ile yeniden parametrelendirilirse,

y(s) = a(h™(s))

halini alir. Boylece, y birim hizli kiiresel helislerin genel denklemi

1 (@a+1) . 1 (la—-1) .
w@tD sin " arcsin(aws) | + w1 sin 7 arcsin(aws) | |,

r
2

r 1 (a+1) , 1 (a—1) .

3 (— w@+D cos ( a arcsm(aws)) + w@a=1 cos < 2 arcsm(aws))),

N—

(s)—i/
\

r sin(arcsin(aws))

seklinde elde edilir. Bu y egrisinin binormal vektori gerekli hesaplamalar sonucunda,

arcsin(aws) . arcsin(aws)
@) g (@) )

da d

B(s) = (—a cos(

seklinde bulunur. Boliim 3’lin birinci alt bashigindan da bahsedildigi gibi, birim hizh kiiresel
egrinin binormal vektorinii integre ederek tanmimlanan egri bir normal kiiresel egri

olmaktadir. Bu durumda, y; = [ B(s)ds egrisi agikca
arcsin(aws arcsin(aws
yg(s) = (f —acos (+)> ds,f —asin (%) ds,rs + ro) (4.17)

seklinde tanimlanan egri bir normal kiiresel egri olmaktadir. Daha sonra 2.10 esitliginde y

egrisi yerine yg egrisi alindiginda,
B" =S,V (4.18)

elde edilir. (4.18) denklemi iki kere integre edildiginde

B = f f SpBds? (4.19)
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elde edilir. Teorem 4.1.4.1. ifadesi ile (4.19) egrisinin bir rektifyan kiiresel egri oldugu

kolayca goriiliir. Dahasi, (4.17) esitliginde a = %, r= ? vew = % degerleri alindiginda,

. (1 . (1
1 arcsin <— S) 1 arcsin (— s) V3
ye(s) = j—zcos —\E ds,f—zsin —\/§ ds,75+r0

N =
N =

seklinde bir normal kiiresel egri elde edilir. Bu normal kiiresel egrinin grafigi ise Sekil 6.’da

gosterilmektedir.

Sekil 6. Normal Kiiresel Egri

4.1.5. Rektifyan Egrilerin Dogal Egri Cifti

Teorem 4.1.5.1. B egrisi rektifyan egri olmasi, y egrisinin torsiyonunun

1

7(s) = > 4.20
as? + 2bs + 1+b ( )

olmasni ¢ift yonlii gerektirir.
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Ispat. Kabul edelim ki, (2.10) esitliginde 8 egrisi rektifyan egri olsun. Bu durumda,

Tanim 2.1.22.°den f egrisinin egrilikleri orani,

75(s)

s (5) =as+b (4.21)

seklinde olur. (4.21) denkleminde 7z ve kg degerleri (2.15), (2.16) esitlikleri kullanilarak
gerekli diizenlemeler yapildiginda, (4.20) esitligi elde edilir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, oncelikle ii¢ boyutlu Oklid uzayinda yeni 6zel egriler olan normal
kiiresel egri ve rektifyan kiiresel egri kavramlar1 elde edildi. Bu yeni 6zel egrilerin
karakteristik denklemlerini, kiiresel egrilerin karakterizasyonunu kullanarak belirlendi.
Daha sonra Camci (2019) tarafindan tamimlanan " = gy’ esitliginin (y, ) dogal egri
ciftinden olustugu gosterildi ve bu esitlik dogal egri ¢ift denklemi olarak adlandirildi. Bu
dogal egri ¢ift denkleminden normal kiiresel egri ve rektifyan kiiresel egri arasinda gecisler
elde edildi. Kiiresel helislerin genel denklemi kullanilarak bu yeni 6zel egrilere 6rnek verildi.
Boylece yeni 6zel egrilerin varhig 6rneklerle desteklendi Ayrica, ii¢ boyutlu Oklid uzaymda
dogal egri ¢ift denklemiyle bir rektifyan egrinin dogal ¢iftinin karakteristik denklemi
belirlendi. Boylece “hangi egrinin dogal ¢ifti rektifyan egridir?” problemine ¢6ziim bulundu.
Bu tezdeki calismalar, Minkowski uzaymin farkli boyutlarina genisletilebilir. Bu farklh
uzaylardaki ¢alismalardan da diger dogal egri ¢iftlerin karakteristik denklemi ve egriler arasi
gegisler elde edilebilir. Sonug olarak bu tez ¢aligmasi bir¢ok matematikgilere farkh ¢alisma

konular1 sunmus oldu.
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