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OZET
GRAFLARDA MUKEMMEL ROMAN BASKINLIK SAYISI
TOKAT, Hiiseyin

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Agustos 2024, 38| sayfa

Graf teorisinde baskinlik, bir grafin belirli tepelerinin diger tiim tepelerle
olan baglantisini ifade eder. Bir grafin baskinlik sayisi, grafin en kiigiik baskin
kiimesinin boyutudur. Roman baskinlik, bir grafin tepelerine belirli bir gsekilde
sayilar atayarak grafin her tepesini belirli bir strateji altinda korumak amaciyla
geligtirilmigtir. Bu yontemde, her tepe 0, 1 ve 2 ile etiketlenir. Bu strateji, Roma
Imparatorlugu dénemindeki garnizon sistemine benzer sekilde, belirli tepelerde
"asker” bulundurarak diger tepelerin savunmasini saglamay1 hedefler. Roman
baskinlik kavraminda 0 ile isaretlenen tepenin birden fazla 2 ile isaretlenmis
komsu tepesi bulunabilir. Dolayisiyla, bir tepeyi bastirmak i¢in birden fazla
kaynak harcanmaktadir. Bu belirsizlik ve karmasa iceren durumdan kurtulmak
amactyla mitkemmel Roman baskinlik sayis1 tanimlanmigtir.

Bolim 1’de, temel tanimlar ve bazi baskinlik ol¢iimlerinin tanimlar
verilmigtir.

Boliim 2’de, graf iglemleri ve miitkemmel Roman baskinlik sayisi ile ilgili
caligmalar ve sonuglar verilmigtir.

Bolim 3’te, grid graflarin milkemmel Roman baskinlik sayisi hesap-
lanmigtir. Grid graflar icin Roman baskinlik ve mitkemmel Roman baskinlik
sayilar1 arasindaki farklar detayli olarak gosterilmisgtir.

Bolim 4'te, P,~—, P+ pP-—t C- =t (C, 7 graflarmm miikem-
mel Roman baskinlik degerleri verilmigtir. Ayrica, n tepeli bir G grafinin
transformasyon grafi olan G~~1 i¢in milkkemmel Roman baskinhk degeri
hesaplanmigtir.

Anahtar sozciikler: Baskinlik Sayisi, Roman Baskinlik Sayisi, Miitkemmel

Roman Baskinlik Sayisi, Grid Graflar, Transformasyon Graflar.
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ABSTRACT
PERFECT ROMAN DOMINATION NUMBER IN GRAPHS
TOKAT, Hiiseyin

Ph.D. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
August 2024, 38 pages

In graph theory, domination refers to the connection of certain vertices of
a graph with all other vertices. The domination number of a graph is the size
of the smallest dominating set of the graph. Roman domination is a concept
developed to protect each vertex of the graph under a specific strategy by
assigning certain numbers to the vertices of a graph. In this method, each
vertex is labeled with 0, 1, or 2. This strategy aims to ensure the defense of
other vertices by placing "soldiers” on certain vertices, similar to the garrison
system during the Roman Empire. In the concept of Roman domination, a
vertex marked with 0 can have multiple neighboring vertices marked with 2.
Therefore, multiple resources are spent to dominate a single vertex. In order
to get rid of this uncertainty and confusion, the perfect Roman dominance
number has been defined.

In Chapter 1, basic definitions and definitions of some domination
measures are provided.

In Chapter 2, graph operations and studies and results related to the
perfect Roman domination number are presented.

In Chapter 3, the perfect Roman domination number of grid graphs is
calculated. The differences between Roman domination and perfect Roman
domination numbers for grid graphs are shown in detail.

In Chapter 4, the perfect Roman domination values of the graphs P, =,
P+ P-=T C.~t and C, ~~ are provided. Additionally, the perfect Roman
domination value for G, the transformation graph of a graph G with n
vertices, is calculated.

Keywords: Domination Number, Roman Domination Number, Perfect Ro-

man Domination Number, Grid Graphs, Transformation Graphs.
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ONSOZ

Bu tezimin konusu olan miikemmel Roman baskinlik kavrami hem aragtirma
siirecinde hem de bir geyler iiretme siirecinde bana farkli bakig agilar1 ve
bilimsel zenginlik katti. Konunun ¢ikig noktasi ve derinligi hep yeni bir seyler
kesfetmenin mutlulugunu verdi. Ogrenme ve kesif sonrasi iiretebilmek ile gelen
zafer duygusunu da bana sonuna kadar hissettirdi. Dolayisiyla, bu tez, sadece
akademik kariyerimde degil, ayn1 zamanda kisisel gelisimimde de onemli bir

yere sahiptir.

Bu stirecte yanimda olan ve tecriibesiyle, anlayisi ile her tirli zorlugun
altindan kalkmami saglayan tez damigmani hocam Sayin Prof. Dr. Alpay

Kirlangig’a tegekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, her kosulda beni desteklemis ve bu giinlere gelmem konusunda her

tirli fedakarlhigr yapmig olan aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Son olarak, bu tez caligmasinin, baskinlik alaninda yeni ufuklar acacagina
ve ileride yapilacak caligmalara 1g1k tutacagina inaniyorum. Bu stire¢ boyunca
ogrendiklerim ve kazandigim deneyimler, kariyerimin her agamasinda bana yol

gosterecek.

IZMIR
05/09/2024

Hiiseyin TOKAT
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[3.1  Mukemmel Roman baskinlik sayisi ve Roman baskinlik sayisi
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Simgeler Agiklama

V(G) G grafinin tepe kiimesi

E(G) G grafinin ayrit kiimesi

N(u) u tepesinin agik komsulugu

Nlu] u tepesinin kapal komsulugu

N(9) S kiimesinin agik komsgulugu

NI[S] S kiimesinin kapali komsulugu

(@) G grafinin baskinlk sayisi

Yr(G) G grafinin Roman baskinlik sayisi
vE(G) G grafinin miikemmel Roman baskinlik sayisi
G1 x Gs G1 ve G5 graflarinin kartezyen carpimi
G0 Gy G ve G5 graflarinin taclama iglemi

G1[Gs] G1 ve G5 graflarinin bilegke iglemi






1 GIRIS

19. yiizyilda 8 x 8 satrang tahtasinin tiim karelerini kontrol etmek (bastirmak
ya da ortmek) i¢in en az kag tane vezir gerektigi aragtirilmigtir. Sekil de
8x8 satranc tahtasi iizerinde bir vezir verilmistir. Vezir satrang tahtasi tizerinde
yatay, dikey ya da diyogonal sekilde hareket edebilir(hareket yolunda herhangi
bagka bir satran¢ tasi olmadigimi varsayalim). Sekil ’de vezirin kontrol

edebilecegi kareler "X’ ile gosterilmigtir. Buradaki problem Vezir Baskinlik

Problemi olarak bilinir (De Jaenisch| [1862).

X X

X | X
X B4 X X | X|x|[X]|X
X |x|Xx

X X

X X

X X

X X

Sekil 1.1: Vezir Baskinlik Problemi igin satrang tahtasi (Curro, [2014)

Coziim icin problemde, satrang tahtasi tizerindeki kareleri merkezler ve vezir
taglarinin hareketleri bu merkezler arasindaki baglantilar olarak modelleyebi-
liriz. 8x8 satrang tahtasi tizerine dogru konumlarda yerlestirilecek 5 vezir ile

tiim satrang tahtasi kontrol edilebilir(Sekil [1.2)).

Bir ag merkezler ve merkezler arasindaki baglanti hatlarindan olusur. Aglar,
birbirine bagh bilgisayarlari, verileri hatta giiniimiizde sik sik kullanilan sosyal
iligkileri temsil ederler. Tasarlanmig bir ag tizerinde kullanim amaclarina gore
bazi merkezler diger merkezlerden daha kritik oneme sahiptirler. Ornegin,

baz1 merkezler ile diger merkezlerin hepsine erigim saglanabilir ve bu sayede
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Sekil 1.2: Vezir Baskinlik Problemi Coziimit 2014])

merkezlerin bir boliimii ile tiim ag kontrol edilebilir. Her ag, merkezleri tepeler,

baglantilar1 da ayritlar olacak gekilde bir graf ile modellenebilir.

G = (V(G),E(G)) bir graf olmak tizere V(G) kiimesi grafin tepeler
kiimesini, £(G) kiimesi de grafin ayritlar kiimesini belirtir. |V (G)| = n grafin
tepe sayisidir. u € V(G) ve v € V(G) olmak tizere u ve v tepeleri arasinda bir

iligki varsa G grafinda uv € E(G) olarak bir ayrit vardir.

Bir G grafinda, u tepesinin ayritlar ile bitigik oldugu tepe sayis1 degg(u)
ile gosterilir ve u tepesinin derecesi olarak isimlendirilir. G grafinin minimum
derecesi §(G) = min{degs(u) : u € V(G)} olarak gosterilir. Benzer gekilde G
grafinin maksimum derecesi A(G) = max{degs(u) : v € V(G)} olarak ifade

edilir.

Bir satrang tahtasini bir G grafi ile modelleyebiliriz. Satrang tahtasinin
belirli sayidaki karesinden diger karelerini kontrol etmek (ya da bastirmak) gibi
graf tizerinde de grafin belirli tepeleri ile tiim grafin bastirilmasi miimkiindiir.

Bu durumda problem, Graf (Tepe) Baskinlik Problemi olarak ifade edilir.

Graf (Tepe) Baskinlik Problemi, bir grafin baskinlik sayisini, yani en kiigiik

baskin kiimenin boyutunu bulmay1 amaclar. Minimum Baskinlik Problemi



olarak da adlandirilan bu problem NP-zor bir problemdir. Bu problem (Ore|
1962) ve (Berge, [1973) tarafindan ortaya konmus ve aragtirilmigtir.

(Haynes|, [1998)’de yazarlar, Minimum Baskilik Problemi i¢in belirli
kisitlamalar altinda bir baskin kiimenin bulunmasi durumunu incelemistir. Bu
problem de Kisith Baskinlik Problemi olarak isimlendirilmistir. Bu problemde,
belirli tepelerin veya ayritlarin dahil edilmesi veya hari¢ tutulmasi gerekmek-

tedir.

Ayni zamanda (Haynes, 1998)’de yazarlar, baskin kiimenin, grafin bagh
bir alt grafin1 olugturdugu, yani, baskin kiimenin elemanlar1 arasinda herhangi
bir baglant1 kopuklugu olmadigi bir problem tamimlamigtir. Bu problem Bagh

Baskinlik Problemi (Connected Domination Problem) olarak isimlendirilir.

(Cockayne, [2005))’de yazarlar, Toplam Baskinhik Problemi’'ni (Total Domi-
nation Problem) tanimlamigtir. Bu problemde, baskin kiimenin her bir {iyesinin
ayni zamanda baskin kiimenin diger iiyelerinden de en az birisi ile komgu olmasi

gerekmektedir.

Baskinlik kavramininin tanimini verebilmek i¢in komsguluk tanimina ihtiyag

vardir. Bir grafin baskin kiimesi grafin diger elemanlari ile komsu olmalidir.

Tamim 1.1. (Berge, 1962) u € V(G) olmak iizere N(u) = {v € V(G);u #
v,uv € E(G)} kiimesi, u tepesinin agik komgulugu olarak isimlendirilir. N[u] =
{u}UN (u) kiimesi de u tepesinin kapali komgulugu olarak isimlendirilmektedir.
Benzer sekilde S C V(G) olmak tizere N(S) = {v € V' \ S;Vu € S igin Juv €
E(G)} kiimesi, S kiimesinin agik komgulugudur. N[S] = S U N(S) kiimesi de

S kiimesinin kapali komsgulugudur.

Tanim 1.2. (Ore, [1962)) G birlestirilmis bir graf ve S C V(G) olmak {izere G
grafindaki her bir tepe, S kiimesinden bir tepeye komsu ya da S kiimesinde
igeriliyor ise S kiimesine GG grafinin baskin kiimesi denir. Bir grafin birden
fazla baskin kiimesi olabilir ve bu kiimeler arasinda en az elemana sahip olan

kiimenin eleman sayisina G grafinin baskinlik sayis1 denir ve v(G) ile gosterilir.



Graf teorisinde baskinlik, bir grafin belirli tepelerinin diger tiim tepelerle
olan baglantisini ifade eder. Bir grafin baskinlik sayisi, grafin en kiigiik baskin
kiimesinin boyutudur. Bagka bir deyigle, bir grafin tiim tepelerine komsu olan
en kiiclik tepe kiimesinin eleman sayisidir. Bu kavram, Matematik, Bilgisayar
Bilimleri, Biyoloji ve Sosyal Bilimler gibi alanlarda, karmasik sistemlerin

anlagilmasi ve yonetilmesi icin temel araclar arasinda yer almaktadir.

Baskinlik kavraminin uygulama alanlarindan birisi ag tasarimi ve analizidir.
Bir bilgisayar aginda giivenligin saglanmasi veya haberlesmenin en verimli
sekilde yapilabilmesi icin ag tlizerinde bulunan tepeleri daha az kaynak

harcayarak kontrol edebilecek tepelerin belirlenmesi 6nemlidir.

Baskinlik sadece bilgisayar aglari iizerinde degil, aym1 zamanda sosyal ag
yapilarinin incelenmesi ve analiz edilebilmesinde de rol oynar. Bir toplum
iizerinde etkili olan bireylerin toplumun diger tiyeleri iizerindeki etkisi ile bilgi
yayilimi kolaylagmaktadir. Giiniimiizde kullanilan sosyal medya uygulamalari
birer sosyal aga ornek olarak verilebilir. Bilgi yayilimi i¢in sosyal medyada etkili
kisiler daha fazla kisiye ulagabilir ve bu sayede aktarilmak istenen bilgi daha
fazla kigi tarafindan ogrenilebilir. Giiniimiizde bu durum 'Instagram’ uygula-

masi lizerinden bir tirtiniin reklamini yapmak i¢in sik sik kullanilmaktadir.

Baskinlik ayni zamanda biyoinformatik alaninda kullanilmaktadir. Gen
ve protein etkilesim aglarinda baskinlik, biyolojik siire¢lerin anlagilmasina ve

onemli biyomolekiillerin belirlenmesine yardimci olmaktadir.

Baskinlik kavraminin bir bagka kullanim alan1 da oyun teorisinde stratejik

etkilegsimlerin modellenmesinde ve analiz edilmesidir.

Simdi baskin fonksiyonu tanimlayalim.

Tanim 1.3. (Ore, |1962)) f: V — {0, 1} bir fonksiyon olmak iizere,
Yo e V(G): f(v) =0, Jue V(G): f(u) =1ANuv € E(G)

kogulunu saghyor ise f fonksiyonuna baskin fonksiyon denir. Her v € V(G)



icin ¢ # f ve g(v) < f(v) olacak sekilde bir g baskin fonksiyonu yok ise f
minimal baskin fonksiyonudur. Buradan, baskinlik sayist;

Y(G) =ming Y ey (@) f(v) olarak hesaplanr.

Baskin fonksiyonunu graf tizerindeki tepelerin 0 ve 1 ile etiketlenmesi olarak
ele alabiliriz. Fonksiyon tarafindan 1 ile igsaretlenmis tepeler baskin kiimeye
karsilik gelmektedir. Bu durumda, baskinlik kavraminda baskin kiimenin her
elemani 1’dir ve egittir. Baskin kiimenin elemanlar:1 arasinda bir tstiinliik yok-
tur. Ancak bir ag tizerinde agin elemanlar1 arasinda bir tstiinlik bulunabilir.
Ornegin, sunucular ve bilgisayarlarm icerildigi bir agda ag1 kontrol etmek icin
sunucularin agik istiinliigii vardir. Bu gibi durumlarda baskinlik kavrami ye-
rine kullanilabilecek bir bagka 6l¢iim de Roman baskinliktir. Roman baskinlik,
bir grafin tepelerine belirli bir sekilde sayilar atayarak grafin her tepesini belirli
bir strateji altinda korumak amaciyla gelistirilmistir. Bu yontemde, her tepe 0,
1 ve 2 ile etiketlenir. Bu strateji, Roma Imparatorlugu dénemindeki garnizon
sistemine benzer sekilde, belirli tepelerde ”asker” bulundurarak diger tepelerin

savunmasini saglamay1 hedefler.

Roman baskinlik kavraminin tarihsel tamimi ve kullamimi, III. ve IV.
yiizyilda Roma Imparatorlugu’nun askeri strajesine dayanmaktadir. I11. yiizyilda
(201-300) Roma Imparatorlugu Avrupa, Kuzey Afrika ve Yakin Dogu iizerinde
genig topraklara sahipti. Sekil ’te Roma Imparatorlugunun haritas: ve-
rilmigtir. 1mparatorlugun kendisinin ve sinirlarinin ugtan uca giivenligi yaklagik

50 adet lejyon birligi ile saglanmaktayd.

Ancak IV. ylizylla gelindiginde dénemin savasglari ve krizleri nedeniyle
imparatorluk gii¢ kaybetmis ve lejyonlarinin sayisi ¢cok hizli bir gekilde yariya
diigmiistii. Bu durum sonucunda, imparatorlugun topraklarinin savunulmasi

i¢in bir savunma stratejisi gelistirilmesi gerekiyordu.

Doénemin imparatoru Biiyiik Constantine (Contantine the Great) bu sorunu

¢ozmek icin bir savunma strajesi geligtirmisltir. Lejyon birliklerini daha mobil
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Sekil 1.3: Roma imparatorlué;u

olan Bolge Ordular1 (Field Armies)’na dontigtiirmiigtiir. Cikan isyanlar ve

yagmalara karsi bu birlikler kullanilmistir.

Bu sayede, yakin bolgelerde ¢ikan bir savagta ya da baskina miidahale ede-
bilecek ordu kavraminin (ileri savunma strajejisi) ortaya ¢ikmasini saglamigtir.
Ayrica doneminde yerel paral asker (par time militias) kavraminin olugmasini
saglamigtir. Olugturulan bolge ordulart (FAs) farkli birimlerden olugmaktayd.
Oyle ki her bir bélge ordusu yaklagik 6 lejyon birliginden olusmaktayd.

Bu yeni stratejiye gore, bir bolgede bir ya da daha fazla bolge ordusu
varsa o bolge giivenli kabul ediliyordu. Dahasi, bolge ordusu olmayan bir bolge,
yakinindaki bir bagka bolgede birden fazla bolge ordusu varsa ve o bolgeden
tek adimda bir bolge ordusu gelebiliyorsa giivenligi saglanabilir bolge olarak

kabul edilmekteydi.

Imparatorlugun bélgeleri grafin tepeleri olacak sekilde ve bu bélgeler
arasindaki yollar1 da grafin ayritlar1 olacak sekilde diisindigiimiizde Sekil
te goriilen graf ortaya cikmaktadir. Roma Imparatoru’nun bir sonraki

kargilagacagl sorun ise bu mobil ordularmm hangi bolgelere yerlestirilecegi



olacakti. Donemin savaslar1 ve isyanlar1 sebebi ile iyice gii¢ kaybetmisg olan

imparatorlugun elinde 4 adet bolge ordusu kalmigti.
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Sekil 1.4: Roma Imparatorlugu’nun Graf ile Modellenmesi 2014))

Roma Imparatoru, 2 bolge ordusunu Roma’ya, 2 bélge ordusunu ise
Constantinople (Istanbul)’de bulundurmustur. Bu durum stratejik olarak
hatali olmustur. Bu strateji altinda giivenli ya da giivenligi saglanabilir bir
durumda olmayan Britanya'nin ilk kaybedilen bolge olmasi gasirtici degildir.
Giintimiiz analizlerinde ordularin, 1 bolge ordusu Britanya’da, 2 bolge ordusu
Roma’da ve 1 bolge ordusu Asia Minor’de olacak gekilde konumlandirilmasi
imparatorlugun giivenligini saglayacagini gostermektedir. Bir bagka ¢oziim ise
2 bolge ordusunun Gaul'de, 2 bolge ordusunun da Egypt’de (Misir) olmasi

olarak soylenebilir.

Ancak bu ¢oziimler imparatorlugun iki bagkentinden birisini savunmasiz

birakmay1 igerdigi i¢in donemin imparatoru tarafindan distiniilmemistir.

Bu strateji diinyada en az iki defa daha kullanilmigtir. XIX. yiizyilda Ingiliz

Imparatorlugu’'nun diinya tizerindeki denizleri ve kendi kiyilarim korumak i¢in



Savag Filolar1 (Battle Fleets) kullanmasi bu stratejinin bir 6rnegidir. Bir diger
kullanimi da Amerika Birlesik Devletleri’'nin Soguk savag sonrasi dort Kuvvet

Birimleri (Unit of Forces) ile beg bolgeyi korumasidir.

Roman baskinlik, bir grafin tepelerine belirli bir gekilde sayilar atayarak
her tepenin korunmasini saglayan bir yaklagimi temsil eder. Bu yaklagimda,
her tepe 0, 1 veya 2 ile etiketlenir. Etiketleme, tepelerin birbirini koruma

kapasitesine gore yapilir.

Roman baskinlik probleminde, 2 ile etiketlenen bir tepe, hem kendisini hem
de bir komsgularini koruyabilirken, 1 ile etiketlenen bir tepe sadece kendisini
koruyabilir. 0 ile etiketlenen tepeler ise koruma altinda degildir ve korunmalar

komsu tepeler tarafindan saglanmalidir.

Roman baskinlik sayisi, bir grafin tiim tepelerini yukarida ifade edilen

sekilde koruyabilmek icin gereken en kiiciik toplam etiket degeridir.

Bu baglamda, Roman baskinlik problemi, grafin tiim tepelerini minimum
toplam etiket degeri ile korumay1 amaclamaktadir. Roman baskinlik, biiyiik ve
karmagik aglarin yonetimi ve korunmasinda etkin bir yapiya sahiptir. Ornegin
(Pagourtzis, [2002) ve (Shang, [2007))’de aglara kablosuz sunucu yerlegtirilmesi

ve konumlandirilmasi konular: aragtirilmigtir.

(Dreyer}, 2000) ve (Cockaynel 2004)’de yazarlar, Roman baskinlik problemini

graf teoriye tagiyarak ele almiglardir.

Tanim 1.4. (Cockayne, 2004) G grafinda f(u) = 0 olan her u tepesi en
az bir tane f(v) = 2 olan v tepesine komsu ise f : V(G) — {0,1,2}
fonksiyonu Roman baskin fonksiyon olarak adlandirilir. u tepesinin agirlig
f(u) olarak gosterilir ve fonksiyonun agirhgi w(f), tiim tepelerin agirhklarimin
toplamldlr(zuev(a) f(u)). G grafinda minimum agirhga sahip fonksiyonun

agirhigina G grafinin Roman baskinlik sayisi adi verilir ve yz(G) ile gosterilir.



(Dreyer, 2000)’de yazar Roman baskinlik fonksiyonunu agaglar iizerinde
hesaplayabilen polinomiyal zamanda galisan bir algoritma sunmustur. Cevre
icermeyen ve birlegtirilmis bir G grafinin agaglardan olusabilen bir orman
olarak ele alan bu ¢oziimde G = UT; = Ty U1y, U ... U T, olacak sekilde GG

grafinin Roman baskinlik sayisinin yg(G) = > vr(T;) oldugunu gostermistir.

Ayrica (Cockayne, 2004))’de yazarlar, baskinlik sayisi ve Roman baskinlik
sayisin kargilagtirarak iki 6lgiim arasinda iligkiler kurmuslardir. Ortaya konu-

lan bu sonuclar Béliim 2’de verilmigtir.

(Cockayne, [2005)’de yazarlar, grid graflarin Roman baskinlik sayis1 igin
bir st smnir tamimlamiglardir. Ayrica herhangi bir G grafi icin alt sinir

tanimlamiglardir.

(Liedloff, 2008)’de yazarlar, aralik (interval) graflar ve co-graflar gibi
baz graf simiflarinda Roman baskinlik sayisini lineer zamanda hesaplayabilen

algoritmalar ortaya koymuslardir.

(Currol 2014)’de yazarlar yg(G)'nin N P—tam problem oldugunu géstermislerdir.

Ayrica (Curro, 2014)’de yazarlar Roman baskinlik sayisi i¢in grid graflar
tizerinde aragtirmalar yapmigtir. (Cockayne, 2005))’de bulunan alt ve tist siir1

iyilestirmislerdir.

Roman baskinlik, graf teorisinde 6nemli bir kavram olup, bir grafin tiim
tepelerinin belirli bir strateji altinda korunmasimi saglar. Roman baskinlik
kavraminda 0 ile isaretlenen tepenin birden fazla 2 ile isaretlenmis komsu tepesi
bulunabilir. Dolayisiyla, bir tepeyi bastirmak icin birden fazla kaynak harcan-
maktadir. Tarihsel hikayemize sadik kaldigimizda 0 ile igaretli bolgeye gelecek
ordunun 2 ile igaretlenmis hangi tepeden gelecegi belirsizdir. Bu belirsizlik ve
karmasa iceren durumdan kurtulmak ve sorunu ¢ozmek amaciyla Mitkemmel

Roman baskinlik kavrami (Henning, |2018) tarafindan tanimlanmigtir.
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Tanim 1.5. (Henning, 2018) G = (V(G), E(G)) grafinda f(u) = 0 olan her
u tepesi tam olarak (kesinlikle) bir tane f(v) = 2 olan v tepesine komsu ise
f:V(G) = {0,1,2} fonksiyonu mitkemmel Roman baskin fonksiyonu olarak
adlandirilir. u tepesinin agirhgr f(u) olarak gosterilir ve fonksiyonun agirhgi

w(f), tiim tepelerin agirhiklarmm toplamidir(}_,cy (g f(v)). G grafinda mi-

ueV
nimum agirhiga sahip fonksiyonun agirhgima G grafinin miitkemmel Roman

baskinlik sayisi denir ve vE(G) ile gosterilir.

G grafinda tanmimh bir f mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu V(G) =
(Vo, Vi, Va) olacak sekilde tepeler kiimesinin bir pargalanigim gosterir.

Vi={v e V(G) : f(v) =i} olarak gosterilir.

Eger |Vi| = n; olarak gosterilirse |V (G)| = ng + ny + ny'dir. Ayrica f
fonksiyonunun agirhgr;

fV) = wevic) f(u) =2.n2 + 1.ny + 0.ng = 2.n5 + ny'dir.

Boliim 2’de, graf islemleri ve miikemmel Roman baskinlik sayisi ile ilgili

caligmalar ve sonuglar verilmistir.

Boliim 3’te, grid graflarin miikemmel Roman baskinlik sayis1 hesaplanmigtir.
Grid graflar i¢cin Roman baskinlik ve miikemmel Roman baskinlik sayilari

arasindaki farklar detayh olarak gosterilmigtir.

Bolim 4'te, P,~—, P, P+, C,~t, C,~ graflarmm miikemmel Ro-
man baskinlik degerleri verilmistir. Ayrica, n tepeli bir G grafinin transformas-

yon grafl olan G~ i¢cin mitkemmel Roman baskinlik degeri hesaplanmistir.
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2 BASKINLIK SAYISI ILE ILGILI BAZI SONUCLAR
VE TANIMLAR

2.1 Graf i§lemleri

Giiniimiizde kullanilan aglari modellemek icin belirli 6zellikleri olan
biiytik graflar kullanilmaktadir. Bu graflarin olusturulmasi icin graf islemleri

kullanilmaktadir.

Graf islemleri, karmagik sistemlerin modellenmesi ve analizi i¢in giiclii araclar
sunar. Ornegin, Kartezyen carpim iglemi, iki grafin birlesimiyle yeni bir
graf olusturur ve bu yeni graf, orijinal graflarin o6zelliklerini tagir. Bu tiir
iglemler, biiyiik ve karmagik aglarin (6rnegin, iletisim aglari, sosyal aglar)
modellenmesinde ve analizinde kullanilir. Graf iglemleri sayesinde, sistemlerin

davraniglari ve dinamikleri daha iyi anlasilabilir.

Graf iglemleri, algoritma tasarimi ve optimizasyon siireclerinde de kritik
bir rol oynar. Birgok graf problemi, belirli iglemler kullanilarak daha basit ve
¢oziimi daha kolay alt problemlere indirgenebilir. Bu sayede, graf problemle-

rinin ¢oziimiinde zaman ve kaynak tasarrufu saglanabilir.

Graf iglemleri, veri analizi ve bilgi kesfi siireclerinde de onemli bir rol
oynar. Sosyal ag analizi, biyoinformatik, finansal aglar gibi alanlarda, biiyiik
veri kiimelerinin analizi i¢in grafikler kullanilir. Graf iglemleri, bu verilerin

yapilandirilmasinda ve iligkilerin kesfedilmesinde kullanilirlar.

Graf iglemleri, iki veya daha fazla grafin birlestirilmesi, ayrilmasi veya
dontstiiriilmesiyle yeni graflarin elde edilmesini saglar. Kullanilan bazi1 graf
islemleri, toplam (join) iglemi, kartezyen carpimi(cartesian product), graf

birlegimi (graph union) ve transformasyon iglemidir.

Tanim 2.1. G ve H graflarinin toplama iglemi sonucu olusan G + H grafinin

tepeler kiimesi V(G) U V(H) ve ayntlar kiimesi E(G) U E(H) U {uv : u €
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V(G),v € V(H)} olarak tanimlanir.

Tanim 2.2. (Sabidussi, 1960) G ve H graflarinin kartezyen garpimi hesap-
lanirken, G x H grafinin tepeler kiimesi V(G) x V(H) olarak bulunur ve
u,v € Gveu v € H olmak tizere, G x H grafindaki (u,u’) ve (v, ) tepelerinin

bir ayrit ile birlegtirilmis olmas icin
e G x H grafinda u=v ve H grafinda u’ tepesi v’ tepesine komsu olmali
veya
e (G x H grafinda v’ = v’ ve G grafinda u tepesi v tepesine komgu olmahdir.

Tanim 2.3. Grid graf, n ve m tepeli iki yol grafin kartezyen c¢arpimi sonucu

olusan n x m tepeli graflardir. P, x P,, olarak gosterilmektedir.

n ve m tepeli iki yol grafin kartezyen carpimi sonucu olusan bir grid
graf, n adet satira ve m adet siituna sahiptir. Sekil 2.1[te Py x Py grid grafi
gosterilmistir. Tepeler kitmesi V(P, x Py,) = {v;;;0 < i < n,0 < j < m}

olarak ifade edilir.

Voo Vo Vp,2 Vos  Vpa  Vos Voe  Vorg Vos
Viol Via V2 Pial Vial Vi35 Viel Vizgd Vis
Vzo| Vaa Vaa|l Vaz| Vaa| Vas Vagl Vazl Vag
Vzol Vaa Vaal Vizz| Vzaq| Vis Visl Vazl Vszg
Vao| Va1 Vazl Vaz| Vasal| Wus Vasl Vazd Vig
Vsol Vsal Vs Vsl Vsal Vss Vs Vsod Usg
Vool Ve Vgal Vezl Vgal Vgs Vg Verd Ves
Vzol Vra Vs Vrzl Vyql Vsg Vs Vool Usg
Vgol Vaa Vgal Vagz| Vga| Vas Vgsl Vg7l Vgg

Sekil 2.1: Py x Py Grid Grah

Tanim 2.4. (Harary, 1962) G bir graf olsun. Bir G grafinin ayrit (line)
grafi L(G) ile gosterilir ve V(L(G)) = E(G)’dir. Ayrit grafin ayritlar kiimesi
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ise GG grafinda komsu olan ayritlara karsilik gelen tepelerin bir ayrit ile

birlegtirilmesiyle elde edilir.

Tanmim 2.5. (Chartrand, 1986) Bir G grafinin tiimleyen grafi G ile gosterilir ve
V(G) = V(G)dir. G grafinda komsu olmayan iki tepe G grafinda bir ayrit ile
birlestirilmistir. Dolayisiyla, G grafinda komsu olan iki tepe G grafinda komsu
degildir.

Tamim 2.6. (Wu, 2005),(Xu, [2008) G bir graf olsun. u ve v, V(G) U E(G)
kiimesinin iki elemani olsun. u ve v, G grafinda komsu iki tepe ya da ayrit
ise, ya da biri tepe biri ayrt olmak iizere, tepe ayritin ug tepesi (iligkili) ise

7+ 7 simgesi ile, iligkili degil ise 7 — 7 simgesi ile gosterilir. zyz, {+, — }

simgelerinin 3 elemanli permiitasyonlar: olsun. u ve v igin,

e u ve v'nin ikisi de grafin tepeler kiimesine ait ise xyz’'nin birinci terimi

x’e karsilik gelir.

e u ve v'nin ikisi de grafin ayrtlar kiimesine ait ise xyz'nin ikinci terimi

y'ye karsilik gelir.

e u ve v’den birisi grafin tepeler kiimesine ve digeri de ayritlar kiimesine

ait ise zryz'nin i¢iinci terimi z’ye karsilik gelir.

G grafinin G** transformasyon (transformation) grafinin tepeler kiimesi
V(G)U E(G)’dir. G*¥# grafinin iki tepesi u ve v arasinda, xyz’de karsilik gelen

7

terim 7 + 7 ise bir ayrit konur. Aksi halde, 7 — 7 ise aralarina ayrit konmaz.

{+, — } simgelerinin 3 elemanlh permiitasyonlarinin sayisim diigiindiigiimiizde,
bu say1 8 olup G grafindan 8 farkl transformasyon grafi elde edilir. Elde edilen
Gt*+T grafi, G grafimin total grafina izomorftur. Benzer sekilde, G=~~ graf,
sozu edilen total grafin tiimleyen grafina izomorftur. Ayrica, Gt~ ve G=F,
Gt " ve G, Gt ve G transformasyon graflar1, birbirinin tiimleyen

graflaridir.

Transformasyon graf kavramini daha iyi anlayabilmek i¢in Py yol grafinin

transformasyon graflarini inceleyelim. Sekil de Ps grafimin P; ~ " transfor-
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masyon grafi verilmistir. Sekil de Ps grafinm P+ transformasyon grafi

verilmistir.
1 2 3 4 5 6
@ @ @ @ @ ®
12 23 34 45 56

- \
N

12 23 34 45 56

Sekil 2.2: Py yol grafi ve ]36__+ transformasyon grafi

12 23 34 45 56

Sekil 2.3: Pg‘ ** transformasyon grafi

Tanim 2.7. (Bondy, [1976) v € V(G) ve v € V(G) olsun. u, v tepeleri

arasindaki en kisa yolun ayritlarinin sayisina bu tepeler arasindaki uzaklik adi
verilir ve dg (u, v) ile gosterilir. Bir G grafinin tiim (u, v) tepe ¢iftleri arasindaki

uzakliklarin en biiytligiine G' grafin ¢api ad1 verilir ve diam/(G) ile gosterilir.
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Tanim 2.8. (Henning, [1998) Packing, G grafi {izerinde kapali komguluklar:
ayrik olan maksimal sayiya sahip kiimedir. Bir bagka deyisle, herhangi iki tepesi

arasinda en az 3 uzaklik bulunan kiimeye Packing denir.

2.2 Literaturde Yeralan Sonuclar

Bu kisimda, Roman baskinlik sayis1 ve miikemmel Roman baskinlik sayisi
i¢in literatiirde yeralan sonuglar verilecektir. Asagidaki teoremlerde G grafinin

tepe sayisi n’dir.

Teorem 2.9. (Cockayné, |2004) Bir G grafi icin v(G),vr(G) < n’dir.
Teorem 2.10. (Cockayne, 2004) Bir G grafi i¢in v(G) < vr(G) < 2.94(G) “dir.
Teorem 2.11. (Cockayne, |2004) Bir G grafinda vr(G) = 2.7(G) ise G grafi

Roman graf olarak isimlendirilir.

Bu teorem ayni zamanda |V;| = n; = 0 olacak sekilde minimal Roman

baskinlik fonksiyonunun oldugunu ifade eder.

Teorem 2.12. (Cockayne, 2004) Bir G grafi i¢in v(G) = vg(G) = 1 olmas

icin gerek ve yeter kosul G = K,, olmasidar.

Teorem 2.13. (Cockayne, 2004) Bir G grafi i¢in v(G) = yr(G) = n olmast

icin gerek ve yeter kosul G = K,, olmasidar.

Teorem 2.14. (Cockayne, |2004) Bir G grafinda w € Vi ve v € Vy ise uv ¢
E(G) dir.

Teorem 2.15. (Cockayne, |2004) Bir G # K,, grafinda yr(G) > [ 22— dir.

Teorem 2.16. (Cockayne, |2004) Izole tepe icermeyen bir G grafinda ng

minimum ise ng > 37” “dir.

Teorem 2.17. (Cockayne, 2005) P, x P,, bir grid graf ve m,n > 5 olmak
uzere,

Yr(Pp X Pp) < 2.([22] + [2] + [2]) dir.
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Teorem 2.18. 2014) yr(Py x P,) ve yr(Py x P,) grid graflar olmak

uzere,
TR(Pr % Po) = [%]
Yr(Py X P,) = n+ 17dir.

s

(a) So (b) 5 (c) 51

(rl} I.{.":i |:(‘J .‘}';

Sekil 2.4: Grid graflar lizerinde 2 ile igaretlenmis tepelerin olusturdugu ortii semalari

Teorem [2.17de (Cockayne, [2005) tarafindan verilen {ist sinirin kanit1, Sekil
teki semalar yardim ile 2014))’de farkh bir sekilde yapilmigtar.

Ayrica 2014)’de yazarlar, grid graflarin Roman baskinlik sayisi igin

(Cockayne, 2005)’de verilmig alt siir ve tist siir igin iyilegtirilmig bir alt sinir

ve keskin bir iist sinir vermislerdir.

Teorem 2.19. 2014) yr(P, x Py,) > (2.m.n+5m+n—2‘|

Teorem 2.20. 2014) P, x P,, bir grid graf ve m,n > 5 olmak tizere,

LWJ_L m,n mod 5 =4 ise
'}/R(anpm)g

| 2mntmin=2 | aksihalde

"dir.
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(Henningj, |2018)’de yazarlar, agaglar i¢in miilkemmel Roman baskinlik

sayisini aragtirmiglardir ve agagidaki sonucu ortaya koymuglardir.

"Her kiimesi bes tepe tuzerinde Ps icermek tzere, Ps graflarinin merkez
tepelers birlestirilmis olacak sekilde parcalamis iceren tum T agaclarinin ailesi
T olsun. Merkez tepelerin olusturdugu alt agaca, T agacimn alt agact diyoruz
ve her bir Ps yoluna T agacinin bir taban yolu diyoruz. T ailesindeki bir agac,

alt agacy bir Py yolu iceren ve alty taban yoluna sahip olan bir aga¢ olacaktir.”

Teorem 2.21. (Henning, |2018) T, n > 3 olacak sekilde bir agag¢ olsun. O
halde,

YR(T) < in <= T e T dir.

(Henning, 2018))’de yazarlar, regiiler graflarin mitkemmel Roman baskinlik
sayisini arastirmiglardir. Kiibik graflar igcin miimkiin olan en iyi sinir1 bulmuslardir.

Dahasi k-regiiler graflar igin tist sinir hesaplamiglardir.

Teorem 2.22. (Henning, |2018) n > 3 olmak tizere,
vE(C,) < %n’dz’r ve esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul n = 5

olmasidar.

Teorem 2.23. (Henning, |2018) G, n tepeli bir kibik graf olmak tzere,

YH(G) < 3n’dir ve bu mimkiin olan en iyi sinurdar.

Teorem 2.24. (Henning, 2018) G, n tepeli ve k > 4 olacak sekilde bir k-
reguler graf olmak tzere,

2 5 g
Tr(G) < (k’z::skkti)n dir.

Miikemmel Roman baskinlik sayisi ile ilgili giincel ¢aligmalar (Banerjee,
2019)’de bulunabilir. Yazarlar mitkemmel Roman baskinlik probleminin kordal
(chordal) graflar, diizlemsel (planar) graflar ve iki pargali (bipartite) graflar igin

NP — tam oldugunu gostermislerdir.

Teorem 2.25. (Banerjee,|2019) Miikemmel Roman Baskinlik Problem’i kordal
(chordal) graflar i¢in NP — tam dor.
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Teorem 2.26. (Banerjee, 2019) Miikemmel Roman Baskinlik Problem’i diizlem-
sel (planar) graflar i¢in NP — tam dur.

Teorem 2.27. (Banerjee, |2019) Mikemmel Roman Baskinlik Problem’i iki

par¢aly (bipartite) graflar i¢in NP — tam dor.

(Yuel [2020)’de yazarlar, F' co-grafinin mitkemmel Roman baskinlik sayist

icin dogrusal(linear) zamanda ¢ahigan bir algoritma olugturmuslardir.

Teorem 2.28. (Yue, |2020) F co-grafinan mikemmel Roman baskinlik sayisi

icin dogrusal(linear) zamanda hesaplanabilir.

Ayrica (Yue, 2020)’de yazarlar, Roman baskinlk sayisi ve miikemmel

Roman baskinlik sayis1 arasindaki iligkiyi gostermiglerdir.

Teorem 2.29. (Yue, 2020) F bir graf olmak dizere v5(F) > vgr(F) 'dir.

(Paletal, 2020)’de yazarlar, graflarin baz ikili iglemler altinda miikemmel
Roman baskinlik degerlerini hesaplamiglardir. Yazarlarin kullandig: islemler,
birlesim (join), taglama (corona), ayrit taglama (edge corona), tamamlayici

prizma (complementary prisms) ve bilegke (composition) iglemleridir.

Teorem 2.30. (Paleta, 2020) G = (V(G), E(G)), n tepeli ve trivial olmayan
(birden fazla tepesi olan) bir graf olmak ‘zere

V(G o K1) = min{wa(f) +n — |Va| : f = (Vo,1,V2) € PRD(G)}

Teorem 2.31. (Paleta, |2020) G ve H birlestirilmis, G tam olmayan ve H,
v(H) =1 olacak sekilde n tepeli iki graf olsunlar. O halde,

a =min{(n = 1)([Vi| + [Va N Ne(V2)]) + wa(f) : = (Vo,V1,V2) € PRD(G)}
olmak tzere,

vE(G[H]) < o’dar.

(Almulhim| 2022)’de yazarlar, grid graflarin miikemmel Roman baskinlik

sayisl icin uist siir vermiglerdir.

Teorem 2.32. (Almulhim, |2022) r,s > 5 olmak tzere,
ejer G € {P, x Py, P, x P,,C, x C,} ise v (G) < 2|G| dir.
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Teorem ve Teorem [2.20[de goriildiigii gibi grid graflarim Roman
baskinlik sayisi icin alt ve {ist siirlar elde edilmistir. Ancak kesin bir sonug
ortaya konmamigtir. Bu durum, bizi grid graflarin miikemmel Roman baskinlik
sayisini arastirmak i¢in motive etmistir. Bu amag dogrultusunda, grid graflarin
miitkemmel Roman baskinlik sayisi i¢in kesin bir sonug elde edilerek Boliim 3’te

kanitlanmigtar.
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3 GRID GRAFLAR

3.1 Grid Graflarin Miikemmel Roman Baskinlik Sayisi

Grid graflarin baskinlik ve Roman baskinlik degerleri tizerine yapilan
galigmalarda baskin tepelerin belirlenmesi (Cockayne, 2005), (Curro, 2014),
(Talon, 2019) ve (Almulhim) [2022)) tarafindan aragtirilmigtir. Bu aragtirmalar

inceledigimizde agagidaki gozlem elde edilmigtir.

Gozlem 3.1. f = (1, Vi, V,) fonksiyonu P, x P, grafi iizerinde bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. Her v € V5 tepesinin kapali komsulugu,

P, x P, grafi tizerinde bir K4, K3, K2 graf kopyas: olugturur.

Miikemmel Roman baskinlik tanimindan, her v € Vj tepesi w € V5 olan
tam olarak bir w tepesine komgudur. Dolayisiyla yukarida bahsettigimiz graf
kopyalar1 ortak tepe icermezler ve mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu

iizerinde her birinin agirhigr 2’dir.

Gozlem geligtirilerek agagidaki gozlemler elde edilmigtir.

Gozlem 3.2. f = (Vp, Vi, V,) fonksiyonu P, x P, grafi tizerinde bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. Grid graf iizerinde olusan K 4, K3, K2

graf kopyalari, miikemmel baskinlik sayisi tanimindan dolay: ayrik olmalidir.

Gozlem 3.3. f = (V,,V4,V5) fonksiyonu P, x P, grafi iizerinde bir
mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu olsun. O halde, Gozlem [3.2]den dolay1

V5 kiimesindeki herhangi iki tepe arasindaki uzaklik en az 3 olmalidir.

Gozlem 3.4. f = (Vp, Vi, V,) fonksiyonu P, x P, grafi iizerinde bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. O halde, |V2(P, x P,)| < | %]

Yukaridaki gézlemler kullanilarak asagidaki teorem ortaya konulmustur.

Teorem 3.5. n > 5, m > 5 ve

2, m mod 5 =4 ise
Fi=14< 1, m mod5=2,3ise
0, aksi halde
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2, nmodb=3,4 ise
ko=14 1, nmod5=1,2ise
0, akst halde
tam sayu olmak tzere, i (Py X Pp) = 2|22 ] + 2.(| 2] + [2]) + k1 + ko 'dir.

Kanit. f(Vo, Vi, V3), P, x Py, grafi i¢gin mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu
olsun. P, x P,, grafi 7. satirinda P,, grafinin kopyasini, j. siitununa P,
grafinin kopyasini igermektedir. 7. satir ve j. stitunda yer alan tepeyi v;;
olarak isimlendirelim. P, x P,, grafi iizerinde miikemmel Roman baskinlik
fonksiyonunu olugturabilmek icin oncelikle V5 kiimesinin elemani olacak tepeler
diigtintilmelidir. Buradan kargimiza iki durum c¢ikar.

Durum 1: v;; € Vi ve deg(v;;) = 4 olsun. Bu durumda N(v;;) =
4’tlir ve mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu tanimindan biliyoruz ki, her
u € N(v;;) tepesi i¢in u € Vy'dir. Mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu

tanimindan, u tepesinin V5 kiimesinde tam olarak bir komsu tepesi vardir.

w,v;; € Vo aym satir veya aym stitunda ve k pozitif bir tam say1 olmak
lizere, d(w,v; ;) = 5k’dir. Aksi halde, d(w,v;;) > 3’dir. Buradan, Sekil [3.1te
gosterilen desenler (patterns) ortaya ¢ikmaktadir. Olugan her desen (pattern),

V5 kiimesinden bir tepe ve V; kiimesinden 4 tepe icermektedir.

p o o |2 !0 0 10 o |2
2 o b o !u 2 o Jo g
0 |p b lo o Jol Jo |2 |o
0 |0 o Jo [2 o P fo o
o [2 [0 b lop o |2 o |o

Sekil 3.1: P, x P, Grafinda Olusan Desenler (Patterns)

Durum 2: v, j € V5 ve deg(v; ;) < 3 olsun. O halde iki alt durum ortaya

cikar.
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Altdurum 1: v; ; € Va ve deg(v; j) = 3 olsun. Bu tepeler P, x P, grafinin

ilk satirinda, son satirinda, ilk siitununda ya da son siitununda (P, x P,

grafinin simirida olarak isimlendirilecektir (Sharifani, [2020)) olacaktir. Bu

durumda, P, x P, grafinin sinirinda her 5 tepede bir desenler olusacaktir.
Bu desenler Sekil [3.2] ve Sekil [3.3]te gosterilmistir. Bu desenlerin bir tepesi V3
kiimesinde, ii¢ tepesi Vj kiimesinde ve bir tepesi V; kiimesindedir. Birinci satir
ve son satirda 2.| %] desen olusacaktir. Ayrica, birinci siitun ve son siitunda
2.| £ | tane desen olusacaktir. Dolayisiyla, her biri Vi kiimesinden bir tepe igeren

2.([%] + |5]) tane desen olusacaktir.

wew

!|10|ozg__|;gnzu

"TPFPFPPFIFTT

Sekil 3.3: P, x P,, Grafinin Ik ve Son Siitunlar:

Altdurum 2: v, j € Vy ve deg(v; ;) = 2 olsun. P, x P, grafinda bu durumu

saglayan 4 tepe bulunmaktadir. Bu tepeler P, x P,, grafinin koseleri olarak
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isimlendirilir. Bu tepeler vg,0, Un-1,0, Vom—1, Un—1,m—1 tepeleridir ve Sekil [3.4]de

gosterilmigtir.
Vo0 Vo,1 Vo2 Yom- Vom-2g Yo,m-—
V1,0 V11 V12 V1m-34 Vim-24 Vim-
V2.0 V. V22 Vam-34 Vom-24 V2am-1
v v %

Un-3,0 Un_3, Un-3, n-3,m-=-3n-3,m-2"n-3,m—

Vn_208 Vn-214 Vn-22 Vn-2,m-3Vn-2,m-2Vn-2,m-

vn_m vn—l,l vn_ljz Un-1m-3Vn-1m-2Vn-1,m-

Sekil 3.4: P, x P,, Grafimin Tepeleri

® Uy tepesi her zaman V; kiimesidir.

® v, 10 tepesi

— eger n modb=1,3, Up—10 € Vi
— eger n mod 5 =0, Up—1,0 € Vo
— aksi halde, Un—1,0 € Vo

® Upm—1 tepesl

— eger m mod 5 = 3,4, Vom-1 € V1
— eger m mod 5 = 0, Vo,m—1 € Vo
— aksi halde, Vom-1 € Vo

® Up_1m—1 tepesi
— eger m mod 5 = 2,4, Up—1,m—1 € V1
— eger m mod 5 =0, Up—1m—1 € Va

— aksi halde, Un—1m—1 € Vo
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Bu 4 tepe V5 kiimesinin elemani olabilir. Dolayisiyla Alt Durum 1’de olugan

desenlerde icerilmektedir.

Vo kiimesindeki tepeler mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonunun agirligini
arttirmamaktadir. Diger yandan, V; kiimesindeki tepeler mitkemmel Roman
baskinlik fonksiyonunun agirhigini arttirmaktadir. Bu durumu, asagidaki gibi

fonksiyonlar yardim ile ifade edebiliriz.

2, mmodb=4 ise

ki=1< 1, mmod5=2,3ise
0, aksi halde
2, mnmodb=3,4ise
ky=4 1, nmodb5=1,2ise

0, akst halde
0<1< ”T_‘l, 0<5< mT_‘l olmak tizere Durum 1 ve Durum 2 kullanilarak V5,
kiimesi agagidaki gibi olusturulabilir;
{USi,5j+4’ U5i4-1,55+15 U5i+2,55+35 U5i+3,55 5 U5z’+4,5j+2}

Buradan, |V5| = |%"] dir. Gozlem ’e gore minimum miikemmel Roman
baskinlik fonksiyonu i¢in V5 kiimesinin eleman sayis1 maksimal olmalhidir. Diger
yandan, P, x P, grafinin tiim tepeleri sadece V5 UV} kiimesi ile bastirilamaz.

Dolayisiyla geriye kalan tepeler V; kiimesinin elemani olmalidir. Buradan,

Vil = 2.([5) + [5]) + k1 + ko,
Dolayisiyla;

Vi (Pn X Pr) = 2.[Va| + [V

Vi (Pn X Pn) = 2,122 + 2.([5] + [F]) + b1 + ke O

Grid graflara benzer sekilde gevre graflarin kartezyen ¢arpimi ile olugturulan

torus graflart igin elde ettigimiz sonucu agagidaki teoremde verebilmigtir.
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Teorem 3.6. n mod 5 = 0 ve m mod 5 = 0 olmak tzere n > 5 ve m > 5
olsun. O halde,
Yr(Cn X Cry) = V5 (Cp x Cy,) = 22 dir.

Kanat. f(Vo, Vi, Va) fonksiyonu, n mod 5 = 0 ve m mod 5 = 0 olmak {izere
C, x C,, grafi icin mitkemmel Roman baskinlik fonksiyonu olsun. ), x C,,, grafi
4—regiiler bir graftir. Vo = {Usi5j44, Usit1,554+15 Usit2,5j+3> Usi+3,57 Usita 5542
kiimesi torus graf igin bir minimum baskin kiimedir. Dolaysiyla, Vo = V(C), x
Cn) \ Vo ve V(C, x Cp,) = Vo U Vy'dir. Ayrica, u ve v tepeleri V, kiimesinin
herhangi iki elemani olmak tizere N[v]NN|[u] = (’dir. Buradan, Teorem [2.11]ye
gore torus graflarin Roman graf oldugu goriiliir ve V3| = “* oldugundan kanit

tamamlanir. ]

Theorem [3.6]dan goriildigi gibi n mod 5 = 0 ve m mod 5 = 0 olmak
tizere Yp(C,, x Cp,) = v&(C,, x C,)’dir. Ancak Teorem ve Teorem den
grid graflar icin elde edilen Roman baskinlik ve mitkemmel Roman baskinlik
sayilarinin bazi n ve m degerleri i¢in farkl oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla,
Teorem [3.5]de buldugumuz sonug ile grid graflarin Roman baskinlk sayisi

arasindaki iligkiler agagida ortaya konmustur.

3.2 Grid Graflar Uzerinde iki Parametrenin Karsilagtirilmasi

Miikemmel Roman baskinlik degeri ile Roman baskinlik degeri arasinda
vE(G) > vr(G) olacak sekilde bir iligki bulunmaktadir. Grid graflarin Roman
baskinlik degeri igin Teorem [2.19[de gosterilen bir alt simr bulunmaktadir.
Dolaysiyla, 75 (P, X Pp) > Yg(P, X Py,) > [220E0E0=21 "y

Teorem [2.19, Roman baskinlik sayis1 i¢in grid graflar tizerinde bir alt sinir
vermektedir ve Teorem [3.5] grid graflar tizerinde mitkemmel Roman Baskinlik
sayisinin tam sonucunu vermektedir. Bu teoremler kullanarak grid graflar
izerinde Roman baskinlik sayisi ile miikemmel Roman baskinlik sayis1 arasinda

olusan fark hesaplanacaktir. Bu kiyaslamay1 yapabilmek i¢in n ve m degerlerini
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birbirilerinden bagimsiz olarak arttirilmalidir. Grafin tepe sayisi biiyiidiikce

ortaya cikacak olan fark incelenmistir.

Teorem [3.5]de bulunan sonug ile Teorem [2.19[de verilen alt sinir kiyaslandiginda,

Grid graf tzerinde her 5x5 alt grafta tekrarlanan sabit bir fark ortaya

gikmaktadir. Bu fark, Tablo [3.1fde gosterilmigtir.

m/n nmodd=1|nmodd>=2|nmodd>=3|nmod4=0|nmodb5=0
mmod5=1|0 0 1 0 0
mmod 5=2 | 1 1 2 2 1
mmod 5=3 | 1 1 1 1 0
mmod 5=4 |1 2 2 2 1
mmod 5=0 | 1 1 1 1 0

Tablo 3.1: Miikemmel Roman baskinlik sayis1 ve Roman baskinlik sayisi arasindaki farklar

Tablo[3.1]de goriildiigii tizere, mitkemmel Roman baskinlk degeri ve Roman

baskinlik degeri belirli kogullar altinda esgittir. Ayrica aradaki fark en fazla 2

olmaktadir.

Elde edilen miilkemmel Roman baskinlik sayisi beklendigi gibi Roman

baskinlik sayisinin alt siirindan biiyiik veya esit oldugu goriilmiigtiir.Bu

durum, grid graflar iizerinde Roman baskinlik sayisi ve miikkemmel Roman

baskinlik sayisinin, n ve m degerlerinin belirli durumlarinda ayni sonucu verdigi

goriillmektedir.
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4 TRANSFORMASYON GRAFLAR

Transformasyon graflar icin literatiire baktigimizda Roman baskinlik veya
miitkemmel Roman baskinlik degerleri i¢in herhangi bir sonu¢ gozlemlemedik.
Bu durum bizi bu konuyu arastirmak icin motive etti. Bu boliimde, yol
grafin transformasyon graflarn olan P, =, Pt P-~* graflarim ve cevre
grafin transformasyon graflar1 olan C; " ,C~~~ graflarinin mitkemmel Roman
baskinlik degerlerini hesaplayacagiz. Dahasi, n tepeli bir G' grafimin transfor-
masyon grafi olan G~ i¢in mitkemmel Roman baskinlik degerini verecegiz.
Bu boliimde verecegimiz sonuglar, 2nd International Conference on Informa-

tion Technologies and Their Applications (ITTA 2024)de sunulmustur.
Teorem 4.1. n > 3, pozitif tam say olmak tzere, v5 (P, ) = 5 tir.

Kanat. f = (Vo, V1, V3) fonksiyonu P, ~* grafi izerinde tanimli bir mitkemmel
Roman baskmlik fonksiyonu olsun. P, grafinda degp, (v) = §(F,) ve uv €
E(P,) olacak sekilde u,uv € V (P, =) tepeleri vardir. Buradan,

Vo = {u, uv} olmak tizere |Vy| = 2n — 4’tiir ve

Vil = |V(P,; )| — |Va U V| = U'dir. Dolayisiyla,

B (P) = 21Vl + Vil

vE(P7~T) = 5tir.

Teorem 4.2. n > 3, pozitif tam say olmak tzere, vk (P, ) = 4 tiir.

Kanat. P~ grafinin ¢apr 2'dir. Buradan, f = (Vy, Vi, V,) fonksiyonu P, ~—
grafi iizerinde tanimli bir miikemmel Roman baskinlik fonksiyonu olmak tizere
|Va| = 1’dir. Dolayisiyla iki durum ortaya gikar.

Durum 1: v € Vj tepesi i¢in deg(v) = A(P,; ") ise P, ~~ grafinda |Vj| =
|N(v)|'dir. Dolayisiyla |Vy| = 2n—3'tiir ve |Vi| = |V(P, )| —|VaUV| = 2'dir.
Buradan,

YR(Pr =) =2[Va| + VA

Ya(Pr ) =2+2

V(b ~7) =4 (3)
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Durum 2: v € V; tepesi i¢in deg(v) < A(P, ) ise P, grafinda |V| =
|N (v)['dir. Dolaywsiyla, |Vo| = 2n—6"dir ve |V3| = |V (P, ~7)|—|VaUVy| = 4’tir.
Buradan,

E(Pr) = 2Vl + VAl

YR(Pr ) =244

Va(Py77) =6 (4)

Sonug olarak (3) ve (4)’den kanit tamamlanir. O
Teorem 4.3. n > 3, pozitif tam say olmak tizere, v5(C; =) = 6 dur.

Kanit. f = (Vo, V4, Va) fonksiyonu C;, ~ grafi iizerinde tanimh bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. C; =" grafi n — 1 regiiler bir graftir C, ~+
grafinda v € V(C,,) ve uv € E(C,) olacak sekilde u,uv € V(C, ~T) tepeleri
vardir. Buradan,

Vo = {u,uv} olmak tizere |Vy| = 2n — 4’tiir ve

Vil = |V(C,,~1)| = [Va U V| = 2’dir. Dolayisiyla,

Vi (Cr ™) =2Va| + Vi

VE(C ) = Gt O

Teorem 4.4. n > 3, pozitif tam say olmak tizere, v5(C-=7) = 6 dr.

Kanit. C;; =~ grafinin ¢ap1 2’dir ve C,, ~~ grafi n — 2 reguler graftir. Buradan,
f = Vb, W1, V3) fonksiyonu C, ~~ grafi iizerinde tanimli bir mitkemmel Roman
baskinlik fonksiyonu olmak iizere |V,| = 1'dir. v € V5 tepesi i¢in deg(v) =
A(C,;77) oldugundan C),~~ grafinda |Vy| = |N(v)|'dir. Dolaysiyla |Vp| =
2n — 5'dir ve |V3| = |V(C,,77)| — |V U V| = 4’dir. Buradan,

Tr(Cy77) =2[Va| + [V

YR(Cr7T) =2+4

VE(C=7) = 6'dur. O

Gozlem 4.5. f(Vp, V1, Va), Pt grafi iizerinde tanmimli mikemmel Roman
baskinlik fonksiyonu olsun. v € V4 (P*") ve deg(v) = 4 olmak tizere N|[v]
tepelerinin olugturdugu etkilenmis alt graflar Sekil [4.1]de gosterilmigtir.

Mikemmel Roman baskinlik fonksiyonunun agirliginin minimizasyonu igin
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0 2 0 0 0
0 0 0 ) 0

Sekil 4.1: Gy etkilenmig alt graflar

ayrik G kopya graflarinin sayisi maksimal olmalidir.

Buna gore agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.6. n > 3, pozitif tam say olmak tzere,

0, n mod5 =3 ise
YR(PIH) =2[2 + ¢ 1, nmod5=1ise 'dir
2, aksi halde

Sekil 4.3: P+ grafinda n mod 5 = 2 ise olugan ayrik G graflar
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Sekil 4.5: PF++ grafinda n mod 5 = 4 ise olugsan ayrik G graflar

Kanit. f = (Vo, Vi, Va) fonksiyonu P+ grafi iizerinde tanimh bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, Gozlem [.5de bahsedi-
len Gy etkilenmis alt graflarmm sayis1 [2%-1] olacaktir. Her bir Gy etki-
lenmig alt grafinda bir tane tepe V5 kiimesinde, diger 4 tepe Vj kiimesinde-
dir. Pt grafinin tamami Gq etkilenmisg alt graf kopyalar1 ile her zaman
bastirilamayacagindan 5 durum ortaya cikar.

Durum 1: n mod 5 = 1 olsun. Bu durumda, G etkilenmis alt graflar
tarafindan ortiillemeyen 1 tepe vardir ve miitkemmel Roman baskinlik fonk-
siyonu tammina gore bu tepe V; kiimesinde olmak zorundadir. Sekil [.2]de

gosterilmigtir.

Durum 2: n mod 5 = 2 olsun. Bu durumda, G, etkilenmis alt graflar
tarafindan ortiilemeyen 3 tepe vardir ve v, € Vi, v,_1, Up_1, € Wy olarak
bastirilirlar. Sekil [4.3]de gosterilmigtir.

Durum 8: n mod 5 = 3 olsun. Bu durumda, G etkilenmis alt graflar
tarafindan ortiillemeyen tepe yoktur. Sekil [f.4/de gosterilmistir.

Durum 4: n mod 5 = 4 olsun. Bu durumda, G etkilenmis alt graflar
tarafindan ortiillemeyen 2 tepe vardir ve v,,_1, v,_1, € Vi olarak bastirilirlar.

Sekil [.5]de gosterilmistir.

Durum 5: n mod 5 = 0 olsun. Bu durumda, G etkilenmis alt graflar
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Sekil 4.6: P+ grafinda n mod 5 = 0 ise olusan ayrik G graflar

tarafindan ortiilemeyen 4 tepe vardir ve v,,_1,, € V2 ve vy, Up_1, Up_2n—1 € Vp
olarak bastirilirlar. Sekil [4.6/de gosterilmigtir.

Durum 1, Durum 2, Durum 3, Durum 4 ve Durum 5’ten kanit tamamlanir. []

Teorem 4.7. G birlestirilmis bir graf ve 1 < i < n i¢in Vz; € V(G) olmak
lzere degg--+(z;) = 1 ve x; # z; i¢in Ng(x;) = z; olsun. Bu durumda,

k = min{degg(z;)} olmak iizere, v5(G~=) = k + 3 tiir.

Kanat. f = (Vo, V1, V3) fonksiyonu G~~ grafi lizerinde tanimli bir mitkemmel
Roman baskinlik fonksiyonu olsun. Transformasyon graf tammmindan z;; €
V(G dir ve dega+(3:) = [V(G)| = 1, dega—+(ziy)) = |E(G)] -
dega(xj) + 2'dir. Ayrica x; € N(z;5), x;; € N(z;) ve N(z;) N N(z; ;) = 0dir.
Buradan, V5 = {z;,z;;}, Vo = {N(2;) UN (z; ;) } \{zs, i ;} ve Vi = V(G~)\
(Vo U Vg)'dir. Buna gore,

V| = 2'dir,

Vol = [V(G)] =1+ [E(G)] — dega(x;) +2 =2

Vol = IV(G)| + |E(G)] — degg(x;) — 1'dir,

Vil = V(GTH)\ (a U V)|

Vi = [[V(G)] + [E(G)] = [Va| = Vo

Vil = IV(G)] + [E(G)| = 2 = [Va| + 1 = |[E(G)] + dega(x;)

V1| = degg(x;) — 1'dir.

Dolayisiyla,

YR(GTTF) =2[Va| + WA

YE(G==T) = 2.2 + dega(x;) — 1

YR(G™™T) = degg(z;) + 3'tir. O
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5 SONUC

Bu tezde, bir baskinlik ol¢timi olan miitkemmel Roman baskinlik sayisi
incelenmistir. Oncelikle, mitkemmel Roman baskinhk sayisi icin daha 6nce

yapilan calismalara yer verilmistir.

Ardindan, kartezyen ¢arpim sayesinde biiyiik graf yapilarinin olusturulmasi
ele alinmigtir. Yol graflar iizerinde kartezyen carpim kullanilarak grid graflar
olugturulmustur. Grid graflarin miikemmel Roman baskinlik sayisi hesap-

lanmigtir ve agagidaki sonug elde edilmistir.

en>5m2>5ve

2, m mod b =4ise
ki=1< 1, mmod5=2,3ise
| 0, aksi halde
f 2, nmod b = 3,4 ise
ky =14 1, nmod5=1,2ise
0, akst halde

tam say1 olmak tizere, v, (P, X Pp,) = 2.| B2 | +2.(| 2]+ | 2])+k1 +ko'dir.

Daha sonra, grid graflarin Roman baskinlik sayist i¢in varolan alt sinir ile
miikemmel Roman baskinlik sayisi i¢in bulunan sonug kiyaslanmigtir. Grid graf

iizerinde her 5x5 alt grafta tekrarlanan sabit bir fark ortaya ¢ikmigtir. Bu fark,

Tablo [3.1]de gosterilmistir.

Ayrica, iki gevre grafin kartezyen carpimi ile olusturulan torus graflar
iizerinde, n mod 5 = 0 ve m mod 5 = 0 olmak iizere,

Yr(Cr x Cp) =vE(C, x C,) = me oldugu gosterilmistir.

Son olarak, bir graf iglemi olan transformasyon iglemi ile grafin kendisini,
tiimleyenini ve ayrit grafini kullanarak transformasyon graflar olugturulmustur.

Transformasyon graflar icin agagidaki sonuclar elde edilmistir.
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n > 3, pozitif tam say1 olmak iizere, v5 (P, ~) = 5'dir.

n > 3, pozitif tam say1 olmak iizere, v5 (P, ~~) = 4’tiir.

n > 3, pozitif tam say1 olmak iizere, v5(C,~+) = 6'dir.

n > 3, pozitif tam say1 olmak iizere, v5(C,~7) = 6'dur.

n > 3, pozitif tam say1 olmak tizere,

0, nmodb=31ise
VR(PI) =2[22 + ¢ 1, nmod 5 =1 ise 'dir.
2, aksi halde
G = (V(G), E(Q)) birlestirilmig bir graf ve 1 < i < n i¢in Va; € V(G)

olmak tizere degg-—+(x;) = 1 ve z; # z; icin Ng(x;) = x; olsun. Bu

durumda, k = min{dege(x;)} olmak tizere, v5(G~~") = k + 3'tiir.

Roman baskinlik sayisi ve mitkemmel Roman baskinlik sayisi arasindaki
iligki Teorem [2.29de verilmistir. Grid graflar igin Roman baskinlik sayisi ve
milkemmel Roman baskinlik sayisinin grid graflar tizerindeki sonuglarinin esit
olacag: diigtiniilebilir. Ancak, elde edilen sonucun Roman baskinlik sayisinin alt
simirindan (Teorem biiyiik ya da esit oldugu durumlar goriilmiistiir. Bu
durum, n ve m degerlerinin belirli durumlarinda, grid graflar iizerinde Roman
baskinlik sayis1 ve miikemmel Roman baskinlik sayisinin farkli oldugunu

gostermektedir.

Roman baskinlik ve miikemmel Roman baskinlik sayilari transformasyon
graflar tlizerine taginmig ve miilkemmel Roman baskinlik sayisi i¢in sonuglar
elde edilmistir. Teorem kullanilarak, bulunan sonuclarin Roman baskinlik

say1si icin st siir oldugu soylenebilir.
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