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ETiK BEYANI

Tez Yazim Kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez icinde sundugum
verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢cergevesinde elde ettigimi, tiim bilgi,
belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak sundugumu, tez
caligmasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak gosterdigimi,
kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde sundugum g¢aligsmanin 6zgiin
oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi

beyan ederim.

Pelin YILMAZ



OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

ISTATISTIKSEL A-TOPLANABILME YARDIMI iLE KOROVKIN TiPi
YAKLASIM TEOREMLERI

PELIN YILMAZ

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
DANISMAN:PROF. DR. KAMIL DEMIRCIi

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. 1k olarak temel tanimlara ve klasik Korovkin teoremine yer
verilmistir. Yogunluk kavramu, istatistiksel yakinsaklik tanim ve teoremleri ifade edilmis ayrica
yakinsakliktan daha kuvvetli olan istatistiksel yakinsaklik i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremi;
teoremin daha kuvvetli oldugunu gosteren 6rnek ve siireklilik modiilii kullanarak istatistiksel
Korovkin tipi yaklasim teoreminin yakinsaklik orani verilmistir. Daha sonra istatistiksel
yakinsakligin daha genisletilmis hali olan A-istatistiksel yakinsaklik tanitilmis, A-istatistiksel
yakinsaklik i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremi verilmistir. Devaminda ise A-toplanabilme
tanitilmug; A-toplanabilme, istatistiksel A-toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasindaki
baglantidan s6z edilmistir. Ayrica istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklagim
teoremi; ve istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklagim teoreminin siireklilik
modiilii kullanarak yakinsaklik orani verilmistir. Beginci yani son boliimde ise ¢ift indisli diziler
tanitilmis ve benzer sekilde ¢ift indisli diziler i¢cin de Korovkin tipi yaklagim teoremleri
incelenmis ve 6rnekler verilmistir. Ayrica istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi
yaklagim teoremi verilmis ve elde edilen yaklasimin yakinsaklik orani siireklilik modiilii ile
incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Korovkin Teoremi; Istatistiksel Yakinsaklik; A-istatistiksel
Yakinsaklik; Istatistiksel A-Toplanabilme
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ABSTRACT

MSC THESIS

KOROVKIN TYPE APPROXIMATION THEOREMS VIA STATISTICAL A-
SUMMABILITY

PELIN YILMAZ

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
SUPERVISOR: PROF. DR. KAMIL DEMIRCI

This thesis consists of five chapters. First, basic definitions and the classical Korovkin
theorem are given. The concept of density, the definitions and theorems of statistical
convergence are stated, and the Korovkin type approximation theorem for statistical
convergence, which is stronger than convergence, and the convergence rate of the
statistical Korovkin type approximation theorem is given using the continuity module and
the example showing that the theorem is stronger. Then, A-statistical convergence, which
is an extension of statistical convergence, is introduced and the Korovkin type
approximation theorem for A-statistical convergence is given. Then A-summability is
introduced and the connection between A-summability, statistical A-summability and
statistical convergence is mentioned. Also, the Korovkin type approximation theorem
with the help of statistical A-summability and the rate of convergence of the Korovkin
type approximation theorem with the help of statistical A-summability using the modulus
of continuity are given. In the fifth and last section, sequences with even indices are
introduced and similarly, Korovkin type approximation theorems for sequences with even
indices are analyzed and examples are given. In addition, the Korovkin type
approximation theorem is given with the help of statistical A-summability and the
convergence rate of the obtained approximation is analyzed with the continuity modulus.

KEYWORDS: Korovkin's Theorem; Statistical Convergence; A-Statistical Convergence;
Statistical A-Summability
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TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana vererek, ¢aligmalarimin her sathasinda yakin ilgi ve 6nerileriyle beni
yonlendiren, bilgi birikimi ve tecriibesini benimle paylasan, benden destegini esirgemeyen Ve
¢alismamin bu asamaya gelmesini saglayan saygideger danigman hocam Sayin Prof. Dr. Kamil
DEMIRCT’ye, galismalarimda yardimlarini, her konuda desteklerini esirgemeyen, bilgi birikimi
ve tecriibesini benimle paylagan ve beni daima cesaretlendiren saygideger hocalarim Sayin Prof.
Dr. Fadime DIRIK’e ve Sayin Dog. Dr. Sevda YILDIZ’ a en igten saygilarimla tesekkiirlerimi
sunarim. Ayrica yiiksek lisans egitimime baglamama vesile olan ve egitimim boyunca manevi
destegini esirgemeyen annem Riiveyde YEL’e ve kardesim Selin DURAN’a, yiiksek lisans
egitimim siiresince verdikleri cesaret, gosterdikleri 6zveri ve giliven i¢in miidiirlerim Sayin
Meryem FIDAN’a ve Saymn Giilsemin UNAL’a, ayrica herzaman yanimda olan, heyecanimi
benimle paylasan tiim arkadaglarima dostluklar1 ve destekleri igin ¢ok tesekkiir ederim. Gerek
seminer gerek tez calismam boyunca her kosulda yanimda olan ve destegini bir an olsun
esirgemeyen hayat arkadasim Ayta¢ YILMAZ’ a sonsuz tesekkiir ederim. Son olarak varligiyla
bana gii¢ veren yasam kaynagim canim kizim Aylin YILMAZ’a en icten sevgilerimi iletmek

isterim.

Pelin YILMAZ
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R - Reel sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

st : Istatistiksel yakinsak diziler uzayi

c . Yakinsak diziler uzay1

Cld,e] . [d, e] aralig1 tizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay1
|K| . K kiimesinin eleman sayisi

6 > Yogunluk fonksiyonu

w(f;9) . h fonksiyonunun siireklilik modiili
Cy : Cesaro Matrisi

b4 :A-yogunluk fonksiyonu

XK :K kiimesinin karakteristik fonksiyonu
Kisaltmalar

d.d. :Diger durumlar



1. GIRIS

Yaklasim teorisi, matematikg¢ilerin uzun yillardir iizerinde ¢alistigt 6nemli bir konudur.
Ilk olarak Weierstrass [a, b] aralig1 iizerinde siirekli her fonksiyona bir polinom
fonksiyonu ile yaklasilabilir mi problemini ele almistir. Bu problem H. Bohman’in 1951
yilinda toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin [0,1] aralig1 tizerinde siirekli
bir fonksiyona yaklasim problemini arastirmasina neden olmustur. 1953 yilinda ayni
problemi tekrar inceleyen P. P. Korovkin problemin daha genel durumlar icinde
gerceklendigini ispatlamistir. Yaklasim teorisinde Onemli yer tutan Korovkin tipi
yaklagim teoremi birgok matematik¢inin arastirmalarinda farkli farkli kullanimlariyla

karsimiza ¢ikmaktadir.

1949 yilinda ilk kez Steinhaus tarafindan ifade edilen, 1951 yilinda Fast tarafindan
gelistirilen istatistiksel yakinsaklik kavrami, matematigin farkli alanlariyla olan iliskisi
nedeniyle uzun yillar boyunca arastirilmis ve gelistirilmistir. Bu kavramlar1 2002 yilinda
bir araya getirip ¢alisma konusu yapan Gadjiev ve Orhan istatistiksel Korovkin tipi
yaklagim teoremini incelenmis ve sonrasinda A-istatistiksel Korovkin tipi yaklagim
teoremini elde etmislerdir. Matematikgiler tarafindan ilgi ¢eken bu konu 2009 yilinda
Edely ve Mursaleen tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢alismanin sonucunda A-toplanabilme
kavramini tanimlamiglardir. Tanimladiklari bu kavramin A-istatistiksel yakinsaklik ile
iliskisini incelemislerdir. 2011 yilinda ise Demirci ve Karakus tarafindan istatistiksel A -

toplanabilme yardimi ile Korovkin tipi yaklagim teoremi verilmistir.

Istatistiksel yakinsaklik kavram ¢ift indisli diziler iginde ¢alisilmustir. Ik olarak 2003
yilinda Moricz tarafindan ¢alisilan ¢ift indisli diziler i¢cin 2010 yilinda Demirci ve Dirik
tarafindan matris toplanabilme metodu kullanilarak daha genel sonuclar elde edilmistir.
2013 yilinda ise Demirci ve Karakus tarafindan ¢ift indisli diziler igin A-toplanabilme ve
A-istatistiksel yakinsaklik kavramlart incelenmis, istatistiksel cA-toplanabilme

yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi verilmistir.

Hazirlanan bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak yaklagimlar teorisinde énemli yeri olan
Korovkin tipi yaklasim teorimi ifade ve ispat edilecek ve teoremin tiim kosullarini
saglayan bir Ornek verilecektir. Devaminda yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlari tanitilacak, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha

kuvvetli oldugunda dair sonuclar elde edilecek, istatistiksel yakinsaklik kavrami



kullanilarak Korovkin tipi yaklagim teoremi incelenecek, teoremin kosullarini saglayan
ancak klasik Korovkin tipi yaklasim teoreminin kosullarini saglamayan bir 6rnek
verilecektir. Ayrica siireklilik modiilii yardimiyla istatistiksel Korovkin tipi teoremin
yakinsaklik oranmi incelenecektir. Devaminda A-toplanabilme ve A-istatistiksel
yakinsaklik kavramlar1 tanitilacak, bu kavramlar yardimiyla Korovkin tipi yaklasim
teoremi incelenecektir. Akabinde A-toplanabilme, istatistiksel A-toplanabilme ve
istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligski ifade edilecek; istatistiksel A-toplanabilme
yardimyla Korovkin tipi yaklagim teoremi ile bu teoremin kosullarim1 saglayan ancak
klasik Korovkin tipi yaklagim teoreminin ve istatistiksel Korovkin tipi yaklasim
teoreminin kosullarin1 saglamayan bir Ornek verilecektir. Ayrica istatistiksel A-
toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklagim teoreminin siireklilik modiilii yardimriyla
yakinsaklik orani incelenecektir. Devaminda gift indisli diziler ve Pringsheim yakinsaklik
(P-yakinsaklik) kavramlar1 tanitilacak ve P-yakinsaklik kavrami yardimiyla ¢ift indisli
diziler i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremi incelenecek teoremin kosullarini saglayan bir
ornek verilecektir. Cift indisli diziler igin A-toplanabilme ve A-istatistiksel yakinsaklik
kavramilar1 tanitilacak, bu kavram yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi
incelenecektir. Bu yiiksek lisans tezinde son olarak ¢ift indisli dizilerin A-toplanabilme,
istatistiksel A-toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski ifade edilecek,
cift indisli diziler i¢in istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklagim
teoremi ve teoremin kosullar1 saglayan ancak klasik Korovkin tipi yaklagim teoreminin
kosullarin1 ve istatistiksel yakinsaklik yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoreminin
kosullarin1 saglamayan bir ornek verilecektir. Ayrica istatistiksel A-toplanabilme
yardimiyla Korovkin tipi yaklagim teoreminin siireklilik modiilii yardimiyla yakinsaklik

orani incelenecektir.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde tez boyunca ihtiyag duyulacak temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Pozitif Lineer Operatorler

2.1.1. Tamim: E ve F reel degerli iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger E' dan alinmis herhangi
bir h fonksiyonunu, F de bir g fonksiyonuna karsilik getiren bir X kurali varsa, E
uzayinda bir operator tanimlanmustir denir ve g(u) = K (h(v); u) ile gosterilir. Burada
K (h(v);u) gosterimi yerine K (h; u) veya K (h) gosterimi kullanilacaktir. E uzayma K
operatoriiniin  “tanim kiimesi” denir ve E = D(X) ile gosterilir. Ayrica R(XK) =
{g: KX(h;u) = g(u),h € D(X)} c F kiimesine de K operatoriiniin “deger kiimesi”

denir.

2.1.2. Tammm: hyve h,, E lineer uzaymda herhangi iki fonksiyon ve Vu, V4, 4, € Rigin

K operatori;
K (prhy + puzhgy;u) = K (hy;u) + pp K (hy; u)

kosulunu gergekliyorsa K operatoriine “lineer operator” denir.

Bu tanimdan goriilityor ki K lineer operatori i¢in 5 (0; u) = 0 saglanur.

2.1.3. Tammm: E ve F reel degerli fonksiyonlarin uzayi olmak tizere K:E — F lineer
operator olsun. E tanim uzayindan alinan Vh(u) = 0 fonksiyonu i¢in K (h;u) =0

kosulunu gergekliyor ise K operatdriine “pozitif lineer operatér” denir.

2.1.4. Ornek: 1912 yilinda S. Bernstein, [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyona
yakinsayan polinom tanimlamistir. Bernstein polinomu olarak bilinen bu polinom
0<u<1lign

n

Balhiw) = ) h() () wet -

k=0
seklindedir. Burada u*(1 — u)"™* > 0 oldugundan B,,(h; u) = 0 olup B, (h; u) pozitif

lineer operatordiir.

Ayrica her u ig¢in h(u) < g(u) ise K (h;u) < K(g;u) oldugundan K pozitif lineer

operatorlii monoton artandir.



2.2 Siireklilik Modiilii

Bu kisimda yakinsaklik orami hesaplamasini yaparken kullanilan siireklilik modiilii
kavrami ve 6zellikleri verilecektir.

Cld, e] uzayy, [d, e] araliginda tanimli, reel degerli ve araligin tiim noktalarinda siirekli
fonksiyonlarin uzayidir. d, € u¢ noktalarinda bu uzaymn elemanlar1 sagdan ve soldan

stirekli fonksiyonlardir. Herhangi bir h € C[d, e] igin

hllciae = sup |h(w)l
u€ld,el

aligilmig supremum normu ile birlikte C[d, e] bir Banach uzayidir.
2.2.1. Tanmm: h € C[d, e] olsun. § = 0 i¢in

w(h;8) = sup |h(v) — h(u)|
u,veld,e]
lv—ul<é

ile tanimlanan w(h; &) ifadesine h fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Stireklilik modiil;

Dwlh;6)=0

ii)6; <6, = wh; 8;) < wlh; )

i) wth+ g;8) < w(h; 8) + w(g; 6)

iv) w(h; 16) < Aw(h; §),A €N

v) [a], a’nin tam degerini gostermek {izere @ € R* igin
wh;ad) < (1 + [adw(h;6) < 1+ a)w(h;6)

vi)w(h; [u —v|) = [h(u) = h(V)]

vid) |h(u) — h(v)| < (1 + %) .w(h; 8)

ozelliklerine sahiptir (Altomore ve Campiti, 1994).

2.3. Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

1951 yilinda H. Bohman toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin [0,1]
araliginda siirekli h(u) fonksiyonuna yaklagim problemini incelemistir. H. Bohman

gostermistir ki; u € [0,1],0 < ay , < 1 oldugunda



n

Holhsw) = Y h(@n)Pin(@),  Pen() 2 0

k=0

pozitif lineer operatdr dizisinin n — oo i¢in [0,1] kapali araliginda h fonksiyonuna

diizgiin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul

K,(Lu) 31
K,(v;u) 3u
K,(v%u) 3 u?

seklindedir.

P.P. Korovkin, H. Bohman’nin kosullarinin genel halde de gerceklendigini gosteren bir

teorem ispatlamistir.

Simdi yaklagimlar teorisinde énemli yeri olan, 1953 yilinda P.P. Korovkin tarafindan
verilen yaklasim teoremi ve bu teoremin ispat1 verilecektir.

Tez boyunca hy(v) = 1, h;(v) = v, h,(v) = v? test fonksiyonlar1 kullanilacaktir.
2.3.1. Teorem: X,,: C[d, e] = C|[d, e] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Vh €
Cld,e] igin

1im 136, (k) = Rl ciae) = 0 (23.0)

gerek ve yeter kosul

rllggo”jcn(hl) - hi”C[d,e] =0,i=012 (232)

olmasidir (Korovkin, 1953, 1960).

Ispat: (2.3.1) = (2.3.2) oldugu agiktir. Ciinkii, Vh € C[d, ] i¢in (2.3.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C[d, e] (i = 0,1,2) oldugundan istenilen elde edilir.

(2.3.2) = (2.3.1) oldugu gosterilsin. Vh € C[d, e] alinsin. O halde Ve > 0igin 36 >
0 vardir 3 |v — u| < § kosulunu saglayan Vu,v € [d, e] i¢in |h(v) — h(u)| < € olur.

(v—u)?
62

|v — u| > & oldugunda ise > 1 dir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapali araliginda

sinirli  oldugundan Vu € [d,e] i¢in |h(u)] < M olacak sekilde M > 0 sayisi
bulanabilir. Dolayisiyla

|h(v) — h(W)| < |hW)| + |h(W)| < M + M =2M



gerceklenir. Buradan |h(v) — h(uw)| < 2M (

yazﬂablhr O halde Yu, v € [d, e] i¢in
(

|lh(v) — h(u)| < € + 2M elde edilir. Esitligin her iki tarafina 7, pozitif lineer

operatdrii uygulanirsa,

¥n(lh(v) = h(W)];u)

< %, (e + 20 22 )
=K,(5u) +—7C (v —u)?;u)
=X, (1;u) + {JC W% u) — 2uX,(v;u) + u?XK, (1;u)}
= +¢e + ¥, (1;u) + {JC (v?;u) — 2uX, (v; u) + u?xK, (1; u) +2u?}
=&+ (K, (1u)—1)+ {(7( W% uw) —u?) — 2u(K,(v;u) —u)
+u? (K, (1;u) — 1)}
<e+elK,(L;u) —1] + {IiIC W% u) — u?| + 2|ul |, (v; u) — ul
+u? 1K, (1 u) — 113 (2.3.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica K, pozitif lineer operator oldugundan

|Fn (s w) — h()| = |F (B w) — h(W)H5 (1;w) + (W5 (1;u) — h(W)
= [Kp(h(v) — h(w); w) + h(w). (3 (L u) — D)
< Kn(lh(v) — h()|;w) + [R@1K, (1) — 1
< ¥ (lh(@) — R w) + MK (L u) — 1] (2.3.4)

yazilabilir. (2.3.3) ve (2.3.4) kullanilirsa,
|7, (h;u) — h(w)| < €+ ¢€|K, (1u)—1|+ {IJC (wv%u) — u?|
+2[ul [5G, (v; u) — u|+|u2||7Cn(1;u) — 1} + MK, (1uw) — 1]
elde edilir. Basit hesaplamalar yapilirsa,
|7, (h;u) — h(u)| < e+ |17C (v? u)—u2|+ |ul |7, (v; u) — ul
- (e + M+ 2 ?]) 156, (1w) — 1

seklinde yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafinin u € [d, e] i¢in supremumu alinip

norma gegilirse,

1% (h) — hllclae



<eg+ C{”:K‘n(ho) - hO”C[d,e] + ”~7Cn(h1) - hlllC[d,e]+||7Cn(h2) - hz”C[d,e]}

bulunur. Burada € = Sét[tlp]{s + M+ 20?5 |u|,26—“f} seklindedir. Simdi n — oo
u ,e

i¢in limit aliirsa hipotezden lim [[#C, (h) — hll¢c[q,e) = O elde edilir.
n—->oo
2.3.2. Ornek: 2.1.4 Ornek’te tanimlanan Bernstein polinomlar dizisi i¢in B, (1;u) = 1,
)
B,(v;u) = u,B,(viu) =u? + % oldugu basit hesaplamalar yapildiginda elde edilir
(Lorentz, 1986). Buradan lim ||B,(h;) — hillcjo,; = 0, i =0,1,2 oldugundan (B,)
n—-oo

Bernstein polinomlarinin  2.3.1. Teorem’de verilen Klasik Korovkin teoreminin

kosullarmi sagladigi goriiliir. Dolayisiyla Vh € €[0,1] igin

rlli_{‘fc}o”Bn(h) — hllco =0

olur.



3. YOGUNLUK KAVRAMI VE iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

3.1. Yogunluk Kavram

Bu boliimde yogunluk kavrami tanimlanmustir.

3.1.1. Tanim: P (N), dogal sayilarin kuvvet kiimesini géstermek tizere §: P(N) — [0,1]
fonksiyonu, X,Y € P(N) i¢in

D,) X~Y (X ileY nin simetrik farki sonlu) & §(X) = 3§(Y)
DHXNY =0 = 5X)+5()<5XUY)

DHVX,Y icin §(X)+8(Y) <1+86(XNY)

D) 5(N) =1

ozelliklerini sagliyorsa § fonksiyonuna alt yogunluk fonksiyonu denir (Freedman ve
Sember, 1981).
§(X) =1—8(N\X) seklinde tamimlanan § yogunluga X kiimesinin iist yogunlugu

denir. Alt ve iist yogunlugun 6zellikleri asagidaki teoremle ifade edilir.

3.1.2. Teorem: § alt yogunluk ve & iist yogunluk olmak iizere X,Y € N igin

DXCY = 6dX) <)

iXcYy = §X)<6()

VX, Yicin §(X)+6(Y)=6(XUY)

iv) §(@) =6(8) =0

v)S(N) =1

vi)X~Y = §(X) =65 (V)

vii) § (X) <8 (V)

dir (Freedman, Sember 1981).

3.1.3. Tammm: Y € N olmak iizere Y;,, = {n < m : n € Y} kiimesinin eleman sayisi | Yy, |

ile gosterilsin. Y kiimesinin alt yogunlugu

S(Y) = liminf“;n—mI

m-—-oo

ve list yogunlugu

5(Y) = limsup %

m—oo



seklinde tanimlanir. Eger §(Y) = §(Y) ise Y kiimesi yogunluga sahiptir denir ve §(Y)
ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

Yogunluk i¢in bir bagka karakterizasyon su sekilde verilebilir:

() pozitif tam sayilarin artan bir dizisi ve Y = {y,,: m € N} olmak iizere yogunluk

mevcut ise,
6(Y) = lim o
m—oo Ym

dir (Niven ve Zuckerman, 1980).
Bu karakterizasyon kullanilarak §({2m:m € N}) = %, 6({2m+1:meN}) = %,

§({m?:m € N}) = 0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica dogal sayilarin her bir sonlu
alt kiimesi de sifir yogunlukludur. Bir Y kiimesi yogunluga sahip ise §(Y) =1 —
6 (N\Y) olacaktir (Niven ve Zuckerman, 1980; Freedman ve Sember, 1981).

3.2. istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik tanimlanmustir.

3.2.1. Tamm: Y € N olmak iizere §(Y) = 0 olsun. Eger € > 0 verildiginde VYm ¢
Y i¢in |y, — L] < € olacak sekilde bir N € N varsay = (y,,,) dizisi bir £ sayisina
hemen her m igin yakinsaktir denir (Buck 1953).

Bu tanim istatistiksel yakinsaklik tanimindan bagska bir sey degildir. Bundan sonra bir
Yy = (V) dizisi sifir yogunluga sahip bir kiimenin digindaki her m i¢in P ozelligine
sahip ise y dizisi hemen her m igin P 6zelligine sahiptir diyecegiz ve bunu “h. h.m.”

ile kisaltacagiz.

3.2.2. Tammm: y= (y,,) reel terimli bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin
lim=|{m<nly,—L| =} =0
n-oon

olacak sekilde bir £ sayisi var ise bu (y,,,) dizisi £ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir

ve bu durum st — limy,, = L seklinde gosterilir (Fast,1951; Steinhaus,1951).

3.2.3. Ornek: y= (y,,) dizisinin genel terimi

1, m = k?
=1 k=123..
Ym {0, m # k?

seklinde tanimlansin. € > 0 verildiginde



fm<ni|ly,—0|=¢e}c {m<n:y, #0}

dir. Buradan;

{im<ni|y,—0|=¢e}| <|{m<n:y, #0} <Vn

elde edilir. Esitsizlik % ile ¢arpilip n — oo i¢in limit alinirsa

0< limil{mSn: |V, — 0] = €}| < limﬂzo
n-oon n-ooo N

bulunur. Bu da lim%l{m < n: |y, — 0| = €}| = 0 olmasidir. Yani st — limy,, =0
n—-oo
elde edilir.

Klasik anlamda yakinsak her dizinin sinirli oldugunu biliyoruz. Ancak istatistiksel

yakinsak dizilerin siirli olmas: gerekmez.

3.2.4. Ornek: y = (y,,) dizisinin genel terimi

— 1,2
vm, m=k k=123,
0 m#k

Ym = {
seklinde tanimlansin. € > 0 verildiginde
fm<ni|y,—0|=¢}c {m<n:y, 0}
dir. Buradan,;

fm<n: |y, —0l=e}l <|m<ny,#0} <vn

elde edilir. Esitsizlik % ile carpilip n — oo i¢in limit alinirsa
lim={m<n|y,—0|=¢} =0
n-ocon

olup st — limy,, = 0 elde edilir. Goriildiigii tizere dizi istatistiksel yakinsaktir ancak
siurlt degildir.

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan da anlasilabilecegi gibi y = (y,,,) dizisi bir £
sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisinin herhangi bir € komsulugunda sonsuz
coklukta terim bulunur. Bu komsulugun disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir
olmak sartiyla yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir. Dolayistyla yakinsak
diziler uzayini c ile ve istatistiksel yakinsak diziler uzayim st ile gosterirsek, ¢ C st dir.

Yani istatistiksel yakinsaklik, bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha kuvvetlidir.
Istatistiksel yakisaklik i¢in bir baska karakterizasyon asagidaki teoremle verilmistir.
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3.2.5. Teorem: y = (y,,,) dizisi verilsin. st — limy,, = L olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul §(n,:m € N) = 1ve lim y, = L olacak sekilde en az bir (y, ) yakinsak alt
m—oo

dizisi vardir (Fridy, 1985).

3.2.6. Ornek: y = (y,,) dizisinin genel terimi

m+2, m=n?
m:

0 maene M1230

seklinde tanimlansin. K = {m = n?: m € N}ve N\K = {m # n?:m € N} olmak iizere
6(K) = 0ve §(N\K) =1 olur. Buradan y,,, = (0,0,0,...) = 0,(m; € N\K vem €
N) oldugundan 3.2.5 Teorem’den st — lim y,,, = 0 elde edilir.

O halde 3.2.5 Teorem’den st — limy,, = L olmasi igin gerek ve yeter kosul Ve > 0
icin §(K) = 1 olacak sekilde dyle bir K € N alt kiimesi ve my = my(€) € N sayisi
vardir ki m = mg olacak sekilde Ym € K i¢in |y, — £L| < € saglanir. Kisaca sifir
yogunluklu indis kiimesi disinda (ya da bir yogunluklu indis kiimesi {izerinde) y dizisi
L sayisina klasik anlamda yakinsak olmasi halinde y dizisi £ sayisina istatistiksel

yakinsaktir.

3.2.7. Teorem: Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bunun tersi her zaman

dogru degildir.

Ispat: y = (y,,) dizisi bir £ sayisina yakinsak olsun. O halde V & > 0 i¢in 3m, € N var

5 Vm = m, oldugundan |y,, — L| < € olur. Y = {m < n: |y,, — £| = €} olmak iizere

|Y;| < mg olur. Buradan §(Y) = lim % < lim =2 =0 oldugundan st — limy,, =
m—oo

m-oo m

L elde edilir.

Tersi igin 3.2.3. Ornek’te verilen y = (y,,,) dizisinin st — lim y,,, = 0 oldugu ancak bu

dizinin bilinen anlamda yakinsak olmadigi goriiliir.

3.2.8. Teorem: Istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat. y = (y,,,) dizisi £; ve L, sayilarina istatistiksel yakinsak olsun. O halde Ve > 0
i¢in en az bir X € N ve (€’a bagl) bir m, sayisi bulabilir 3 §(X) =0, m > m, vem €
N\X i¢in |y, — £;] < % saglanir.

Ayni sekilde Ve > 0igin en az bir Y € N ve (¢’a bagl) bir m, sayisi bulabilir 3
§(Y) =0, m>m, vem € N\Y icin |y, — L,| < g saglanir.

my = max{m,, m,} alinirsa Vm € N\(X NnY) ve Vm > m, i¢in
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0 < |Ly = Lol = 1Ly = Ym + Ym = Lol < 1Y = Lol + lym — Lo| < +- = Buise
€ keyfi oldugundan £; = £, olmasidir.

3.2.9. Teorem: st — limx,, = L4, st — limy,, = L, ve a € R olsun.

(@) st = lim(xy, + ) = L1 + L,
(ii))st — lim(ay,,) = a L,

dir (Fast, 1951).

Ispat: i) st — limx = £, olsun. O halde X € N olmak iizere §(X) = 0 oldugunda, & >
0 verildiginde Ym > m,; ve Ym € N\X igin |x,, — £4| <§ olacak sekilde m; € N
vardir. st — limy = L, olsun. O halde Y € N olmak iizere §(Y) = 0 oldugunda, € > 0
verildiginde Vm > m, ve Vm € N\Y igin |y,, — £,]| < golacak sekilde m, € N vardir.

Sifir yogunluklu iki kiimenin arakesiti de sifir yogunluklu olacagindan §(X NY) = 0

dir. my = max{m;,m,} olmak izere VmeN\(XNY) ve Vm>m, i¢in

|Gt + Ym) = (L1 + L3)] < ot = L] + |y — L2] <>+ = ¢ oldugundan, Ve > 0

igin lim ~ [{m < n: |Gt + ym) — (L1 + £2)] = €}| = 0 bulunur. Yani,
n—-oo

st —lim(xy, + ym) = L1 + L,
elde edilir.

ii) Eger « = 0 ise ay = 0 olup st — limay = aL, dir.
Simdi @ # 0 olmak tizere st — limy = L, olsun. O halde Y € N olmak tizere §(Y) =

0 oldugunda, € > 0 verildiginde Ym > m, ve Vm € N\Y i¢in |y,, — £,| < ﬁ olacak

sekilde m, € N vardir. Boylece Vm € N\Y ve Vm > m, icin

&
lay, — al,| < lally, — £L;] < Ialm= €

olup, Ve > 0 igin lim%l{m < n:lay, —al,] =€} =0 elde edilir. Yani st—
n—->oo

lim(ay,,) = a L, dir.
3.3. Istatistiksel Yakinsaklik Yardimu ile Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

Ik kez 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan tarafindan istatistiksel yakisaklik kavrami
kullanilarak Korovkin tipi yaklagim teoremi verilmistir. Boylece farkli yakinsaklik

tiirleri yardimi ile Korovkin tipi yaklasim teoremi calisilmaya baglanmistir. Simdi

12



onemli bir sonug olan istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi ve bu teoremin
ispatin1 verilecektir.

3.3.1. Teorem: X,,: C[d, e] = C|d, e] pozitif lineer operatérlerin dizisi olsun.

Vh € C[d, e] i¢in

st = Liml|[ 6, () = hllggae) = 0 (33.1)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

st — lim||K,,(h;) — hillcrge; = 0, i =0,1,2 (3.3.2)
dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Ispat: (3.3.1) = (3.3.2) oldugu aciktir. Ciinkii, Vh € C[d, e] igin (3.3.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C[d, e] (i = 0,1,2) oldugundan istenilen elde edilir.

(3.3.2) = (3.3.1) oldugu gosterilsin. Vh € C[d, e] alinsin. O halde Ve > 0igin 36 >
0 vardir 3 |v — u| < § kosulunu saglayan Vu, v € [d, e] igin |h(v) — h(u)| < € olur.

|v — u| > 6 oldugunda ise (’";‘)2 > 1 dir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapali araliginda

sinirl oldugundan Vu € [d,e] i¢in |h(u)| < M olacak sekilde M > 0sayisi
bulanabilir. Dolayisiyla

Ih(v) — h(W)| < [hW)| + |hW)| < M + M =2M

(

gergeklenir. Buradan |h(v) — h(w)| < 2M yazﬂablhr O halde VYu,v € [d, e]

(v— u)

icin |h(v) — h(u)| < € + 2M ——= elde edilir. Esitligin her iki tarafina ¥, pozitif

lineer operatdrii uygulanirsa,

Kn(lh(v) — h(W)|;w)
(v—u)? u)

< K, (e + 200 2
= Ku(&3u) + 25 K (v — )% )

= £3C, (1) + 25 {36, (0% w) — 20T, (v ) + UK, (1))

= +&+ K, (1; u)+ {?C W% uw) — 2uX,(v; u) + u?K,, (1; u)+2u?}

= &+ e(Hu (W) = 1) + S {(0G, w3 w) — u?) — 2u(H, (v 1) — w)
+u?(K,(1;u) — 1)}

< e+ e|K,(1; u)—1|+ {I?C (% u) — u?| + 2|u||%K,(v; u) — ul
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+u?|| K, (1;u) — 113 (3.3.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica K, pozitif lineer operator oldugundan

17, (s w) — h(w)| = |Kn (B w) — h(WH, (1 w) + AWK, (1;w) — h(w)
= |Kn(h(v) — h(w); w) + h(w). (K (L w) — 1|
< K, (|h(v) — h)[; w) + R[5, (1 w) — 1]
< K (|h(v) — h(W)|;u) + MK, (1 u) — 1 (3.3.49)

yazilabilir. (3.3.3) ve (3.3.4) kullanilirsa,
|7, (h; u) — h(w)| < &+ €|K,,(1; u)—1|+ {I?C (v%;u) — u?|

+2[ul| 3, (v u) — u|+|u2||?Cn(1:u) — 1} + M|%, (L u) - 1]
elde edilir. Basit hesaplamalar yapilirsa,
| (hsu) —h()| < € + IiIC (v3u) — u?| + IuIIiIC (v;u) —ul

(s + M+ 2L 1)) 16,(1) - 1]

seklinde yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafinin u € [d, e] igin supremumu alinip
norma gegilirse,
17 () = hllcpa.e)

< e+ C{lIKn(ho) = Rollcra,er + 1Kn(he) = Ry llcia,e) +11%n (ha) = hallcia.er}

bulunur. BuradaC = sup {e + M + Iu l, —|u| —} seklindedir. &' >&>0
u€ld,e]

i¢cin
{m < n: 115,(R) = hllclae = ')
c {m < n: (1K, (ho) — hollcrae] + 1%n(he) — hyllcae]
K5 (h2) — hallcrae) = %}
olup,

[{m < n: 113, (R) — hll¢rae; = €'}
< |{m < n: [|K, (ho) — hollcrae) + 150 (hy) — hallciae

136, (h2) = halicia.e) = <=7}

elde edilir.
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T = {m < n: (1%, (ho) — hollciae] + 150 (R1) — Rallciael

|7 (he) — hallclae) = SC_S}

T={m <n: 11, (h) = hillae 255}, i=012

3¢
seklinde alinsin. Buradan 7 © 7, U 7; U 7, oldugu kolayca goriiliir. Boylece

2

|{m < n:||K,,(h) — hllcia.e = 8’}| = Z

i=0

g —e
b < 196, h) = hullctaer = )

elde edilir. Esitligin her iki tarafi % ile ¢arpilip n — oo i¢in limit alinirsa hipotezden

lim % [{m < n: 196,(h) — hllgia,e = €'}] = 0 bulunur. Yani Vh € C[d, e] icin
n—-oo

st — lim||3, (h) — hll¢ige; = 0

elde edilir.

2.3.2. Omek’te (B,)) Bernstein polinomlarinin 2.3.1. Teorem’de verdigimiz klasik
Korovkin tipi yaklasim teoreminin kosullarini sagladigi gosterildi. Yakinsak her dizi
istatistiksel yakinsak oldugundan (B,) Bernstein polinomlarinin 3.3.1. Teorem’de
verilen istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoreminin kosullarini da sagladigi kolayca
goriliir.

Simdi istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremin kosullarini saglayan fakat klasik
Korovkin tipi yaklasim teoremin kosullarini saglamayan bir pozitif lineer operator
ornegi verilsin.

3.3.2.0rnek: (B,,), Bernstein polinomlari ve & = (a,,) dizisi

1 n=k?
= ’ k=12, ..,
n {0 . n# k?

genel terimi ile verilsin. Buradaki @ = (a,,) dizisinin iraksak bir dizi ve ayn1 zamanda
st — lim a,, = 0 oldugu acik¢a goriilmektedir.
Simdi B,: C[0,1] - C[0,1] olmak tizere P, (h; u) = (1 + a,)B, (h; u) seklinde taniml

(P,) pozitif lineer operatorler dizisi goz éniine alinsin. 2.3.2. Ornek’ten
_2
B,(1;u) = 1,B,,(v;u) = u,B,,(v3u) = u? +%

dir. Simdi (#,,) dizisinin 3.3.1. Teorem’inin kosullarini sagladigi gosterilsin.

i) :Pn(ho) = (1 + an)Bn(hO) = 1+an 0|Up,
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”:;Dn(ho) - hO”C[O,l] = Sup |1 +a, — 1| = Ssup Ianl =0n

u€lo,1] u€l0,1]
elde edilir. st — lim a,, = 0 oldugundan st — lim||P, (ho) — holl¢jo,1] = O dur.
i) Po(hy) = (1 + an)By(hy) = (1+ay)u olup,

1P.(he) — hillcpo; = sup |1+ ap)u—u|l = sup |aul = ay
uel0,1] u€lo,1]

elde edilir. st — lim a, = 0 oldugundan st — lim||%B,(h;) — hqll¢jo,1) = O dur.

ii6) Po(hy) = (1 + @n)B(hy) = (1+ay) (u +22%) olup,

u—-u?
1P (h2) — hallcpoy = sup |(1+ an) (uz + T) - u2|
u€lo,1]
, uU-— u? X u—u? "

= sup |u‘+ + a,u” + ay, —u

u€lo0,1]

u—u? 5 u — u?

< su + sup |[u‘a,| + sup |a,

uelo,1] uelo,1] uelo,1] n

1
< yr. +a,+—a,

st — lima,, = 0 ve st — limﬁ = 0 oldugundan st — lim||P, (hy; u) — hyllcpo,1) = 0
elde edilir. Yani st —lim||P,(h;) — hillco1 =0, (i =0,1,2) oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (P,) dizisi istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremi kosullarini saglar. O
halde vh € C[0,1] igin st — lim||P,(h) — hll¢cjo,;; = 0 sonucu elde edilir. Diger
taraftan a = (a,,) dizisi klasik anlamda yakinsak olmadigindan %, (hy) — hy = a,
olupn — oo igin ||P, (ho) — hollcfo,1) +# 0 oldugundan (%,) dizisi klasik Korovkin tipi
yaklagim teorem kosullarini saglamaz. Bu sebeple n — oo igin [|P,(h) — hll¢[o,1) + O

elde edilir.

3.4. Istatistiksel Yakinsakhk Yardim fle Korovkin Tipi Yaklasimn, Siireklilik

Modiilii Yardimiyla Yakinsaklik Oraninin Hesaplanmasi

Bu boliimde istatistiksel Korovkin tipi yaklagimin, siireklilik modiilii yardimiyla

yakinsaklik oranini hesaplanmaistir.

3.4.1. Teorem: ¥,,: C[d, e] — C[d, e] pozitif lineer operator olsun. Eger
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i) 6, = \/II?Cn(lp)IIC[d,e] ve YP(v) = (v — u)? olmak iizere st — limw(h; 6,) = 0

kosullar1 saglaniyorsa Vh € C[d, e] igin st — lim||K,,(h) — hll¢jq,e) = O dur.
Ispat: Siireklilik modiiliinden dolay1u € [d,e] ve h € C[d, e] igin Y(t) = (v — u)?

olmak Uzere

|h(u) — h(v)| < (1+ %) w(h; ) (3.4.1)

gergeklenir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapali araliginda sinirli oldugundan Vu € [d, e]
icin |h(u)| < M olacak sekilde M > 0 sayisi bulanabilir. Dolayisiyla

lh(v) — h(W)| < |hW)| + |h(W)| < M + M =2M

gerceklenir. Ote yandan,

|7, (h; w) — h(w)| = |K, (b uw) — h(w)XK, (1 w) + h(w)FH,(1;u) — h(uw)]
< Kn(lh(v) — h(w)|;w) + [R5 (1;w) — 1

olur. Burada (3.4.1) esitsizligi kullanilirsa;

|7 (h; w) — h(u)|

<X, ((1 + 29 4 (h, 6);u) + @1, (13 1) — 1]

2089 46, ( (0); ) + R, (1) = 1]

w(h;8)
52

= tw(h;6) + w(h; 6K (L;u) +

< w(h;6) + w(h; H)IKn(Lu) — 1] + (W (); x) + M. |3 (L u) — 1]

olur. Bu son esitsizlikte § = 6§, = J 1Hn W) llcrae) almr ve esitsizligin her iki

tarafinin u € [d, e] i¢in supremumu alinip norma gegilirse,

17 (R) — hllcla,e)

;6
< (b 8) + w(h; )1 Ka (o) — holleraey + L2

62
= w(h; H)IH(he) — ho“c[d,e] + 2w(h; 8) + M| H, (ho) — hO”C[d,e]

82 + M7, (ho) — hollcae

elde edilir. € > 0 i¢in,

{m < n: 1%6,(8) = Rllcae) > €}
c {m < n:w(h; HINK; (he) — hollcpae) +2w(h; 8)+M|[F, (ho) — hollcrae; = 8}

olup,
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[{m < n: 176, (R) — hllcja,e = €}
< |{m < n: w(h; $)I1K, (ho) — hollcrae; +2w (R ) +MNF, (Ro) — hollciae = €}

yazilabilir. Buradan

[{m < n:1176,(h) = Allcrae) 2 €}
<|fm < nwt o) 2 \B’ [fm < n: 1360G20) = Rollcraer 2 \B’
200502 o200~ 2 5]

bulunur. Esitsizligin her iki tarafi % ile carpilip n = oo i¢in limit alinirsa

lim = |{m < n: || K (h) = hllcrae; = e}l = 0 bulunur. Dolayisiyla
n-oon ’

st = lim|| K, (h) — hll¢cige; = 0

sonucu elde edilir.
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4. A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

4.1. A-Istatistiksel Yakinsakhk fle Tlgili Genel Tanim Ve Teoremler

Bu boliimde A-yogunluk ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilacaktir.
Oncelikle A-istatistiksel yakinsakligin tanimi icin gerekli olan bazi tamim ve
notasyonlar1 verilsin.

U veV tiim diziler uzayi olan W nin iki alt kiimesi ve A = (ay,, ) reel yada kompleks

terimli sonsuz matris olmak tizere u = (u,,) € U ven > 1 igin

o)

(c’qu)n = Z ApmUm

m=1
serisi yakinsak ise Au = ((Au), ) doniisim dizisi mevcuttur denir.

Eger Vu € U igin Au doniisiim dizisi mevecut ve Au € V ise A matrisi U dan V igine
bir matris doniistimii tanimlar denir.

Eger bir dizisi igin Au doniisiim dizisi mevcut ve bir £ sayisina yakinsak ise u dizisi £
sayisina A -toplanabilirdir denir ve A — limu = L ile gosterilir.

U dizi uzaymi V igine doniistiiren tiim matrisler sinifi (U, V) ile gosterilir ve A, U dan
V i¢ine bir matris donilisimii ise A € (U,V) yazilir. Toplami ya da limiti koruyan
matrislerin sinifi (U, V; p) ile gosterilir. Ozel olarak U = V = ¢ segilirse ve A € (c, ¢)

ise A matrisine konservatif matris denir.

4.1.1. Tanim: A = (an,m),n,m = 1,2,3, ... sonsuz matris olmak {izere bir u = (u,,)

dizisi i¢in limu = L oldugunda lim(Au),, = L oluyorsa A matrisine regiiler matris
m n

denir (Hardy, 1949).
Bir matrisin regiiler matris olmasi, Silverman -Toeplitz kosullar1 olarak bilinen

teoremle ifade edilir.

4.1.2. Teorem: Bir A = (an‘m) matrisinin regiiler olmasi icin gerekli ve yeter kosul

(e}
i) sup Z |an,m| < o
n m=1

i)vm € Nicin lima,,, =0
n
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(00}
iti) lim Z Apm =1
n
m=1

kosullarini saglamasidir (Hardy, 1949; Boss, 2000).
Asagidaki sekilde tanimli olan C; = (cn’m) matrisi regiilerdir ve toplanabilme

teorisinde (birinci mertebeden) Cesaro matrisi olarak adlandirilmistir.

1 0 0 O 0

11 0 0 0

> 5

1 1 1 0 0
Gi=13 3 3

111 1 1

Bir u = (u,,) dizisinin £ sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek Ve > 0 igin

lim % |{m < n:|u,, — L| = €}| = 0 olmas1 demektir. Ya da buna denk olarak
n—-oo

K(e) = {m <n:|u, — L] = &} olmak tizere Ve > 0 igin

n
: 1 1
Jim(Cundn = lim S ) dnm) = fim 2 ) 1=0
m=

meK

olmasidir. Burada yg, K kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.

1991 yilinda, Freedman ve Sember istatistiksel yakinsaklik taniminda kullanilan Cesaro
matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A = (an_m) sonsuz matrisini kullanmiglardir.
Boylece istatistiksel yakinsakligi genisletmigler ve A-istatistiksel yakinsakligi elde
etmislerdir.

Simdi A -istatistiksel yakinsaklik ile ilgili bazi tanimlar verilsin.
413. Tanim: A = (an,m) negatif olmayan regiiler bir matris, u = (u,,) Ve
K < Nolsun.

64(K) = lim(Au), = lim Z Anm
n n

meK

limiti mevcut ise §4(K) sayisina K kiimesinin A-yogunlugu denir (Freedman ve
Sember, 1981).

6.4(K) veya 6 4(N\K) yogunluklarindan herhangi biri mevcut ise
64(K)=1-6,4(N\K) dir.
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4.1.4. Ornek: Genel terimi

1 , m=n?
:{0 o aam=123.

an,m

seklinde tanimlanan A = (an’m) matrisini géz Oniine almsin. A matrisi negatif
olmayan regtiler bir matristir.

K={m=n%neN}={149,.) = 6,(K) = lim 2 = 1 0lup 8.,4(K) = 1
n

meK

Ke={m#n%:neN}={235..}= 8,(KS) = lim Z pm =0
n

meK
olup, 8 4(K¢) = 0 elde edilir.
4.1.5. Tanim: A = (an,m) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Ve > 0 icin
K(e) = {m e N: |u,, — L| = &} kiimesinin A-yogunlugu sifir ise u = (u,,) dizisi £
sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum st — limu = Lile gosterilir.

Yani, Ve > 0i¢in K(¢) := {m € N : |u,, — L| = €} olmak tizere,

6C/I(K(S)) P= ll;?;n Z Anm XK(S)(m) = lizn Z Anm = 0
m=1

mekK

gercekleniyorsa st 4 — limu = L dir denir (Freedman ve Sember,1981).
Bu tanimda A4 = I birim matrisi alinirsa klasik anlamdaki yakinsaklik, A = C; Cesaro

matrisi alinirsa istatistiksel yakinsaklik elde edilir.

4.1.6. Ornek: Genel terimi

an,m

1 , m=n?
—{0 o ean=123,.

seklinde tanimlanan A = (a,,,,) matrisini gdz Oniine alinsin. A matrisi negatif

olmayan regiiler bir matristir. Simdi u = (u,,) dizisi,

1 — a2
umz{i P M= =123, ..
0 , m#n?

seklinde tanimlansin. Buradan

K={m=n>neN}={149,..} =2 5,4(K) =lim Z Anm = 1
n

meK
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K®={m #n%n €N} ={235,..} = 6,,(K) = lim 2 Gy = 0
n

mekK
oldugu kolaylikla goriilebilir. Ve > 0icin K(¢) = {m € N: |um — %| > s} olmak
lzere,

6A(K(€)) = llzn z an,m)(l((s)(m) = llzn z anm =0
m=1

meK

olmalidir. Buradan

o

m=1

- 1000 .. 0 .][0] [0

o _ 000 1 .0 .|[1]_]o

5‘”(1((8))_1‘5"2a"'mx’“g)(m)_o‘: 0000 .1 .[l1[7]o
1

yazilir. O halde n — oo igin limit alinirsa §,4(K (¢)) = 0 oldugundan st 4 — limu = 3

dir.

A-istatistiksel yakinsaklik i¢in bir baska karakterizasyon asagidaki teoremle verilsin.

4.1.7. Teorem: sty —limu=L & 64{n,,;meN}=1 ve limu, =L olacak
n

sekilde en az bir (u,, ) yakinsak alt dizisi bulunmasidir.

4.1.8. Ornek: Genel terimi

a _{1 , m=n2+1n_12
w0, mEn2+1

seklinde tanimlanan A = (a,,,,) matrisini gdz Oniine alinsin. A matrisi negatif

olmayan regiiler bir matristir. Simdi u = (u,,) dizisi,

, m=n?+1
Uy = 5 )
0, m#n“+1

ul | =

n=12,..

seklinde tanimlansin.

K={m=n?2+1n€eN}={2510,..}2>5,(K) = limz Apm =1
n

meK

KS={m#n?+1:n€N}={134..} = 6,K) = lim Z R
n

mekK
bulunur. Buradan 6,4(K) = 1ve limu, =% oldugundan 4.1.7. Teorem geregi
n

. 1 ors
sty —limu = E elde edilir.
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4.2. A-Istatistiksel Yakinsakhk Yardim ile Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

Bu bolimde A-istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi yaklagim teoremi

verilecektir.

4.2.1. Teorem: X,,,: C[d, e] — C[d, e] pozitif lineer operatorlerin dizisi ve A = (@)

negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Vh € C[d, e] igin
sty — lim||%, (h) — Rll¢c[g,.e) = O (4.2.1)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

s — Um|| %, (hy) — hillcrae; =0, i =0,1,2 (4.2.2)

dir (Duman ve ark., 2003).

Ispat: (4.2.1) = (4.2.2) oldugu agiktir. Ciinkii, Vh € C[d, e] igin (4.2.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C[d, e] (i = 0,1,2) oldugundan istenilen elde edilir.

(4.2.2) = (4.2.1) oldugu gosterilsinvh € C[d, e] alinsin. O halde Ve > 0igin 35 >
0 vardir 3 |v — u| < 6 kosulunu saglayan Vu, v € [d, e] i¢in |h(v) — h(u)| < € olur.

( ) > 1 dir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapal1 araliginda

|v — u| > 6 oldugunda ise
sinirlt oldugundan Vu € [d, e] i¢in |h(u)| <M olacak sekilde M > 0 sayisi
bulanabilir. Dolayisiyla

|lh(v) — h(w)| < |h@)| + |[h(W)| < M + M =2M

gergeklenir. Buradan |h(v) — ( )

el

(v- u)

icin |h(v) —h(uw)| <e+2M

elde edilir. Esitligin her iki tarafina ¥, pozitif
lineer operatorii uygulanirsa,

Kn(lh(v) — h(W)|;w)
(v—u)? u)

< 5, (e + 200 25
= K (e3w) + 25 5, (v — w)% 1)

= ¥, (1; u)+ {?C (v uw) — 2uX, (v; w) + u?%K, (1;u)}

= +¢& + X, (1;u) + {7( W% u) — 2uX,(v; u) + u?xK, (1; u)+2u?}

=&+ (K, (1; u)—1)+ {(?C W% u) —u?) — 2u(K,(v;u) —u)
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+u?(K,(1;u) — 1)}
<e+¢elK,(1;u) — 1] +—{|7C W% uw) — u?| + 2|ul|F, (v; u) — ul
+|u?|| K, (1;u) — 11} (4.2.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica K, pozitif lineer operator oldugundan

|7 (h; w) — h(W)| = |3, (h; w) — R X5 (1;w) + h(W K5 (1 u) — h(w)]
= |5 (h(v) — h(u); u) + h(uw). (3G, (L;u) — 1]
< Kn(lh(v) — h()|;w) + [R5 (1;w) — 1
< K, (lh(v) — h(u)|[; u) + M|3,(1;u) — 1] (4.2.4)

yazilabilir. (4.2.3) ve (4.2.4) kullanilirsa,
|7, (h; w) — h(w)|
< e+ ¢€|lK,(1;u) — 1| + {IiIC (v%;u) — u?|
+2[ul]7G (v u) = u|+|u2||76n(1; w) — 1} + M|¥, (1 u) — 1]
elde edilir. Basit hesaplamalar yapilirsa,
196, (hs ) — Q)| < &+ 2 196, (v w) — 2] + S Jul |56, (v; ) — )
(s + M+ 2L u?)) 15, (L w) — 1

seklinde yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafinin u € [d, e] igin supremumu alinip

norma gegilirse,

17 () = hllcia,e)
< e+ C{lIKn(ho) = Rollcra,er + 1Kn(he) = Ry llca,e) +11%n (ha) = hallciae}

bulunur. Burada C = .Zl[,(tip] {e + M + % |u2| |u| —} seklindedir. &' >¢e>0
u ,e

igin
{m < n: 17, (h) = hllcrae) = €'}
c {m < n: 1% (ho) = Rollcia.er + 1% (he) = hallcra.e

1% (h2) = Ballcrae) = =}
olup,

[{m < n: 176, (R) — hll¢jae = €'}
< |{m < n: || K (hy) — hO”C[d,e] + || K, (hy) — hl”C[d,e]
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e —¢

+HIK(hy) = hallciae) = T}

elde edilir. Boylece

T = {m < n: [[%,(ho) — hollcraer + 150 (h1) — hyllciae

13 (h2) = hallciae = =7}

T, = {m < n: |5 (hy) — hillcpae; = 832,8} : 1=01,2

seklinde alinsin. Buradan 77 ¢ 7, U 7 U 7, oldugu kolayca goriiliir. Boylece

3
2,0 = ), ) oun

nesr i=0 neT;

olmak n — o i¢in limit alinirsa hipotezden st — lim||K,,(h) — hll¢[qe; = O elde

edilir.
4.3. Istatistiksel A-Toplanabilme

Edely ve Mursaleen 2009 yilinda A-istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli olan
istatistiksel <A-toplanabilme kavramini tanimlamislar ve sonrasinda A-istatistiksel

yakinsaklik ile iligkisini incelemislerdir.

4.3.1. Tamm: A = (a,,,, ) negatif olmayan regiiler bir matris, u = (u,,) bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin §({n: |(Au),, — L| = €}) = 0, yani,
1
lim; {m < p:|(Auw), — L| =€} =0
P

ise u = (u,,) dizisi £ sayisina istatistiksel A-toplanabilirdir denir (Edely ve Mursaleen,
2009).

u = (u,,) dizisinin £ sayisina istatistiksel A-toplanabilir olmasi igin gerek ve yeter
kosul (Au), doniisiim dizisinin £ sayisina istatistiksel yakinsak olmasidir. Bu durum

(A)gt — limu = L ile gosterilir.

4.3.2. Teorem: Eger bir dizi, sinirhi ve £ sayisina A-istatistiksel yakinsaksa A-toplami
L’dir. Bu sebeple £ sayisina istatistiksel A -toplanabilirdir. Fakat tersi dogru degildir.
(Edely ve Mursaleen, 2009).
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Ispat: A = (an,m) negatif olmayan regiiler bir matris, u = (u,,) smirh ve L’ ye A-

istatsitiksel yakinsak, K (¢) = {m < n:|u,, — £L| = €} olsun.

|(Au)p, — L]

= Z ApmUm + Z Lay,— Z Lap,—L
m=1 m=1 m=1

< Z Anm (um - L)| + |£] Z Apnm — 1
m=1 m=1

= Z an,m(um - L)+ z an,m(um - L) +|L] z pm — 1
meK (g) mekK () m=1

<eg¢ Z Apm + sup |u, — L] Z Apm + | L] z Apm — 1
meK(g) meK(e) meK (&) m=1

n — oo i¢in limit alinirsa, A matrisinin regiilerligi ve A-istatistiksel yakinsak tanimi
kullanilarak € > 0 keyfi oldugundan lim|(Au),, — £L| = 0 elde edilir.
Dolayisiyla st — lim|(Au),, — L| = 0 olur. Yani,

st — lim%l{n < p:|(Au), — L] = £} = 0|

elde edilir. Bu ise (A)s — limu = L oldugunu gosterir. Karsitinin dogru olmadigini
gosteren bir 6rnek verilsin.

4.3.3. Ornek: A = C; Cesaro matrisi alinsin. u = (u,,) dizisi,

_{1 , mtek
Um =10 , mgift

seklinde tamimlansin. (Au),, donlisim dizisi, % sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Dolayisiyla u= (u,,) dizisi % sayisina istatistiksel A - toplanabilirdir. Bu durumda u =

(uyy,) dizisi % sayisina istatistiksel A - toplanabilirdir, fakat A - istatistiksel yakinsak

degildir.
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4.4 Istatistiksel A-Toplanabilme Yardimiyla Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

Bu boliimde istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi

verilsin.

4.4.1. Teorem: XK,,:C[d, e] = C[d, e] pozitif lincer operatorlerin bir dizisi ve

A = (ann,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Vh € C[d, e] i¢in

st —lim Z AnmHm(h) —h =0 (4.4.1)
m=1 Cld,e]

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

st— lim z Ko () — 0, =012 (4.4.2)
m=1

Cld,e]

dir (Demirci ve Karakus, 2011).

Ispat: (4.4.1) =(4.4.2) oldugu agiktir. Ciinkii, Vh € C[d, e] igin (4.4.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C[d, e] (i = 0,1,2) oldugundan istenilen elde edilir.

(4.4.2) =>(4.4.1) oldugu gosterilsin.. Vh € C[d, e] alinsin. O halde Ve > 0igin 36 >
0 vardir 3 |v — u| < 6 kosulunu saglayan Yu, v € [d, e] i¢in |h(v) — h(u)| < € olur.

(v—u)?
82

|v —u| > 6 oldugunda ise > 1 dir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapali araliginda

sinirli oldugundan Vu € [d,e] i¢in |h(u)| < M olacak sekilde M > 0 sayisi
bulanabilir. Dolayisiyla

lh(v) — h()| < [hW)| + |h(W)| < M + M =2M

gergeklenir. Buradan |h(v) — h(u)| < 2M (v;—z)z yazilabilir. O halde Vu,v € [d, e]
(v-w)?

icin |h(v) —h(u)| < e+2M 2

elde edilir. Esitligin her iki tarafina X, pozitif

lineer operatorii kullanilarak Vn € N i¢in,

Z A mFm (h;u) — h(w)
=D I B @) = b+ D anmFon(h ()i v)
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Z an,mgcm(h(v) — h(u); u) + h(u) (Z an,mjcm(lF u)—1 )

m=1

m=1

[00]

< ) @y (1h@) = Rl ) + 1h(w)|

(0]

2 an,mjcm(l; u)—1

m=1 m=1
o0 (v _ u)z 00
< ApmHm | € + ZMT ;x |+ |h(w)] z Ay mHKm (L;u) — 1
m=1 m=1
= Z QKo (L;0) + >z z A mHom (h(v —w)%u)
m=1 m=1
HA@I | D (L) — 1
m=1

=+e+¢ Z A mIm (L;u) + F{Z Ay mKm (W3 u) — 2u z A mIm (V; u)

m=1 m=1 m=1
+u? Z A mHKom (1; 1) iZuz} + |h(w)| Z A mKm (Lu) — 1
m=1 m=1
=&+¢ (Z an,miKm(l;u) —4 ) + F {(Z an,m?Cm(UZ;u) = uz)
m=1 m=1
—2u Z A mHKm(v;u) —u ) + u? (Z Ay mKm(L;u) — 1 )}
m=1 m=1
+M Z ApmKm(Lu) —1
m=1

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin u € [d, e] igin supremumu alinip

norma gecilirse,

> GumHon () ~ h
m=1 Cld,e]
<e+C Z an,mgcm(ho) - hO + Z an,mgcm(hl) - hl
m=1 cld,e] m=1 Cld,e]
+ Z an,mjcm(hz) - hz
m=1 Cld,e]
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bulunur. Burada € = sup f{e + M + 25,5 ul, 27 [u?|} seklindedir. &' > &> 0
u€ld,e] § § s
igin
n = p: Z an,m:](m(h) —h >é
m=1 Cld,e]
cqn < p: Z an,mgcm(ho) - hO + Z an,mj(m(hl) - hl
m=1 cld,e] m=1 Cld,.e]
= g —c¢
+ Z an,mjcm(hz) — h, =
m=1 cld,e]
olup,
n < p: z ApmHKm(h) —h >
m=1 Cld,e]
S|Hn<=p: Z an,mjcm(ho) — hy + Z an,mxm(hl) —hy
m=1 C[d,e] m=1 C[d,e]
= g —c¢
+ Z an,m:](m(hz) - hz = C
m=1 Cld,e]
elde edilir.
T ={n<p: Z Ko () — B > ¢
m=1 Cld,e]
- g —c¢
= dn<p|| ) aumdnh) —hil| 2t (=012)
m=1 Cld,e]

seklinde alinsin. Buradan 7 € T, U 77 U 75, oldugu kolayca goriiliir. Boylece

n <= p: Z AnmHKm(h) — h >é
m=1 Cld,e]
2 oo ,
E — €&
< n < p: z AnmHm (h;) — hy > 3C
i=0 m=1 cld,e]
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elde edilir. Esitligin her iki tarafi % ile garpilip p = oo i¢in limit alinirsa Ve’ > 0 i¢in

1 (o]

lim—Kkn <p: Z ApmHm(h) —h > =0
P

P m=1 cld,el
bulunur. Yani Vh € C[d, e] i¢in
st — lim Z AnmHKm(h) —h =0

m=1 cld,e]

elde edilir.

Simdi istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremin
kosullari1 saglayan fakat Klasik Korovkin tipi yaklasim teoremin ve istatistiksel

Korovkin tipi teoremin kosullarini saglamayan bir pozitif lineer operator 6rnegi verilsin.

4.4.2. Ornek: A = (a, ) matrisi,

1
anm_{g ’ 1<msni n=112131
0o , dd.

Cesaro matrisi Ve @ = (a,,) dizisi

a,, = { 1o, mtek 123 .

-1 , mgift’
seklinde verilsin. Buradaki a = (a,,) dizisi iraksak bir dizidir. Ayn1 zamanda
K={m=2n—-1:n € N} olmak iizere 6(K) =% oldugundan «a = (a,,) dizisi
istatistiksel yakinsak degildir. A = (an,m) negatif olmayan regiiler bir matrisi ve a =
(a,y,) dizisi igin

e n tek
(Aa), = {n ’ , n=123,..
0 , ngift

yazilabilir. Burada st — lim(Aa), = 0 oldugu agik¢a gériilmektedir. Simdi u € [0,1],

h € C[0,1] ve m € N olmak iizere

Un,(hyu) =(m+1) i (Trrll) u(l—w)™™m f h(v) dv
n=0 _n_
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seklinde tanimli Berstain-Kantrovich operatoriinii gz Oniine alinsin. Bu operatorii

kullanarak a = (a,,) dizisi yardimiyla

seklinde bir pozitif lineer operatdr tanimlansin. Simdi (7,) pozitif lineer operatdr
dizisinin 4.4.1. Teorem’inin kosullarini sagladig gosterilsin.
D) T(hg;uw) = (1 + ap)Up (hg; w) = (1 + ap)ho(w) olup,

D anmTnh) ol = sup 1(4a),| = (Aa),
= u€l0,1]

clo,1]

elde edilir. st — lim(Aa),, = 0 oldugundan

oo

z an,me (ho) - ho
m=1

dir. Benzer hesaplamalar yapilirsa,

it) T (his ) = (1 + @)U (his ) = (1 + @) (hy (W) 5 +

m+1  2(m+1)

st — lim =0

clo,1]

) olup,

(0e]

Z an,me(hl) - hl
m=1

iii) T (hy; uw) = (1 + a) U (hy; w)

clo,1]

m(m-1) 2m 1
=1+ an) (hZ(u) ez TG 3(m+1)2)

olup,
st — lim Z apmIm(hy) — hy =0

m=1 clo,1]
oldugu kolaylikla elde edilir. Yani,
st —lim z AnmIm(h) —h =0,i=0,12

m=1 clo,1]

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (73,) dizisi 4.4.1. Teorem’inin kosullarini saglar. O halde
Vh € C[0,1] i¢in
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o)

Z T (R) = R

m=1

st —lim =0

c[o,1]

sonucu elde edilir. Diger taraftan T, (hy) — hg = (1+a,,,)ho — hy = a,, Olup (@)
dizisi klasik ve istatistiksel anlamda yakinsak olmadigindan (7;,,) dizisi klasik Korovkin
tipi yaklasim teorem kosullarini ve istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teorem

kosullarin1 saglamaz.

45. Istatistiksel A-Toplanabilme Yardimiyla Korovkin Tipi Yaklasimn,

Siireklilik Modiilii Yardimiyla Yakinsaklik Oraninin Hesaplanmasi

Bu boliimde A-istatisksel Korovkin tipi yaklasimin, siireklilik modiilii yardimiyla

yakinsaklik orani hesaplansin.

4.5.1. Teorem: X,,: C[d, e] = C[d, e] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi ve

A = (ap ) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Eger

i) st — lim z Ko (o) — ho =0
m=1 cld.e]

ii) 8, = ‘ Z A mHom @) ve P(v) = (v — u)? olmak iizere
m=1

Cld,e]

st — limw(h; 6,) = 0 kosullar1 saglaniyorsa Vh € C[d, e] i¢in

st — lim Z ApmKm(h) —h =0
m=1 Cld,e]
dir.

Ispat: Tanimda verilen siireklilik modiiliinden, u € [d, e] ve h € C[d, e] igin Y(v) =

(v — u)? olmak iizere
() — hw)] < (1+ ?) w(h; 8) (4.5.1)

gerceklenir. Ayrica h fonksiyonu [d, e] kapali araliginda sinirli oldugundan Vu € [d, e]
icin |h(u)| < M olacak sekilde M > 0 sayisi bulanabilir. Dolayisiyla
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o)

Z an,mgcm(h; u) — h(u)

m=1

o

=1 anm K B @Y0) £ D I (B0 0) = h(w)

m=1

= z an,m%m(h(v) — h(w); u) + h(w) (Z an,mjcm(li u) — 1)

m=1 m=1
< annIon (@) = R + 1A | D @I (30 = 1
m=1 m=1
< i A m¥Km <<1 + 1/);;))> w(h, 6); u> + |h(w)] i Ay mKm(Lu) — 1
m=1 m=1
- wh;8)
= +o(h; 8) + w(k; ) z I (15 0) + =5+ Z Ko (W (0); )
m=1 m=1
+|h(u)| an,m:}(m(lF u) —1
< w(h;6) + w(h;8) ApmKm(L;uw) =1+ M ApmHKm(L;u) — 1
h 8)
H BN T @)
m=1

olur. Bu son esitsizlikte

(o]

> o @)

m=1

6 =06,=

Cld,e]

alinir ve esitsizligin her iki tarafinin u € [d, e] i¢in supremumu alinip norma gegilirse,

Z an,m:}Cm(h) —h
m=1 cld,e]
< w(h; 8) + w(h; 6) Z Ko (o) — o
m=1 Ccld,e]
- w(h6)
M Z o Fom (o) — R ey

m=1 cld,e]
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= w(k; 6) Z GmFom(ho) = ho||  + 201 6)
m=1 Cld.e]
+M z an,m:](m(ho) - hO
m=1 cld,e]
elde edilir. € > 0 i¢in,
n < p: Z an,m:](m(h) —h =
m=1 Clde]
c In<p s 2 T (o) — ho
m=1 Cld,e]
+20(h; 8) + M Z Ko (o) — o >¢
m=1 cld,e]
olup,
n < p: Z ApmHKm(h) —h >¢
m=1

Cld,e]

< n<pwmé) z o (o) — ho

m=1 Cld,e]
+2w(h; 8) + M Z Ko (o) — o > ¢
m=1 cld.el
yazilabilir. Buradan
n < p: z AnmHKm(h) —h >¢
m=1 Cld,el
€
< |{n <p:w(hd) = €}|
€ = €
+ {n <p:wh;d) = \/;} n < p: Z AnmKm(ho) — hy > 3
m=1

Cld,e]
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&
+|i\n <p: zl AnmIm (ho) — hy = EY
m=

cld,e]
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi % ile ¢arpilip p = oo igin limit alinirsa

(0]

Z K () — h

m=1

1
lim—Kkn <p:
p p p

=>el=0

Cld,e]

bulunur. Dolayisiyla Vh € C[d, e] igin

oo

z I (R) — R

m=1

=0

Cld,e]

st — lim

dir.
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5. CIFT INDISLI DIiZILER ICiN YAKINSAKLIK YONTEMLERI

5.1. Cift indisli Diziler icin Pringsheim Yakinsakhk

Bu boliimde ¢ift indisli dizilerin tanimi ve Pringsheim (1900) tarafindan tanimlanan ¢ift

indisli diziler igin yakinsaklik kavrami verilecektir.

51.1. Tanom: :N XN - R
(m,n) > h(m,n) = up 4
seklinde tanimlanan h fonksiyonuna reel terimli bir ¢ift indisli dizi denir. Herhangi bir

u = (Upy) cift indisli dizisi asagidaki sekildedir.

U1 Uz U3 - Uy 1
| Uz, U2 Uz3 .. Uzp |
U= Upn) =| : S A
lum,l Unpz Um3 o Upp o J

Reel terimli biitiin ¢ift indisli dizilerin kiimesi ise Q= {u = (umn,):Vmmne
Nigin uy,, € ]R} seklinde gosterilir. Bu kiime Yu,v € Qve Va,f € R i¢in au +
PV = auy n + BV, islemi ile bir lineer uzaydir.

5.1.2. Tamm: u = (up,,) reel terimli ¢ift indisli bir dizi olsun. ¥(m,n) € N? igin
|um,n| < M olacak sekilde bir M > 0 sayist var ise u dizisine smirhidir denir

(Pringsheim, 2000).

5.1.3. Ornek: Genel terimi asagidaki sekilde tanimli bir u = (up,,) cift indisli dizisi

verilsin.

1
=, m=n
Umn = 2m

0 , dd.

Bu durumda vm,n € N igin |um‘n| < %olup u dizisi sinirhdir.
5.1.4. Tamm: Bir u = (up,,) reel terimli cift indisli dizisi verilsin. Eger Ve > 0 igin
vYm,n > N oldugunda |um,n - Ll < g olacak sekilde enaz bir N = N (&) € N sayisi var

ise u dizisi L sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktir yani kisaca P-yakinsak denir

ve P — limu = L ile gosterilir.

36



1

5.1.5. Ornek: Genel terimi u = (up,) = —— seklinde tanimli bir cift indisli dizi

verilsin. P — limu = 0’dir. Ciinkii Ve > 0 i¢in N € N sayisin1t N > % olacak sekilde

m

o o1 1.1 _1
se¢ilsin. 5.1.4 Tanim’dan vm,n > N i¢in— < = ve — < = olup, |umn — 0| = |
n N m N ’ m+n

—+<—+==2< ¢ eldeedilir.
m n N N N
Yakinsak her dizi sinirlidir. Fakat P-yakinsak ¢ift indisli dizilerin sinirli olmasi

gerekmez.

5.1.6.0rnek: Genel terimi asagidaki sekilde tamiml1 bir u = (um,n) cift indisli dizisi

verilsin.
1 , m=1
Uppn=1Mm , n=2
0 , d.d.

P — limu = 0 dir. Ancak bu dizi sinirl degildir.
5.1.7. Teorem : Bir ¢ift indisli dizinin Pringsheim limiti tektir.

5.1.8. Teorem: u = (Ump), v = (Vmn) € Q olmak iizere P — limu,,, = a ve P —

limv,,=b ile A€R olsun. O halde asagidaki esitlikler gerceklenir
(Pringsheim,1900).

)P — lim (umn+vmn) =P—- lim up,+P— lim vy,,=a+b
m,mn—oo ’ ’ m,n—oo ! m,n—oo !

P — lim Auy,, =4a
m,n—coo

)P — ml}lr_r}oo(um,nvm,n) = (:P - mlﬂij_f)loo um,n) (:P - ml’rl'lTl’)loo vm,n) =a.b

. . 1 1 . .
iv) P — lim = - =-Vmnicinv,, #0,a+0
mmn—co \Umn .’P—ml im_ Umn a )

v)P — lim (um—”) =2 vm,nicin Umn # 0,b # 0.

mmn—-o \Vmn o E
5.2. Cift Indisli Diziler icin Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

I ¢ R? kompakt alt kiimesi verilsin. C(I), I kompakt alt kiimesinde tanimli siirekli

fonksiyonlarin uzay1 olsun. h € C(I) igin

lhllcqy = sup |h(w,v)|
(u,v)erl

alisilmis supremum normu ile birlikte € (1) bir Banach uzaydir.
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Volkov tarafindan 1957 yilinda ispatlanan pozitif lineer operatorlerin ¢ift indisli dizisi
icin Korovkin tipi yaklasim teoremi verilsin.
Tez boyunca hy(u,v) =1,h;(u,v) =u, h,(u,v) = v,h3(u,v) = u? + v? test

fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

5.2.1. Teorem: K, »: C(I) = C(I) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. R? de

sinirl herhangi bir h € C(I) i¢in

P — lm”ycm,n(h) h||m) (5.2.1)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
P - m”&cm,n(h )= hifl =0 i=0123 (5.2.2)

dir (Volkov, 1957).

Ispat: (5.2.1) = (5.2.2) oldugu aciktir. Ciinkii, Vh € C(I) igin (5.2.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C(I) (i = 0,1,2) oldugundan istenilen elde edilir.

(5.2.2) = (5.2.1) oldugu gosterilsin. Yh € C(I) alinsin. O halde Ve > 0 i¢in 3§ > 0
vardir 3 |t—u|<d ve |z—v|<§ kosulunu saglayan V(t,z),(u,v) €1 igin

(t-u)?+(z—-v)? >

|h(t,z) — h(u,v)| < €olur. |t —u| > & ve |z — v| > 6 oldugunda ise 57 >

1 dir. Ayrica h fonksiyonu C (1) kompakt oldugundan V(u,v) € I igin |h(u,v)| < M
olacak sekilde M > 0 sayis1 bulanabilir. Dolayisiyla
|h(t,z) — h(u,v)| < |h(t,2)| + |h(u, V)| < M + M =2M

(t-u)2+(z—v)?

gergeklenir. Buradan |h(t,z) — h(u,v)| < 2M =7

yazilabilir. O halde

(t-u)2+(z—v)?

V(t,z),(u,v) €ligin |h(t,z) — h(u,v)| < €+ 2M 52

elde edilir. Esitligin
her iki tarafina X, ,, pozitif lineer operatorii uygulanirsa,

Konn (|1(t,2) — h(u,v)|;u,v)

a2 (1) 2
(t—w)?+(z—v) " 17)

< Ko (& + 200

mn(euv)+ Kmn((t—u)2+(z—v)2uv)
= eKmn (Lu,v) +2Z {?Cmn t* + z%5u,v) — 2uKpp (6w, V) — 20K (70, V)
+W? + v)Kmn (1; u,v)}

= +&+ K, n(luv)+ {?C @2+ 25u,v) = 2uK,,, (Gu,v)
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—20H o n (;w, v)+(U? + U)K (L0, v)+2u?+20%}
=+ Ky, (Luv)—1)+ Z(S—I;[{(?Cm,n (t2 + z5u,v) — (U2 +v?))
—Zu(ﬂCm‘n (t;u,v) — u) — ZU(JCm,n (z;u,v) — v)
+(U? + v3) (Kpn (Lu,v) — 1)}
<e+ e|7€m,n (1;u,v) — 1| + 26—}2/[“7(%,1 (> +z%5u,v) — (W? + v2)|
+2|u||7Cm,n (t;u,v) — u| + 2|v||7€m,n (z;u,v) — v|
+u? + v?||Hopn (Lu,v) — 1} (5.2.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica X, , , pozitif lineer operator oldugundan
|7€m,n (h;u,v) — h(u, v)|
- |7€m,n (hu,v) — h(u, V)X (Lu,v) + h(u, v)Kpn (1 u,v) — h(u, v)|
= [#nn(h(t, 2) = h(w, v);u,v) + (W, ) (Kpn (Lu,v) — 1))
< Komn (R(t, 2) — h(w,v)|;u,v) + |h(u, v)||.‘Km,n (L;u,v) — 1|
< K (11(t, 2) = h(u, V) |;u,0) + M| Kopn (Lu,v) — 1 (5.2.4)
yazilabilir. (5.2.3) ve (5.2.4) kullanilirsa,
|7€m,n (h;u,v) — h(u, v)|
<e+elHmn (Luv)—1|+ 26—]\2/[{|76m,n (t% + z%u,v) — (u? + v?)|
+2|ul|Kopn (G, v) —u| + 20| Knn (7w, v) — v
+u? + v Kpn (Lw,v) — 1|} + M|HKpn (Lu,v) — 1
elde edilir. Basit hesaplamalar yapilirsa,
|9€m,n (h;u,v) — h(u, v)|
< e+ (e + M +25—]\2/[|u2 + vzl) |?Cm,n (Lu,v) — 1|
+2—]‘2/[ |u||7€m,n (t;u,v) — u| + 2—]\2/[ |v||7€m,n (z;u,v) — v|
+25—J\2/[|u2 + V2| Ko (62 + 2%5u,v) — (U2 + v2)|
seklinde yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafinin (u, v) € I i¢in supremumu alinip

norma gecilirse,

1 () = hll, . < &+ C{|Fmn (ho) = holl .y + 1o (ha) = B |

c() c c
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+||~7Cm,n (hz) - hZ” + ||‘7Cm,n (h3) - h3||

c C(I)}

bulunur. Burada C = (su);‘aa {S-I-M-i- |u? + v?|, 46]:[| L%WLZS—];[} seklindedir.
u,v

Simdi m,n — o i¢in limit alinirsa hipotezden R? de smirl1 herhangi bir h € C(I) igin

P - %:rrrll”%m,n (W) = A, = 0 elde edilir.

5.2.2. Ornek: D :=[0,1] X [0,1] olsun. (Bp,), C(D) de tammli iki degiskenli

Bernstein operatorii
m n

B (s U, 1) = z Z h( ) W (1 —wym (7) vk (1 - v)n (5.2.5)
j=0k=0

seklindedir. h € C(D) i¢in basit hesaplamalar yapildiginda

B (ho;u,v) = ho(w,v), By, (hi;u,v) = hi(w,v), By, (hyu,v) = hy(w,v),

v—v?

)
Bmn (h3;u,v) = hz(u,v) + % + elde edilir. Buradan Bernstein operatoriiniin

5.2.1. Teorem’inde verilen g¢ift indisli diziler i¢in Korovkin teoremi kosullarini sagladigi

kolaylikla griilir. Dolayisyla Vh € C(D) igin P — lim||By, . (h) — h||C ) = Oolur.

5.3. Cift Indisli Diziler icin A-istatistiksel Yakinsaklik

Bu boéliimde ¢ift indisli diziler i¢in dnce yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavrami,
devaminda ise A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilacaktir.

5.3.1. Tamm: K € N X N iki boyutlu bir kiime ve K i¢inde m < j,n < k olacak sekilde
(m, n) lerin kiimesi K (j, k) olsun. Yani, K(j, k) = {m < j,n < k:(m,n) € K} dir. Bu
durumda P — lim lEJ—k)l limiti mevcut ise bu limiti degerine K kiimesinin yogunlugu

],k
denir ve §,(K) ile gosterilir (Moricz, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003).

Bu tanim kullanilarak §,({(m? n?):m,n € N}) =0 ve 6,({(m,2n):m,n € N}) = ;

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Bir K kiimesi yogunluga sahip yani &,(K) veya &8,(N?\K) yogunluklarindan biri
mevcut ise bu durumda §,(K) = 1 — §,(N?\K) olacaktir.
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5.3.2. Tamm: u = (Uy,,) reel terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in
{(m,n) € N?: |upn, — L] = &} kiimesinin yogunlugu sifir ise u = (up,) ¢ift indisli

dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st, — limu = L ile gosterilir. Yani,

|K(.jl,ck)| — P _lim |{m=jnsk:lumn—Llze}l] _ 0

sty—limu=L&S P —Ilim ,
J.k jk J.k

dir (Moricz,2003; Mursaleen ve Edely,2003).

5.3.3. Teorem: u = (u,,,) ¢ift indisli dizisinin bir £ sayisina istatistiksel yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter kosul §,(K) = 1 olacak sekilde K = {(m,n):m,n € N} €
N? alt kiimesi vardir ve 2— lim u,, ,, = L dir. (Mursaleen ve Edely, 2003)

mmn

Ispat:(=) st, — limu = £ olsun. K, = {(m, n) € N? : |um,n — L| > 1} ve M, =

T
{(m, n) € N?: |uy,, — L] < %} olacak sekilde segilsin. u = (u,,,) yakmnsak

oldugundan 6,(K,) = 0 dur.

M; DM, DM;D:-DM,, DMy, O (5.3.1)
ve
6,(M,)=1,(r=1,23,...) (5.3.2)

dir. Simdi (m,n) € M, igin u ¢ift indisli dizisinin £ ye yakinsak oldugunu gosterilsin.
Kabul edelim ki u, £ ye yakinsak olmasin. Bu durumda Ve > 0 igin |um’n — L| >¢
olacak sekilde sonsuz oklukta (m,n) € N2 vardir. Ayrica M, = {(m,n): |upmn, — £| <
elve &> 1 (r =1,2,3,..) olsun. |uy, — £| = € oldugundan &,(M,) = 0 ve (5.3.1)
den M, c M, olur. Bu da §,(M,) = 0 olmasi ile gelisir. Yani, (u,,,) — £dir.

(&) 8,(K) = 1 olacak sekilde K = {(m,n)} € N? alt kiimesi ve limu,, , = £ olsun.
mmn

Yani Ve > 0 i¢in 3N € Nvar 3 vm,n > N igin |up,, — £| < e olur.

O halde K, = {(m, n): |um,n - L| > s} S N2 —{(nsv kns1), Gnizr kngz), .} dir.
Buradan 6,(K.) < 0 = §,(K.) = 0 oldugundan st, — limu = L dir.

5.3.4. Ornek: Genel terimi asagidaki sekilde tanimli bir u = (um_n) cift indisli dizisi

verilsin.

{mn , muvenkare ise
1, dd.
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Bu durumda & > 0 igin |{(m, n): |upn — 1| = €}| < Vmvn olup,

8, ({(m, n): |um,n - 1| >e}) < lim ymin _

mn mn

0

dir. 5.3.3. Teorem’den st, — limu = 1 elde edilir. Fakat bu dizi yakinsak degildir.

5.3.5. Teorem: u yakinsak bir ¢ift indisli dizi ise istatistiksel olarak da ayni sayiya
yakinsaktir. Ciinkii sadece sonlu sayida smirli (sinirsiz) satir ve\veya siitun vardir.
K(m,n) < s;m + s,n dir. Burada s; ve s, sonlu sayilardir ve u ¢ift indisli dizisinin

istatistiksel olarak yakinsak oldugu sonucuna varilir.

5.3.6. Teorem: u, L sayisina istatistiksel yakinsak bir ¢ift indisli dizi ise limiti tektir.
Ayrica 5.3.4. Ornek’te goriildiigii iizere istatistiksel yakinsak bir u ¢ift dizisinin
yakinsak olmas1 gerekmez.

Bir u = (u;,,) dizisinin £ sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek Ve > 0 igin

P — lim —|{ (m,n) € N% |upnn — L] = €}| = 0 olmasi demekti. Buna denk olarak
jk Jk ’

K :=K(e) = {(m, n) € N?: |um_n — L| > e} olmak tizere Ve > 0 igin

K@ _

w0

Jj.k
. 1 .
P — l]l,,Tkn(Cl)(K)j,k =P - lﬂl ik Z Xr@Ee(mmn) =P — l}l.'rkn

mmn=1

olmasidir. Burada yg, K kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.
[statistiksel yakinsaklik tanimindaki Cesdro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir
A = (jmn) matrisini alarak istatistiksel yakinsaklik ¢ift indisli diziler igin A-
istatistiksel yakinsakliga genisletilmistir.

Simdi ¢ift indisli diziler igin A-istatistiksel yakinsaklik ile ilgili bazi tanimlar verilsin.

5.3.7. Tamm: A = (ajy,mn) 4-boyutlu bir matris olsun. Verilen bir u = (u,,,) ¢ift

anlaminda yakinsak olmak kosulu ile
(C’qu)j,k = Z 4 kmnUmn
(m,n)eNz

seklindedir ve Au = ((Au) ) ile gosterilir.
Iki boyutlu bir matris doniisiimii, yakinsak her diziyi ayn1 limite sahip yakinsak bir
diziye dontstiiriiyorsa regiiler oldugu ve iki boyutlu matrisler igin iyi bilinen

karakterizasyonun Silverman-Toeplitz kosullar1 oldugu ifade edilmisti. 1926 yilinda
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Robinson, ¢ift diziler i¢in regiilerligi 4-boyutlu matrisler i¢in tanimlamis ve tanima ek
olarak sinirlilik kosulunu eklemistir. Bu kosul her P-yakinsak dizinin sinirli olmamasi
tizerine eklenmistir. Bu sebeple 4-boyutlu matrisler icin regiilerlik karakterizasyonu

Robinson-Hamilton kosullar1 veya RH -regiilerlik olarak bilinir.

5.3.8. Tamm: Bir A = (@ ymn) 4-boyutlu matrisinin RFH -regiiler olmasi igin gerek

ve yeter kosul sinirlther u = (u,y, ) ¢ift indisli dizisii¢in P — limu,, , = £ oldugunda
mn
P — ll:r}:l(Au)j,k = L olmasidir. Yani, 4-boyutlu bir A = (a;ymn), her smirlt P-
J,

yakinsak diziyi ayn1 P-limitine sahip bir P-yakinsak bir diziye doniistiiriiyorsa RH -

regiiler oldugu sdylenir.

5.3.9. Teorem: A = (ajx,mn) , 4- boyutlu matrisinin R -regiiler olmas igin gerek

ve yeter kosul asagidaki Robinson Hamilton kosullarini saglamasidir.
i) Her bir (m,n) € N? i¢in P — l}llel A kmn = 0

i) P — l]”,zl Ymmn)eN? G xmn = 1

iij) Her bir n € Nigin P — lim Yomen|@kmn| = 0

iv) Her bir m € Nicin P — l}iTZneNlaj,k,m,nl =0

V)V (j, k) € N? i¢in Z(m,n)eNz|aj,k,m,n| , P-yakinsak

vi) V (j, k) € N? icin Zm,n>3|aj,k,m,n| <A

olacak sekilde sonlu pozitif A ve B sayilar1 vardir (Hamilton, 1926).

5.3.10. Ornek: 4- boyutlu Cesaro matrisi olarak adlandirilan ve

1

— , 1<m<j,1<n<k
C= (Cj,k,m,n) =1Jjk J

0o , dd

seklinde tanimlanan C(1,1), 4-boyutlu matrisi regiilerdir.
5.3.11. Tamm: A = (a; ym ) 4-boyutlu negatif olmayan RH -regiiler bir matris olsun.

K € N? icin

631(K) =P —lim Z j k,mn
Jk e

(m,n)eK

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin A-yogunlugu denir.
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5.3.12. Tamm: A = (ajx;mn) negatif olmayan RH -regiiler bir matris ve u = (U, )
¢ift indisli bir dizi olsun. K € N? ve Ve > 0 i¢in §%({(m,n) € N |up,, — L| = €})
limiti sifir oluyorsa u= (u,, ) dizisi £ sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu
durum st ;) — lrmqlu = L ile gosterilir.

P-yakinsak her ¢ift indisli dizi ayn1 sayiya A-istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru

degildir. Ayrica A-istatistiksel yakinsak bir dizinin sinirli olmasi gerekmez.
5.3.15. Ornek: u = (up, ) cift indisli dizisinin genel terimi

mn , mvenkare
= (umn) :{ 1, dd.

sekilde verilsin. u dizisi sinirlt bir ¢ift indisli dizi degildir. Ayrica Pringsheim anlaminda
yakinsak bir ¢ift indisli dizide degildir. Ancak, A = C(1,1), 4-boyutlu Cesaro matrisi

alinirsa stf; ;) — limu = 1 elde edilir.

5.4. Cift Indisli Diziler I¢in A -Istatistiksel Yakinsakhk Yardim fle Korovkin tipi

Yaklasim Teoremi

Bu boliimde ¢ift indisli diziler igin A -istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoremi, ispati

ve teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek verilecektir.

5.4.1. Teorem: A = (ajxmn) Negatif olmayan RH-regiiler toplanabilir bir matris
yontemi ve I € R? kompakt alt kiimesi olmak iizere ¥, ,,: C(I) » C(I) pozitif lineer

operatorlerin dizisi olsun. Vh € C(I) igin

sty = Um|Hnn(R) = b ., = 0 (5.4.1)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
stfgy = Um||Knn(h) = hill () =0, 1=0,123 (5.4.2)

dir (Dirik ve Demirci, 2010).

Ispat: (5.4.1) = (5.4.2) oldugu aciktir. Ciinkii, Vh € C () igin (5.4.1) saglanmaktadir.
O halde h; € C(I) (i = 0,1,2,3) oldugundan istenilen elde edilir.

(5.4.2) = (5.4.1) oldugu gosterilsin. Yh € C(I) alinsin. O halde Ve > 0 i¢in 3§ > 0
vardir 3 |[t—u| <& ve |z—v|<§ kosulunu saglayan V(t,z),(u,v) €1 igin

(t—w)?+(z—v)? >

|h(t,z) — h(u,v)| < eolur. |t —u| > 6 ve |z —v| > 6 oldugunda ise 2 >
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1 dir. Ayrica kompakt I kiimesi iizerinde h fonksiyonu siirekli oldugundan V(u, v) € I
icin |h(u, v)| < M olacak sekilde M > 0 sayisi bulanabilir. Dolayisiyla

|h(t,z) — h(u,v)| < |h(t,2)| + |h(uw,v)| < M + M = 2M

(t-w)%+(z—v)?

gergeklenir. Buradan |h(t,z) — h(u,v)| < 2M 52 yazilabilir. O halde

(t—-w)2+(z—v)?

2 elde edilir.

V(t,z),(u,v) €I i¢in |h(t—2z)—h(u,v)| <e+2M

Esitligin her iki tarafina K, ,, pozitif lineer operatorii uygulanirsa,

Knn (Ih(t,2) — h(w, v)|;u,v)
< Kmn (s + ZMWS;Z(Z_U)Z;u,v)
=Kpn (&u,v) + Z—Af%mln (t—w?+ (z—-v)%5uv)
= eKmn (Lu,v) + Z—J\f{%m,n (t* + z%5u,v) — 2uKp (6w, V) — 20K (20, V)
+W? + v)Kpn (L, v)}
=+e+ eKpmn (Luv) + %{%m,n (t* + z%u,v) — 2uK ., (G u,v)
—20H (2w, ) +(W2 + U)K (1w, v)+2u2 4202}
=&+ e’nn (L) = D + S {(Honn (¢ + 25 0,0) = @2 +v2))
—2u(Kpn (Gu,v) —u) — 20(Kpn (0, v) — v)
+(u? + v2) (Kpn (Lu,v) — 1)}
<e+elHmn Luv)—1|+ 26—]\2/[{|76m,n (t% + z%u,v) — (u? + v?)|
+2|ul|Homn (&, v) —u| + 2|0||Kpn (z0,v) — |
+|u? + v2||?Cm,n (Lu,v) — 1|} (5.4.3)
esitsizligi elde edilir. Ayrica Xy, ,, , pozitif lineer operator oldugundan
|Homm (hsw,v) — h(w, v)|
= |iKm,n (hu,v) — h(u,v)Kpn (Lu,v) + h(u, V)Xo (L u,v) — h(y, v)|
= |iKm,n(h(t, z) — h(u,v);u,v) + h(u, v)(?(m,n (1;u,v) — 1)|
< Komn (R(E, 2) — R(w,v)|;u,v) + |h(u, v)||JCm,n (L;u,v) — 1|
< Komn (R(t, 2) — h(w,v)|;u,v) + ]V[|iKm,n (1;u,v) — 1| (5.4.4)
yazilabilir. (5.4.3) ve (5.4.4) kullanilirsa,

|~7Cm,n (hu,v) — h(u, U)l
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< e+ e|Kmn (L, v)—1|+ {|3Cmn(t2+z u,v) — (u? + v?)|
+2|u||7Cm,n (tu,v) — u| + 2|v||7(m,n (z;u,v) — v|
+u? + v Ko (L, v) — 1|} + M|HKpn (Lu,v) — 1

elde edilir. Basit hesaplamalar yapilirsa,
|Hmm (hsw,v) — h(w, v)|
<£+(e+]\/[+ |u? +v2|)|76mn(1uv)—1|
|u||7(mn(t u, v)—u|+ |v||.‘Kmn (z;u, v)—v|
+?|u + V2| n (82 + 2550, v) — (U2 + v2)|

seklinde yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafinin (u, v) € I i¢in supremumu alinip

norma gegcilirse,

1%mn (1) = Rl <&+ C{[|Kmn (ho) = holl .y + 1Ko () = B |

e ci cwn

+||7Cm,n (hz) r— hz” i ”gcm,n (hB) . h3||

c) C(I)}

bulunur. Burada C = sup {e + M + —|u + v2|

(u,v)el

Sl vl 55} seklindedir.
e >¢e>0 igin
{(m,n) € N2: | K, () = ], o > e’}

= {(m, n) € N2 ”:}Cm,n(ho) - ho” + ”Km,n(hl) - h1”

c( )
H[Hmah) = hall oy + 1o Chs) = ) = 57
olup,
[{(m,n) € N2 |30 (1) = ], = )]
< [{mm) € N2 [56mn(ho) = ol ) + [15mn () = Ball
) = sl + 156 ) = s ) > )
elde edilir.
= {(m,n) € N2 || K (h) - Al 2 €3
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g'—¢
C(I) = 4c

T = {(m,n) € N2 || K n(hy) — hl| b o=0123)

seklinde alinsin. Buradan 7' € 75, U 73 U T, U T3 oldugu kolayca goriiliir. Boylece tim
(j, k) € N?igin,

3

D, ks ) ) s

(mn)er i=0 (m,n)e7T;
elde edilir. j, k = oo i¢in limit alinirsa (5.4.2) den Vh € C(I) igin

St(dq) - llm”?(mn(h) h”C(I)

elde edilir. 5.4.1. Teorem’de kullanilan A matrisi birim ¢ift matris olarak alinirsa ilk
olarak Volkov tarafindan ortaya konulan ve 5.2.1. Teorem’de ifade edilen klasik

anlamdaki sonug elde edilir.

5.4.2. Teorem: I € R? kompakt alt kiimesi olmak tizere ¥, ,,: C(I) » C(I) pozitif

lineer operatorlerin dizisi olsun. Vh € C(I) i¢in

5té(1,1) - %Tg”j(m,n(h) h” cay =

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Stéiy) — lm”xm,n(hi) —hifl =0 i=0123

dir (Dirik ve Demirci, 2010).

Simdi ¢ift indisli diziler igin A -istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoremini saglayan
ancak cift indisli diziler i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremini saglamayan bir 6rnek
verilsin.

5.4.3.0rnek: (B,, ), Bernstein polinomlari, A = C(1,1) ve a = (am,n) cift indisli

dizisi

(5.4.6)

1 , mvenkare
am,n

0 , dd.
genel terimi ile verilsin. Buradaki a = (a,,,) ¢ift indisli dizisi P-yakinsak degildir.
Ayni zamanda St¢(1,1) — lim ap, , = 0 oldugu agikga goriillmektedir.

Simdi Py, ,: C(D) > C(D) olmak iizere P, (hw,v) = (1 + amn)Bmn(hiu,v)
seklinde tanimli (?m,n) pozitif lineer operatorlerin ¢ift indisli dizisi goz 6niine alinsin.

5.2.2.  Ornek’ten Bin (ho;u,v) = ho(w,v),  Bpn (hy;u,v) = hy(u,v),
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u-u?  v-v?
m

Bmn (hy;u,v) = hy(w,v), By (hz;u,v) = hz(u,v) + +— dir.  Simdi

(?m,n) dizisinin 5.4.1.Teorem’inin kosullarini sagladig1 gosterilsin.

i) :Pm,n(ho) = (1 + am,n)Bm,n(hO) = 1+am,n Olupa

||1Pm,n(h0) - h()” sup |1 +amn — 1| = sup |am,n| = Umn

c(D) B (u,v)eD (u,v)eD

elde edilir. stgey,) — limay,, = 0 oldugundan

StC(l,l) - llm”.’Pm'n(hO) — hO”C(D) = (0 dur.

i) Pn(hy) = (1 + am,n)Bm,n(hl) = (1+am,n)u olup,

sup |(1+ay)u—u|l= sup |am,nu| = Amn
(wv)eD (w,v)eD

”:Pm,n(hl) - hlllc(D) =

elde edilir. stf(; ;) — lim @y, = 0 oldugundan

Stg‘(m) — lim|| Py, 5 (hy) — h1||C(D) = 0 dir.

i) Prn(h2) = (1 + @mn)Bmn(hy) = (14, )v olup,

sup |(1+ay)v—v|= sup |am,nv| = Amn
(wv)eD (w,v)eD

”:Pm,n(hz) - hZ”C(D) =

elde edilir. sté(m) — lim a,, , = 0 oldugundan

Stg(m) - lim”?m,n(hz) - hZ”C(D) = 0 dur.
i) Fnnlhs) = (1 + am,n)Bn(h3) = (1+am,n) (u2 +v? + u_Tuz + ”_n”z) olup,
”:Pm,n(he) - h3 ”C(D)
u-u?  v-v?
= 5, () (402 524 55) 2 4 07)
u—w? v—v u—u?
= (;%I;D | m + (jg)IZD |T| T (illf)zl)lam,n(uz + Uz)' + (zf};l)re)u | - am,n|
—12
+ sup | am'”l
(u,v)eD

1 1 1 1
S—+—+2appt+t—app+—a
— 4m  4n mn 4m MM 4n LT

elde edilir. stf;q) —limam, =0, Stiqq) — limﬁ =0 Ve stfqq)— limﬁ =

0 oldugundan stg(lll) — lim||Ppn(hs) — hs|| = 0 sonucu elde edilir. Dolayisiyla

c(D)
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(?m‘n) dizisinin 5.4.1.Teorem’inin kosullarini sagladig1 goriiliir. Diger taraftan (a,, )
cift indisli dizisi P-yakinsak olmadigindan (?m,n) pozitif lineer operatdrlerin ¢ift indisli

dizisi klasik Korovkin tipi yaklasim teorem kosullarini saglamaz.
5.5 Cift Indisli Diziler Icin Istatistiksel A -Toplanabilme

Bu boliimde ¢ift indisli diziler i¢in istatistiksel A-toplanabilme tanimi ve A-istatistiksel
yakinsaklik, <A-toplanabilme ile istatistiksel A-toplanabilme arasindaki iligki

verilecektir.

5.5.1. Tamm: A = (; ) 4-boyutlu RH -regiiler bir matris, u = (up, ) cift indisli
dizi olsun. Eger Ve > 0 igin 63(1'1) ({(], k) € N2: |(c/lu)j_k - Ll > 8}) = 0 yani,

lézﬁ i<pk<q|(Aw,—L|=€}| =0 ise u= (upy) sift indisli dizisinin

istatistiksel A-toplami1 L’ dir.
U = (Up,p) Gift indisli dizisinin A-toplami1 £ olmasi igin gerek ve yeter kosul (cAuw);
doniisim dizisinin £ ye istatistiksel yakinsak olmasidir. Bu durumda (A)% —

lim wy, , = L veya stf, ;) — lim(Au) ;= L dir.
mn ! ! J.k !

5.5.2. Teorem: Eger bir ¢ift indisli dizi, sinirli ve £ sayisina A-istatistiksel yakinsak ise
A-toplami L’dir. Bu sebeple £ sayisina istatistiksel A-toplanabilirdir. Fakat tersi dogru
degildir. (Demirci ve Karakus, 2013).

Ispat: A = (aj,k_m,n) 4-boyutlu RFH -regiiler bir matris, u = (U, ) sinirh ve L ye A-

istatsitiksel yakinsak, K(¢) = {m < p,n < q: |um, — L] = €} olsun.

|(C’qu)j,k - Ll = Z aj,k,m,num,n + Z L aj,k,m,n - Z L aj,k,m,n —L

(m,n)eNz (m,n)eNz (m,n)eN?z
= Z 4j kmn (um,n - L) + L Z Aj kmn — 1
(mmn)eN?z (mn)eN?z

IA

aj,k,m,n(um,n - L) + |L| Z A kmn — 1
(m,n)eN2 (m,n)eN2

IA

+ aj,k,m,n (um,n - [')

(m,n)eK (&)

aj,k,m,n (um,n - L)
(m,n)eK (&)
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+|L| Z aj,k,m,n -1

(mmn)eN2z
<e z Ugmn + SUD 2|um,n—13| 2 TR
(mn)eK (¢) (mn)eN (mmeK (¢)
HE D a1
(m,n)eNz

bulunur. A’ nin RH-regiilerlik kosullari1 ve A -istatistiksel yakinsakligi kullanilarak P —
lim|(Au);, — £| = Obulunur. & >0 keyfi olduundan stZ ) — lim(Au);y = L

elde edilir. Kargitinin dogru olmadigini gésteren bir 6rnek verilsin.

5.5.3. Ornek: A = (ajy mn) Matrisi

1

— , 1<m<j,1<n<k
Aj kmn = ]k

o , dd

seklinde gosterilen Cesaro matrisi olsun. @ = (&, ) ¢ift indisli dizisi &, , = (=1)™*"
seklinde tammlansin. A = (a; xmn,) negatif olmayan RH - regiiler toplabilir matris ve

a = (Apy) dizisi icin stg(l_l) - lir]zl(c/la)j_k =0 dir. Ayrica a = (a,,) dizisi
J,
Pringsheim anlamda yakinsak degildir.

5.6. Cift indisli Diziler Icin Istatistiksel A-Toplanabilme Yardimm ile Korovkin

Tipi Yaklasim Teoremi

Bu boéliimde ¢ift indisli diziler igin istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin

tipi yaklagim teoremi, ispat1 ve teoremin kosullarini saglayan bir 6rnek verilecektir.

5.6.1. Teorem: X, ,: C(I) = C(I) pozitif lineer operatorlerin bir ¢ift indisli dizisi ve

A = (aj x,mn) Negatif olmayan RH-regiiler toplanabilir bir matris olsun. Vh € C(I) igin

St(%(l,l) - lJl?}’(n Z aj,k,m,n:}Cm,n(h) —h =0 (5.6.1)

(m,n)eN?z c)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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Sty — lim z GremnKmn(h) — || =0, i=0123 (5.6.2)
(m,n)eN2 e

dir (Demirci ve Karakus,2013).

Ispat: (5.6.1) = (5.6.2) oldugu aciktir. Ciinkii, VA € C(I) igin (5.6.1) saglanmaktadir.

O halde h; € C(I) (i = 0,1,2,3) oldugundan istenilen elde edilir.

(5.6.2) = (5.6.1) oldugu gosterilsin. Kompakt I kiimesinde h fonksiyonu siirekli

oldugundan |h(u, v)| < M yazabiliriz. Burada M := ||h||¢(y dir. Ayrica h, I iizerinde

stirekli oldugundan Ve >0 igin 3§ >0 vardir 3 |[t—u| <6 ve |z—v|<éd

kosullarini saglayan (u, v) € I igin |h(t,z) — h(u,v)| < €olur. Ayrica |t —u| > & ve

(t-w)?+(z—v)?
52

|z—v| > 6 oldugunda ise > 1 dir. Buradan |h(t,z) — h(u,v)| <

2 {(t—w)? + (z— v)?} yazilabilir. O halde ile V(u, v), (t, 2) € I igin

2M
Ih(t,2) — h(u,v)| < e+ {(t —w)? + (z — v)*}
elde edilir. X, ,, pozitif lineer operatdr oldugundan,

|7€m,n (h;u,v) — h(u, v)|
= |7€m,n (hu,v) — h(u,v)Kpn (Lu,v) + h(u, v)Kpn (L u,v) — h(u, v)|
= |7€m,n(h(t, z) — h(u,v);u,v) + h(u,v). (f}Cm,n (L, u,v) — 1)|
< K (Ih(E, 2) = R, )5 u,v) + |h(w, V| Kpn (Lu,v) — 1|
< Ko (IR(E, 2) — R, V) [;w,v) + M| Ko (Lu,v) — 1 (5.6.3)

yazilabilir. (5.6.3) kullanilip, basit hesaplamalar yapilirsa,

aj,k,m,n:}cm,n (h(t; Z) - h(u, 17); u, U)

(m,n)eNz
< D GumaKnn(Ih(6,2) = hw V)] 0,v)

(m,n)eN?

HR@ | Y GrmnKomnho; w,v) = ho(u,v)
(mmn)eNz

2M
< Z 4 remnFKmn (5 + ~z {(t—-w?+ (z—-v)*Lu, v)
(m,n)eNz
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+M z aj.k,m,njcm,n(hoi u,v) — ho(u, v)

(m,n)eNz

M )
<e+|le+ M+ F(F +G*) z @k mn Komn (ho; w, v) — ho(u, v)

(m,n)eNz
4M
+ F F z aj k,mn Km,n (h1; u, 17) —hy (u, v)
(mmn)eN2z
4M
+ ? G z Aj kmn :R:m,n (hZ; u, U) - h2 (u, 17)
(mmn)eNz
2M
+ ? Qjk,mn :R:m,n (h3;u,v) — hz3(u,v)

(m,n)eN2

elde edilir. Burada F := max|u|, G := max|v| seklindedir. Son esitsizligin her iki

tarafinin (u, v) € I igin supremumu alinip norma gegilirse,

aj,k,m,n :]Cm,n (h) —h

(m,n)eNz

c)

<e+C Z aj,k,m,n :Km,n(ho) - hO

(m,n)eNz e
+ Z @ k,mn Kmn (h) —hy + z A k,mn Kmn (hz) — h,
(m,n)eN?2 c) (m,n)eNz e
+ Z aj,k,m,n :Km,n (hS) - h3
(m,n)eNz e
= M g2 4 g2y M p M o ZM indedi
bulunur. Burada € = sup {e + M + 21 (F? + 62), 57 F, %2 6,57} seklindedir.

(u,v)el

e >e>0 i¢in

j<pnk<aq: Z a4 kmn Kmn(h) —h > &'

(m,n)eN?2

c)
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j<pk<q:

(m,n)eN2z

aj,k,m,n me,n (hl) - hl

(m,n)eN2

aj,k,m,n ~7Cm,n (h3) - h3

(m,n)eN2

(m,n)eNz

<

j<pk<q:

(m,n)eNz

4 k,mn :Km,n (hl) 2 h1

(m,n)eNz

4j k,mn :Km,n (hB) - h3

(m,n)eNz

elde edilir.

LsnkS¢

(m,n)eN2z

N
ii

j<pk<q:

(m,n)eNz

\

+

c()

c()

aj,k,m,n Km,n (h) —h

+
c()

(m,n)eN2z

aj,k,m,n me,n (ho) - hO

c()

A k;mn :Km,n (hz) - h2

(m,n)eNz c)

& — &

> ¢’

c()

aj,k,m,n ij,n (ho) - hO

c)

aj,k,m,n gcm,n (hz) - hz
c()

c)

aj,k,m,n :}Cm,n (h) —h

aj,k,m,n :Km,n (hl) - hi

c)

4

i=0,1,2
4'6 ;(1 01113)

c)

seklinde alinsin. Buradan 7' € J; U 73 U 7, U J30ldugu kolayca goriiliir. Boylece

jspk<gq:

(mmn)eN2z

aj,k,m,n 7Cm,n (h) —h
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c)



3 !
) g —c¢
= Z ] = b, k < q: Z aj,k,m,n :Km,n(hi) - hi = 4C
i=0 (m,n)eNz c

elde edilir. Esitligin her iki tarafi i ile carpilip p, g = oo igin limit alinirsa Ve’ > 0

i¢in

1
im—{j<pk<g Z Gremn Komn() —h|| =& t[=0
pq P, q

(m,n)eNz e

bulunur. Yani Vh € C(I) igin

Stg(l,l) —lim Z 4j kmn :Km,n(h) —h =0
(mn)eN2z

¢

elde edilir. Simdi ¢ift indisli dizilerin istatistiksel A-toplanabilme yardimiyla Korovkin
tipi yaklasim teoremi kosullarini saglayan ama 5.2.1. Teorem’inin ve 5.4.2.Teorem’inin
kosullarini saglamayan iki degiskenli bir pozitif lineer operator 6rnegi verilsin.

5.6.2. Ornek: I = [0,1] ve D := I X I olsun. Py, ,: C(D) - C(D) olmak iizere
Pun(hu,v) = (1 + am,n)Bm,n (h; u, v) seklinde tanimli pozitif lineer operatorlerin
¢ift indisli dizisi g6z 6niine alinsin. Burada (B, ) 5.2.2. Ornek’te verilen iki degiskenli
Bernstein polinomu ve a = (am,n) iSe Ay p = (—1)™*™ seklinde tanimli ¢ift indisli
dizisi igin

Pon (ho;u,v) = (1 + “m,n)ho (u,v),

Pon (hyu,v) = (1 + am,n)hl(u, V),

Pon (hy;u,v) = (1 + am,n)hz (u,v),

2 2
u-u v—v
+ ]

m n

Pron (hs;u,v) = (1 + am,n) [h3 (u,v) +

seklindedir. Simdi A = (@ mn) 4-boyutlu RH-regiiler matris olmak iizere A =

C(1,1) almsin. 5.5.3 Ornek’ten stg(l 1~ lljrkn(c/la)jk = 0’dir. Simdi (P, ) pozitif
» ]' ’ d

lineer operatorlerin ¢ift indisli dizisinin 5.6.1. Teorem’inin kosullarini sagladigi

gosterilsin.
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i) Z aj kmn :Pm,n(ho) —hy = Sup |am,n| 2 Aj kmn = (Aa)j,k
(u,v)eD

(m,n)eNz c() (mmn)eN2z
elde edilir. st ;) — llfrkn(cfla)]-,k = 0 oldugundan
I
Stg(l,l) - l}”,:l z Qj k,mn :Pm,n(ho) — hy =0
(mn)eN2 (D)
dir.
ii) z 4j kmn :Pm,n(hl) —hy = Sup |am,n| Z Aj kmn = (dqa)j,k
(m,n)eNz c(D) QLD (m,n)eNZ?
Sté11) — lim(Aa)j, = 0 oldugundan
) ],k ],

Stéaay — l]”,zl Z a; emn Pmn(h) — 1y =0

' (mn)eNz )
dir.
iii) Z aj,k,m,n :Pm,n(hz) - hz = Sup |am,n(u2 + vZ)l Z aj,k,m,n

(m,n)eN? c(D) (wv)eb (m,n)eNz
=2 Aj kmn Emn
(m,n)eNz
= Z(C/qa)] k
2 . _ -

Steany — I}T(ﬂa) jx = 0 oldugundan
Stg(m) - l}”,? Z a; emn Pmn(hz) — hy =0

' (m,n)eN? (D)

dir.

iv) z aj k,mn :Pm,n (hS) - h3

(m,n)eN2 ()
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u—u? v — v? .
<| sup + sup + sup |am,n (u“+v )|
(wv)eD| M (uw,v)eD n (u,v)ED
u — u? v — v?
+ supD — An| + supD - Umn 2 aj kmn
(u,v)e (u,v)e (m'TEN?
1 1
< E Z aj,k,m,n + E Z aj,k,m,n + 2a{m,n Z aj,k,m,n
(m,n)eNz (m,n)eNz (m,n)eNz
1 1
+—a Z a; +—a a;
Am mmn j,k,mn in mmn j,k,m,n
(mmn)eN2z (mn)eN2z
elde edilir.

— feini s 2 ; _ 2 iy L —
A = (@ gmn) Matrisinin RH -regiiler, stz 1) — l]l.,TA{l(Aa)j,k =0, sty —lim—=

0ve Sté(m) = limﬁ = 0 oldugundan

Stg(l,l) —lim Z 4 k,mn :Pm,n(h3) — h3 =0
(m,n)eN?z (D)

dir. Dolayisiyla 5.6.1. Teorem’inin kosullarini saglar. Yani, Vh € C(D) i¢in

Stéig) — l]”kn Z a; kmn Pmn(h) —h =0

' (m,n)eN? )
elde edilir. Diger taraftan (a,,,) cift indisli dizisi P-yakinsak ve ayni zamanda A -
istatistiksel yakinsak olmadigindan 5.2.1. Teorem’inin ve 5.4.2. Teorem’nin kosullarini

saglamaz.

5.7. Cift Indisli Diziler I¢cin Istatistiksel 4 —Toplanabilme Yardimiyla Korovkin
Tipi Yaklasimin, Siireklilik Modiili Yardimyla Yakinsakhk Oranimmin

Hesaplanmasi

h € C(D) olsun. § = 0 igin

w(h; 8) = sup{lh(t,z) — R v)|: (t,2), (wv) EDveJE— w2+ (z—v)2 < 5}
ile tanimlanan w (h; &) ifadesine h fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

5.7.1. Teorem: K, ,: C(D) — C(D) pozitif lineer operatorlerin bir ¢ift indisli dizisi ve

A = (aj k,mn) Negatif olmayan RFH -regiiler toplanabilir bir matris olsun.
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i) Stg(l,l) - l}”,:l z 4j kmn :Km,n(ho) - ho =0

(m,n)eNz (D)

08 =610 = || D GmnKmal)

(m,n)eN2 c(D)

ve Y(t,z)=(t—u)?+ (z—v)? olmak iizere stg(l D~ li_rl?a)(h; 8) = 0 kosullari
’ J,

saglaniyorsa Vh € C(D) icin

Stg(l.l) - lj”,{l Z A k,mn jcm,n(h) —h =0
' (m,n)eNz c(D)

dir (Demirci ve Karakus 2013).

Ispat: (u,v) € D ve h € C(D) olsun. K, , operatdriiniin pozitifligini ve lineerligini

kullanarak ¥(m,n) € N2 ve her bir § > 0 igin

@ k;mn Kmn (h(E, 2); 0, v) — h(u,v)

(m,n)eN?z
s Z 4 k,mn :Km,n(lh(t: z) — h(u,v)|;u,v)

(m,n)eNz

HA@ | D Gt Ko Choi 1,0) = o, v)

(m,n)eN?z

< Z & emn Komn <<1 + lpgﬁ) w(h, 8); 1, v)

(m,n)eNz

HA@W | D @i Ko o 1,0) = o, v)

(m,n)eN?

< +w(h; ) + w(h; 5) Z & emn K (o 1, 1)

(m,n)eN?

w(h, 5)
52 z Qjk,mn :Km,n (d)v u,v)

(m,n)eNz

HAQ | D @i Ko o 1,0) = o, v)
(m,n)eN2
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= w(h; 6) + w(h; J) z 4 kmn :Km,n (ho; u, v)—hy (u,v)
(mn)eN?
w(h; 6)
+ 52

aj kmn Kma (W5 u, v) +

(m,n)eN2z

HA@O| > @smn Komalhos u,v) = ho(w,v)

(mn)eN?

olur. Bu son esitsizlikte

0= 5(],]() = Z aj’k_m_n ij'n(l,l})

(m,n)eNz c(D)

alinir ve esitsizligin her iki tarafinin (u,v) € D tizerinden supremumu alinip norma

gecilirse,

aj,k,m,n gcm,n (h) —h

(m,n)eNz c(D)

<lhllcon || D" Gmn Ko ) = ho
(m,n)eNz c(D)

w(h; 6)
+ 52 z 4 k,mn :]Cm,n (d’)

(m,n)eNz

+w(h; 8) z & emn Kmn(ho) = ho||  + w(h; )

(m,n)eNz c(0)

olur. Bu son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

aj,k,m,n :Km,n (h) —h

(m,n)eNz c(0)

< Za)(h; 6) + w(h; 6) Z aj,k,m,n :Km,n(ho) - hO

(m,n)eN?z c(D)

+”h”C(D) Z aj,k,m,n :Km,n(ho) - hO

(m,n)eNz c(D)
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elde edilir. ¢ = max{Z, ||h||C(D)} alinsi. Buradan

aj,k,m,n %m,n(h) —h
(m,n)eNz c(D)

< el )+ wh;d) z & jemn Kmn(ho) — ho

(m,n)eN2

c(D)
+ Z aj,k,m,n :Km,n (ho) - ho
(m,n)eNz c(0)
bulunur. &' > & > 0 igin
T=3<pk<q | D GumnKonal —h|f 2 &
(m,n)eN2
. g’
Ti=di<pk<a| D GumaKnalhio) =hol| = 55

(m,n)eNz

g
=1j < <gq: : > —
T, {J_p,k_q w(h,6)_3e}

El

J3:=+j < p,k <q: (l)(h; 5) z 4 k,mn gcm,n(ho) - hO = 3C

(m,n)eNz c()

seklinde alinsin. Buradan 7 ¢ 73 U 7, U T oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

8’

=1 < <qwhid) = =

T3 j<pk<qowhi) ’36
8,

B'=1{j<pk=<q Z Qjk,mn gcm,n(ho) —hol| =2 3c
(m,n)eNz

seklindedir. 73 ¢ 73 U T oldugundan T < J7; UT, UT; U T, elde edilir. Boylece
3 3 g 3 3 y

i) ve ii) kullanilarak

1
lim—|{j<pk<q: Z A jemn Kmn(h) —h[[ = € [ =0
r.a pq
(m,n)eNz
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bulunur. Yani, Vh € C(D) i¢in

Stg(l,l) - l}”,:l z 4 kmn :Km,n(h) —h =0
(mn)eN2 c()

elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda tek ve ¢ift indisli diziler igin A -istatistiksel yakinsaklik yardimiyla
Korovkin tipi yaklasim teoremleri incelenmistir. Istatistiksel <A-toplanabilme
kavramimin A-istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli oldugu, klasik ve istatistiksel
durumlardan daha kuvvetli sonuclarin elde edildigi gosterilmistir.

Bu caligsmalardan elde edilen sonuglar kullanilarak farkli yakinsaklik g¢esitleri ve farkli
uzaylarda Korovkin tipi teorem incelenebilir. Boylelikle daha kuvvetli sonuglar elde

edilebilir.
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