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OZET

Fokas Denkleminin Kesin Coziimleri
Tugba YASA

Matematik Anabilim Dali
Matematik Programi
Yiiksek Lisans Tezi

Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Selmahan SELIM

Yiiksek boyutlu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler igin kesin
¢oziimlerinin olusturulmasi bazi fiziksel olaylari bilmede 6nemli bir rol oynar. Bu
nedenle diferansiyel denklemlerin kesin ¢éziimlerini bulmak i¢in bir ¢ok giiclii

yontemler gelistirilmistir.

Bu tezde (4+1)-boyutlu Fokas denkleminin kesin ¢6ziimlerini bulmak amaciyla ¢°-
model agilim ydntemi ve yeni ¢p-model agilim yontemi uygulanmigtir. Uygulama
adiminda elde edilen lineer olmayan cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii, kendi
iirettigimiz Matlab kodlar1 kullanilarak elde edilmistir. Tezin giris boliimiinde,
(4+1)-boyutlu Fokas denklemi ile ilgili yapilan literatiir arastirmasinin bir 6zeti
sunulmus ve gerekli tanimlar verilmistir. ikinci béliimde, ¢alismanin daha iyi
anlasilabilmesi icin Fokas denkleminin kesin ¢dziimleri i¢in uygulanan bazi
yontemlerin teorik adimlar1 ve bu yontemlerin Fokas denklemine uygulanmasi ile
elde edilen ¢oziimler verilmistir. Uciincii ve dordiincii boliimlerde ise sirasiyla ¢»6-
Model Ag¢ilim Yontemi ve Yeni ¢p6-Model Agilim Yonteminin teorik adimlari
ayrintili olarak ele alinmistir. Bu yontemler (4+1)-boyutlu Fokas denklemine

uygulanmis ve Fokas denkleminin kesin ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen bu



coziimler eliptik fonksiyonlar, hiperbolik fonksiyonlar ve trigonometrik
fonksiyonlar bi¢iminde ifade edilmistir. Besinci boliimde (4+1)-boyutlu Fokas
denklemine sirastyla uygulanan ¢®-Model Agilim Yontemi ve Yeni ¢p°-Model

Agilim Yontemleriyle elde edilen kesin ¢oziimlerin degerlendirmesi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fokas denklemi, Kesin ¢oziimler, ¢°-model agilim yéntemi

YILDIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

Exact Solutions of the Fokas Equation
Tugba YASA

Department of Mathematics
Master of Science Thesis

Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Selmahan SELIM

The creation of exact solutions for high-dimensional nonlinear partial differential
equations plays an important role in knowing some physical phenomena. For this
reason, many powerful methods have been developed to find exact solutions of

differential equations.

In this thesis, the ¢¢-model expansion method and the new ¢®-model expansion
method have been applied in order to find exact solutions of the (4+1)-dimensional
Fokas equation. The solution of the nonlinear algebraic equation system obtained
in the application step has been obtained using our own Matlab codes. In the
introduction section of the thesis, a summary of the literature research conducted
on the (4+1)-dimensional Fokas equation has been presented and necessary
definitions have been given. In the second section, the theoretical steps of some
methods applied for the exact solutions of the Fokas equation and the solutions
obtained by applying these methods to the Fokas equation have been given for a
better understanding of the study. In the third and fourth sections, the theoretical
steps of the ¢°-Model Expansion Method and the New ¢®-Model Expansion
Method have been discussed in detail, respectively. These methods are applied to
the (4+1)-dimensional Fokas equation and exact solutions of the Fokas equation are

obtained. These obtained solutions are expressed in the form of elliptic functions,

Xi



hyperbolic functions and trigonometric functions. In the fifth section, the exact
solutions obtained by the ¢®-Model Expansion Method and the New ¢®-Model
Expansion Methods, respectively, applied to the (4+1)-dimensional Fokas equation

are evaluated.

Keywords: Fokas equation, Exact solutions, ¢®-model expansion method
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GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Dogada karsimiza ¢ikan bir¢cok olay matematiksel olarak ifade edildikten sonra
aciklanmaya calisilmistir. Bu olaylarin tanimlandigi problemler genel olarak

diferansiyel denklemlerle ifade edilmistir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler 6zellikle miihendislik alaninda
bir¢ok fiziksel olguyu matematiksel olarak modelleyebilmek icin yaygin olarak
kullanilmistir. Glinlimiizde ¢ok yaygin miihendislik alanlar1 oldugu diisiiniiliirse, bu
kullanim alan1 fizik, biyoloji, kimya, genetik, istatistik, yer bilimleri, tip,
meteoroloji, hidrodinamik, kati fizigi, kuantum mekanigi, dalga dinamigi, lineer

olmayan optik gibi bir¢ok alani kapsar.

Son zamanlarda elektronik ve bilgisayar alanlarinda yasanan teknolojik gelismeler
yazilim sektoriinde bir¢ok ilerlemeye yol agmis ve hem sembolik hem de sayisal
programlama ic¢in bazi hesaplama araclar1 gelistirilmistir. Bu hesaplama
araclarindan biri de bu tez calismasinda yararlanilmis olan Matlab uygulamasidir.
Bu hesaplama araglarinin gelistirilmesi ile birlikte lineer olmayan bir¢ok denklemin
¢ozlimiinde biiyiik ilerleme kaydedilmistir. Bir¢ok bilim insan1 bu konuda kapsaml
aragtirmalar yapmis ve bu alanda yeni denklemler gelistirmistir. Bunlardan bazilari
Hirota, Davey Stewartson (DS), Fokas-Lenells, Fisher, Phi Four, Kolmogorov-
Petrovskii-Piskunov, Mikhailov-Novikov-Wang, Krichever-Novikov, Jaulent-
Miodek, Burgers-Huxley, Biswas-Milovic, Biswas-Arshed denklemleridir.
Yukarida siralanan denklemler bu alanda gelistirilen ve bir¢cok arastirmaci
tarafindan incelenen denklemlerin sadece bir kismini yansitmaktadir. Bu
denklemlerden biri de bu ¢alismada kullanilacak olan (4+1)-boyutlu Fokas
denklemidir [1].



Son zamanlarda bir¢ok bilim insani yukarida siralanan denklemlerin ve daha
bir¢ogunun kesin ¢oziimlerini elde etmek i¢in ¢aligmalar yapmis ve bu ¢aligsmalar
dogrultusunda birgok ¢6ziim yontemi gelistirmislerdir. Bu yontemlerden bazilari;
sinilis-kosiniis yontemi, exp fonksiyon yontemi, F-a¢ilim yontemi, genellestirilmis
Kudryashov yontemi, degistirilmis basit denklem yontemi [2-3-4-5], (G' / G)-)-
agilim yontemi [6-7], genisletilmis tanh fonksiyonu yontemi [8], ¢°-model agilim
yontemi [9-10-11-12-13] vb ¢esitli yontemlerdir. Bu gelistirilen yontemlerden biri
de bu tez calismasinda kullanilan ¢®-model agilim ydntemi ve yeni ¢p¢-model

acilim yontemidir [14].

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, (4+1)-boyutlu lincer olmayan Fokas denkleminin kesin ¢oziimlerinin,
¢®-model acilim ydntemi ve yeni ¢p®-model agilim ydntemi kullanilarak elde

edilmesi amag¢lanmustir.

1.3 Hipotez

¢°-model agilim yontemi ve yeni ¢®-model agilim ydntemi ile (4+1)-boyutlu

Fokas denkleminin kesin ¢oziimleri elde edilir.

1.4 Temel Tamimlar

Tanim

Bir denklemde, bilinmeyen fonksiyonun belirli bir degiskene gore tiirevli olmasi
durumunda bu degiskene bagimsiz degisken ve denklemde tiirevi bulunan
fonksiyona da bagiml1 degigsken denir. Bagimli bir degiskeni ve bagimli degiskenin
bir ya da birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemler ve

kismi diferansiyel denklemler olmak iizere iki grupta toplanir [15].
Tanim

Bir diferansiyel denklemde aranan fonksiyon tek bir bagimsiz degisken iceriyorsa
denkleme adi diferansiyel denklem denir. Bir adi diferansiyel denklem x bagimsiz

degisken, y bagimli degisken ve y’nin x’e gére n. tiirevi y™ olmak iizere



@Y,y .., y™)=0
seklinde yazilabilir [15].
Tamm

Bir diferansiyel denklemdeki bagimli degiskenin, iki veya daha fazla bagimsiz
degiskenin fonksiyonu olmasi ve bu bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore
cesitli mertebeden kismi tiirevlerini igcermesi durumunda bu tiir diferansiyel
denklemlere kismi diferansiyel denklemler denir. Bir kismi diferansiyel denklemde

x ve y bagimsiz degiskenler ve u bagimli degisken olmak iizere
(X, ¥, Uy, Uy, Uyyy Uyy, Uy, .. ) =0

seklinde yazilabilir [15].

Tamm

Eger bir diferansiyel denklem, bagimli degisken ve onun kismi tiirevleri birinci
dereceden ve katsayilar1 sabit ya da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu
denkleme lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer

olmayan (non-linear) diferansiyel denklem denir [16].
Tanim

Kismi diferansiyel denklemde igerisinde yer alan bagimli degiskenlerden en yiiksek
kismi tlirevlenme sayisi, denklemin mertebesini ve en yiiksek kismi tiirevin kuvveti
denklemin derecesini verir. Ikinci mertebeden bir bagimli ve iki bagimsiz degiskeni

olan lineer kismi diferansiyel denklem genel olarak
A, ¥)Zx + B(X, ¥)2xy + C(x, ¥)2yy + D(x, ¥)zxc + E(x, ¥)2, + F(x, y)z = G(x, y)
seklinde gosterilebilir.

Bir kismi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden terimlerin dereceleri bir ve bu
terimler denklemde ¢arpim halinde bulunmuyor ise (denklemdeki diger diisiik mertebeden
terimlerin ve bagimli degiskenlerin bulunus seklinden bagimsiz olarak) bu denkleme yar1

(semi) lineerdir denir.



Tanim

Lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan

. dk . . . diu\" . -
terim ETZ ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimi u? (d—;;) ile verilsin. N

dengeleme sayisi olmak tizere N+k=Np+s(N+q) esitligi yazilabilir.



2

(4+1)-BOYUTLU FOKAS DENKLEMI

(4+1)-boyutlu lineer olmayan Fokas denklemi su sekildedir:
MUy — Uggxy + Uxyyy + 12Uy Uy, + 12Uy, — 6U,, =0 (2.1)

Burada u dalga fonksiyonunu, t zamansal degiskeni, X, y, z ve w ise uzaysal
degiskenleri temsil eder. Fokas denklemi akigkanlar dinamigi, okyanus
mithendisligi ve diger bilim alanlarinda 6nemli bir rol oynar. Degisen fiziksel
kosullara sahip nehir ve kanallardaki elastik ve elastik olmayan etkilesimler, i¢ veya
yiizey dalgalar1 Fokas denklemi kullanilarak modellenmektedir. Bu denklem yakin
zamanda Fokas tarafindan entegre edilebilir Kadomtsev—Petviashvili (KP) ve
Davey—Stewartson (DS) denklemlerinin Lax ¢iftlerinin baz1 daha yiiksek boyutlu
lineer olmayan dalga denklemlerine genisletilmesiyle tiiretilmistir. Lineer olmayan
dalga teorisindeki Kadomtsev—Petviashvili (KP) ve Davey-Stewartson (DS) lineer
olmayan denklemleri, sirasiyla sudaki veya derin ve daha genis su kanallarindaki
yiizey dalgalari1 ve i¢ dalgalar1 temsil etmek i¢in kullanilir. Kadomtsev—
Petviashvili (KP) ve Davey—Stewartson (DS) denklemlerinin fiziksel uygulamalar
Fokas denkleminin 6nemini gostermektedir [17]. Fokas denkleminin fizigi, zorunlu
olarak KP ve DS denklemlerinin fiziksel dogasindan kaynaklanmaktadir. (4+1)-
boyutlu lineer olmayan Fokas denkleminin 6nemli uygulamalari, matematiksel
fizikte daha yiiksek boyutlu integrallenebilir bir model olarak kabul edildigi gercek
diinya problemlerinde bulunmaktadir. Bu sebepten (4+1)-boyutlu Fokas

denkleminin kesin ¢dziimlerini aramak énemlidir [18].



2.1 Fokas Denkleminin Kesin Coziimleri icin Uygulanan
Yontemlerden Bazilar:

2.1.1 Gelistirilmis F-A¢ilim Yontemi

Bir kismi diferansiyel denklem

G(U, U, Uy, Uy, Uz, Uy, Upe, Uy Uyy, Uz, Uyys ) = 0 (2.2)

olsun. Burada u, (x,y,z,w) uzay degiskenleri ve t zaman degiskenin bir
fonksiyonudur, G, wu ve tiirevlerinin bir polinom fonksiyonudur. (2.2) kismi
diferansiyel denklemi, seyahat eden dalga (traveling wave) doniisiimii kullanilarak

adi diferansiyel denkleme déniistiiriilebilir:
ulx,y,z,t,w)=U(&), E=ayx+ay+azz+pw+ vt +¢ (2.3)

burada ay, a,, as, p dalga boylaridir ve v frekanstir. (2.3) doniisiimii kullanilarak,

denklem (2.2),
p,UU", U™, ..)=0 (2.4)

seklinde adi diferansiyel denkleme (ADD) indirgenir. Burada ("), U nun & ye gore

tirevini gosterir ve P, U(&)’nin bir polinomudur.
Yontemin adimlar1 asagida verilmektedir [19]:

Adim 1: Denklem (2.4)’{in ¢6zlimiiniin su sekilde oldugu varsayilir:

N .
U =) Al+FE) 25)

F (&) , asagida verilen yeni ansatz denklemini saglar:
F'(§) = do + diF(§) + daF?(§) + d3F3(8) . (2.6)
Burada d,, d,, d, ve d; keyfi sabitlerdir.

Adim 2: (2.5) denklemindeki N(> 0) , homojen denge ilkesinden (en yiiksek
mertebeden tiirev terimi ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasindaki
homojen dengesinden) yararlanilarak elde edilir. A_y, A_y41,..., Ag, A1, ..., Ay SEri

katsayilari ile a4, a5, @3, p, v daha sonra belirlenecek parametrelerdir.

Adim_3: Denklem (2.5)’i Denklem (2.6) ile birlikte Denklem (2.4)’te yerine

8 4in farkli kuvvetlerinin katsayilarin1 sifira esitleyerek,

azilarak ve
y (b+F(®))’



cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi, Mathematica yazilimi

yardimiyla ¢oziilerek parametre degerleri elde edilebilir.

Adim _4: Adim 3’te elde edilen parametre degerleri Denklem (2.5)’de yerine

koyularak Denklem (2.4)’{in ¢6zlimii elde edilmis olur.

(2.1) Fokas denkleminde Denklem (2.3)’de verilen dalga doniisiimii yapilip

ardindan iki kere integrasyondan sonra

aa,(as — a?)U" + (4ayv — 6azp)U + 6a,a,U? = 0 (2.7
adi diferansiyel denklemi elde edilir.

Yontemin adimlarinin Fokas denklemine uygulanisi agagidaki gibidir:

Burada dalga ¢oOzlimleri, gelistirilmis F-agilim  yontemi  kullanilarak
olusturulmustur. Denklem (2.7)’de homojen denge ilkesini uygulayarak, denklem

(2.7)’nin ¢éziimiiniin

U = —2=2 At Ao+ A(b+F@) + Ay(b + F(©) (2.8)

I R G)

seklinde oldugu varsayilir.

Denklem (2.8)’i Denklem (2.6) ile birlikte Denklem (2.7)’de yerine koyarak ve

Fi§)
(b+F(&)
A,, ay,a,,a3,p,v,b ve g parametrelerinde bir denklem sistemi elde edilir. Bu

y nin farkli kuvvetlerinin katsayilarini sifira esitleyerek, A_,,A_1,4y, A1,

cebirsel denklem sistemi Mathematica kullanilarak ¢oziiliir ve elde edilen ¢6ziim

ailelerinden biri asagida verilmistir

Aile 1 igin:

A_z =0 y A_1 = 0, AO = (a% - a%)bdz(bdz - dl)’
Ay = (af — a3)d,(d; — 2bd,), (2.9)

S—aiay)di+a
4= (@ —ayiz, p=ldda)die)

6(13

_ (a?-a?)(6b?d%—6bd,d,+d?)
6




A = (“f - a%)dz(d1 — 2bd,), (2.10)

_ a1(az(af-a3)di+4v)

Ay = (@ - aD) 3

Denklem (2.1)’in asagidaki kesin ¢6ziimleri, ¢6ziim kiimesi (2.9)’dan

(a%—a%) d% dzedl(f'*'fo)
u(x,y,z,w,t) =
110,y ) (dgedaGHE0)_1)?

L dy >0 (2.11)

(a3-a3)d? dye?1E+i0)

(dyed1(§+£0)41)

U, (x,y,z,w,t) = ,d; <0 (2.12)

seklinde olusturulur.

Ayrica, ¢oziim kiimesi (2.10)’dan Denklem (2.1)’in kesin ¢oziimleri de su sekilde

olusturulur:

az—az dz d edl(f"'fo) d edl(f+fo)+4 +1
u13(x,y,z,w,t)=( {-a3)di(d, (d2 i )+1)
6(dyed1E+60)—1)

vdy, >0 (2.13)

(a2-a) d?(d,e@1E+50) (d,ed1+50)—4)+1)
u xr ) Z; W) t =
1%y ) 6(d,ed1E+€0)+1)°

, dy <0 (2.14)

Diger ¢oztimler igin [19] incelenebilir.

2.1.2 Genellestirilmis exp(—¢ (§))-A¢ilim Yontemi

Yontemin adimlari asagida verilmektedir [19]:
Adim 1: Adi diferansiyel denklem (2.4)’iin ¢6ziimiiniin asagidaki gibi oldugu

varsayilir:

N ,

pEO=> A(exp(~(©) (2.15)
i=

burada 4; (0 <i < N), Ay # 0 hesaplamamiz gereken gergel sabitlerdir ve ¢p #

¢ (&),

¢'(§) = aexp(—=¢(§)) + bexp(p(§)) +c¢ (2.16)

yardimer adi diferansiyel denklemi saglar. Burada a , b ve c sabitlerdir.

Adim 2: N(> 0), Denklem (2.4)’iin en yliksek mertebeden tiirev terimi ile lineer

olmayan terim arasindaki homojen denge kullanilarak hesaplanabilir.



Adim 3: Denklem (2.5) ve (2.6)’y1 Denklem (2.4)’te yerine yazilarak e(-¢©) ye

gore bir polinom elde edilir. (e (_‘l’(f)))] nin farkl kuvvetlerinin katsayilar1 sifira
esitlenerek cebirsel denklemler elde edilir. Bu denklem sistemi Mathematica

yardimiyla ¢oziilerek parametrelerin degerleri elde edilir.

Adim _4: Adim 3’te elde edilen parametre degerleri Denklem (2.5)’te yerine

yazilarak, Denklem (2.4)’lin ¢6ziimii elde edilebilir.

Fokas denklemine uygulanmasi

(2.1) Fokas denkleminde Denklem (2.3)’de verilen dalga doniisimi yapilip

ardindan iki kere integrasyondan sonra

a,ay(as — a?)U" + (4a,v — 6a3p)U + 6a,a,U% =0 (2.17)
adi diferansiyel denklemi elde edilir.

Denklem (2.17)’de homojen denge ilkesini uygulayarak Denklem (2.71)'nin
¢Ozimiiniin

U§) = Ag + Ay exp(—8 () + Az (exp(=6 (D))’ (2.18)
oldugu varsayilir.

Denklem (2.18) ve Denklem (2.16)’y1 Denklem (2.17)’de yerine koyarak ve

(e(“l’(i”)))i katsayilar1 sifira esitlenerek Ay ,Ay,49,a,ab,c,aq, 0y, a3,p,v Ve
€ parametrelerini igeren cebirsel denklemler elde edilir. Elde edilen denklem
sistemi Mathematica yardimiyla ¢oziiliir ve ¢oziim aileleri elde edilir. Bu ¢oziim
ailelerinden biri asagida verilmektedir:

Ay =ab(af —af) , Ay =ac(af—a3),
az(aya3-a3)(4ab-c?)+6azp

A,=a%*@@®—a3), v= v

Yukaridaki ¢oziimden, Denklem (2.1)’in asagidaki soliton c¢oziimleri su sekilde
olusturulur:

Tipl:a=1, b#0, c2—4b > 0igin;



ve (§+§0)>(z(a 1)b cosh(VeZ=ab(§+&0))+2(a+1)b—c?)

Z
(\/CZ —4b tanh< ($+E )>+c>

ab(a?-a?) sech2<

uw (§) =

Tip2:a=1, b #0, ¢ —4b < 0 igin;

ab(al—az)sech2< 4b=c (E+Eo)>(2(a 1)b cos(\/4b cz(§+fo))+2(a+1)b c?)
u(§) =

2

(c—Wtan( 4b-c (f+§0)>+c>

Tip3:a=1, b=0, c#0, c?—4b > 0 icin;

2
a(a? —a%)(cz (a+ecE+E0 1) 4+p(ecE+E0)— 1))
(eC(f+fo)_1)2

uz(§) =

Tip4:a=1 b+#0, c#+0, c?—4b = 0icin;
- . _act@+éo)? | _c(E+do)
us(§) = alaf — az) ((2c(€+€0)+2)2 +b 2c(€+$0)+2)

Tip5:¢c=0, a>0, b > 0igin;
us(§) = M\fcsc (\/_(f + fo)) (Csin (2\/@(6 + EO)) + Zbﬁ)

Tip6:c=0, a<0, b <0 igin;

ug (&) = (o aZ)bIcsc (\/_(f + &) )( \/:— csin (2@(5 + 5‘0)))
Tip7:¢c=0, a>0, b <0 igin;

u, (&) = (ai-az)V-ab aZ)\/_ csch? (\/—_ab(f + SO)) (csin (2\/—_ab(€ + fo)) -

2b \/—:)

Tip8:c=0, a<0, b>0igin;

ug(é) = (ai-ai)V-ab aZ)F csch? (\/—_ab(f + 60)) (csin (2\/—_ab(€ + fo)) +

2b \/—:)

Tip9: b =0, c =0 igin;
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(§+S0)+1
uo(§) = (af — af) (ab + 22

2.1.3 Genisletilmis F-A¢ilim Yontemi

F-agilim yontemine dayanarak, genisletilmis F-acilim yonteminin adimlar1 asagida

verilmistir [20]:

Adim 1:

F (U, Uy, Up, Uy Usepy o) = 0 (2.19)
seklinde lineer olmayan kismi diferansiyel denklem (KDD) ele alalim.

u(x, t)=U(¢) , &=x—ct

dontisiimii kullanilarak denklem (2.19)

F,u',0",..)=0 (2.20)
seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklem (ADD) olarak yeniden yazilabilir.

Burada ("), ¢ ye gore tiirevi ifade etmektedir.

Adim 2: Denklem (2.20) ADD’nin ¢6ziimiiniin

UE =+ ) (AFE) +BFE) (2.21)
veya
U@ =4+ ) (AF@ +BFTOF @) (2.22)

seklinde yazildig1 varsayilir. Burada 4;, B; (i =1, 2, . . ., n) daha sonra belirlenecek
sabitlerdir, N homojen denge ilkesiyle elde edilen pozitif bir tam sayidir ve F(§)

asagidaki denklemi saglar,

(F'(©))° = ho + Wy F(§) + hyF2(§) + hyF3(§) + hyF*(§) (2.23)
burada hg, hy, h,, h3, h, sabitlerdir.

Adim 3: Denklem (2.21) veya denklem (2.22), denklem (2.23) ile birlikte denklem
(2.20)’de yerine yazilir ve ardindan elde edilen sistemin F/(&)F'*(§) nin g =
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1,2,.., k=0,1) tim katsayilarii sifira esitleyerek Ay, A4;,B; (i=1,2,...,N)

icin lineer olmayan cebirsel denklemler elde edilir.

Adim 4: Adim 3’teki cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek Ay, 4;, B; (i = 1,2, ..., N)
sabitleri elde edilir ve daha sonra bu sabitleri ve hg, hy, h,, h; Ve h, i¢in segilen
0zel kosullara bagl olarak denklem (2.23)’lin ¢oziimleri, denklem (2.21) (veya
denklem (2.22))’de yerine yazilarak denklem (2.19)’un ¢oziimleri hemen elde
edilebilir.

Yontemin Fokas denklemine uygulanmas:

Fokas denkleminde

ulx,y,z, t, w)=¢(&) , E=ax+By+yz+oéw+et

doniistimii yapilarak

(af3® — a®B)p@ + (4ae — 6y8)p" + 12aB(¢p")? + 12aBpdp"” =0 (2.24)
seklinde ADD’e indirgenir. Burada a, f, y, § ve ¢ sifir olmayan sabitlerdir.
Denklem (2.24)’te ¢® ve (¢p')? arasindaki homojen dengeleme ilkesinden n + 4
= 2n + 2 elde edilir ve buradan n=2 bulunur.

Denklem (2.24)’lin

(2.25)

seklinde ¢6ziimlere sahip oldugu varsayilir. Denklem (2.25) ve denklem (2.23),
denklem (2.24)’de yerine yazilarak ve daha sonra ortaya ¢ikan sistemin F* nin (k
=—6, ..., 6) tiim katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki sonuglar elde edilir.

h; = h; =0 oldugunda, genel eliptik denklem (2.23)

F'(§)? = ho + haF?(§) + hyF*(§) (2.26)
denkleme indirgenir. Denklem (2.26)’nin ¢oziimleri Tablo 2.1’de verilmistir.

Bu durumda, asagidaki ¢oziimler kiimesi elde edilir:

A, =A4,=B;=0,B, = hy(a? — p?),
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_ —2aB3h,+3y8—6aBAg+2a3 Bh;

2a

A1=31=BZ=0,A2=h4(052—32),

_ —2aB3h,+3yS—6aBAo+2a3Bh,

2a

A;=B,=0,4,= h4(a2 _ﬁz), B, = ho(az _ﬁz),

2a

__ —2aB3h,+3yS—-6aBAg+2adBh,

(2.27)

Burada Ay, hy, h, ve h, keyfi sabitlerdir ve a, B, y ve § sifirdan farkli sabitlerdir.

Tablo 2.1 F'(§)? = hy + hyF?(§) + hyF*(¢) Denkleminin (&) Coziimleri

Durum Ry h, hy F(§)

1 1 -(m? 4+ 1) m? sn(§) veya cd($)
2 1—m? 2m? — 1 -m?2 cn($)

3 m?—1 2 —m? -1 dn($)

4 m2 -(m?+1) 1 ns(§) veya dc(§)
5 -m? 2m? — 1 1—m? nc($)

6 -1 2 —m? m?2—1 nd($)

7 1 2 —m? 1—m? sc(§)

8 1 2m? — 1 -m?(1—m?) | sd(§)

9 1—m? 2 —m? 1 cs($)

10 -m?(1-m?) |2m?2—-1 1 ds($)

1|2 L ; ns(§) + cs(¢)
12| L - ne(@) £ sc(¢)
13 |2 m 2 : ns(€) + ds(&)
14 s m 2 s sn(&) + ien(§)
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Tablo 2.1’de bulunan
sn(§) = sn(§,m) , cd(§) = cd(§,m), cn(§) = cn(§,m) , dn() = dn(§, m),
ns(§) =ns(¢,m) , cs(§) =cs(§,m),ds(§) =ds(§,m), sc(§) = sc(§,m),

sd(¢) = sd(é,m) fonksiyonlar1 0<m <1 modilli Jacobi eliptik

fonksiyonlardir.

Bu fonksiyonlar m — 1 iken hiperbolik fonksiyonlara doniisiirler:

sn(é,1) = tanh(é), cn(é, 1) = sech(§), dn(¢,1) = sech(é),
ns(&,1) = coth(§), cs(é,1) = csch(§), ds(&,1) = csch(§),
sc(é,1) = sinh(¢), sd(&,1) =sinh(§), nc(é,1) = cosh(§),
cd(é, 1) =1, nd(&,1) = cosh($),

ve m = 0 iken trigonometrik fonksiyonlara doniistirler:

sn(¢,0) =sin(¢), cn(&,0) =cos(é), dn(&0) =1, ns(&,0) = csc(§),
cs(&,0) = cot(§), ds(&,0)=csc(§), sc(0)=tan($),
sd(&,0) =sin(¢), nc(&,0) =sec(é), cd(&,0) =cos(§), nd(&0) =1.

Denklem (2.27), sirasiyla denklem (2.25)’de yazilarak denklem (2.1)’in formal

¢Oziimleri elde edilir:

_ ho(a*-B?)
ulx,y,z,w,t) = Ay + e (2.28)
u(x, yr zZ,w, t) = AO + h4(a2 - ﬁZ)FZ(f) ) (229)
2 24 2 ho(a?-B?)
u(,y,7,w,0) = Ay + hy(a? — fF @+ (2:30)

Buradaé =ax + By +yz+dw+ et dirve a, 8, y, 6 ve ¢ denklem (2.27)’de

belirlenir.

Denklem (2.28), (2.29) ve (2.30) dan Tablo 2.1’deki ¢6ziimler dikkate alinarak

(2.1) Fokas denkleminin bir¢ok kesin ¢oziimii elde edilebilir.

Tablo 2.1’in 1.satirin1 kullanarak Fokas denkleminin ¢6ziimiinii bulalim. Diger

satirlar i¢in benzer sekilde ¢oziimler bulunabilir.

hg=1,h, = —(m?+1), h, =m? oldugunda denklem (2.26) nin ¢dziimii,
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F(§) = sn(§) veya F(§) = cd($)

dir. Bunlar, denklem (2.28)-(2.30)’da yerlerine yazilarak (2.1) Fokas denkleminin
Jacobi Eliptik fonksiyon ¢ozlimleri elde edilebilir:

Denklem (2.28)’den,

_ (a?-p%) _ 2 p2Vi 2
ulx,y,z,w,t) =4, + prerrgen b Ay + (a® — B“)ns=(&,m) , (2.31)
veya
w(,y,7,w,t) = Ag + ) = A 4 (a? — B2)dc2(E,m) (2.32)
;y; ) ) 0 cdz(f,m) 0 ) .

¢Oziimleri elde edilir. Burada
E=ax+Py+yz+éw+ ((2aB® (m? +1) + 3ys —6aBfA, + 2a3B(—m? — 1)) 2a)t
dir.

m — 1 i¢in; sn(§, m) — tanh(§) oldugundan, ¢oziim (2.31)

2_p2
ulx,y,z,w,t) = A, + % = Ay + (a? — B?)coth?(§) (2.33)

olur. Burada

E=ax+ By +yz+éw+ ((4aB® +3y8 — 6aBA, — 4a3p)2a)t
dir.

m — 0 i¢in; dc(&, m) — sec(§) oldugundan, ¢6ziim (2.32)

u(x,y,2,0,6) = Ao + 20 = 4 + (a2 = f)sec?(©) (234

olur. Burada
E=ax+ Py +yz+oéw+ ((2ap3 +3ys — 6ap) Ay — 2a3B)2a)t
dir.

Denklem (2.29)’dan,

u(x,y,z,w,t) = Ay + m?(a? — p?)sn?(&, m), (2.35)
veya
u(x,y,z,w,t) = Ay + m?(a?® — B?)cd?(&,m) (2.36)
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¢Oziimleri elde edilir. Burada

E=ax+ Py +yz+oéw+ (a3 (m?+1) +3y8 — 6aBA, + 2a3f(—m? — 1))2a)t

dir.
m — 1 i¢in; sn(¢, m) — tanh(¢) oldugundan, ¢6ziim (2.35)
u(x,y, z,w,t) = Ay + m?(a? — p*)tanh?(§)

olur. Burada
E=ax+ Py +yz+ow+ ((4aB® +3ys —6afA, — 4a3p)2a)t
dir.

Denklem (2.30)’dan,

u(x,y,z,w,t) = Ag + (o?=57) +m?(a? — p?)sn?(&,m)

sn2(&,m)

veya

- A (a®-p?) 2002 — B2)cd?
ulx,y,z,w,t) =4, +Cd2(§,,m) +m?(a* — B%)cd* (&, m)

m — 1 i¢in; sn(¢, m) — tanh(¢) oldugundan, ¢6ziim (2.38)
u(x,y,z,w,t) = Ay + (@? — B?) coth?(¢) + (a? — p?) tanh?(¢§)
olur. Burada

E=ax+ Py +yz+dw+ (dap® +3ys—6afA, —4ap)2a)t

dir.

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

m — 0 igin; cd(§, m) — cos(§) oldugundan (2.39) ¢oziimii, (2.34) ¢dziimii ile ayni

olur.
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3

¢°-MODEL ACILIM YONTEMI

3.1 ¢°-Model Acilim Yonteminin Teorik Adimlar

Kismi diferansiyel denklem
F(u, ug, Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, Ugzy o) = 0 (3.2)
seklinde olsun.

Burada u; x, y, z, t bagimsiz degiskenlerinin bilinmeyen bir fonksiyonudur. F, u =
u(x,y,z,t) ve onun en yiiksek mertebeli kismi tiirevlerin ve lineer olmayan

terimlerin yer aldig1 bir polinomdur.
Yontemin ana adimlari su sekildedir [21]:
Adim 1:

u(x,t) = U(¢) ve uygulanacak denkleme uygun ¢ dalga doniisimii kullanilarak
kismi diferansiyel denklem asagidaki formda adi diferansiyel denkleme

doniistiirilir.

Xw,u,u",..)=0 (3.2)
Adim 2:

Denklem (3.2)’nin ¢6ziimiiniin

2N
aoty,  @b@"

bo+ Y an brO(E)k

ue) =

(3.3)

seklinde oldugu varsayilir. Burada «ajve By (k=0,1, 2,..,2N) daha sonra

belirlenecek sabit parametrelerdir.

Denklem (3.3)’deki N degeri dengelenme ilkesi kullanilarak elde edilmektedir.
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Adim 3:

Yo6ntemin yardimer denklemleri
6"%(§) = ho + hy6%(§) + ha8*(8) + het*(5) (34)

0" (§) = ha0(§) + 2h,0°(§) + 3he0°(8)

dir. Burada h; (i =0,2,,4,6), hg # 0 olacak sekilde gergel sabitlerdir. Denklem
(3.4) ve (3.3) birlikte denklem (3.2)’de yerine yazilirsa 6(¢) nin kuvvetlerine gore
sonlu bir seri elde edilir. Aymi kuvvetli (&) nin katsayilar sifira esitlenerek
cebirsel denklemler elde edilir. Elde edilen bu cebirsel denklem sistemi Matlab

yardimiyla ¢oziiliir.
Adim 4:

Denklem (3.4)’lin asagidaki ¢6ziime sahip oldugu iyi bilinmektedir [21]:

0($) = % : (3.5)
Burada f¢2(&) + g > 0 dir ve ¢(&),
P2 (&) = Ly + Lg% () + L,P*(©) (3.6)

eliptik denklemin ¢oziimiinii ifade etmektedir ve [; (j = 0, 2,4) gergel sabitlerdir.
Ayrica denklem (3.5)’de bulunan f ve g

h3 (L — h) 9oy — (I — hp) (2L + ho)] + 3he[3loly — (13 — R =0 (3.7)
kisitlama kosulu altinda

f _ ha(lz—hs)
(I—h2)?+3lgls—21,(1z—hy) '

_ 3h,lo
9= (Iz=h2)%2+3lgly—215(1~hy)

seklinde olan sabitlerdir.
Adim 5:

Denklem (3.6)’nin ¢6ziimlerinin denklem (3.5)’te yerine yazilmasi ve ardindan
denklem (3.5)’in denklem (3.3)’te yerine yazilmasiyla denklem (3.1)’in kesin

¢Oziimleri elde edilmis olur.

Denklem (3.6)’nin Jacobi Eliptik Fonksiyon Coztimleri Tablo 3.1’de verilmektedir.
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Tablo 3.1 Denklem (3.6)’nin Jacobi Eliptik Coziimleri

Durum l L, L 6(&)
1 1 -(m? + 1) m? sn(é) veya cd(§é)
2 1 —m? 2m? — 1 -m? cn($)
3 m?—1 2 —m? -1 dn(§)
4 m2 -(m? +1) 1 ns(§) veya dc($)
5 -m? 2m? — 1 1-m? ne(§)
6 -1 2—m? m? —1 nd(¢)
7 1 2—m? 1—m? sc(é€)
8 1 2m? —1 -m?(1—m?) | sd(§)
9 1 —m? 2—-m? 1 cs(§)
10 -m2(1—m?) | 2m% -1 1 ds(§)
" 1_:12 1+2m2 1—:12 nccn(é)) + sc(§) veya
1+sn(§)
(PR el = cn(€) + dn (&)
13 1 1-2m? 1 sn(§)
4 2 4 1+ cn(é)
YEE 1 (a-m?? sn)
4 2 4 cn(§) £ dn($)
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Tablo 3.2 Jacobi Eliptik Fonksiyonlar1 ve Limitleri

Fonksiyon m-1 m — 0 | Fonksiyon m-1 m-0
sn(§,m) | tanh(§) | sin($) ds(¢,m) | csch($) cse($)
cs(§,m) csch(§) cot($) cn(§,m) | sech(§) | cos($)
dn(é,m) sech(§) 1 cd(&,m) 1 cos(§)
nc(§,m) | cosh(§) | sec($) ns(§,m) | coth($) cse($)
sc(§,m) | sinh($) tan($) sd(§,m) | sinh(§) | sin($)
nd(é, m) cosh(¢&) 1 dc(é,m) 1 sec (§)

3.2 ¢%-Model Ac¢iim Yoénteminin  Fokas Denklemine

Uygulanmasi

(4+1)-boyutlu lineer olmayan Fokas denklemi

seklindedir.

WUy — Uyyxy T Ugyyy + 12Uy, + 12U, — 6U,, =0 . (3.8)

Fokas denkleminde

ulx,y,z,t,w)=UE&), E=ax+Py+yz+ow+et

dalga doniisiimii kullanilarak

(af® — a*B)UP + (4ea — 6yS)U" + 12aB(U")? + 12aBUU" = 0 (3.9)

seklinde adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliir.

Bu adi diferansiyel denklemde iki kez integralleme yapilirsa

(af® —a3p)U" + (4ea — 6y8)U + 6aBU? =0 (3.10)

denklemi elde edilir. Denklem (3.10)’dan dengelenme sayisi, homojen dengelenme

ilkesinden yararlanarak, U''~ U? terimleri kullanilarak
N+2=2N
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N=2
olarak bulunur.

Bu dengelenme sayisi (3.3) denkleminde yerine yazilirsa

Gty a8k
u@) = Lo (3.11)

bo+ Y o biOK(E)

olur. (3.11) denklemi

_ ot a10(9)+ax02(§)+as03(E)+a,0*(§)
U = bo+b10(8)+b,02(8)+b303(£)+by0%4(E) (3.12)

halini alir ve denklem (3.4) ile birlikte denklem (3.10)’da yerine yazilir. Boylece
0 (&) nin kuvvetlerine gore sonlu bir seri elde edilmis olur. Bu ifadede 6 (&) nin ayn1

kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek asagidaki denklemler olusturulur:

0%: 6aB3ad+ 4acagby- 6 v Sagby- 2 aB3agbyhy + 2 afaybohy + 2038 agbshy -
2a38a2b0h0;

91: - aB3a0b1h2 -6 O(BBOLOb3h0 + o B3O(1b0h2 -2 O(B3a1b2h0 + 2« B3O(2b1h0 + 6
O(B3a3b0h0 + (X3B (Xoblhz + 60(3[3 a0b3h0 - (X3Ba1b0h2 + 20(3Ba1b2h0 = 20(30(2b1h0 -
6a3Bazbohy+ 12 af aga; + 4 agagb, + 4 asa; by - 6y8 agb; - 6ySay by ;

62: -4 0([330(0]32}12 -12 O(B3O£0b4h0 -6 O(B3a1b3h0 + 4 (XBSazbohz + 6 O(B3O(3b1h0 + 12
ap3a,bohg + 4a3Bagbsh, + 1203 Bagbshg + 603 Bay bshg - 4a3Baybgh, - 6a3Basb,hy
- 12a3Baybyhy- 6yAayb, - 6ySa b, - 6y 8a,by+ 4 asagb, + 4 asoy by + 4 asa,by+ 6

afai+ 12 aBagay;

03:- 2 apagbyhy - 9 aBiagbsh, + 2 aBa;bghy - 3 aB3aybsyh, - 12 aBdaybshg + 3
aB3aybih, - 4 af3a,bshy + 9 afasbgh, + 4 aB3azb,hy + 12 afaubihy +
203Bagbihy, + 9a3Bagbsh, - 2a3B aybgh, + 303Bagbyh, + 12a3B ajbshg -
3a3Baybh, + 4a3Baybshy - 9a3Bagbyh, - 4a3Bazb,hg - 12a3Ba,bihy- 6y8aybs -
6y8a, b, - 6yda,by - 6ySazby+ 4 acagbs + 4 acayb, + 4 asayb; + 4 agazby+ 12

afagaz + 12 aBa,ay ;

8%:- 6 ap3aybyhy - 16 ap3agbsh, - 8 ap3a;bsh, + 6 afa,bghy - 10 apfa,bshg + 8
ap3azbsh, + 16 aBlazboh, + 10 ap3aybyhy + 6a3Bagb,h, + 16a3Bagbsh, +
8a3Baybsh, - 6a3Baybgh, + 1003Bazbshy - 8a3Bazbih, - 16a3Basboh, -
10a3Bayb,hy- 6y8agby, - 6y8a;bs - 6ySayb, - 6y8 asb, - 6ySasby+ 4 asagb, + 4
agoy bs + 4 agayby + 4 asazby + 4 asaybg+ 12 afogay + 12 afayaz+ 6 afas;
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8°: - 3aB3ayb hg - 12 afagbshy + 3 aB3aybohg - 4 apf3aybyhy - 15aB3a,bsh, + 4
ap3a,bihy - 5 apazbzh, + 12 ap3azbghy + 5 ap3azbyhy - 6 ap3azbshy + 15
apdazbih, + 6 ap3aubshy + 3a®Bagbihg + 1203Bagbsh, - 3a3Boybohg +
403Bayb,h, + 15a3Bagbsh, - 4a3Baybih, + 5a3Baybzh, - 12a3Baszbghy -
5a3Basbyh, +4 asayb, + 4 asayb; + 4 asazb, + 4 asazb; +6a3Bazbsh, -
15a3Baybhy - 603Baybshg- 6y8ab, - 6ySaybs - 6y8asb, - 6ySaubi+ 12 afayay +

12 aBa,as ;

0%: - 8 aB3ayb,hg - 20 aB3aybshy - 10 aB3a;bshy + 8 aB3a,bohg - 12 aB3a,bsh, +
10 aB3as3b;hy + 20 afaubohy + 12 ap3a,byh, + 8adBagb,hg + 2003 Bagb,hy +
10a3Boy bshy - 8o Ba,bohg + 1203 Baybsh, - 10a3Bazb; hy - 2003 Babohy -
12a3Ba,b,h,- 6ySa,b, - 6ySazbs - 6ySasb,+ 4 asa,b, + 4asaszbs + 4 asazb,+ 12
aBayay+ 6 afaj ;

87:- 15 aB3aybshg - 5 af3a;byhg - 18 apdaybshy + 5 aB3ayhg - 6aB3aybshy + 15
aB3azbohg + 6 aB3asbyhy - 7 af3azbsh, + 18 aB3aub hy + 7aB3asbsh, +
15a3Bagbshg + 5a3Baybyhg + 1803 Bay bshy - 5adBayb,hg + 6a3Baybshy -
15a3Bazbohg - 6a3Bazb,hy + 7adBasb,sh, - 18a3Bayb,h, - 7a3Baybsh,- 6ySasb, -
6yAasbs+ 4 agazb, + 4 asabs + 12 afazoy ;

08: - 24 aB3aybshg - 12 aB3a;bshg - 14 ap3a,bshy + 12 ap3azbihg + 24 ap3a,byhg
+ 14 O(B3a4b2h4, + 24(138 a0b4h6 + 12“3Ba1b3h6 + 140(33 (X2b4h4 = 12“3 B(ngth =
2403Baybohg - 14a3Bagb,hy- 6y 8 auby+ 4 agayby+ 6 of a2 ;

8%:- 21 af3a;bshg - 7 ap3a,bshg + 7 a3 aszbyhg - 8 afazbshy + 21 ap3aub hg + 8
aB3asbsh, + 21a3Baybshg + 7a3Baybshg - 7aBagbyhg + 8adBagbyhy -

2103 Bayb hg - 8a3Baybshy ;

810: - 16 ap3a,b,hg + 16 ap3aub,hg +16a3Baybshg - 16a3Baybyhg ;

611: - 90([330(3b4,h6 + 90([330(4b3h6 + 90(3[3 O(3b4_h6 - 90(3[30£4_b3h6 ;

Aile 1:

(az(bz\/6a4ﬁ4h:{—3a2ﬁ6h;‘—3a6ﬁ2h:{+3aﬁ3b2hi—3a3ﬁb2hi—24aﬁa2h6)
a(): a% V2
48b,(af3hihg—adBhyhg))—————2——~
( 2(af3hshe Bhy 6)) (2b2h4(a2—ﬁ2))

2a2h6
a,=a3=0, a, =a,, @y ==, (3.13)
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\/a,@3hi—a3ﬁh2+«/§h4(—azﬁzhi(a2—ﬁz)z)
hO - (64aﬂh§(a2—ﬁ2)) , h4 - h4— ’

_ﬁ\/(_azﬁzhi(az—ﬁ2)2)+9aﬁ3hf—9a3ﬁh2

hy = (32aBhe(a2-p2)) » he=hs,
—ﬁbZJ(—aZﬁzhg(aZ—/32)2)+3a/3b23h2—3a3/3b2h£—24a/3a2h6

by = (48aBhyhe(a?-B2)) ’

b1:b3:0, b4:%:l6, ]/ZEZO;

_ a,(12a,he + V3)\/48aZhs — a*b2hi — B*b2h% + 2a22b2h% + 3a?b,hZ — 3B2b,h3
48by(a?hshe — f2hyhe)

2a2h6
0(1=(l3=0, a, = Qa,, a4=_h4 ) h0=0, h’6=h61

\/3(48a%h£—a4b§h2—ﬁ“bfh2+2a2ﬁ’2b§hi)+9a2bzhﬁ—‘)ﬁzbzhﬁ

2 32byhe(a?-p2) » ha=hs, (314)

(12a2h6+\/§)J48a§h6—a4b§h;‘—ﬁ4b§h1+2a2ﬁ2b§h1+3a2bzhﬁ—wzbzhﬁ

o~ 48hyhe(a2-p2) ’

by=by=0, by=22" -8B . _g g=q, f=8, §=5.
Ry 5b,

Aile 3 :

a0:a1:a3:0, 0(2=a2, a4:% , hO:hZZO, h4—h4,

he =hg, by=b,=b; =0, b4:%, yz%,ezo, (3.15)

a=a, =, 6=6.

Aile 4 :

a0:a1:a3:a420, a’2=a2, h0:h2:O



Coziim aileleri, Tablo 3.1°1 kullanilarak ve denklem (3.5), (3.7), (3.8) ve (3.12)’de
yerine yazilarak Fokas denkleminin bir¢cok sayida kesin ¢oziimleri elde edilir.
Ornegin;

Tablo 3.1°in 1. satirint alirsak;

lo=1 I, =—(1+m?) ve I, =m? ise,
8() = sn(§) veya 6(§) = cd(§)
dir.

Aile 1 icin:
Denklem (3.5)’den

sn($)

6(¢) =
Vfsn2(§) + g
veya
d
6(e) = —° €3]

Vfed? () +g

olup burada f ve g

h3(—(1 4+ m?) — hy)[9Im* — (=(1 + m?) — hy)(=2(1 + m?) + h,) +

3hg[3m2 — (1 + m?)2 —h3)]?=0 (3.17)
kisitlama kosulu altinda

f _ h4(—(1+m2)—h2)
T (—(1+m?2)—hy)2+3m*+2(1+m2)(-(1+m2)—h,) ’

3hy

9= (—(14+m?)—-h3)?+3m*+2(1+m?)(—(1+m?)—h,) (3.18)
dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢6ziimii

2 3 4
UE) = ao+a10(§)+az0%(§)+a30°(H)+as6*() (3.19)

Bo+B160(§)+B20%(§)+P3603()+P40%(E)
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Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , hy Ve hg denklem (3.13)°te
verilmistir ve & = ax + fy + dw dir.

Tablo 3.2’den m — 0 igin sn(é, m) = sin(¢) oldugundan

sin(§)

o) =
JFsm? @) + g
olup
sin?(§&) 2a,h sin*(&)
ue) = Wt QT rg T Ry G Q) +g)

sin?(§) + 2b,hg sin*(&)
m2(&)+g  hy (fsin?(&) + g)?

bo + bz 5

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
h3 (=1 = hy)[-(=1 = hy) (=2 + hy) + 3he[- (1) —hD]* = 0 (3.20)
kisitlama kosulu altinda

f — h4(_1_h2)
(=1-h3)2+2(-1-hy) '

_ 3h,
9= Cichpre2Ciny)

(3.21)
dir.

Tablo 3.2’den m — 1 i¢in sn(&, m) = tanh(¢) oldugundan

tanh(§)
0(&) =
© Jftanh?(§) + g
olup
tanh?(§) 2a,hg  tanh*(§)

O ) (1 R M T (O

be + b tanh? (&) + 2b,hy tanh*(§)

0T P ftanh? () +g " ha (ftanh?(E) +g)?

hiberbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
h3(=2 = hy)[9 — (=2 = hy) (=4 + hy) +3h6[3 - ((D* - KD =0  (3.22)
kisitlama kosulu altinda

f — h4—(_2_h2)
(—2-hy)2+3+4(-2-hy) '
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9= CGonpressaca-ny

dir.
Veya

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in cd (&, m) = cos(§) oldugundan

0() = ==

Vfcos?(§)+g
olup

gt cos?(&) 2a,hg cos*(&)
ey - 2 T x5 R Geos® + g7

cos?(§) + 2byhg cos*(§)
0s?(§)+g  hs (fcos?(§) + g)?

bo+ bz

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada

h5 (=1 — hy)[=(—=1 — hp)(=2 + hy) + 3hs[-(1%2 = h5)]* = 0

kisitlama kosulu altinda

f — h4(_1_h2)
(=1-h3)2+2(-1-hy) '

_ 3hy
 (m1-hy)?+2(=1-hy)

9
dir.

Tablo 3.2’den m — 1 i¢in cd (&, m) = 1 oldugundan

1

olup

1 | 2a,h 1
Dot gt TR, F+g)?
U =
b+ p L 2bohe 1
0" "2 f+g " hy (f+g)?

hiperbolik fonksiyon ¢6ziimleri bulunmus olur. Burada

hg(—Z - hz)[9 —(=2—=hy)(=4+hy) + 3h6[3 - (22 - h%)]z =0

kisitlama kosulu altinda

f — hy(=2-h3)
(=2-h3)%2+3+4(-2-hy)
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)



9 = np)2es+a2-ny) (3.27)

dir.
Aile 2 i¢in:
Denklem (3.5)’ten

_ sn(é)
0¢) = JFsnZ@©+g

veya

_ cd($)
0(5) = Jfed2(©+g

olup burada f ve g

h3(—(1 + m?) = hy)[9m* — (=(1 + m?) — hy)(—2(1 + m?) + hy) +
3he[3m? — (1 +m?)?—h3)]?=0 (3.28)
kisitlama kosulu altinda

f= hy(—-(1+m?)—h,)

T (-(1+m?)—hy)2+3m*+2(1+m2)(-(1+m2)—hy) '

_ 3hy
T (-(1+m2)—hy)2+3m4+2(1+m2) (—(1+m2)—h,)

g (3.29)

dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii

$2(8) 2a,h ¢*(©)

%+ O FEE 1 g hy GO T 07
2(%) 2b,h $*(§)

R T O A P (ORI

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , hy Ve hg denklem (3.14)te

ue) =

verilmistir ve § = ax + fy + (%) z + dw dir.
2

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in sn(&, m) = sin(€) oldugundan

__ sn(@
0(5) = VIsn2(§+g
olup
sin?(§) 2a,hg sin* (&)
ey TR TEE) g  RTsnt@) + g)?
&)= s, S 2b,hg sin® (%)
0T P2 FSINIE) + g | ha(f sinZ(3) + g)?
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trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
h3(=1 = ho)[—(=1 = h)(=2 + hy) + 3he(—(12 = hD)]* = 0 (3.30)
kisitlama kosulu altinda

f — ha(=1-hy)
(-1-hy)242(-1-hy) ’

3hy

9= (—1-h3)2+2(-1-hy) (3.31)
dir.
Tablo 3.2’den m — 1 igin sn(&, m) = tanh(§) oldugundan
tanh(§)
0(5) =
Jftanh2(§) + g
olup
-, tanh?(&) 2a,hg tanh*(§)
UeE) = —Ttanh?@) + g hy(f tanh*(§) + 9)°
be + b tanh?(§) + 2byhg tanh* (&)
07 ftanh?*(§) + g hy(f tanh?(§) + g)?
hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
kisitlama kosulu altinda
f — h4(_2_h2)
(-2-h3)2+3+4(-2-h,) '
9 = CGonprestata-ny) (3.33)
dir.

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in cd (&, m) = cos(§) oldugundan

0(§) = )
Vfcos?(§) + g
olup
cos?(§) 2a,hg cos*(§)
ey — 2T Fcos? @) ¥ T ha(f cos’®) + g)?
) b+ b cos?(§) + 2b,hg cos*(§)
07 "2 fcos?2(§) +g ' hy(f cos?(§) + g)?
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trigonometrik fonksiyon ¢éziimleri bulunmus olur. Burada

h3(=1 = hy)[=(=1 = hy)(=2 + hy) + 3he[ — (1 = hD]* =0

kisitlama kosulu altinda

f= ha(=1-hy)
(=1-hy)2+2(-1-hy) ’

_ 3h,
9= Cithpre2Cimny

dir.

Tablo 3.2’den m — 1 igin cd (&, m) = 1 oldugundan

1
0(5) =
NET
olup
1 2a,h
0 - I ET R ET)E
b 1 3 2b,hg
2f+9  h(f +9)?

hiperbolik fonksiyon ¢éziimleri bulunmus olur. Burada

h3(=2 = hy)[9 — (=2 = hy) (=4 + hy) + 3he[3 — (22 — h3)]* = 0

kisitlama kosulu altinda

f — h4(_2_h2)
(-2-h3)2+3+4(-2-hy) '

_ 3hy
9= Conpressaa-ny

Benzer sekilde Aile 3 ve Aile 4 i¢in ¢oziimler elde edilebilir.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Simdi Tablo 3.1’in 2.satirini kullanarak Fokas denklemi icin ¢Oziimler elde

edelim;

lo=1-m? [, =2m?—-1 ve I, =-m? ise, (&) = cn(¢) olup

Aile 1 icin:

Denklem (3.5)’ten
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en(§)
Jfen?® + g

olup burada f ve g

6(¢) =

hi((2m? — 1) — hy)[-9(1 — m?)m? — ((2m? — 1) — hy)(2(2m% — 1) +
hy) + 3he[—3(1 = m?)m? — (2m? — 1)2 — h3)]2 = 0 (3.38)

kisitlama kosulu altinda

f = ha((2m?-1)-hy)

T ((@m2-1)-hy) -3(1-m2)m2—-2(2m2-1)((2m2-1)~h,) '

g = 3hy(1-m?) (3.39)

"~ ((2m2-1)-hy)*-3(1-m2)m2—2(2m2-1)((2m2-1)—hy)

dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii

P2 205he ¢4
TR gt b G0+

2(¢) 2byh $*($)
R T GRS A T (X ORI

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , h, Ve hy denklem

ue) =

(3.13)’te verilmistir ve § = ax + Sy + dw dir.

Tablo 3.2’den m — 0 igin cn(é, m) = cos(§) oldugundan

8(8) = cos(§)
Vfcos?2(&) + g
olup
cos?(§) 2a,h cos*(§)
UE) = %o + &z fcos2(&)+g + hy ; (fcos?(§) + g)*

cos?(§) 2b,hg cos*(&)
bo + b, fcos?2(&)+ g + ’124 (fcos?(§) + g)?

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada

h3((=1) = hp)[=((=1) = h)(2(=1) + hp) + 3he[-((=1)* = h)]* = 0
kisitlama kosulu altinda

— hs(—1-hy)
((D)=hp)*=2(-1)((-1)~hy)

f
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_ 3hy
((~1)=h3)*=2(-D)((-1)—hy)

g (3.40)

seklindedir.
Tablo 3.2’den m — 1 igin cn(é, m) = sech(§) oldugundan

sech(§)

0(8) =
JFsech?@) + g

olup

sech?(§) 2a,h sech*(§)
%o+ &2 FoochZ@®) + g | hz4 ; (fsech?(§) + g)?
sech?(§) + 2b,hg sech*(§)
ech?(§) + g hy (fsech?(§) + g)?

ue) =

bo + bz 5

hiperbolik fonksiyon ¢éziimleri bulunmus olur. Burada
hy(1 = hy)[—(1 = hy)(2 + hy) + 3hg[—(1% — h5)]* = 0 (3.41)
kisitlama kosulu altinda

f — h4(1_h2)
(1-hz)2-2(1-hy) '

0

9 = Anpz—2(-ny) (3.42)

seklindedir.
Aile 2 icin:
Denklem (3.5)’ten

cn(§)
JVfen2(§) + g

olup burada f ve g

6(¢) =

hi((2m? — 1) — hy)[-9(1 — m?)m? — ((2m? — 1) — hy)(2(2m% — 1) +
hy) + 3he[-3(1 = m2)m? — (2m2 — 1)2 — h3)]2 = 0 (3.43)

kisitlama kosulu altinda

f = h4((2m2—1)—h2)

- (@m2-1)-h,)*-3(1-m2)m2—-2(2m2-1)((2m2-1)—h,)

_ 3he(1-m?)
g ((2m2—1)—h2)2—3(1—m2)m2—2(2m2—1)((2m2—1)—h2)

(3.44)
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dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢éziimii

DO, 2mhs__ 9*(©)
VO FEE gt ke GHE 7
bo+ b ¢2(€) + 2b2h6 ¢4(€)
A O A P (T ORI

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , h, ve hg denklem

ue) =

(3.14)’te verilmistir ve & = ax + fy + (%) z+ dw dir.
2

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in cn(é, m) = cos(§) oldugundan

0(5) = —22)
Vfcos?(§) + g
olup
cos?(§) 2a,h cos*(&)
u) = 0t 0 FeosT @) Fg T he (Feos’@) + 9V

cos?(§) 4 2b,hg cos*(§)
0s2(§)+g  hy (fcos?(§) + g)?

bo+ b2

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada

h3((—1) — hy)[—((—1) — hy)(2(=1) + hy) + 3he[-((-1)? — h)]> =0

kisitlama kosulu altinda

f= he((2-1)-h3)
((-D=hy)*=2(-1)((-1)=hy) '
3h4
— 3.45
g ((~1)=h3)*—2(-1)((-1)—hy) (345)
dir.

Tablo 3.2’den m — 1 igin cn(é, m) = sech(¢) oldugundan

sech(§)
\/fsechz(f) +g

6(¢) =

olup

sech?(&) 2a,h, sech*(&)

ey = 2 Fseck?’@) ¥ Ty (Fsech’Q) +g)’
@)= b+ b sech?(§) 2b,h, sech*(§)

0 P2 Frech?@) T g T ha (Fsech?(®) + g)?

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
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h3(1 — hp)[—(1 — hy) (2 + hy) + 3he[-(12 = h3)]? = 0 (3.46)
kisitlama kosulu altinda

f — h4—(1_h2)
(1-hp)?2-2(1-hy) '’

0
9= Ahpr—2-ny)

(3.47)
dir.

Aile 3 icin:

Denklem (3.5)’ten

cn($§)
Jfen?(§) + g

olup burada f ve g

6(¢) =

3he[-3(1 —m?)m? — (2m? - 1)3)]*=0 (3.48)
kisitlama kosulu altinda

f= h4((2m2—1))

T ((2m2-1))’-3(1-m2)m2-2(2m?-1)((2m2-1))

3h,(1-m?)
(2m2-1))*=3(1-m2)m2-2(2m2-1)((2m2-1))

9=7 (3.49)

seklindedir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii

L PO 2k $E)
2fp2(E) +g  ha (fP2(E) + 9)?
91O 2k PO
2fp2() +yg hy (fPp2(E) + g)?

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Buradah,, h, ve hg denklem (3.15)’te

ue) =

verilmistir ve

E=ax+ﬁy+(%)z+6a) dir.
2

Tablo 3.2’den m — 0 igin cn(é, m) = cos(§) oldugundan

o) = ——8)
Vfcos?*(§) + g
seklinde olup
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u cos?(&) + 2a,hg cos*(§)
2fcos?(§) + g~ hy(f cos?(§) + g)°

cos?(¢§) + 2b,hg cos*(§)
2fcos?2(§) +g  hy(f cos?(§) + g)?

ue) =

trigonometrik fonksiyon ¢éziimleri bulunmus olur. Burada
3he[-((-DH]* =0 (3.50)

kisitlama kosulu altinda

f — h4-(_1)
(D) -2¢-1(¢-D)

= 3.51
9= (Coy—2-n(n) (3.51)
seklindedir.
Tablo 3.2’den m — 1 igin cn(&, m) = sech(§) oldugundan

sech(§)
6($) =
JFsech?@) + g
olup
o sech?(§) y 2a,hg sech*(§)
0(e) = T 5@ + g T B(f sech(@ +g)?
h b sech2(§) 4 __2bzhg sech*(§)
2fsech?(§) +g = hy(f sech?(§) + g)?

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada
3he[-(11)]* =0 (3.52)
kisitlama kosulu altinda

— s
f= 12-2 '

0

9=55 (3.53)

Aile 4 icin:
Denklem (3.5)’ten

cen($)

6(¢) =
‘ Vfen? () +g
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seklinde olup burada f ve g
3he[-3(1 —mP)m? — (Cm?-1)3)]*=0 (3.54)
kisitlama kosulu altinda

ha((2m?-1))

f= (2m2-1)2-3(1-m?)m2-2(2m2-1)((2m2?-1)) '

3hy(1-m?)
(@m2-1))*-3(1-m2)m2-2(2m2-1)((2m2-1))

g= (3.55)

seklindedir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢éziimii

R0
2fP2(E) + g
91O

292 +g

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h,, h, Ve hg denklem (3.16)’da

ue) =

verilmistir ve & = ax + fy + ( fb )Z + 6w dir.

Tablo 3.2’den m = 0 igin cn(&, m) = cos(§) oldugundan

0(6) = cos (&)
seklinde olup

cos*(§)
ueE) = chijigigg

*feos?2(©) +g
trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur.
3he[-((-1D]* =0 (3.56)
kisitlama kosulu altinda

_ ha(=1)
f -1D2-2(-1)(-1) '’

3hy

9= o2 (3:57)

dir.
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Tablo 3.2’den m — 1 igin cn(&, m) = sech(§) oldugundan

O T

seklinde olup
Tty o7

ui) = Sech2()

P2 Fsech?() + g
hiperbolik fonksiyon ¢éziimleri bulunmus olur. Burada
3he[-(1%)]* =0 (3.58)

kisitlama kosulu altinda

_ _hs
f= 12-2 '
0
9=55 (3.59)

dir.

Benzer sekilde Tablo 3.1°in diger satirlar1 kullanilarak Fokas denkleminin bir¢ok

¢Oziimleri bulunabilir.
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A

YENI ¢°-MODEL ACILIM YONTEMIi

4.1 Yeni ¢®-Model Aciim Yénteminin Teorik Adimlar

Bir kismi diferansiyel denklem
F(w,up, Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, Ugzy ) = 0 (4.1)

seklinde olsun. Burada u = u(x, y, z,t) bilinmeyen bir fonksiyondur ve F, lineer
olmayan terimlerin, u = u(x,y,z,t) ve onun kismi tiirevlerinin dahil edildigi bir

polinomdur.
Yontemin ana adimlart agsagidaki gibidir [22, 23, 24]:

Adim_1: u(x,y,zt) = U(¢) ve uygulanacak denklem i¢in uygun ¢ dalga
dontigimii  kullanilarak kismi diferansiyel denklem asagidaki formda adi

diferansiyel denkleme doniistiiriiliir.

XU,UU",.)=0. (4.2)
Adim 2: Denklem (4.2)’nin ¢6ziimiiniin asagidaki gibi oldugu varsayilir:

U@ =ao+ Y. 85" (4.3)

seklinde oldugu varsayilir. Burada a; (k=0,1,2,...,2N) daha sonra belirlenecek

sabit parametrelerdir.
Denklem (4.3)’deki N degeri dengelenme ilkesi kullanilarak elde edilmektedir.

Adim 3: Yontemin yardimci denklemleri agagidaki gibidir:
6"%(§) = ho + h26°(§) + hyb*() + he8°() (4.4)

0" (8) = ha0(8) + 2h,0°(§) + 3he0°(8)
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dir. Burada h; (i =0,2,4,6), he # 0 olacak sekilde gergel sabitlerdir. Denklem
(4.4) ve (4.3) birlikte denklem (4.2)’de yerine yazilirsa 6 () nin kuvvetlerine gore
sonlu bir seri elde edilir. Aym kuvvetli 8(¢) nin katsayilarini sifira esitlenerek
cebirsel denklemler elde edilir. Elde edilen bu cebirsel denklem sistemini Matlab

yardimuiyla ¢oziiliir.

Adim 4: Denklem (4.4)’lin asagidaki ¢6ziime sahip oldugu iyi bilinmektedir.

0(%) 2% . (4.5)
Burada f¢2(&) + g > 0 ve ¢ (&)
P2 (&) =Ly + L% () + L,P* (D) (4.6)

eliptik denklemin ¢oziimiidiir. Burada [; (j = 0, 2, 4) gergel sabitlerdir ve f ve g
hi(ly — h)[9lols = (I — hp) (2L, + hp)] + 3hg[3loly — (I3 — h3)]> =0 (4.7)

kisitlama kosulu altinda

f= hy(lz=hy)
T (lz=h)?+3lgly =21, (1;—hy)
_ 3hyl,
9= (Iz=h2)2+3lgla—215 (I —h3) (48)
seklindedir.

Adim 5: Denklem (4.6)’nin ¢oziimlerinin denklem (4.5)’te yerine yazilmasi ve
ardindan denklem (4.5)’in denklem (4.3)’te yerine yazilmasiyla denklem (4.1)’in

kesin ¢oziimleri elde edilmis olur.

42 Yeni ¢°-Model A¢im Yénteminin Fokas Denklemine

Uygulanmasi

(4+1)-boyutlu lineer olmayan Fokas denklemi

AUy — Uyxyy T Uxyyy + 12U uy, + 120U, — 6U,, =0 (4.9
seklindedir.

Fokas denkleminde

ulx,y,z,t,w)=UE), E=ax+ Py +yz+ow + ¢t

dalga doniisiimii kullanilarak
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(af3® — a*B)UW + (4ea — 6y8)U" + 12aB(U")? + 12aBUU" =0

seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir.

Bu adi diferansiyel denklemde iki kez integralleme yapilirsa

(aB® — a®B)U" + (4ea — 6y85)U + 6aBU? =0 (4.10)

denklemi elde edilir. Denklem (4.10)’dan dengelenme sayisi, homojen dengelenme

ilkesinden yararlanarak, U''~ U? terimleri kullanilarak
N+2=2N

N=2

olarak bulunur.

Bu dengelenme sayisi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

U@ =ag+ Y,_, 8 (&) (4.12)
seklinde olup
U(§) = ag + a10(5) + a;0%(§) + a36°(§) + a,6*(§) (4.12)

halini alir ve denklem (4.4) ile birlikte denklem (4.10)’da yerine yazilir. Boylece
0 (&) nin kuvvetlerine gore sonlu bir seri elde edilmis olur. Bu ifadede 6 (&) nin ayni

kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek asagidaki denklemler olusturulur:
0°: dacay - 6ySay + 6afas + 2af3ayh, - 2a3fayhy |
0': 4aca, - 6ySa, + aB3ah, + 6aB3azhy - a3fajh, -6a’Bashy +12afayay;

0?%: daca, - 6ySa, + 6afa? + daf3ayh, + 12aB3ashy - 4adBayh, - 12a3Bayh,

+ 12aﬂa0a2 ;

03: daca; - 6ydas + 2aB3a,h, + 9aBiazh, - 2a3Bajh, - 9a3fazh, +

1L2afayas + L2afaja; ;

0*: dasa, - 6ySa, +6afaZ +6afayh, + 16aB3a,h, - 6a3Bayhy, - 16a3Bayh,

+ 12afBaya, + 12afa a5
0°: 3aB3a hg + 12af3azh, - 3a3fahg - 12a3Bash, + 12afa o, + 12afasas;
0°: 6afas +8af3ayhe + 20aB3ash, - 8adashg - 20a3fashy + 12afasay ;

07: - 15azhga’pf + 15azheaf® + 12aza.ap ;

39



08: - 24h a3Bay + 24hgaf3a, + 6afaZ ;

Yukarida verilen cebirsel denklem sistemi Matlab uygulamasi kullanilarak ¢oziiliir

ve asagidaki ¢oziim aileleri elde edilir:

Aile 1:
(433 4)16\/35%1 3p2n% 3pSn% e2hZ 9y?2%h2 3eysh? oph2+op*h2
Qo = —3—3 128 25b 256 4 16 4 4 4
0~ 4ehg+38h2—3B3h2—6ySh '
_p3 6+3Bh;—3B>hy—6ySheg
32(Bhe—P3he) 126he

a=a3=0, a, = —2h4(/32 -1), ay= —4h6(52 -1),

h4\/634h;‘;—3ﬁ2h;‘;—3ﬁ6h1+64shg+144y2/12h§—19256yh§—ﬁh§+ﬁ3hﬁ
o~ 64ph2(B2-1) ’

(4.13)

\/634h3—3ﬁ2h1—3ﬁ6h1+6432hg+144y262h§—1925y6h§—9ﬁh2+9ﬁ3hi

2~ 64Bh2(B%-1) :

a=1, p=,e=¢, y=y, §=4.

Aile 2 :

2ae-3y8+2aB3h,—2a3Bh
ao:_( 60432 2),a1:a3:a4=0,0{2=h4(0£2—,32),
hy = —(2ae-3y8-2ap3h,+2a3Bh,)(2ae-318+2aB>h; ~2a3Bh,) (4.14)

12a?B2hy(a?-p?)? '
h6:0,h2:h2 ,h4:h4,

a=a,f=p ,e=,y=y, 6d=6.

Cozliim aileleri, Tablo 3.1 kullanilarak ve denklem (4.5), (4.7), (4.8) ve (4.12)’de
yerine yazilarak Fokas denkleminin bir¢ok sayida kesin ¢oziimleri elde edilir.
Ornegin;

Tablo 3.1’in 1.satir1 alinarak;

lo=11,=—1+m?)vel, =m?ise

6(¢) = sn($) veya 6($) = cd($)
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dir.
Aile 1 i¢in:

Denklem (4.5)’ten

8(6) = sn(¢§)
Jfsn?(§) + g
veya
8() = cd(§)
fcd*(€) +g

olup burada f ve g

h2(—(1 +m?) — hy)[9m? — (=(1 + m?) — hy)(—=2(1 + m?) + h,)] +
3he[3m2 — (1 + m2)2 — h2)]2 = 0 (4.15)

kisitlama kosulu altinda

he(—(14m?)—hy)

f = Cammd i ssmir2mt) aeme)—hy)
_ 3hy
9 = Carmd—ny)rramt+2(+md) (- (1+mD—hy) (4.16)
dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii
2®) *©
U(E) = ag — 2h4(B? — 1) o — 4hg(B% — 1) —2-5— (417)

fP2(O)+g Fe2(§)+9)?

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , h, Ve hg denklem (4.13)’te
verilmistir ve £ = x + fy + dw + yz + et dir.

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in sn(§, m) = sin(¢) oldugundan

o6 = )
Jfsin?2(&) +g
olup
U(E) = ag — 2hy (B2 — 1) =8 _ 4p (g2 — 1) —2 @ _ (4.18)

fsin2(§)+g (fsin?(§)+g)?
trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hi(=1—h)[(—1 = hy) (=2 + hy)] + 3he[(12 — h)]* = 0 (4.19)

kisitlama kosulu altinda
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f — hya(=1-h3)
(=1-h3)2+2(-1-hy) '

. 3hy
9= (—1-hy)2+2(-1—hy)

(4.20)
dir.
Tablo 3.2’den m — 1 i¢in sn(§, m) = tanh(§) oldugundan

tanh(§)

0(&) =
O g

olup

tanh? (&)
ftanh?(é) + g

tanh* (&)
(ftanh?(§) + g)?

U(f)=0{0—2h4(,32—1) _4h6(ﬁ2_1)

hiperbolik fonksiyon ¢6ziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
h5(=2 = hy)[9 — (=2 = hp)(=4 + hy)] + 3h[3 - ((2)> = h)D]* =0  (4.21)
kisitlama kosulu altinda

f — h4(_2_h2)
(—=2—-h3)2+3+4(-2-hy) '

3hy

9 = Conprraraca-ny) (4.22)
dir.
Tablo 3.2’den m — 0 i¢in cd(&, m) = cos(¢) oldugundan
0(6) = cos($)

Jfeos? () +g
olup

cos?(&) cos*(§)

I G B (T R
trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
h2(—1 = hp)[(—1 — hy) (=2 + hy)] + 3he[(12 — hD)]2 = 0 (4.23)

kisitlama kosulu altinda

f — hy(=1-h3)
(-1-hy)242(-1-hy) '’
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9 = Ciom2e2-iony) (4.24)

dir.

Tablo 3.2’den m — 1 igin cd (&, m) = 1 oldugundan

1
0(5) =
Vityg
olup

1
(F+9)?

U() = ao — 2hy(B? = D) 7=~ 4he(B” — 1)
Rasyonel fonksiyon ¢ozlimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hi(=2—hy)[9 — (=2 — hy) (=4 + hy)] + 3hg[3 — ((2)* = h5)]* = 0 (4.25)

kisitlama kosulu altinda

f — h4(_2_h2)
(=2—-h3)2+3+4(-2-hy) '

_ 3hy,
9 = ony)2es+a2-ny) (4.26)

dir.
Aile 2 i¢in:
Denklem (4.5)’ten

sn($)

6(¢) =
Vfsn?(§) +g

veya

cd($)
Vfed? () +g

olup burada f ve g

6(¢) =

h2(—(1 +m?) — hy)[9m? — (=(1 + m?) — h,)(=2(1 + m?) + h,)] =0
kisitlama kosulu altinda

f _ ha(—(14m?)—hy)
T (~(1+m2)=hy)2+3m*+2(1+m2)(—-(1+m2)—h,) '

T (~(1+m?2)—hy)2+3m4+2(1+m2) (—(1+m?2)—h,)

g (4.27)

43



dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii

UE) = ag + hy(a? — p2) 28 (4.28)
07T FP2(E)+g '

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , hy Ve hg denklem (4.14)°te
verilmistir ve £ = ax + fy + dw + yz + &t dir.

Tablo 3.2’den m — 0 i¢in sn(&, m) = sin(&) oldugundan

sin(§)

0(&) =
: Jfsin?(§) + g
olup
3 sin®(&)
U(§) = ag + hy(a? —ﬁz)m

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hi(—=1—hy)[=(=1=hy)(=2+ k)] = 0 (4.29)
kisitlama kosulu altinda

f — h4(_1_h2)
(=1-h3)2+2(-1-hy) '

3hy

9 = Cichpzrz(ci-ny) (4.30)
dir.
Tablo 3.2’den m — 1 i¢in sn(&, m) = tanh(§) oldugundan
tanh(§)
0(5) =
Jftanh?(€) + g
olup
tanh?(§)

_ 2 _ p2

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g

kisitlama kosulu altinda

f — hy(=2-h3)
(=2-hy)24+3+4(-2-hy) '

44



9 = np)2es+a2-ny) (4.32)

dir.
Tablo 3.2’den m — 0 igin cd (&, m) = cos(§) oldugundan

cos (§)
JFeos? @) + g

6(¢) =

olup

cos?(§)

U(¢) = ap + hy(a? —ﬁz)m

trigonometrik fonksiyon ¢ézlimleri bulunmus olur. Burada f ve g
h3(=1 = h)[=(=1=h)(=2 + hy)] = 0 (4.33)

kisitlama kosulu altinda

f — h4(_1_h2)
(=1-h3)2+2(-1-hy) '

_ 3hy
9= (-1-hy)2+2(-1—h,)

(4.34)
dir.

Tablo 3.2’den m — 1i¢in cd(&,m) = 1 oldugundan

1
(&) =
NI
olup
UE) = ao + hy(a? — B?) ——
o f+g

rasyonel fonksiyon ¢dztimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hi(=2 = hy)[9 — (=2 = hy)(—4+ h)] = 0 (4.35)
kisitlama kosulu altinda

f — h4—(_2_h2)
(=2—hy)24+3+4(-2-hy) '

9= CGonpressata-ny)

(4.36)
dir.
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Tablo 3.1°in 2.satirint alirsak;

lo=1-m?,l,=02m?-1) ve I, = —m?ise

U(E) = en(®)
dir. Denklem (4.5)'ten

(6 = D)

olup

V@) =@ =2 % ~the(F* 1) (fqug? E

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde ¢oziimleri bulunmus olur. Burada h, , h, ve hg

denklem (4.13)’te verilmistir ve § = x + By + dw + yz + €t dir.
Ayrica fveg

h3((2m2 — 1) — hy)[-9m?(1 —m?) — ((2m? — 1) — hy)(2(2m* — 1) +
hy)| + 3he[-3m?(1 — m?) — (2m? — 1)2 = h3)]* =0 (4.37)

kisitlama kosulu altinda

ha((2m?-1)-hz)

f= ((@m2-1)-h,)*-3m2(1-m2)-2(2m2-1)((2m2-1)—h,) '
3hye(1-m?)
= 4.
9 ((2m2—1)—h2)2—3m2(1—m2)—2(2m2—1)((2m2—1)—h2) (4.38)
seklindedir.

Tablo 3.2’den m — 0 igin cn(é, m) = cos(¢) oldugundan

0(6) =~
Feos? (@) + g
olup
) cos?(&) cos*(§)
VO = =2 =V ramy g~ M~ D ianm + o7

trigonometrik fonksiyon ¢6ziimleri bulunmus olur. Burada f ve g

h2((—1) — hy)[—((—1) = hy)(2(—=1) + hy)] + 3he[-((-1)? — h)]> =0
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kisitlama kosulu altinda

f — ha((-1)-h3)
((-D=h3)*=2(-D((-1)=hy)

_ 3hy
((~1)=h3)*=2(-1)((-1)—hy)

g (4.39)

dir.
Tablo 3.2°den m — 1 igin cn(é, m) = sech(¢) oldugundan

sech(§)
Jfsech?(§) + g

6(¢) =

olup

sech?(§)
fsech?(&) + g

sech*(&)
(fsech?(§) + g)?

U(€) = ag —2hy(B* - 1) —4hs(B* - 1)

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hi(1 — ho)[—(1 — hy)(2 + hy)] + 3he[—(12 — h3)]? = 0 (4.40)
kisitlama kosulu altinda

f — h4—(1_h2)
(1-hz)?2-2(1-hy) '

0
9= Chr-aam) (4.41)

dir.
Aile 2 i¢in:
Denklem (4.5)’ten

cn($)
Vfen? () +g

olup burada f ve g

6(¢) =

h3((2m? — 1) — hy)[9m* —9m? — ((2m? — 1) — h,)(2(2m? = 1) + h,)| =0
kisitlama kosulu altinda

;= h4((2m2—1)—h2)

T ((@m2-1)-hy) =3m2(1-m2)-2(2m2-1)((@m2—-1)—h;) '
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_ 3hye(1-m?)
h (@m2-1)-h,)*-3m2(1-m2)-2(2m2-1)((2m2-1)—h,)

g (4.42)

dir. Boylece Fokas denkleminin kesin ¢oziimii

$*(©)
fe*)+yg

Jacobi eliptik fonksiyon seklinde elde edilir. Burada h, , h, ve hg denklem (4.14)’te

U(¢) = ap + hy(a? _ﬁz)

verilmistir ve § = ax + fy + yz + dw + &t dir.

Tablo 3.2’den m — 0 igin cn(é, m) = cos(¢) oldugundan

8(8) = cos(§)
Vfcos?(§) +g
olup

cos?(§)

U(§) = ag + hy(a? —ﬁz)m

trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri bulunmus olur. Burada f ve g

hi((=1) = hy)[-((=1) = h)2(=1) + hy)| = 0 (4.43)
kisitlama kosulu altinda
f= ha((-1)=h3)
((-D-hy) ~2(-1)((-D~h;) ’
3h

= > 4.44
g ((-D-hz) —2(-D((-D-hy) (444)
dir.
Tablo 3.2’den m — 1 igin cn(é, m) = sech(¢) oldugundan

sech(§)
6(¢) =
\/fsechz(f) +g9
olup
B 2 o2 sech?(§)

hiperbolik fonksiyon ¢6ziimleri bulunmus olur. Burada f ve g
hzzt(l - hz)[_(l - hz)(z + hz)] =0 (4-45)
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kisitlama kosulu altinda

_ hy(1—h3)
f= (1-hy)2-2(1-hy)

0
9= dn)r—20-ny) (4.46)

dir.
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SONUC

Bu ¢alismada, (4+1)-boyutlu lineer olmayan Fokas denkleminin kesin ¢6ziimlerini
bulmak i¢in ¢°- model agilim ydntemi ile yeni ¢p- model agilim yontemi birlikte

ele alindi.

Fokas denklemi integrallenebilen hiperbolik denklemlerin genel bir formunu temsil
eder ve Fokas denkleminin integrallenebilme &zelligi bu denklemin kesin
¢Oziimlerinin arastirilabilecegi anlamina gelir. Bir¢ok bilim insani1 integrallenebilen
bir denklem olan (4+1)-boyutlu Fokas denkleminin kesin ¢6ziimlerini aragtirmak
icin ¢esitli yontemler gelistirmis ve bu yontemleri Fokas denklemine
uygulamislardir. Bu tez ¢aligmasinda kullanilmis olan yontem bildigimiz kadariyla
ilk defa (4+1)-boyutlu Fokas denkleminin kesin ¢dziimlerinin arastirilmasinda

kullanilmistir.

Literatiirde daha once ¢esitli yontemlerle bulunmus ¢oziimler ile karsilastirildiginda

bu calismadan elde edilen ¢6ziimlerin yeni oldugu sonucuna varilmistir.

Sonug olarak, onerilen yontemler sayesinde (4+1)-boyutlu Fokas denkleminin
¢oziimleri etkin bir sekilde elde edilmis ve bu ¢dziimlerin, denklemin dinamik

yapisini anlamada 6nemli bir rol oynadig1 goriilmiistiir.
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