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Buyuk o6lcekli lineer olmayan optimizasyon problemlerini ¢ézmek icin
kullanilan baslica algoritmalardan biri de eslenik gradyan algoritmalardir. Bunun nedeni
algoritmalarin adimlar1 hesaplanirken ikinci dereceden tiirevlerin hesaplanmasina gerek
olmamasi, diisiik depolama, hizli sonu¢ verme ve global yakinsama gibi uygun
Ozelliklerinin var olmasidir. Eslenik gradyan algoritmasmin kullanildig1 alanlar;
endiistri, miithendislik optimizasyon problemleri, sinir ag1 egitimi ve goriinti
restorasyonu gibi alanlardir. Bu tezde yeni bir eslenik gradyan algoritmasi tanimlanmas,
bu algoritmanin Armijo ve Wolfe ¢izgi arama teknikleri ile birlikte minimizasyon
probleminin ¢dziimiine kuvvetli yakinsak oldugu ve yeterli inis 6zelligini sagladigi
gosterilmigstir. Son olarak algoritmanin performans profil karsilastirilmasi yapilmis ve

goriintii iyilestirme problemine uygulamasi verilmistir.
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Conjugate gradient algorithms are among the primary algorithms used to solve
large-scale nonlinear optimization problems. This is due to their advantageous
properties, such as no need to compute second-order derivatives when calculating
algorithmic steps, low storage requirements, rapid results, and global convergence.
Conjugate gradient algorithms are utilized in areas such as industry, engineering
optimization problems, neural network training, and image restoration. In this thesis, a
new conjugate gradient algorithm is introduced, and it is shown that this algorithm
strongly converges to the solution of the minimization problem and satisfies the
sufficient descent property when used with Armijo and Wolfe line search techniques.
Finally, a performance profile comparison of the algorithm is presented, along with its

application to the image restoration problem.
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1.GIRIS

1. GIRIS

Eslenik gradyan (CG) algoritmasi, global yakinsama o6zelligine sahip 6nemli
kisitsiz optimizasyon algoritmalarindan biridir. CG algoritmalar1 giiniimiizde mevcut
olan en hizli veya en saglam optimizasyon algoritmalar1 olmamasma ragmen, biiytlik
Olgekli problemleri ¢6zmekle ugrasan miihendisler ve matematikgiler i¢in ¢ok popiiler
olmaya devam etmektedir. Bu algoritma ilk olarak Hestenes ve Stiefel (1952) tarafindan
simetrik pozitif tanimli lineer denklem sistemlerini ¢0zmek igin tanimlanmistir.
1960'larda Hestenes ve Stiefel’in orijinal c¢alismalar1 iizerine c¢esitli iyilestirmeler
yapilmis, algoritmalar gelistirilmis ve farkli alanlara uygulanmistir. 1970-1980'lerde
Ozellikle muhendislik ve fiziksel bilimlerde optimizasyon problemlerinin ¢éziimiinde
yaygin olarak kullanilmaya baglanmis ve ayn1 zamanda algoritmanin ¢esitli varyantlari
gelistirilmistir. 1990'lardan giiniimiize kadar hesaplama giiclindeki artis ve yeni teorik
yaklagimlar sayesinde, CG algoritmalar1 daha karmasik ve biiyiik 6lgekli problemlerin
¢oziminde ve Cholesky ayristirmasi gibi dogrudan yontemlerle ¢oziilemeyecek kadar
blylk olan seyrek sistemlerin ¢dziminde kullanilmaya devam etmektedir. Blylk
seyrek sistemler genellikle kismi diferansiyel denklemleri veya optimizasyon
problemlerini sayisal olarak ¢ozerken ortaya ¢ikmaktadir. Bu algoritmalarin adimlari
hesaplanirken ikinci dereceden tiirevlerin hesaplanmasina gerek olmamasi, diisiik
depolama ve hesaplama, uygun yakmsama orami gibi uygun Ozelliklerinin var
olmasindan dolay1 algoritmalar arasinda popiilerlik kazanmistir. GUnimuzde hala aktif
olarak arastirilan bir konu olup, optimizasyon teorisinin temel taglarindan biridir ve

0zellikle makine 6grenimi ve veri bilimi alaninda 6nemli bir yer edinmistir.

f: R™ - R duzglin (smooth), lineer olmayan ve surekli tirevlenebilir bir

fonksiyon olmak (zere

min{f (x):x € R"}

seklindeki kisitsiz optimizasyon problemini ¢dzmek i¢in kullanilan eslenik gradyan

algoritmasi, x, rastgele se¢ilen bir baglangi¢ noktasi olmak {izere


https://en.wikipedia.org/wiki/Sparse_matrix

1.GIRIS

Xp+1 = X + apdy
seklinde tanimlanir. Burada a;, adim uzunlugu ve d,, ise genellikle

d _{—gk, k = 0ise
k™ —Jk +,8kdk—1, k > 1ise

seklinde tanimlanan arama yoniidir. Burada verilen g, = Vf(x;) ve B ise CG

parametresidir. B, 'nin farkli se¢ilmesiyle farkli CG algoritmalari elde edilir.

Cizgi arama teknigi kesin (exact) ve kesin olmayan (inexact) ¢izgi arama
teknikleri olarak kategorize edilebilir. Kesin ¢izgi arama teknigi, adindan da anlasilacagi
gibi, her iterasyonda kesin minimizeri bulmay1 amaglarken, kesin olmayan ¢izgi arama
tekniginde minimum degere yaklasik bir deger elde etmek icin adim uzunluklar:
belirlenir. Armijo, gicli Wolfe ve zayif Wolfe gibi ¢izgi arama teknikleri, kesin

olmayan ¢izgi arama tekniklerinden bazilaridir.
Armijo ¢izgi arama tekniginde kullanilan esitsizlik ¢; € (0,1) olmak lzere
f(xk + akdk) < f(xk) + Clakadek

seklindedir. ¢, € (¢;,1) ve 0 < ¢; < ¢, < 1 olmak Uzere

f(xk + akdk) < f(xk) + Clakadek

V(g + agdi)7dy = ¢,V dy,

esitsizlikleri toplu olarak Wolfe kosulu olarak adlandirilmaktadir. Wolfe kosulundaki

ikinci esitsizlik yerine
IVf (i + aredy )" diel < eI Vfi dycl

esitsizligi almirsa glc¢li Wolfe Kosulu elde edilir.

2



1.GIRIS

Eslenik gradyan algoritmalarinda arama yonu olan d; vektorleri birbirleri ile
eslenik olacak sekilde tanimlanmaktadir. Bu algoritmalara eslenik gradyan algoritmasi
denilmesinin sebebi budur. d;, arama yonini hesaplamak icin bir 6nceki dj_4
vektorund bilmek yeterlidir. Yani d,, dq, ...dy_, vektorlerinin bilinmesine gerek
yoktur. Bu 6zellik sebebiyle eslenik gradyan algoritmasi fazla depolama alanina ihtiyag

duymamaktadir.

Vi1 = Gr — Jr—1 Ve |I. | ise Oklid normunu belirtmek (izere en temel eslenik
gradyan algoritmalar1 olan PRP, HS, LS, FR, DY ve CD algoritmalarinin CG

parametreleri sirasiyla

]?RP — gl’lcwyk—l II:R _ ”gkllz
lgr—111? lgr-111?
2
HS _ M DY _ M
kK = =T
di—1Yk-1 Ay 1Vk-1
Ls _ Ik V-1 cD _ g lI?
kK = 13 kK — T35
_gkdk 1 _gkdk 1

seklinde tanimlanmaktadir (Hestenes and Stiefel 1952; Fletcher and Reeves 1964; Polak
and Ribiere 1969; Liu and Storey 1991; Dai and Yuan 1999; Fletcher 2013).

Bu tezde eslenik gradyan parametresi

2 gl
— lgill* — ||d Al |gkdk 1l

G- ll? + pll gl dge-y I

seklinde olan yeni bir eslenik gradyan algoritmas: tanimlanmistir. DEI eslenik gradyan
algoritmas: olarak adlandirilan algoritmanin, Armijo ve Wolfe ¢izgi arama teknigi
kullanilarak ele almman minimizasyon probleminin ¢éziimiine global yakinsak oldugu ve

yeterli inis 6zelligini sagladig1 gosterilmistir. Ayni zamanda tanimlanan algoritmanin
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performans profili ile beraber goriintii iyilestirme problemine uygulamasi verilerek

literatiirde var olan bazi algoritmalar ile kargilastirilmistir.

Bu tez alt1 bélimden olusmaktadir. ik bdlim olan giris bdliimiiniin ardindan
ikinci bolumde literatiirdeki bazi calismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii bolimde
tezde kullanilan temel tanim, teorem ve Onermelerin bulundugu temel kavramlar yer
almaktadir. DOrdincu boliimde kisitsiz optimizasyon algoritmalarinin genel 6zellikleri
ile birlikte eslenik gradyan algoritmalarmin elde edilisi hakkinda bilgiler verilmistir. Bu
tezin orijinal kismi olan besinci boliimde yeni bir eslenik gradyan algoritmasi
tanimlanmis ve elde edilen teorik sonuglar ve bazi uygulamalar verilmistir. Altinci ve

son boliimde ise sonuglar ve oneriler yer almaktadir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

Bu bolimde eslenik gradyan algoritmalar ile ilgili literatiirde bulunan bazi

calismalardan bahsedilecektir.

Wei et al. (2006) uygun teorik 6zelliklere ve sayisal etkilere sahip bir eslenik
gradyan algoritma tanimlamak icin Polak and Ribiere (1969) calismasindan ilham
alarak

2 gl
WYL _ ”gk” ”gk—lll

k-7

9k Jr-1

seklinde yeni bir eslenik gradyan parametresini tanimlamislardir. Elde edilen WYL
algoritmasmin Wolfe-Powell ¢izgi arama teknigi altinda yeterli inis 6zelligini sagladigi
ve global yakinsak oldugu ispatlamislardir. Ayrica yazarlar WYL, PRP ve PRP+
algoritmalarini1 bazi test fonksiyonlarina uygulayarak kendi tanimladiklar1 algoritmanin

daha iyi performans sergiledigini géstermislerdir.

Huang et al. (2007) Gucli Wolfe ¢izgi arama teknigi altinda WYL

algoritmasinin yeterli inis 6zelligini analiz etmistir.

Jiang et al. (2011) JMJ algoritmasinin eslenik gradyan parametresini

2 Mgl |
“gk” ”dk—lll |gk k—1|

dl’c—l(gk = 9k-1)

JMJ _
B =

seklinde tamimlayarak, standart Wolfe ¢izgi arama teknigini kullanarak ilgili
algoritmanm genel konveks olmayan fonksiyonlar i¢in global yakimnsak oldugunu

kanitlamislardir.



2. KAYNAK OZETLERI

Rivaie et al. (2012) PRP algoritmasmm paydasmdaki || g,_4||? terimini ||d;_,]|?
ile degistirip eslenik gradyan parametresini

i, _ N9iell> — i g
k ldx—112

seklinde tamimlayarak RMIL algoritmasini 6nermislerdir ve global yakinsamayi kesin
(exact) cizgi arama teknigiyle elde etmislerdir. Bu algoritmay: FR, PRP, HS, LS, DY ve
CD algoritmalar1 ile bazi test fonksiyonlari tizerinden kiyaslayarak elde ettikleri RMIL

algoritmasinin diger algoritmalara gére daha tistiin oldugunu gostermislerdir.

Dai (2016) RMIL’den daha iyi teorik Ozellikler elde etmek icin RMIL
algoritmasmm1  modifiye ederek yeni RMIL+ algoritmasinin eslenik gradyan

parametresini

BRMIL+ _ {ﬁfMILJO < gk gr-1l < llgell®,
k 0, diger durumlarda,

seklinde vermistir. Bu algoritmanin yeterli inis 6zelligi ve global yakinsamasi kesin

cizgi arama teknigi altinda incelenmistir.

Yousif (2020) RMIL+ algoritmasina Gicli Wolfe ¢izgi arama teknigini
uygulayarak bu algoritmanin yeterli inis 6zelligini sagladigimi ve global yakinsadigini
ispatlamistir. Ayrica RMIL+, RMIL, FR ve NPRP algoritmalarin1 Gigli Wolfe ¢izgi
arama teknigi altinda inceleyerek RMIL+’nin digerlerine kiyasla daha az iterasyonla

daha 1iyi sonuglar elde edebildigini gostermislerdir.

Yao et al. (2007) WYL algoritmasmnin paymi, HS algoritmasmnin payma

uygulayarak CG parametresini

|ng||2 “gk”

VHS _ ”gk—lll

“ dlt—l(gk = Jk-1)

9k Jr—1




2. KAYNAK OZETLERI

seklinde tanimlamiglar ve boylece VHS algoritmasini elde etmislerdir. Yazarlar Gucli
Wolfe ¢izgi arama tekniginde ¢ < 1/3 secimi altinda VHS algoritmasmin yeterli inis

ozelligini sagladigini kanitlamiglardir.

Zhang (2009) WYL algoritmasindaki gI g,_; teriminin mutlak degerini alarak

eslenik gradyan parametresini

2 lgell
NPRP _ llgpll* — Mgkl
l gr-1 117

||gkgk 1l

seklinde tanimladigi NPRP algoritmasini elde etmistir. Yazar algoritmanm Gucli Wolfe
¢izgi arama tekniginde o € (0, %) parametresi ile yeterli inis 6zelligini sagladigini ve
konveks olmayan fonksiyonlar i¢in global yakmsadigmi kanitlamistir. Ayrica Zhang bu

sonucu HS algoritmasina genisleterek NHS algoritmasmin eslenik gradyan

parametresini

2 gell
NHS _ ”gk” “gk—lll

“ d£—1(gk — Jk-1)

|9k Gr—1|

seklinde tanimlamustir. Ayrica, ¢ parametresinin (0, é) ile smirlandirilmasi durumunda

NHS yonteminin de Gucli Wolfe ¢izgi arama teknigi ve standart Wolfe cizgi arama
teknigi ile birlikte yeterli inis 6zelligini sagladigini ve global yakinsak oldugunu
kanitlamigtir. Ayrica NPRP ile VPRP algoritmasini ve NHS ile de VHS algoritmasini
kiyaslayarak kendi elde ettigi NPRP ve NHS algoritmalarinin CUTE kittiphanesinde

verilen problemler (izerinde digerlerinden daha etkili oldugunu gostermistir.

Dai and Wen (2012) NPRP algoritmasini gelistirerek yeni tanimladiklart DPRP

algoritmasmin CG parametresini

2 gell
pPRP _ ”gk” ”g B ”

lilg 1| + 1 gr_11I?
7

|g£gk—1|

u>1



2. KAYNAK OZETLERI

seklinde tanimlamiglardir. Bu algoritmada f amag¢ fonksiyonunun konveks olmasi ve
adim boyutunun kesin ¢izgi arama teknigiyle elde edilmesi durumunda algoritmanin FR
algoritmasma doniistiigiinii, Armijo ve Wolfe ¢izgi arama tekniklerinin kullanilmasi
durumunda ise yeterli inis 6zelliginin saglandigini ve global olarak yakinsak oldugunu

gostermislerdir.

Chen et al. (2023), DPRP algoritmasindan ilham alarak PRP-T algoritmasini

onermislerdir. Bu algoritmada DPRP algoritmasmin paydasindaki |gid,_,| terimini

gkl

gk — 9r—1lllldi—11l terimi ile degisip, paymdaki Tovotl
k-1

carpant ¢ikarmiglardir.

Dolayisiyla algoritmanin eslenik gradyan parametresi

PRP-T i ”gk”z - gl’ggk—l
“ Ngie-1 1 + ullgre = Gre—1 Il dje—1 |

u>1

seklinde tanimlanmistir. PRP-T algoritmasinda konveks olmayan f fonksiyonunun
herhangi bir ¢izgi arama tekniginden bagimsiz olarak yeterli inis 6zelligini sagladig1 ve
bu algoritmanin hem Armijo hem de Wolfe ¢izgi arama teknigiyle global yakinsak
oldugunu ispatlamiglardir. Yazarlar PRP-T, DPRP, NHS, IWYL ve PRP+
algoritmalarmin performanslarini karsilastirarak PRP-T algoritmasmin daha iyi
performans sergiledigini gostermislerdir. Ayrica PRP-T ve PRP algoritmalarmi goriintii
restorasyon problemine uygulayarak gorinti restorasyonunda PRP-T algoritmasinin

PRP algoritmasindan daha iyi sonug¢ verdigini géstermislerdir.

Hu et al. (2022) PRP-T algoritmasindan ilham alarak yeni bir eslenik gradyan

algoritmasi olusturmustur ve bu algoritmanin CG parametresi

_lgeell 7
— ”gk_l”gkgk—l

= T >
« max{zllgelllldy-11l, I gr-111?}

gell®
2

seklinde tanimlamislardir. Bu olusturulan algoritmada herhangi bir ¢izgi arama

tekniginden bagimsiz olarak yeterli inig Ozelliginin saglandigin1 ve fonksiyonun
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konveks olmasi sart1 aranmaksizin Wolfe ve Armijo ¢izgi arama teknigiyle global

yakinsak oldugu gosterilmistir.

Wu and Xiaoyu (2023) RMIL algoritmasmin hibrit versiyonunu ele alarak yeni

bir eslenik gradyan algoritmasi 6nermislerdir ve bu algoritmanin CG parametresi

o Mgl r,
VRMIL _ g ”dk—lllgk k=1

= U > 2
K max{ullgllldi_ I, lde_. 0173 "

seklinde tanimlamiglardir. Bu algoritmanin herhangi bir ¢izgi arama tekniginden
bagimsiz olarak yeterli inis 6zelligini sagladig1 ve Lipschitz siireklilik sarti olmadan
Wolfe ¢izgi arama teknigi altinda global yakmsak oldugu gosterilmistir. Ayrica
VRMIL, DPRP, NPRP, RMIL+ algoritmalarimni goriintii restorasyon problemi tizerinden
kiyaslayarak VRMIL algoritmasmin diger algoritmalardan daha etkili oldugunu

gostermiglerdir.

Salih et al. (2018) daha Once yapilan c¢alismalardan ilham alarak YHM

algoritmasini 6nermisler ve bu algoritmanin CG parametresini

(Nlgill®> — g gr—1

, 0 < gpgr-1 < llgell?,

. 4' I gi—l?
= 2 _ Mgl | 7
I “gk” ||gk_1|| |gkgk—1| .
k A , diger durumlar.
k—1

seklinde belirlemislerdir. Yapilan ¢alismalar sonucunda bu algoritmanin yeterli inis
ozelligini sagladigint ve Wolfe ¢izgi arama teknigi altinda global yakinsak oldugunu

gostermislerdir.

Jiang and Jian (2013), DY ve FR algoritmasindan ilham alarak modifiye edilmis

eslenik gradyan parametreler 6nermislerdir. Bu algoritmalardaki CG parametreler
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£4DY — ”gkllz u >1
max{d;_; (gx — Gx—1), 1| gg di—11}
ve
lgil?
e = -1

~ max{lge_ll% ulgTde3

seklinde tanimlamis ve elde edilen algoritmalarin yeterli inis 6zelligini sagladiklar1 ve
global yakimsak olduklar1 gosterilmistir. Daha sonra MDY, HS, DHS, DY, MFR, PRP,
DPRP ve FR eslenik gradyan algoritmalarini bazi test problemleri iizerinden
kiyaslayarak MDY ve MFR algoritmalarindan daha iyi sayisal sonuglar elde etmislerdir.

Jiang et al. (2014) DY ve FR algoritmalarinda oldugu gibi PRP algoritmasini da

modifiye etmisler ve

2 _ lgell 7
'B]PRP i gl ||.9k—1||‘gk‘gk_1
k

— S u>1
max{ulgTdy,_y, lge_il2} " H

CG parametresini Onermislerdir. Yazarlar JPRP algoritmasmin hicbir ¢izgi arama
teknigi olmadan her adimda yeterli inis Ozelligini sagladigin1 ve Wolfe c¢izgi arama

teknigiyle beraber global yakinsak oldugunu ispatlamislardir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boluimde tezde kullanilan bazi temel kavramlar hakkinda bilgiler

verilecektir.

3.1. Temel Tanmim ve Teoremler

Tanmm 3.1.1: S, R" nin agik bir alt kiimesi ve f: S = R" doniisiimii verilmis
olsun. Ustelik f nin x €S noktasinda fy, (x), ..., fy, (x) kismi tiirevlerinin mevcut

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

V() = (fe, (), o) £, (%))

olarak tanimlanan Vf vektor degerli fonksiyona f nin gradyani denir. Bazen Vf yerine
gradf yazilir (Bayraktar 2010).

Tammm 3.1.2: SS R" bir bdlge ve x, €S° i¢ nokta olsun. f, x, da
diferansiyellenebilir ve bu noktada f nin birinci mertebeden kismi tiirevleri sifir yani
Vf(x,) = 0 ise veya f bu noktada diferansiyellenemez ise bu x, noktasma f nin kritik
noktas1 denir (Bayraktar 2010).

Teorem 3.1.3: f: SS R?* — R fonksiyonu verilmis ve f, ve f, kismi tiirevleri

mevcut olsun. Ayrica (a4, a,) Ve (a; + hy, a,) noktalarini R? de birlestiren t; dogru

parcasi, f Ve f, in tanim kiimesinde olsun. Bu takdirde

f(aq + hy,a;) = f(ag, az) = hyifi(cq, az)

olacak sekilde a; ve a; + h, noktalar1 arasinda ( T, Uzerinde) bir c¢; reel sayis1 vardir

(Bayraktar 2010).

Tammm 3.1.4: f € Cla,b], f' € C(a,b) ve f', [a, b] de surekli bir fonksiyona
genisletilebilirse f, [a, b] de strekli diferansiyellenebilirdir denir (Bayraktar 2010).

11
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Tanim 3.1.5: f: SS€ R" — R™ doniisiimii i¢in

IfCe) = FOIl < Lllx —
olacak sekilde bir L > 0 varsa f, S’de Lipschitz stireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tanmm 3.1.6: f: R™ - R fonksiyonu verilsin. Eger f nin gradyam Vf,

Lipschitz surekli bir donisiim ise f ye diizgin doniisiim denir (Nocedal 2006).

Tamim 3.1.7: S, R™ nin bir alt kiimesi, f: S € R"™ - R ve x, € S olsun. Her x €
Sicin f(xo) < f(x) (f(xg) = f(x)) ise f nin x, da global (mutlak) minimumu (global
maksimumu) vardir denir. Bu halde f(x,) degerine f nin global minimumu (global

maksimumu) ve x,’a ise global minimizer (global maksimizer) denir (Bayraktar 2010).

Tamm 3.1.8: S, R™ nin bir alt kiimesi, f: S ¢ R® - R ve x, € S olsun. Her x €
Ns(xo) NS igin f(xg) < f(x) (f(xo) = f(x)) olacak sekilde x,’in bir Ng(x,) civari
varsa f nin x, da lokal (yerel) minimumu (lokal maksimumu) vardir denir. f(x,)
degerine f nin lokal minimumu (lokal maksimumu) ve x,’a ise lokal minimizer (lokal

maksimizer) denir (Bayraktar 2010).

Ornek 3.1.9: f:(0,1] > R , f(x) = x3—3x fonksiyonu verilmis olsun.
f'(x) = 0 sartm1 saglayan x = 1 noktasinda lokal minimum vardir. x = 1 noktasi ise

lokal minimizerdir.

Ornek 3.1.10: f:R?->R , f(x,y)=+/x2+y? olarak tanimlanan f
fonksiyonunu i¢in £(0,0) = 0 < f(x,y) oldugundan f’nin (0,0)’da global minimumu

vardir.  ||(x,y)|| = o i¢in f(x,y) =./x? +y? > o oldugundan f’nin global

maksimumu yoktur.

Tanim 3.1.11: Her x € Ng(xg), x # x* icin f(x™) < f(x) olacak sekilde bir

Ng(xp) varsa x*a f’nin kesin lokal minimizeri denir (Nocedal 2006).

12
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Tanim 3.1.12: Esleniginin transpozu kendisine esit olan matrislere Hermityen

matris denir (Alagoz vd 2012).

10 5

Ornegin A = [ c g

] matrisi igin (4)T = A oldugundan A Hermityen matristir.

Tamm 3.1.13: A, nxn tipinde bir Hermityen matris olsun. A matrisi, sifirdan
farkli her x € R™ icin (Ax,x) > 0 sartmi sagliyorsa bu matrise pozitif tanimli matris
denir ve A > 0 ile gosterilir. Eger her x € R™ igin (Ax, x) > 0 sart1 saglaniyorsa A
matrisine pozitif yar1 tanimli matris denir ve A > 0 ile gosterilir. Her pozitif tanimli
matris ayni zamanda pozitif yar1 tanimli matris olup tersi her zaman gecerli degildir. Bir
pozitif yar1 tanimli matrisin pozitif tanimli matris olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

matrisin tersinir olmasidir (Bhatia 1996).

matrisi pozitif yar1 tamimhdir ama pozitif tanimlhi degildir.

Ornegin [; ;]

[1 ;] matrisi ise hem pozitif tanimli, hem de pozitif yar1 tanimli bir matristir.

Tamim 3.1.14: S € R" kiimesindeki herhangi iki noktayr birlestiren dogru
parcasi tamamen S’ nin i¢inde yer aliyorsa S’ye konveks kiime denir. Yani S konveks
bir kiime ise herhangi iki x,y € S noktalar1 ic¢in @ € [0,1] olmak iizere ax +
(1 —a)y € S dir. Eger f fonksiyonun tanim kiimesi S konveks kiime ve her x,y € S

ve her a € [0,1] i¢in

flax+ (1 -a)y) < af (x) + (1 —a)f(y)

esitsizligini saglarsa f’ye konveks fonksiyon denir. Eger x # y ve a € (0,1) olmak

uzere

flax+ (1 -a)y) <af(x) + (1 -a)f(y)

ise f’e kesin konveks fonksiyon denir. Ayrica —f konveks ise f’e konkav fonksiyon
denir (Nocedal 2006).

13
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Oregin S = {(x1,x,): x? + x? < 5} c R? kiimesi R? de konveks bir kiime ve

fiR? > R, f(xq,%,) = 8x% + xZ fonksiyonu da R? de konveks bir fonksiyondur.

Belli bir bolgede konveks olup da R™ (izerinde konveks olmayan fonksiyonlar
da tanimlanabilir. Ornek olarak f: R - R, f(x) = x3, R iizerinde konveks olmayip S =

{x:x > 0} lizerinde konvekstir.

Tanim 3.1.15: V € R" bos kiimeden farkli bir kiime ve f:V — R bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonunun epigrafi
epi(f) ={(x,w)xeV,weR,f(x) <w}
seklinde tanimlanir (Tiel 1984).
Ornek 3.1.16: f(x) = (x — 1)? fonksiyonunun epigrafi
epi(f) = {(x,w) € R%: (x —1)2 < w}
olup bu kiimenin geometrik yeri asagida verilmistir.

| y=fx)

epi(f)

SEKIL 3.1. f (x) = (x — 1)? fonksiyonunun epigrafi

Tamim 3.1.17: Herhangi bir lineer denklem sistemini ¢dzmek i¢in gézlemlenen

ve tahmin edilen deger arasindaki fark vektoriine rezidii denir. r rezidii vektorii, b

14
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gbzlemlenen degerlerin vektorii, A katsayr matrisi ve x ¢oziim vektorii olmak tizere

Ax = b bicimindeki denklem sisteminin rezidiisii
r=>b— Ax
seklinde hesaplanir (Shewchuk, 1994).

Tamim 3.1.18: Bir V vektor uzayi tizerinde (.) i¢ ¢arpim fonksiyonu tanimli
olsun. x,y € V i¢in eger (x,y) = 0 ise x ve y vektorleri ortogonal vektorlerdir denir.
Benzer sekilde V = {xy, x5, ..., x,} olmak iizere V i # j i¢in (x;, x;) = 0 ise V kiimesine

ortogonal kiime denir (Venit,1985).

Ornek 3.1.19: C[—m, 7] siirekli fonksiyonlarin uzayinda f(x) =sinx ile
g(x) = 1 fonksiyonlar1 i¢in

T

(sinx,1) = fsinxdx =0

-1
olup f ve g fonksiyonlar1 ortogonaldir.

Tanim 3.1.20: A, n X n tipinde simetrik, pozitif tanimli bir matris, u ve v

sifirdan farkli vektorler olmak tizere
uTAv =0

ise bu iki vektor A’ya gore eslenik vektorlerdir denir.
: a0 171 : . _[2 _[2
Ornek 3.1.21: A= [1 0] simetrik, pozitif tanimh, u = [1] ve v = [_1]

biciminde birer vektor olmak tizere u” Av = 0 oldugundan, u ve v vektorleri A’ya gore

eslenik vektorlerdir.
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Asagida, eslenik gradyan algoritmasmin elde edilmesinde dnemli bir yere sahip
olan Gram-Schmidt yontemi verilmistir. Bu ydontem bir i¢ ¢arpim uzaymda herhangi bir

vektor kiimesini ortogonallestirmek i¢in kullanilir.

Tamim3.1.22: V bir i¢ ¢arpim uzay1 ve {uq, Uy, ..., U, }, bu uzayn bir bazi olsun.

Bu durumda
v1 = ul,
Vo = U, — (uZJ vl) v
2 2 (vll U1> v
v =u (unlvl)v <un, vz) (un'vn—l) v
—_— —_— 1 —_— 2 —— (Y. i 1
p " (v, vy) (vy,v3) (Vpe1, Vpg)

esitlikleri yardimiyla elde edilen {v,,v,,...,v,} kiimesi V’nin bir ortogonal bazidir

(Horn,1985).

3.2. Kisitsiz Optimizasyonun Temelleri

Matematiksel olarak optimizasyon, degiskenler ilizerindeki kisitlamalara tabi
olan bir fonksiyonun minimizasyonu veya maksimizasyonu ile ilgilenen bir konudur. Bu

tezde optimizasyon problemi olarak minimizasyon problemi ele almacaktur.

x; bilinmeyenler veya parametreler olarak adlandirilan degiskenlerin vektort, f;

minimize veya maksimize etmek istedigimiz x’in (skaler) bir fonksiyonu olan amag
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fonksiyonu, c;; x vektoriinlin karsilamasi gereken belirli denklemleri ve esitsizlikleri
tanimlayan x’in kisitlama fonksiyonlar1 olmak iizere kisitli optimizasyon probleminin

genel formu:

c(x)=0,i €€ G.1)
ci(x)=0,iel

min f(x)
seklindedir. Burada verilen € ve [ swrasiyla, esitlik ve esitsizlik kisitlamalar1 i¢in indis
kiimeleri olup problemde verilen tiim kisitlar1 saglayan noktalarin kiimesine olurlu

bolge (feasible region) denir.

Yukarida genel formu verilen problem, amag¢ fonksiyonunun niteligine,
kisitlamalarina (lineer, lineer olmayan, konveks), degisken sayisina (biiyiik veya kii¢giik),
fonksiyonlarin diizglinliigiine (diferansiyellenebilir veya diferansiyellenemez) vb.

baghdir.

E=1=0 ise (3.1) problemine kisitsiz optimizasyon problemi denir ve bu
problem bir¢cok pratik uygulamada karsimiza c¢ikar. Degiskenler tlizerinde dogal
kisitlamalara sahip bazi problemler i¢in bile, ¢6zliimii etkilemedikleri ve algoritmalara

etkileri olmadiklar1 i¢cin bu kisitlar1 goz ardi etmek giivenli olabilir.

Optimizasyon problemindeki amag¢ fonksiyonunun ve olurlu bdlgenin her ikisi
de konveks ise, problemin herhangi bir lokal ¢6ziimii aslinda global bir ¢oziimdiir.
Konvekslik kavrami optimizasyon problemleri icin temel bir kavramdir. Pek ¢ok
problem bu 6zellige sahiptir ve sahip olmas1 hem teoride hem de pratikte problemin

coziilmesini genellikle kolaylastirir.

Verilen bir fonksiyonun minimizerlerini incelemek i¢in kullanilan temel
matematiksel ara¢ Taylor Teoremidir. Asagida Taylor Teoremi ve bazi temel teoremler

verilmistir.

Teorem 3.2.1 (Taylor Teoremi): f: R™ — R sirekli tirevlenebilir bir fonksiyon

ve p € R" olsun. t € (0,1) olmak lzere

17
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fx+p)=f)+Vf(x+tp)p

dir. Ayrica f ki kez surekli tirevlenebilir ise t € (0,1) olmak uzere

1

Vf(lx +p) = Vf(x) +fV2f(x+ tp)pdt
0

ve

FOxtp) = () + () + 30"V e+ tp)p
dir (Nocedal 2006).

Asagida optimizasyon probleminin ¢éziimii i¢in birinci ve ikinci dereceden bazi

gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.

Teorem 3.2.2 (Birinci Dereceden Gerekli Kosullar): Eger x* bir lokal
minimizer ve f, x* n agik bir komsulugunda siirekli tiirevlenebilir ise Vf(x*) = 0 dir
(Nocedal 2006).

Teorem 3.2.3 (Ikinci Dereceden Gerekli Kosullar): Eger x*, f’nin lokal
minimizeri, V2f(x*) var ve x* m agik bir komsulugunda siirekli ise Vf(x*) = 0 ve
V2f(x*) pozitif yar1 tammlidir (Nocedal 2006).

Teorem 3.2.4 (ikinci Dereceden Yeterli Kosullar): V2f, x* m acik bir
komsulugunda siirekli, Vf(x*) = 0 ve V?f(x*) pozitif yar1 tanimli olsun. Bu durumda

x*, f’nin kesin lokal minimizeridir (Nocedal 2006).

Amag fonksiyonu konveks oldugunda lokal ve global minimizerleri karakterize

etmek kolaydir. Asagidaki teorem bu durumla ilgilidir.
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Teorem 3.25: f konveks ise lokal minimizer ayni zamanda global
minimizerdir. Ek olarak, f tirevlenebilir ise bu durumda herhangi bir x* Kritik noktast,
f’nin global minimizeridir (Nocedal 2006).

Temel hesaba dayanan bu sonuglar, kisitsiz optimizasyon algoritmalarmin

temellerini saglar.
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4. ESLENIK GRADYAN ALGORITMALAR

Bu boliimde kisitsiz optimizasyon algoritmalarinin genel formu, ¢izgi arama

teknikleri ve eslenik gradyan algoritmasmin genel yapisindan bahsedilecektir.

4.1. Optimizasyon Algoritmalarimin Ozellikleri

Optimizasyon algoritmalar1 genellikle iteratif olup x degiskeninin ilk tahminiyle
baslarlar ve bir ¢6ziime ulagsmay1 umarak sonlanana kadar bir dizi iyilestirilmis tahmin
(iteratifler) {retirler. Bir iteratifden digerine ge¢mek icin kullanilan strateji bir
algoritmay1 digerinden aywrir. Cogu teknik, f amag¢ fonksiyonunun ve bu fonksiyonun
birinci ve ikinci tlirevlerinin degerlerini kullanir. Baz1 algoritmalar 6nceki iterasyonlarda
toplanan bilgileri biriktirirken, bazilar1 ise sadece mevcut noktada elde edilen yerel
bilgileri kullanir. Bu ayrintilara bakilmaksizin, iy1 algoritmalar asagidaki ozelliklere

sahip olmalidir:

a) Saglamlik: Baslangic noktasinin tiim makul degerleri i¢in ¢ok ¢esitli problemlerde 1yi

performans gostermelidirler.

b) Verimlilik: Asir1 bilgisayar zamani veya depolama gerektirmemelidirler.

¢) Kesinlik: Algoritma bilgisayarda uygulandiginda verilerdeki hatalara veya meydana
gelen aritmetik yuvarlama hatalarma asir1  duyarlh  bir  sekilde ¢oziimii

tanimlayabilmelidirler.

Bu hedeflenen 6zellikler gatisabilir. Ornegin; biiyiik, kisitsiz, lineer olmayan bir
problem icin hizli yakinsayan bir algoritma, ¢ok fazla bilgisayar depolama alani
gerektirebilir. Diger taraftan, saglam bir algoritma ayni zamanda en yavas algoritma da

olabilir.

Kisitsiz optimizasyon algoritmalarinin biiyiik ¢cogunlugu, sartlar1 saglayan keyfi

bir x, noktasindan baslayarak, daha fazla ilerleme kaydedilemediginde ya da ¢dzim
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noktasimin yeterli dogrulukla yaklastirildigi gortldiigiinde sona eren bir iteratif {x;}r—,
dizisini olusturur. Bir x;, iteratifinden digerine gecerken nasil hareket edilecegine karar
vermek icin genelde daha onceki x,, x;,..., x,_, iteratiflerinden gelen bilgiler ve f
fonksiyonu hakkindaki bilgiler kullanilir. Bu bilgiler, f(x;)’dan daha kiglk bir
fonksiyon degerine sahip yeni bir f(xj.;) iterasyonu bulmak i¢in kullanilir. Her
adimda f’nin azaltilmasinda diretmeyen monoton olmayan algoritmalar mevcuttur,
ancak bu algoritmalar bile dnceden belirlenmis olan m sayida iteratifden sonra f’nin

azalmasi gerektirir. Kisacasi f(x;) < f(xr_m) seklinde olmaldir.

Kisitsiz optimizasyon problemini ¢dzmek i¢in kullanilan algoritmalarm genel

yapisi

Xi+1 = X + Qpdy (4.1)

seklindedir. Burada a; adim uzunlugu ve d; ise arastirma yonii olarak adlandirilirlar.

Bk, simetrik ve tekil olmayan bir matris olmak (izere arama yoninun genel

formu,

dy = =B 'Vfx
seklindedir. En dik inis algoritmasinda (steepest descent method), £; birim matrisi olan
I, Newton algoritmasinda ise B, tam Hessian olan VZf(x;)’dir. quasi-Newton
algoritmasinda ), Hessian’a her seferinde diisiik dereceli bir formiil araciligiyla

giincellenen iteratif bir yaklasimdir. d;, yukaridaki sekilde tanimlandiginda ve B pozitif

tanimli oldugunda

diVfie = =Vfi B ' Vfi <0

elde edilir ve dolayisiyla dj, bir inis yoniidiir.
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Her ne kadar bazi algoritmalarda ) sabit secilse de sabit secgilmesinin
dezavantajlar1 vardwr. Yani «; biyik secildiginde minimum noktaya ulagmak
zorlasabilir ve kiiciik se¢ildiginde ise minimum noktaya ulagsmak fazla zaman alabilir.
Bu dezavantajlardan kurtulmak adma adim uzunlugunu belirlemek igin her bir
iterasyonda yeniden hesaplanmasi gereken ¢izgi arama teknikleri gelistirilmistir. a; > 0

olmak lizere a;, ’nin saglamasi gereken en temel kosullardan biri,

f Qe+ ardy) < f () (4.2)

seklindedir. Bu kosul f’de azalmay1 gerektirmektir. Bu gereklilik yakinsama icin yeterli
olmayabilir. Her bir adimdaki f degerindeki yetersiz azalma, konveks fonksiyonun
minimizerine yakinsamamasina neden olabilir. Bu durumdan kag¢inmak i¢in f’ye c; €

(0,1) olmak lizere

[l + ady) < fx) + cra Ve dy (4.3)
seklinde tanimlanan yeterli azalma kosulu uygulanmasi gerekmektedir.

Cizgi arama tekniginin basarist hem d; yoninin hem de a; adim uzunlugunun
etkili se¢imlerine baghdir. Cizgi arama tekniginde, algoritma bir d;, yoni secer ve daha
diistik fonksiyon degerine sahip yeni bir iterasyon igin mevcut olan x,, iterasyonunu
kullanarak bir arama yapar. d, boyunca hareket edilecek mesafe olan adim uzunlugu

olan «a,

1;1>i(r)1f(xk + ady) (4.4)

tek boyutlu minimizasyon probleminin yaklasik olarak ¢6ziilmesiyle bulunabilir.
Verilen minimizasyon problemini tam olarak ¢ozerek d;, yoénunden maksimum fayda
elde edilir. Ancak kesin (exact) ¢izgi arama olarak adlandirilan bu yontem masrafli
olabilir ve genellikle gereksizdir. Bunun yerine ¢izgi arama teknigini, yukarida verilen

problemin minimumuna genel olarak yaklasan bir adim bulana kadar smirli sayida
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4. ESLENIK GRADYAN ALGORITMASI

deneme adim uzunlugu iiretir. Her yeni noktada yeni bir arama yonii ve adim uzunlugu

hesaplanarak iglem tekrarlanir.

Cogu ¢izgi arama teknigi d;.’ min inis yonii olmasmi yani d.Vf, < 0 esitsizligini
saglamasini gerektirir. Ciinkii bu esitsizlik f fonksiyonunun bu yonde azalalabilecegini

garanti eder.
4.2. Cizgi Arama Teknikleri

Cizgi arama teknigi kesin ve kesin olmayan (inexact) ¢izgi arama teknikleri
olarak kategorize edilebilir. Kesin ¢izgi arama teknigi, adindan da anlasilacagi gibi, her
iterasyonda kesin minimizeri bulmay1 amaglarken kesin olmayan ¢izgi arama tekniginde
minimum degere yaklasik bir deger elde etmek i¢in adim uzunluklar1 belirler. Kesin

¢izgi arama tekniginin genel formu
flxp + ardy) = miglf(xk + ady)
az

seklindedir. Hesaplamali optimizasyonun ilk yillarinda, bir¢ok arastirmaci kesin ¢izgi
arama tekniginin oldukga yavas oldugunu gérmiis ve bunun yerine kesin olmayan ¢izgi
arama teknigini kullanmay1 se¢mistir. Asagida ayrintili verilecek olan Armijo, Gugli
Wolfe ve Zayif Wolfe gibi cizgi arama teknikleri, kesin olmayan c¢izgi arama

tekniklerinden bazilaridir.

Kesin olmayan bir ¢izgi arama tekniginde c¢; € (0,1) olmak {izere her seyden

once a; nin
f e + agdy) < f(xp) + cra V! dy (4.5)

esitsizligiyle Olgiilen f amag¢ fonksiyonunda yeterli azalmayr saglamasi gerekir.
Yukarida verilen esitsizlik genellikle Armijo Kosulu olarak adlandirilmaktadir. Bu
teknikteki amag, 0 < p <1 ve j, pozitif bir tamsayr olmak Uzere (4.5) esitsizligini

saglayan a, = p’k seklindeki en biiyiik a; adim uzunlugunu bulmaktir. Yeterli azalma
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4. ESLENIK GRADYAN ALGORITMASI

kosulu a;,’nmn kiiciik degerleri icin makul bir ilerleme saglar fakat algoritmanin dogru
calismasii saglamak i¢in tek basina yeterli degildir. Kabul edilemeyecek kadar kisa
adimlar1 ortadan kaldirmak i¢in aj’nmn ikinci bir gereklilik olan egrilik kosulunu

saglamasi gerekmektedir. Egrilik kosulu ¢, € (c;, 1) olmak Uizere

Vf(xy + arpdi)Tdy = ¢,V dy (4.6)

seklindedir. 0 < ¢; < ¢, < 1 olmak tizere (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri toplu olarak Wolfe

Kosulu olarak adlandirilmaktadir.

(4.5) esitsizligi ile birlikte a

IVf G + ardi) " di| < oI Vf el (4.7)

esitsizligini saglayacak sekilde belirlenirse bu teknige glclli Wolfe ¢izgi arama teknigi

denir.

p € (0,1), g, € (0,1) ve g, > 0 olmak lzere Armijo tipi ¢izgi arama teknigi a;

adim uzunlugunu, asagidaki esitsizlikte a, yerine p/,j = 0,1,2, ... yazarak

fQxy + aydy) — f(xk) < U1akvfdek - aza,%lldkllz

esitsizligini saglayan en biiyiik p/ olarak belirler.

0<p<1ve 0<o<1 olmak Uzere Wolfe tipi ¢izgi arama teknigi aj’y1

belirlemek icin

f (e + agdy) — f(xp) < —paglldell®

Vf(xy + ardi)"dy = —20a|ldgll?
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esitsizliklerini kullanmaktadir.

4.3. Eslenik Gradyan Algoritmalar

Bu bolimde eslenik gradyan algoritmalarin elde edilisi hakkinda bilgiler

verilecektir.

A, n x n tipinde simetrik ve pozitif tanimli bir matris ve x bir vektor olmak

tizere eslenik gradyan algoritmasi ilk olarak

I
S

Ax

seklindeki lineer denklem sisteminin ¢ozliimii i¢in tanimlanmistir. Sifirdan farkli u ve v

vektorlerinin A’ya gore eslenik olmasi
uTAv =0

esitliginin saglanmasin1 gerektirir. Ote yandan A, simetrik ve pozitif tanmimli bir matris

oldugundan bu matris yardimiyla
(u,v)4 == uTAv

seklinde bir i¢ carpim tanimlanabilir. Bu i¢ carpima gore iki vektoriin eslenik olmasi
icin gerek ve yeter sart bu i¢ carpima gore ortogonal olmalar1 gerektigi aciktir.
Tanimlanan bu i¢ ¢arpim ele alman problemin ¢6zliimiinii bulmak i¢in kullanilacak
onemli bir aragtir. A matrisinin 6zel se¢iminden dolay1 Ax = b lineer denklem

sisteminin ¢6zimu ile

1
flx) = ExTAx —xTh,x € R®
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seklinde tanmimli ikinci dereceden fonksiyonunun minimizeri ¢akigmaktadir. f(x)
fonksiyonunun 72 f (x) Hessian matrisi A oldugundan minimizerin var oldugu acik olup

bu minimizer
Vf(x) =Ax—b

esitligini saglar. Bu minimizere ulasmak i¢in gerekli olan d, baslangi¢ arastirma yonii
do = —Vf(x,) = b — Ax, seklinde almir. Burada temel mantik birbirleri ile eslenik
olan R™ nin bir ortogonal tabanmni elde etmektir. d, vektorii bu tabanin ilk vektoriidiir.
Tabandaki diger vektorlerin d, ve dolayisiyla gradyanla eslenik olmasi gerektiginden
bu algoritmaya eslenik gradyan algoritmast adi verilir. dy’in algoritmanmn ilk
adimindaki rezidii oldugu asikar olup, 7y, ise k.adimdaki rezidi olmak Uzere r, = b —
Axj dir. Tabandaki vektorlerin birbirlerine eslenik olmalar1 gerektiginden bunu
saglamanin bir yolu, bir sonraki arama yoniiniin mevcut rezidii ve bir onceki arama
yonlerinden olusturmaktir. Vektorlerin eslenik olmalar1 ile A matrisine gére ortogonal

olmalar1 denk oldugundan diger arastirma yon vektorleri

seklinde Gram-Schmidt yontemi ile elde edilebilir. Bu yoni takip ederek bir sonraki en

uygun nokta

_ d,trk
~ dlAd,

olmak Uzere

X1 = X + agdy

esitligi ile belirlenir. Sonug olarak A; reel, simetrik ve pozitif tanimli bir matris olmak

Uzere Ax = b’nin ¢6zlimii i¢in elde edilen bu algoritma asagidaki sekildedir.
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1. Adim: ry = b — Ax, olsun. Eger r, yeterince kiiciikse algoritma ¢iktis1 olarak x,

almsin.

2. Adim: Eger r yeterince klglk degilse dy = 1y, k = 0 olmak lizere

an = T Tk
y =
dr Ad,’

Xi+1 = Xp + apdy,
Ti+1 = T — A Ady,
olsun. 7, yeterince kiigiikse dongiiden ¢ikilsin, degilse

T
B, = Tie+1Tk+1
e = e
Ty

di+1 = Teer + Brdi
degerleri hesaplansin.

3.Adim: k = k + 1 alarak Adim 2’ye don.

Eslenik gradyan algoritmasinin diizgiin, lineer olmayan ve surekli tirevlenebilir

bir f: R™ = R fonksiyonunun

min{f (x):x € R"} (4.8)

seklindeki kisitsiz optimizasyon problemini ¢dzmek i¢in tamimlanacak olmasi

durumunda x, rastgele segilen bir baslangi¢ noktasi olmak iizere algoritmanin genel

formu
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Xpyr1 = X + akdk (49)

seklindedir. Burada «j, genellikle ¢izgi arama kosullar1 ile elde edilebilen pozitif adim

uzunlugu ve d,, ise genellikle

4. = {—gk, k =0ise (4.10)
ko —Jk +:8kdk—1, k > 1ise

seklinde tanimlanan arama yoniidiir. Burada g, = Vf(x;) ve B ise CG parametresidir
ve B, ’nin farkli se¢ilmesiyle farkli CG algoritmalari elde edilir. d; arama yoninin

genellikle
grdi < —cligll®,c >0 (4.11)
seklinde verilen inig 6zelligini saglamasi beklenir.

Yi-1 = 9k — 9r—1 Ve |I. || ise Oklid normunu belirtmek tizere PRP, HS, LS, FR,
DY ve CD tarafindan tanimlanan en temel eslenik gradyan algoritmalarmm eslenik

parametreleri

PRP _ gl’g.’y}C—l FR _ ”gkllz
= R = ————

o llgr-all? G112

HS _ glek—l DY __ ”ngZ
T kK T T o
di—1 V-1 Al Ve

1s _ _9kVi1 o gl
Kk T 145 kK T T4
~ g di-1 — g k-1

seklinde tanimlanmaktadir (Hestenes and Stiefel 1952; Fletcher and Reeves 1964; Polak
and Ribiere 1969; Liu and Storey 1991; Dai and Yuan 1999; Fletcher 2013).
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Eslenik gradyan algoritmalari, biiyiik 6lgekli lineer olmayan optimizasyon
problemlerini ¢c6zmek i¢in kullanilan iteratif algoritmalarin popiiler bir ailesidir. Bunun
nedeni algoritmalarin  adimlar1  hesaplanirken  ikinci  dereceden tiirevlerin
hesaplanmasina gerek olmamasi, diisik depolama ve hesaplama, uygun yakinsama
orant gibi uygun Ozelliklerinin var olmasidir. Esglenik gradyan algoritmasinin
kullanildig1 alanlar; miithendislik optimizasyon problemleri, sinir ag1 egitimi ve goriintii
restorasyonu gibi alanlardir. Bu algoritma ilk olarak 1952 yilinda Hestenes ve Stiefel
(Hestenes and Stiefel 1952) tarafindan biiyiik Ol¢ekli lineer denklem sistemlerini
¢ozmek i¢in dogrudan bir algoritma olarak tanitilmigtir. Daha sonra, bu algoritma 1964
yilinda Fletcher-Reeves (Fletcher and Reeves 1964) tarafindan lineer olmayan

problemler icin genellestirilmistir.

Yillar boyunca tanimlanan bazi CG algoritmalart uygun sayisal sonuglara
sahipken, genel fonksiyonlar i¢in global yakinsamalari ise garanti degildir. Mesela CG
algoritmalar1 arasinda en etkili olarak kabul edilen PRP ve HS algoritmalarinin
yakmsama Ozellikleri o kadar da iyi degildir. Ornegin Polak ve Ribiere (Polak and
Ribiere 1969) f fonksiyonunun konveks olmasi durumunda kesin ¢izgi arama teknigiyle
PRP algoritmasmin global yakinsak oldugunu gostermesine Kkarsin fonksiyonun
konveks olmamasi durumunda algoritmanm global yakinsakligini garanti edememistir.
Gilbert and Nocedal (1992) yaptigi ¢alismada ise yeterli inis &zelligi altinda BFRP

parametresini SERP* = max{B{*F,0} seklinde modifiye ederek ve a; y1 Wolfe gizgi

arama teknigi ile hesaplayarak PRP+ algoritmasinin global yakinsak oldugunu
ispatlamiglardir. Daha sonra yazarlar ayni genellestirme mantigini HS algoritmasina
uygulamiglardir. HS algoritmasmin uygulamalar1 ve yakinsama 6zellikleri hakkinda pek
cok arastirma yapilmistir. Bu calismalarin yani sira bircok arastirmaci farkli hedefler
icin ¢esitli genellestirmeler yapmislardir. Eslenik gradyan algoritmalar1 hakkinda daha
detayli bilgi edinmek i¢in Hager and Zhang (2006) ¢caligmasina bakilabilir.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde yeni bir eslenik gradyan algoritmasi tanitilacak ve algoritmanin
Armijo ve Wolfe ¢izgi arama teknigi kullanarak (4.8) probleminin ¢6ztimiine global

yakimsak oldugu ve yeterli inis 6zelligini sagladig1 gosterilecektir.
5.1. DEI Eslenik Gradyan Algoritmasi

Bu baslik altinda tanimlanacak olan DEI eslenik gradyan algoritmasinin eslenik

gradyan parametresi

2 _ lgell T
”gk” ”dk—lll |gkdk—1| (51)

DEI _
“ lgr-111? + wll gl dre—1

seklinde olup algoritmanin adimlar1 agagida verilmistir.

1. Addim: 0 < § <o <1 vepu>1olmak lzere g6, p,u parametrelerini ve x, € R®

baslangi¢ noktasini secin. dy, = —g, Ve k = 0 olarak ayarlayin.

2. Adim: ||g(x;) || < € ise dur. Aksi takdirde 3. Adim’a gidin.

3. Adim: d;, arama yonuni d, = —g, + BPE d,_, seklinde hesaplaymn.

4. Adim: Adim uzunlugu olan a;’yr Wolfe ¢izgi arama teknigi veya Armijo ¢izgi

arama teknigi ile bulun.

5. Adim: (4.9)’a gOre xj, 1 hesapla ve k := k + 1 alarak 2. Adim’a gidin.

Simdi DEI Algoritmasi tarafindan olusturulan d; arama yoniiniin yeterli inis

ozelligini sagladig1 kanitlanacaktir.
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Lemma 5.1: g, = g(x;) olmak Uzere {x;},{di} ve {gi} DEI Algoritmasi

tarafindan tiretilen diziler ve ¢; = 1 — %, u > 1, olmak Gzere

grdr < —cillgrll? (5.2)

dir.

Ispat: Eger k=0 ise (4.10)dan gld,= —glgo, < — (1 — i) lgoll? elde

DEI »

edilir. Simdi k > 0 igin (5.2) esitsizliginin saglandigini gosterelim. (5.1)’deki ;7% 1
(4.10)’ da yerine yazilirsa

g;fdk = —Ilgkllz + ,Bi?EIg;deq < —IngIIZ + |,31?E1||917;dk—1| (5-3)

elde edilir. Eger g7 d,_, = 0 ise
T 2 1 2
Ik = —llgell* = -1 - ;)”gk”

oldugu goriiliir. Eger gl dj_, # 0 ise (5.1)” de Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

2 _ “gk” Td
“gk” ”dk—1” |gk k—1|

g 11? 1 gl (5.4)
gr-1112 + ullgrellllde—1 Il = wllgellllde—1 Il p k-]l

154! =

olur. Buradan (5.4)’0 (5.3)’Un sag tarafina yazip ve Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilirsa,

llgill®

T
_ d,_
algeldey T 19k 1]

Irdie < —llgicll? + 185 N gic dr—1] < —llgicll? +

< =1 = Dllgel? (5:5)
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bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi ise Wolfe ve Armijo ¢izgi arama teknikleri yardimiyla asagidaki kabuller

altinda yeni 6nerilen algoritmanin global yakmsak oldugu gosterilecektir.
Kabuller:

(i) A={x €R"f(x) < f(xq)} seviye kiimesi sinirli olsun. Yani her x € A igin

x|l < M, olacak sekilde bir M, sabiti var olsun.

(i) f surekli turevlenebilir bir fonksiyon ve A’ nin bir U komsulugunda f alttan

sinirli olsun.
(iii) g = Vf Lipschitz strekli bir fonksiyon yani her x, y € U igin
lgG) — gl < Llix — vl
olacak sekilde bir L > 0 var olsun.

Yukarida verilen kabullerden yola ¢ikarak, her x € U icin ||g(x)|| < M, olacak
sekilde bir M, > 0 sabitinin var oldugu sdylenebilir.

Simdi yakinsaklik teoremini ispatlamak i¢in gerekli olan asagidaki lemmay1

verelim.

Lemma 5.2: {x;},{d,} ve {gx} DEI Algoritmas: tarafindan iiretilen diziler

olsun. (i)-(iii) kabulleri altinda

lldill < (1 +%)||gk|| (5.6)

esitsizigi gegerlidir. Ustelik
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ldill < c
olacak sekilde ¢, > 0 vardur.
Ispat: (5.1) ve (4.10)’dan
ldill < gl + 1827 M d—1 I
esitsizligi elde edilir. (5.4) esitsizliginden ise

1 lgell 1
ldill < Nlgrll + =7 ldk—1 Il = (1 + Dl gell
k Ik .u”dk—lll k-1 ( ﬂ) Ik

oldugu goriiliir. ||gxll < M, olacak sekilde M, var oldugundan, her x € U igin
1
ldill < (1 + ;)Mz

esitsizligi saglanir. ¢, = (1 + %)MZ alinirsa ||dg || < ¢, esitsizligi elde edilir.

Wolfe c¢izgi arama teknigi altinda DEI Algoritmasmnin global yakinsama

ozelligini olusturmamiz igin asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 5.3: (Zoutendijk Kosulu) x, herhangi bir baslangi¢c noktasi, a; Wolfe

¢izgi arama teknigiyle iiretilen adim uzunlugu, d; arama yonu olmak Uzere (4.9) ve

(4.10) formundaki herhangi bir algoritma icin

+ o0
(grdi)*
lldi II?

k=1

esitsizligi saglanir (Zoutendijk,1970).
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(5.7)’den ve Lemma 5.1’den asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonu¢ 5.4: Adim uzunlugu olan a;’nin Wolfe c¢izgi arama teknigiyle
belirlendigini ve {x;},{d;} ve {gy} dizilerinin DEI Algoritmasi tarafindan iretildigini
kabul edelim. (i)-(iii) kabulleri altinda,

+00
llgicll* (5.8)

2
LT,

dir.

Bu lemmalarin ardindan yeni tanimlanan DEI Algoritmasinim yakinsaklik

teoremi verilecektir.

Teorem 5.5: (i)-(iii) kabulleri saglansin. a;, , Wolfe ¢izgi arama teknigiyle elde

edilmek tzere DEI Algoritmasi igin

lim inff| g || = 0 (5.9)

dir.

Ispat: Aksini kabul edelim. Bu durumda vk > 0 icin
lgill > & (5.10)

olacak sekilde bir € > 0 vardir. (5.6) nin her iki tarafinin da karesi alinirsa

Nldill? = llgill> = 2Bk gF d—1 + B2l ds_1|I? (5.11)
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bulunur. B2’ nin tanimindan ve (5.4)’den

21l ggclI” (5.12)

=28 g d-1 < 218" 1 giedi-1] <

oldugu goriiliir. (5.1) ve (5.12), (5.11)’de yerine yazilirsa,

20gell” | llgel* 2\ 1 ldel? (613)
Idell? < lgell? + =2 + leioall? = (147 o +
T T g el ™ Tge—a®

elde edilir. Daha sonra (5.13)’de bulunan ifadenin her iki tarafi da || g, ||* e bolunirse

IIdeI2<( g> 1 +||dk—1||2 (5.14)
lgell* — w llgell?  lgpe-11l*

bulunur. (5.14)’0 iteratif olarak kullanip, ||d;]|? = —gTdy = |lg1|I*> olduguna dikkat

edilirse,

ld 1 Z [ 2llgiall] _ Z - (5.15)
llgell* = Lillgill? ullgl Al =
elde edilir. O halde (5.15) ve (5.10)’dan
lgill® _ & (L) (5.16)
ldell® — k \us, + 2¢

bulunur ve bu bilgilerden yola ¢ikarak
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(5.17)

i lgell*
NdellZ ~

k=1

elde edilir. Bu ise (5.7)’deki Zoutendijk kosuluyla gelisir. Buradan yola ¢ikarak (5.9)’lin

dogru oldugu soylenir. Dolayistyla kabuliimiiziin gegerli olmadigini yani
lim infll g || = 0
oldugu soylenir.

Asagida Armijo c¢izgi arama teknigi ile birlikte DEI Algoritmasinin global

yakmsamasini ispatlamak i¢in gerekli olan lemmalar verilmistir.

Lemma 5.6: {x,},{d,} ve {g,} dizilerinin DEI Algoritmas: tarafindan
iiretildigini ve «a; adim uzunlugunun Armijo ¢izgi arama teknigiyle elde edildigini

kabul edelim. Bu durumda her k igin

. (gtdy) (5.18)
S PATE

olacak sekilde bir ¢; > 0 sabiti vardir.

Ispat: Armijo ¢izgi arama teknigi, (5.5) ve (i) kabulii altinda,

(5.19)
z —8ak ggdk < 400

i=1

elde edilir. Bu durumda asagida verilecek olan iki durumu goz Oniinde bulundurarak

(5.18) ispatlanir.
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1.Durum: a, =1 olsun. (5.5 den gld (1——)|ng||2 oldugu

bilinmektedir. Dolayisiyla (5.18)’de verilen esitsizlik ¢; = HL (u > 1) ile saglanir.

2.Durum: a; < 1 olsun. Armijo ¢izgi arama tekniginden p~la,, Armijo cizgi

arama teknigindeki esitsizligi saglamaz. Bu ise

fCoe+ pragdi) — f (o) > crapp ™' gicdy (5.20)
anlamina gelir. x;, + t,p " a,d; € N olmak iizere ortalama deger teoreminden

fOg +ptagdy) — fx) = agp g + trp ey dy )" dy
= app tgidr + arp (g (xy + teptardy) — gi)dy

< awp™' gl dy + Lagp~|1dyll2 (5.21)

olacak sekilde bir t; € (0,1) vardir. Yukarida verilen son esitsizligi (5.19) ile
degistirerek

(A =0)p(-grdy)
SN PR

elde edilir. Bu durumda ¢; = min{-%-, 9=22} alinmasi durumunda (5.18) elde edilr.

(5.18) ve (5.19) esitsizliklerinden asagidaki Zoutendijk kosullar1 kolayca elde

edilir.

Lemma 5.7: x,, (i)-(iii) kabulleri altinda bir baslangi¢ noktast olsun. dj inis
yoni ve «; Armijo kosulunu saglayan adim uzunlugu olmak iizere (4.9) ve (4.10)

formundaki herhangi bir algoritma icin
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" (@g0)° (5.22)
Naz =%
k=1

dir.

(5.5), Lemma 5.3 ve (5.22)’den

- gl (5.23)

2
£ [ldil
esitsizligi elde edilir.

Lemma 5.7 ve Teorem 5.5’deki ayni argiimanlar kullanilarak, Armijo ¢izgi

arama teknigiyle birlikte DEI Algoritmasimnin global yakinsamasi elde edilebilir.

Teorem 5.8: (i)-(iii) kabullerinin gegerli oldugunu kabul edelim. «;, Armijo

¢izgi arama teknigiyle elde edilmek tizere DEI Algoritmasi igin

lilzn infllgill =0 (5.24)

dir.

Dolayisiyla tanimladigimiz algoritma tarafindan tiretilen dizi (4.8)’de verilen

minimizasyon problemine kuvvetli yakinsaktir.
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5.2. Sayisal Sonugclar

Bu bolimde, DEI Algoritmasmin hesaplama performansmi gostermek igin
kullanilan sayisal deneyler iki kisma ayrilmistir. ilk kisimda biiyiik 6lcekli kisitsiz
problemler igin bir similasyon testi, ikinci kisimda ise goruntl restorasyon
problemlerine yonelik bir uygulama yer almaktadir. Tim kodlar MATLAB R2024b ile
yazilmigtir ve Windows 10 igletim sistemi ile donatilmig Intel Core 15-1235U 1.30 GHz,
8.00 GB bellege sahip bir bilgisayarda ¢alistirilmistir.

5.2.1. Biiyiik Ol¢ekli Kisitsiz Problemler I¢in Simiilasyon Testi

Bu bélimde oOnerilen DEI Algoritmasinin performanst PRP, PRP-T, WYL,
RMIL, DHS, NPRP2 ve IWYL algoritmalar1 ile karsilastirilmistir. Adim uzunlugunu
belirlemek icin (4.5) Armijo Kosulu kullanilmis ve @« = 1, p = 0.1 ve ¢ = 1073 olarak

alinmustir.

Asagidaki tabloda algoritmalar1  karsilastirmak i¢in  kullanilan  test

fonksiyonlarmin adlar1 verilmistir.

Cizelge 5.1: Algoritmalar1 karsilagtirmak i¢in kullanilan test fonksiyonlart

Num. | Fonksiyon Adi Num. | Fonksiyon Adi

1 Extended White & Holst Fonksiyon | 10 Generalized Rosenbrock Fonksiyon
2 Extended Beale Fonksiyon 11 Extended Penalty Fonksiyon

3 Extended Himmelblau Fonksiyon 12 Perturbed Quadratic Fonksiyon

4 Generalized Tridiagonal 1 Fonksiyon | 13 Diagonal 1 Fonksiyon

5 Diagonal 4 Fonksiyon 14 Diagonal 2 Fonksiyon

6 Extended Powell Fonksiyon 15 Diagonal 5 Fonksiyon

7 Extended Hiebert Fonksiyon 16 Power Fonksiyon (CUTE)

8 Extended Tridiagonal 2 Fonksiyon 17 EG2 Fonksiyon (CUTE)

9 Fletchcr Fonksiyon (CUTE)

Sekiz algoritmanm blylk 06lcekli kisitsiz optimizasyon problemini ¢ézme
performansini test etmek ig¢in her bir test probleminin boyutlart n = 5000 olarak

secilmistir. Durdurma kriteri olarak ||g(x)|l < 1073 veya Itr > 20000 kosullarindan
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biri kullanilmistir. Burada Itr, algoritmalarin iterasyon sayisini temsil etmektedir. Eger
iterasyon sayist 20000'i gegerse, algoritmanin test problemini ¢dzemedigi kabul

edilmistir.

Verilen algoritmalarin sayisal performanslarmi gostermek i¢in Dolan and More
(2002) tarafindan tanimlanan performans profil egrisi kullanilmistir. P problemler

klimesi, S ¢Ozucller kiimesi, n, problem sayisi, t, ¢ Tcpu zamani Ve ng ¢dziicii sayis

.. . t
olsun. Her s € S ve her p € P igin t; = min{t, ;s € S}, y,s = 2> ve m{p € Ply, s <
14

t}ise {p € Ply,s < t} kiimesinin elemanlarmin say1s1 olmak iizere performans oran,

1
P(t) = n—m{p € Ply,s < t}, vt €RY
14

seklinde tanimlanir. Bu degerlere gore elde edilen grafikte, en Ustteki egriye sahip olan
algoritma, alttaki egriye sahip diger algoritmalardan daha iyi performansa sahiptir yani

en verimli algoritma, egrisi tiim egrilerin sol {ist kdsesinde olan algoritmadir.

Karsilagtirilacak olan algoritmalarin ele aliman test fonksiyonlarmi ¢dzme

stireleri asagidaki Cizelge 5.2’de verilmistir.

Cizelge 5.2: Algoritmalarin test fonksiyonlarini ¢ozme stireleri

DEI PRP PRP-T | WYL RMIL DHS NPRP-2 | IWYL
1 17,33 | 52,12 5,51 51,98 56,43 2,85 47,14 12,27
2 18,68 | 11,09 4,98 14,73 11,68 18,86 16,51 3,52
3 1,039 | 1,08 1,09 1,11 1,14 1,07 1,08 1,06
4 153,29 | 155,81 | 155,39 | 142,54 | 153,22 | 153,53 | 87,54 153,41
5 4,00 4,26 4,40 4,17 4,30 4,03 4,16 4,09
6 80,00 | 13558 |137,90 | 136,07 | 118,66 |101,82 | 123,28 129,25
7 68,05 | 68,28 67,99 88,36 73,47 117,23 | 112,75 116,80
8 73,99 | 74,50 71,73 72,03 71,66 69,63 91,17 92,44
9 56,63 | 75,69 80,44 85,80 85,74 83,34 63,44 84,70
10 | 54,25 | 57,54 147,42 | 61,86 98,48 76,21 132,28 77,26
11 | 1,19 1,20 1,31 1,30 1,32 1,236 1,22 1,27
12 | 52,35 | 52,51 54,52 57,98 62,79 67,37 72,73 70,52
13 | 102,53 | 96,50 158,05 | 140,91 | 149,35 | 167,71 | 139,91 159,11
14 | 16,45 | 16,53 16,70 25,66 25,60 27,59 25,17 25,29
15 | 0,01 0,01 0,04 0,017 22,13 0,01 0,01 0,01
16 | 36,30 | 37,97 37,77 36,01 37,70 38,73 42,18 41,03
17 129,38 | NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
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Cizelge 5.3: Algoritmalarin test fonksiyonlarmi ¢dzme siirelerinin 0 fonksiyonu en hizli ¢6zen
algoritmanin ¢ozme siiresine oranlar1

DEI PRP PRP-T | WYL RMIL DHS NPRP-2 IWYL
1 6.0636 | 18.2379 | 1.9296 18.1889 | 19.7463 1 16.4972 4.2946
2 5.2992 | 3.1469 1.4137 41783 3.3131 5.3508 4.6840 1
3 1 1.0471 1.0558 1.0692 1.1010 1.0365 1.0394 1.0250
4 1.7509 | 1.7797 1.7749 1.6281 1.7501 1.7537 1 1.7523
5 1 1.0641 1.0993 1.0416 1.0736 1.0077 1.0389 1.0209
6 1 1.6946 1.7236 1.7007 1.4831 1.2727 1.5408 1.6154
7 1.0007 | 1.0042 1 1.2995 1.0805 1.7240 1.6582 1.7176
8 1.0625 | 1.0699 1.03 1.0344 1.0290 1 1.3092 1.3274
9 1 1.3364 1.4204 1.5149 1.5139 1.4716 1.1201 1.4956
10 |1 1.0605 2.7171 1.1402 1.8151 1.4046 2.4381 1.424
11 |1 1.01 1.1040 1.0964 1.1107 1.0369 1.0285 1.0679
12 |1 1.0029 1.0413 1.1075 1.1992 1.2869 1.3891 1.3469
13 | 1.0624 |1 1.6377 1.4601 1.5476 1.7378 1.4498 1.6487
14 |1 1.0048 1.0154 1.5594 1.5559 1.6771 1.5297 1.5372
15 |1 1.066 2.8 1.1333 1475.333 | 1.0666 1.0666 1
16 | 1.0079 | 1.0544 1.0488 1 1.0468 1.0755 1.1712 1.1392
17 1 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

Bu tablodaki verilere performans profili elde etmek

uygulanirsa asagidaki Cizelge 5.4 elde edilir.

Cizelge 5.4: Cizelge 5.3’deki sonuglarm 2 tabanindaki logaritma degerleri

icin gerekli islemler

DEI PRP PRP-T | WYL RMIL DHS NPRP-2 | IWYL
1 2,6001 | 4,1888 | 0,9483 | 4,1849 | 4,3035 0 4,0441 2,1025
2 2,4057 | 1,6539 | 0,4994 | 2,0629 | 1,7281 2,4197 | 2,2277 0
3 0 0,0663 | 0,0783 | 0,0965 | 0,1388 0,0517 | 0,0557 0,0356
4 0,8080 | 0,8316 | 0,8277 | 0,7031 | 0,8074 0,8104 |0 0,8092
5 0 0,0896 | 0,1365 | 0,0588 | 0,1024 0,0110 | 0,0550 0,0298
6 0 0,7609 | 0,7854 | 0,7661 | 0,5686 0,3478 | 0,6236 0,6918
7 0,0010 | 0,0060 | O 0,3779 | 0,1116 0,7857 | 0,7236 0,7803
8 0,0874 | 0,0974 | 0,0426 | 0,0487 | 0,0412 0 0,3886 0,4086
9 0 0,4183 | 0,5062 | 0,5992 | 0,5982 0,5573 | 0,1636 0,5807
10 |0 0,0847 | 1,4420 | 0,1892 | 0,8600 0,4901 | 1,2857 0,5099
11 |0 0,0143 | 0,1427 | 0,1327 | 0,1514 0,0522 | 0,0405 0,0947
12 |0 0,0041 | 0,0583 | 0,1473 | 0,2620 0,3638 | 0,4741 0,4296
13 |0,0873 | 0 0,7116 | 0,5460 | 0,6300 0,7972 | 0,5358 0,7213
14 |0 0,0069 | 0,0220 | 0,6409 | 0,6377 0,7459 | 0,6132 0,6203
15 |0 0,0922 | 1,4854 | 0,1805 | 10,526 0,0930 | 0,0930 0
16 | 0,0113 | 0,0764 | 0,687 |0 0,0659 0,1050 | 0,2279 0,1880
17 |0 8,3776 | 2,9708 | 8,3698 | 21,052 4,8394 | 8,0882 4,2050

Elde edilen bu tablodaki degerler kullanilarak algoritmalarin CPU siirelerine

gore olan performans profilleri asagidaki Cizelge 5.5’de gorulmektedir.
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Cizelge 5.5: Tcpu performans profilleri

i 1
1

DEI
PRP

PRP-T
—— WYL
RMIL
DHS
NPR-2
IWYL

Cizelge 5.5°den goriildiigii tizere verilen test problemlerini ¢6zme performansi

en iyi olan algoritma DEI Algoritmasidir.

5.2.2.GOruntd Restorasyon Problemlerine Uygulama

Gorunti; gercekteki 3 boyutlu herhangi bir nesnenin 2 boyutlu bir yiizey tizerine
diistiriilmiis haritas1 olarak tamimlanabilir. Dijital gorintiler bilgisayar ortaminda
matrislerle temsil edilirler. Matrislerin her bir girisine piksel denir. Bu da goruntilerin

piksellerden olustugunu ifade eder.

Goruntl renkli gorantd, gri seviyeli gorunti ve siyah beyaz gorinti olmak Gzere
ice ayrilir. Bu tezde gri seviyeli goriintiiler kullanilmistir. Gri seviyeli goriintiilerde
siyah, beyaz ve grinin tonlar1 mevcuttur. 0 pikseli siyah rengi, 255 pikseli beyaz rengi

ve 0 ile 255 arasindaki pikseller ise grinin tonlarini temsil etmektedir.

Guraltd, goriintiiyii elde etme asamasinda ya da goriintiiyli bir kaynaktan bagka
bir kaynaga aktarirken olusan piksel bozulmalaridir. Gauss, Tuz ve Biber (Salt ve
Pepper) ve Foton bazi giiriiltii ¢esitleridir. Tuz ve Biber giiriiltiisii genel olarak veri

iletimindeki hatalardan kaynaklanir ve rastgele giiriiltii olarak da adlandirilir. Bu giirtiltii
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cesidine sahip bir goriintiide giiriiltiilii pikseller ya 0 (biber) ya da 255 (tuz) degerini
alir. Asagida Tuz ve Biber giriltisiine sahip 6rnek bir goriintii verilmistir.

Original Image Noisy Image

Sekil 5.1: %15 giiriiltii ile bozulmus giiriiltili Lena goriintiisi

Goriintii islemede goriintiileri bulaniklastirmak ya da kenarlar1 belirginlestirmek
icin ortalama (mean), orta deger ya da medyan (median) ve Gauss gibi dijital
filtrelemeler kullanilmaktadir. Bunlardan medyan filtreleme isleminde her piksel, bir
dizi komsu piksel degerinin ortanca degeri ile degistirilir. Gurlltali goruntudeki
bozulan piksellerin dort bir yanindaki piksel degerleri siralanir ve sirali listede orta
deger (liste cift sayida 6ge iceriyorsa ortadaki ikisinin ortalamasi) ¢iktisi piksel degerini

olusturur.

Goruntd restorasyon ya da onarim problemi giiriiltiileri miimkiin oldugunca

minimize ederek goriintiiniin niteligini istenilen seviyeye yikseltme problemidir.

x; M xX N pikselden olusan orijinal goérinti, K ={1,2,..., M} x {1,2,...,N},
olmak Uzere x;;, x in (i,j) deki gri seviyesi, W;; ={(i—1,j),(i+1,)),@j—
1),(i,j+ 1)} kimesi (i,j)’nin komsulugu, [Smin,Smax] Kimesi x deki tim
piksellerinin kiimesi yani x; ; € [Spin, Smax]), ¥; x in Tuz-Biber giiriiltiisii ile bozulmus

goruntdsd, y; j; y in (i,j) deki gri seviyesi, yani

x;j, 1—p —qolasilikla,
Yi,j = Smin» p olasilikla,
Smax; q olasilikla,
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ve u” ise elde edilecek onarilmig goriintii olsun. Giiriltiilii y gorintisine medyan
filtreleme uygulama sonucunda elde edilen géruntl y olsun. Guraltili pikseller ya s,,in
ya da Spqy olacagindan giiriiltii adaylar1 kiimesi N = {(i,)) € K|J; PEYijvey =
Smax VEYa Y; j =smin} olsun. Bu tamma gore N kiimesi guriltili olup medyan
filtreleme sonucunda degisen piksellerin kiimesidir. Eger (i,j) & N ise (i,j) pikseli
bozulmamis oldugundan herhangi bir degisiklik yapilmayacak olup u;; = y;; = x;
olarak alinacaktir. Eger (i,j) € N ise y; ; restore edilecektir. Ayrica (m,n) € W, j\IV ise
Umn = Ymn V& (M,N) EW,; NN ise y,, restore edilecektir. Buna gore minimize

edilecek fonksiyon

IO SR L S P TR FEN SR A

(i.DeN U (mn)ew; \N (mn)EW; ;NN

seklinde tanimlanabilir. Burada {8 diizenlilestirme terimi ve ¢, iSe a parametresine bagl
kenar koruyucu potansiyel fonksiyonudur. Bu fonksiyon genel olarak ¢, (t) =

Va + t?, @, (t) = |t|* ve ¢, (t) = log(cosh(at)) seklinde tanimlanmaktadir (Cai et
al. 2007).

Bu boliimde, goriintii restorasyon problemini ¢é6zmek i¢in bazi eslenik gradyan

algoritmalar kullanilacaktir.

DEI Algoritmasinin gorintu restorasyonundaki sayisal performansini gostermek
icin bu algoritma PRP, PRP-T ve JMJ algoritmalar1 ile karsilastirilmistir. Adim
uzunlugu olan a;’y1 olusturmak igin Armijo ¢izgi arama teknigi kullanilmis ve
parametreler § = 0.5, ¢ = 0.9 ve p =4 seklinde segilmistir. Sayisal sonuglar igin
kameraman goruntiisii (256 x 256), MRI gorlntusi (128 x 128) ve Lena gorintusu
(256 x 256) olmak Uzere ¢ ortak goriintl secilmis ve bu goruntilere sirasiyla 0.01,
0.05 ve 0.15 derecelik Tuz ve Biber guriltisu uygulanmistir. Verilen algoritmalarin
ayrmtilt performansi Sekil 5.2-5.3'te gosterilmektedir. Restorasyon yapilan goéruntinin
kalitesi, x orijinal goruntu ve x,, n. iterasyonda elde edilen onarilmis goriintii olmak

Uzere,
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x|l

SNR = 10log———
Blx = x, I2

seklinde tanimlanan sinyal-guriltl oran1 (SNR) degeri kullanilarak Sl¢iilmiistlir. Ayrica,

her bir algoritmanin CPU sureleri Cizelge 5.6’te kaydedilmistir. Sekil 5.2-5.4 restore

edilen Kameraman, MRI ve Lena goruntilerini gostermektedir.

DEI Restored Image

s

Original Image

PRP Restored Image PRP -T Restored Image

G Y i
" ‘fl 3\’: e gl I i

JMJ Restored mage

Sekil 5.2: %1 giiriiltii ile bozulmus giiriiltilii kameraman goriintiisii i¢in DEI, PRP, PRP-T ve JMJ
algoritmasi ile elde edilen restorasyon.
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Original Image

Sekil 5.3: %5 giiriiltii ile bozulmus girtiltilit MRI goruntust icin DEI, PRP, PRP-T ve JMJ algoritmasi
ile elde edilen restorasyon.

DEI Restored Image

Original Image Nois Iage

JMJ Restored Image

Sekil 5.4: %15 giiriiltii ile bozulmus giirtiltiilii Lena goriintiisii i¢in DEI, PRP, PRP-T ve JMJ algoritmasi
ile elde edilen restorasyon.
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Cizelge 5.6: Algoritmalara karsilik gelen CPU slreleri ve SNR degerleri.

Goruntd DEI PRP PRP-T JMJ
Kameraman | CPU (s) 4,0812 8,3712 6,4024 9,7456
SNR (dB) 8,7404 8,5391 8,6076 47738
MRI CPU (s) 4,140 6,8193  [5,3652 4,5757
SNR (dB) 4,2101 3,7184 2,6955 0,1781
Lena CPU (s) 15,214 22,3224 30,0345 32,6102
SNR (dB) 10,4649 10,3088 |7,6747 6,3224
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6. SONUC VE ONERILER

Besinci boliimde DEI eslenik gradyan algoritmasi tanimlanmis ve algoritmanin
Armijo ve Wolfe ¢izgi arama teknigi kullanarak (4.8) probleminin ¢6ztimiine global
yakinsak oldugu ve yeterli inis Ozelligini sagladigi gosterilmistir. Daha sonra blyiik
Olcekli kisitsiz problemler icin bir simiilasyon testi ve goruntl restorasyon
problemlerine yonelik bir uygulama yer almaktadir. Asagida oncelikle performans

profili karsilastirmasindan elde edilen bulgular verilecektir.

Cizelge 5.5°te Tcpu igin, t = 0.8080 oldugunda, DEI Algoritmas1 verilen test
problemlerinin %388,23’iini ¢ozmektedir. Ancak PRP, PRP-T, WYL, RMIL, DHS,
NPRP-2 ve IWYL verilen test problemlerinin %88.23’iini ¢ozmeleri icin gereken sire
yaklasik olarak t = 2.1025 olmalidir. t = 2.4057 oldugunda ise DEI Algoritmasi test
problemlerinin %94.11’ini ¢6zmekte ve verilen diger algoritmalarin test problemlerinin
%94 linii ¢ozebilmesi i¢in yaklasik olarak gereken siire ise t = 4.3035 olmaldir. t =
2.6001 oldugunda DEI Algoritmasi test problemlerinin %100’ini ¢6zerken diger
algoritmalarin  higbiri test fonksiyonlarmin tamamimi ¢6zememektedir. DEI

Algoritmasmdan sonra en basarili algoritmalar ise DHS ve IWYL algoritmalaridir.

Simdi ise goriintii restorasyon probleminden elde edilen sonuglar verilecektir.

Sekil 5.2, DEI Algoritmasmin bulanik kameraman goriintiisiiniin yeniden
yapilandirilmasindaki performansmi gdstermektedir. Ozellikle DEIl Algoritmast,
kaydedilen 8,7404 degeri ile tiim algoritmalar arasinda en yiikksek SNR degerini
sergilemektedir. Bu SNR degeri, deneyde kullanilan diger tiim algoritmalarin
degerlerini agmaktadir. Ayrica, DEI Algoritmasi 4,0812 saniye ile en kisa CPU slresini
gostermekte ve degerlendirilen diger algoritmalarin hesaplama siirelerinden 6nemli

Olclide daha iyi performans gostermektedir.

Sekil 5.3'de MR goriintiisiiniin %5 oraninda giiriiltii bozulmasindan etkilendigi
gorulmektedir. Deneyde kullanilan algoritmalar arasinda, DEI Algoritmasi 4,140 saniye

ile en diisik CPU siiresini sergilemekte ve diger tiim algoritmalardan daha iyi
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performans gostermektedir. Hemen ardindan 4,5757 saniye gibi biraz daha uzun bir
stireyle JMJ algoritmasi, ardindan 5,3652 saniye ile PRP-T algoritmas1 ve 6,8193 saniye
ile PRP algoritmasi gelmektedir. Ayrica, SNR degerlerine gére DEI Algoritmasi 4,2101
ile en yiksek skoru elde etmektedir. Bunu 3,7184 SNR ile PRP algoritmasi, 2,6955 ile
PRP-T algoritmas1 ve 0,1781 gibi olduk¢a diisiik bir SNR ile JMJ algoritmasi takip
etmektedir. Bu karsilagtirma, JMJ algoritmasinin PRP ve PRP-T algoritmalarina kiyasla
daha hizli islem siireleri sergilemesine ragmen, yeniden yapilandirilmig goriintii
kalitesinin PRP ve PRP-T algoritmalarindan 6nemli olgiide daha diisiik oldugunu

vurgulamaktadir.

Sekil 5.4'te Lena goriintiisii %15 oraninda giiriiltii ile bozulmustur. Algoritmalar
arasinda, DEI Algoritmas: 15,2140 saniye ile en kisa CPU siiresine sahiptir, bunu
22,3224 saniye CPU siiresi ile PRP algoritmasi, ardindan 30,0345 saniye ile PRP-T

algoritmasi ve 32,6102 saniye ile JMJ algoritmasi izlemektedir.

DEI Algoritmasi her ne kadar ele alinan test problemlerini diger algoritmalara
kiyasla daha hizli ¢ozse de bu istiinliiglin tiim test fonksiyonlar1 i¢in gecerli olup
olmadig1 bilinmemektedir. Ayrica tanimlanan algoritma isin dogas1 geregi literatiirde
var olan tiim algoritmalarla karsilastirilmamistir. Performansi DEI Algoritmasindan
daha iyi olan algoritmalar var olabilir. Gelecekte hem karsilastirilan algoritmalarin
sayisin1 hem de test fonksiyonlarinin sayismni artirarak daha etkili sonuglar veren yeni
algoritmalar tanimlanabilir. Ote yandan sayisal sonuglar elde edilirken algoritmalarda
Armijo ¢izgi arama teknigi kullanilmistir. Yapilan c¢alismalara ek olarak ¢izgi arama
tekniklerinin algoritmalarm performansina olan etkisi farkli bir ¢alisma konusu olarak

ele alinabilir.
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