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SIMGELER ve KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte agagida su-

nulmustur.

Simge Aciklama

(X,d) X Uzayinda d Metrik Uzay1

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

F(T) T nin Sabit noktalarinin Kiimesi
T:X—-X T', X den X e bir doniisiim
d(x,y) x ile y aras1 uzaklik



1. GIRIS

Uzunluk kavrami insanlik tarihiyle yasittir ve ilk kez Euclid tarafindan dogru bi¢cimde for-
miile edilmistir. Esas olarak Euclidean Metrik; iki nokta arasindaki mesafeyi, bu noktalari

birlestiren diiz bir ¢izgi parcasinin uzunlugu olarak tanimlamaktadir.

Metrik Uzay kavrami ise aksiyomatik olarak ilk defa 1906 yilinda Maurie Frechet tarafindan
ortaya konulmustur. Literatiirde metriklerin ¢esitli versiyonlari, uyarlamalar1 ve genelleme-
leri mevcuttur. Ornegin 2-metrik, D-metrik, G-metrik, S-metrik, kiime degerli metrik, bula-
nik metrik, simetrik metrik, quasi-metrik, partial metrik, b-metrik, ultrametrik, dislokasyonlu
metrik, modiiler metrik, Hausdorff metrik, koni metrik, carpimsal metrik gibi ¢cok sayida met-
rik tiirii bulunmaktadir.

Sabit nokta teorisi, belirli bir f doniistimii i¢in

flx) =2

seklindeki denklemlerin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligini inceleyen bir alan olarak tanimlana-
bilir. Bu teori; Topoloji, Fonksiyonel Analiz, Istatistik, Diferansiyel Denklemler, Biyoloji ve
Miihendislik gibi bircok bilim dalinda 6nemli uygulamalara sahiptir.

Birinci boliimde calismanin diger kisimlarinda kullanilacak temel tanimlar ve kavramlar ve-
rilecektir.

Ikinci bolimde; metrik uzay, yakinsaklik, siireklilik, asimptotik diizenli doniisiim, biiziilme,
b-metrik uzay gibi temel kavram ve 6rnekler sunulmustur.

Uciincii boliimde ise b- Metrik uzay yapisi altinda bazi 6nemli teoremlerin genislemeleri ele
aliacaktir.

Bir (X, d) metrik uzayindan kendisine tanimli bir 7" doniisiimii, eger X deki Vz,y ve 0 <
a < 1ig¢in;

d(Tx,Ty) < ad(z,y)

kosulunu sagliyorsa bu doniisiime daralma ya da biiziilme doniisiimii denir.



Bu tanimdan biitiin daralma doniisiimlerinin siirekli olduklart sonucu hemence ¢ikarilabile-
cektir. Ancak bunun tersi dogru degildir, yani siirekli doniigiimlerin daralma kosulunu sag-
lamalar1 gerekmez. Bu noktada, tam metrik uzaylarda tanimli her daralma doniisiimiiniin bir
sabit noktaya sahip oldugunu ve bu sabit noktanin tek oldugunu belirtmemiz gerekir. Bu so-

nu¢ bizi Banach daralma prensibi olarak bilinen meshur teorem ile tanistiracaktir.

Non-lineer analizdeki en {inlii teoremlerden birisi olan Banach daralma (contraction) pren-
sibi, 1922°de ortaya ¢ikmis ve sabit nokta teorisinin gelisimine onemli katkilarda bulun-
mustur. Bu tarihten sonra sabit nokta teorisi ¢esitli yonlerden genisletilmeye baglanmigtir.
Biiziilme doniisiimii prensibi; varlik ve teklik problemlerin ¢oziimii icin 6nemli bir aragtir.
Sabit nokta teorisiyle ilgili ¢calismalara Onciiliik eden isimlerden bazilari; Kannan(1968), Re-
ich(1971), Ciric (1976), Matthews(1994), Fisher (1998), Berinde(2004), Suzuki(2008) gibi
matematikcilerdir.

Bu dogrultuda 6nemli bir doniim noktasi, 1974’ te Ciric * in ( Ciric, 2005) tanimladig1 yeni
daralma kavramidir ve bununla birlikte Banach daralma prensibinin genellestirilmesinin bir
yonii baglamigtir. Bundan sonra, bir¢ok arastirmaci bu 6zel yonde ¢alisarak yeni daralma ta-
nimlamalar altinda Banach daralma (contraction) prensibinin daha genis versiyonlarini elde
etmistir.

V. Berinde tarafindan tanimlanan zayif daralma (weak contraction) (Berinde, 2007), kavrami
bunlardan biridir ve zayif daralma kiimesi literatiirdeki quasi daralma (quasi contraction)
sinifin1 kapsamaktadir. Berinde (Berinde, 2008), 2008 de bunu neredeyse daralma (almost
contraction) olarak yeniden adlandirmig ve bazi acik problemlere isaret etmistir. Bu alanda
bagka bir¢ok genelleme de yapilmistir. Bu ¢ercevede, B. Rhoades’in (Rhoades, 1977) ma-
kalesi biiyiikk 6nem tasimaktadir. Bu calismada 25 farkli daralma doniisiimii listelenmis ve
bunlar karsilagtirilmigtir.

Calismamizda, b-metrik uzaylarda tanimli Kannan tipi doniisiimlerin ¢esitli versiyonlar1 i¢in
sabit nokta teoremleri sunulacak ve klasik metrik uzaylardan bilinen bazi sonuglar b-metrik
uzaylar i¢in genellestirilecektir.

b-metrik uzay kavrami oldukga yenidir. [Tk defa Backhitin(1989) tarafindan ortaya atilmakla

beraber, temel yapilar1 Czerwik(1993) ifade ve ispat etmistir. Aydi, Boriceanu, Bata, Chug,
2



Du, Kir, Olaru, Olantinwa, Pacurar, Rao,Rashan ve Shi gibi matematik¢iler b-metrik uzay

tizerine ¢alismalar yapmuglardir.



2. ONEMLI TANIMLAR

Burada calismanin diger kisimlarinda kullanilacak temel tanimlar ve kavramlar verilecektir.
(Kogak, 2011)’1n, "Genel Topolojiye Giris" ve (Rahimov, 2006) a ait "Topolojik Uzaylar"

isimli kitaplarindan faydalanilmustir.

Tanim 2.1. X bogs olmayan bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun.
MI)Vz,y € X igind(x,y) > 0ved(z,y) =0 < x =y,

M2)Vzx,y € X icind(x,y) = d(y, x),

M3)Vzx,y,z € X icind(z,y) < d(z,z) + d(z,y),

sartlart saglantyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denirve (X, d) ikilisine de Metrik

Uzay denir. Burada (2) ve (3) ozelliklerinden ;
Va,y € Xicin 0 = d(z,x) < d(z,y) + d(y, ) = d(z,y) + d(z,y) = 2.d(z,y),

oldugundan, d(x,y) > 0 olur. Yani, metrik tanminda X uzayindaki her x ve y icin
d(z,y) >0
ifadesi yazilmayabilir.

Not: Aslinda metrik kavrami sadece asagidaki iki aksiyom kullanilarak da ifade edilebilir.

Diger kosullarin tamamu bu ikisi kullanilarak elde edilebilir.

r =y <= p(x,y) = 0 (kendine uzaklik)
p(z,y) < p(x,2) + p(y, 2),Vo,y, 2 € X (liggen esitsizligi)

Ornek 2.1. X = R" olmak iizere x = (21, 2, ..., Ty) ve y = (Y1, Yo, ..., Yn) € X icin;
poo(,y) = max| z; — y; |

(1 =1,2,...,n) seklinde tamimlanan p, : X x X — R doniisiimii R" iizerinde bir metriktir.

Coziim:



T = (21,22, s Tn), Y = (Y1, Y2y -, Yn) V€ 2 = (21, 22, ..., 2n) € R™ olsun.

M) (i=1,2,...,n)ve| x; —y; |> 0 oldugundan,
Poo(,y) = maz| z; —y; | > 0
olur. ps(z,y) = 0 olmasu icin gerek ve yeter sart (i = 1,2, ...,n) igin
|z —yi |[=0

olmasidir. Diger taraftan | x; — y; |= 0 olmast i¢in gerek ve yeter kogul ise x; = y; olmasudur.
Baylece; x = y olur. Yani; po(x,y) = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul x = y olmasudur.
My) (i=1,2,...,n)icin | x; — y; |=| yi — x; | oldugundan p.(x,y) = peo(y, z) olur.

Ms)

Poc(,y) = maz| z; — yi | =| iy — iy |
olsun. Boylece;
p00<xay) = | Tiy — Yig ’§| Tiy — Zig | + | Zig — Yig |
< max| z; — z; |+ maz| 2z — y; |

S pOO(xWZ) + pOO(ZJy)

elde ederiz. Boylece po. bir metrik olur.

Ornek 2.2. X kiimesinde bir p metrigi verilmis olsun. Vx,y € X icin;

_ plzy)
1+ p(z,y)
biciminde tanmimlanan p fonksiyonu X iizerinde bir metriktir.

p(x,y)

Coziim:
M) Vzx,y € X icin p(x,y) > 0 oldugundan; p(x,y) > 0 olur.
My)Va,y € X igin p(z,y) = p(y, x) oldugundan;

_ plzy) py,x)
L+p(z,y)  14p(y, 2

p(xvy) ) :p(ywr)



olur.
Ms) f(x) = {7 seklinde tanumli f : [0,00) — R fonksiyonunu goz éniine alalim.

YV € [0, 00) igin
fl(x) = tap >0

oldugundan f fonksiyonu artandir. x,y, z € X olsun. p metrik oldugundan ;
plx, z) < plz,y) + ply, 2)
olur. f artan oldugundan ;
fp(z,2)) < flp(x,y) + p(y, 2))

olur. Buradan;

plr.z)  _ _pl@y) +p(y,2)

L+p(z,z) = 1+ p(x,y)+py, 2)
_ p(z, y) N Py, z)
L+ p(x,y) +p(y,2) 1+ plz,y) + ply, 2)
o _r@y) Py 2)

L+ p(z,y)  1+p(y,2)

olur. Boylece
p(,2) < p(z,y) +p(y, 2)

elde edilir.

Tamim 2.2. X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun.

(1) Vo,y € Xigind(x,y) > 0vexr =y = d(z,y) =0
() Va,y € X icind(z,y) = d(y,z),
(3) Vz,y,z € Xigind(z,y) < d(z,z) +d(z,y),

sartlart saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir sézde metrik (Pseudo metric) ve (X, d)

ikilisine de Sozde Metrik Uzay denir.

Ornek 2.3. (X, d) bir metrik uzay olsun.Nz,y, z € X icin;

p(z,y) = min{l,d(z,y)}



olarak tamumlayalim. Bu durumda p(x,y), X uzayinda bir sizde metrik olur. Ciinkii, tanim

(2.2) sartlarindan (1) ve (2) kolayca saglanir. Ayrica,

p(x,y) =min{l,d(z,y)} < min{l,d(z,2)+d(z,y)}

< min{l,d(z,2)} + min{l,d(z,y)}

= p(z,2) + p(2,9)

olur. Biylece, (3) ozelligi de gerceklenir. Buradaki p(z,y) bir metrik olmayp; Sozde Metrik-

tir.

Tanim 2.3. X bos olmayan bir kiime olsun. p : X x X — [0, 00) fonksiyonu her x,y,z € X
icin,

() 2=y = p(r,z)=pz,y) = py,y),

Q) p(z,z) < p(z,y),

3) p(z,y) = ply,x),

@) p(z,y) <p(r,2) +p(z,y) —p(z,2)
kosullarint sagliyorsa p fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir kismi metrik (partial metric) ve

(X, d) ikilisine de bir kismi metrik uzay denir .

Partial metrik uzay kavram ilk kez (Matthews, 1992) Matthews, S.G. tarafindan ortaya kon-
mus ve Ozellikle bilgisayar program dongiilerinin sonsuza kadar devam etmemesini saglamak
amaciyla kullamlmigtir. Partial metrik uzaylar klasik metrik uzaylardaki d(z,z) = 0 kosu-
lunun kaldirilmasi ile tanimlanmaktadir. Bu tiir uzaylardaki ortak sabit noktanin varli1 ve
tekligini garanti eden kosullar, T. Abdeljawad, E. Karapinar ve Kenan Tas tarafindan sunul-
mustur (Abdeljawad ve ark., 2011), ve bu yayin partial metrik uzaylar alaninda en fazla atif

alan caligmalardan birisi olmustur.

Tamm 2.4. (X, d) Metrik uzaymnda {x,,} dizisini alalim. Ve > 0 ve n > nq igin d(z,,x) < €

olacak bicimde bir ny dogal sayist varsa {x,,} dizisi x € X noktasina yakinsar denir.

lim z, ==
n—oo

va da x,, — x seklinde gosterilir.



Tanim 2.5. X bir kiime olsun. Vf : N — X fonksiyonuna X de bir dizi denir. Vn € N icin,
f(n) = x, ise bu dizi genellikle (x,,) veya {x,} seklinde gosterilir. ¥n € N icin x,, degerine
dizinin n. terimi denir. Vn € N icin x,, = x ise {x,} dizisine x degerli sabit dizi denir. {x}

ile gosterilir.

Tamim 2.6. (X, d) Metrik uzayinda {x,} dizisini alalim. ny, < nyi, olacak sekilde {x, }

dizisine {x,,} dizisinin alt dizisi denir.

Tamim 2.7. (X, d) Metrik uzay olsun. {x,,} dizisi yakinsak ise {x,, } alt dizisi de ayni noktaya

yakinsar.

Sonlu boyutlu uzaylarda hangi metrik alinirsa alinsin yakinsaklik degismez, fakat sonsuz
boyutlu uzaylarda bir metrige gore yakinsak ise diger metrige gore yakinsak olmayabilir.

Bunu bir 6rnek ile gosterelim.

Ornek 2.4. C[0, 1] uzayini alalim. f,(t) = t" fonksiyonu ile d, integral metrigi ve d., max.
metrigi ile yakinsaklig1 arastiralim.

gl |t 1

0 " +1

dl(fnaf):/o | fu(t) — f(2) | dt:/o " dt =

n+1

boylece f,, dizisi d, metrigine gore yakinsak iken;

oo (fr; ) = max | fo(t) = f(t) |= max{t"} #0

0<t<1 0<t<1

fn dizisi do, metrigine gore yakinsak olmadi. Yani; Sonsuz boyutlu uzayda metrik degisirse

yakinsak olup olmama durumu da degismektedir.

Tamm 2.8. (X, d) Metrik Uzayinda (x,,) dizisini alalim. Ye > 0 ve m,n > ny i¢in
d(xpm, x,) < € olacak bigimde bir ny dogal sayist varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.
Eger (X,d) Metrik Uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) uzayma Tam Metrik

uzay denir.

Ornek 2.5. N uzayinda di(z,y) = |z — y| ve do(z,y) = |L — i\ metriklerini alalim. Bu

metriklerin Tam olup olmadigini inceleyelim.

(N, dy) uzayinda her Cauchy dizisi sabittir. Bu nedenle dizi yakinsaknr. Yani (N, d) uzay
8



tamdir.
{z,} dizisini x,, = n olarak tamimlayalim. Ve > 0 icin N = %+1 kabul edelim.YNm > n > N
icin,

1 1 1
do (T, ) = do(m,n) = |— — —| < — <
o (T, ) 2(m,n) |m n| - €

olur. Kisacasi {x,} dizisi (N, dy) uzayinda Cauchy dizisi olur. Simdi yakinsak oldugunu kabul

edelim. Yakinsakligin tamnmundan, Ve € (0,1) ve n > ng icin;

1 1
dy(xy,, ) = do(n, ) = |E — El <€

olur. Yani n — oo i¢in = — 1 yazilir. Sabit x sayust i¢in = = 0 olur. Bu ise ¢eliskidir. {x,,}

dizisi (N, ds) uzayinda yakinsak olmaz. Kisacas, (N, dy) uzayt Tam olmaz.

Ornek 2.6. Her (X, d) ayrik metrik uzaymn tam oldugunu gosterelim. {x,} Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda ¢ = % icin bir ng € N sayist m,n > ng ozelligindeki Ym,n € N icin;
1
d ny m <z
() <

olacak sekilde vardir. Bu durumda n > ng ozelliginde Vn € N icin;

DN | —

d(xp, Tpy) <

olur. Diger taraftan d(x,, x,,) = 0 yada d(z,, x,,) = 1 olacagindan n > ng ozelligindeki
Vn € Nigin d(x,,, xn,) = 0 olur. Bu durumda n > ny ozelligindeki ¥n € N icin x,, = x,,

olur. Yani belli bir terimden sonra dizi sabittir. Dizi;
T1,T2,T3, ..., l’no_l y iL'nO, [L’no, $n0,

seklinde olur. Bu durumda dizi yakinsak ve limiti x,,, olur. O halde ayrik metrik uzay tamdir.

Tanmm 2.9. (X, 7) topolojik uzay, x € X ve A C X olsun. x € U ézelligindeki her U ag¢ik
kiimesinin A ve X \ A kiimelerinin her ikisi ile ara kesiti bos degilse x noktasina A nin bir

vigilma noktast denir. Yani v € U ozelligindeki her U acik kiimesi icin,
UNA#DveUN(X\A)#0

ise x noktasina A nin yigilma noktasi denir.



Ornek 2.7. ¢ = {z = (21,29, ..., 2}, ...) : Fxg € R, limy,_yo0 2, = 0} uzaymmn

d(x,y) = supg|ry — yi| metrigine gore tam oldugunu gosterelim.
m = {z = (21,29,...) : Jxg E R, |2,| < cpyn=1,2,3,...}

strly diziler uzayr olmak iizere; (¢, d) C (m,d) oldugu agiktir. Simdi ¢ den keyfi bir
r = (21,9, ..., T, ...) elemamni alalim. Teorem (2.1) den

A(z™) C (¢,d) : 2™ — x yazariz. O halde Ye > 0 igcin Ing dogal sayist i¢in;

n>ng;d(a", x) <

=~ m

olur. Vn igin {x}'} dizisi yakinsak oldugundan 3ng € N : k, m > noigin;

€
|z — | < 3

olur. O halde k,n > ngve n > N icin;

IN

|z — T |z — 2| + o) — 2| + |2y, — 2

< 2.d(a" ) + |} — o]

< €+€
— — =€
2 2

yani {x},} dizisi R uzaymnda bir Cauchy dizisi olur. R uzayt tam oldugundan bu dizi yakinsak
olur. Buradan x = (1,3, ..., Xy, ...) € cdir. Yani ¢ = ¢ oldugunda; metrik uzaywn kapali alt

kiimesi de tam oldugundan (c, d) uzay: tam olur.

Teorem 2.1. (X, d) Metrik uzayinda v € X olmak iizere, {x,,} dizisini alalim. {x,,} dizisinin
x noktasina yakinsak olmast icin gerek ve yeter sart x noktast {x,} dizisinin bir yigilma

noktast olmasidur.

Kamit. =: {x,} dizisinin {z,, } alt dizisi x noktasina yakinsasm. ¢ > 0 ve N € N olsun.
{z,, } dizisi  noktasina yakinsina yakinsadigindan, bir N; € N sayis1 n, > N; olacak
sekilde Vn € Nicin;

d(zp,,r) <e€
10



olacak sekilde ny > max{Ny, N} olsun. Boylece;
d(xy,x) <€

olur. Tanimdan dolay1 x noktas1 z,, dizisinin y1§inma noktasi olur.
< : x noktasi {z,,} dizisinin yiginma noktasi olsun. Bu durumda; Ve > 0 ve N € N i¢in bir
n € N sayis;

d(x,,x) < even > N olacak sekilde vardir. n; € N sayisin; > N ve
d(xp,,z) <1
ozelligindeki en kii¢iik dogal say1 olsun. ny € N sayisi ny > ny ve

d(xnw 27) S

DN | —

ozelligindeki en kii¢iik dogal say1 olsun. n3 € N sayis1t ng > ny ve;

d(xp,, ) <

W

ozelligindeki en kiigiik dogal say1 olsun. Bu sekilde devam edersek; Vi € Nigin {x,,} dizisi-
nin

d(zy,, ) <

| =

ozelligine sahip bir {x,,, } alt dizisi elde edilir.

1
o 1
0= i dlomo ) < Jip 3 =0

oldugundan limy,_,, d(z,,,x) = 0 olur. Bdylece, {z,, } alt dizisi  noktasina yakinsar. ~ [J
Tamim 2.10. (X, d,) ve (Y, ds) metrik uzaylar, f : (X, dy) — (Y, ds) olmak iizere, xy € X

olsun. Ye > 0 i¢in dy(x,x¢) < 0 oldugunda

da(f (7o), f(x)) <€

olacak bicimde bir 6 > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna xy noktasina siireklidir denir. Eger f

fonksiyonu X ’in her noktasinda siirekli ise f ye siirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.11. (X, dy) ve (Y, dy) metrik uzaylar, f : (X, dy) — (Y, ds) olmak iizere,
11



(1) Ye > 0 igcin bir § > 0 sayist dy(x,y) < ¢ egitsizligini saglayan Vz,y € X icin
da(f(z), f(y)) < € olacak sekilde f fonksiyonuna diizgiin siirekli denir.
(2) Vx,y € X icin dy(f(x), f(y)) < k.di(x,y) olacak sekilde bir k > 0 sayist varsa f

fonksiyonuna Lipschitz Siireklidir denir.
Ornek 2.8. (R, d) metrik uzay olsun. f(x) = ax + b seklinde tamimli
[ (R.d) — (R, d)

fonksiyonunun Lipschitz siirekli oldugunu gosterelim.

€ > 0 olsun. d standart metrik olmak iizere;
d(f(x), f(y)) = |f(x) = f(y)] = lax +b = (ay + b)| = |a(z —y)]
— Jallo - y| = lal-d(w,y) < k.d(z,)
k = |a| alirsak f fonksiyonu Lipschitz siirekli olur.
Tanm 2.12. (X, d) Metrik uzayinda T' : X — X olmak iizere,x € Xigin {x,} € X igin;
T Y a,) = 2 = TF(x,) — T(z)
saglanmirsa; T ye k-siirekli doniisiim denir.

Tammm 2.13. (X, d) metrik uzay ve ) # A C X olsun. Vx,y € A igin d(z,y) < r olacak

sekilde bir r > 0 sayist varsa; A ’ya bu uzayda sinirlidir denir.

Tamm 2.14. (X, d) metrik uzay ve A, X ’in bir alt kiimesi olsun. A min her agik ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisii varsa A ya kompakt kiime denir. X in her alt kiimesinde kompakt ise
(X, d) ye Kompakt Metrik uzay denir. Kompakt Metrik uzayda her dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir.

Tanmm 2.15. (X, d) metrik uzayindan alinan her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa bu uzaya

dizisel kompakt uzay denir. Dizisel kompakt uzay tamdir.

Ornek 2.9. (R, 7) standart uzaymin A = (0,00) alt kiimesinin kompakthgin arastiralim.

Vn € Nigin U, = (0,n) olsun.¥n € N icin (0,n) kiimesi R de a¢ik ve U,, = (0,n) N A
12



oldugundan U,, € T, olur. A = UU, oldugundan {U, : n € N} kiimesi A min acik bir
ortiisiidiir.

Bu értiiniin {(0,n1), (0,n2), (0,n3), ..., (0, n,,)} gibi sonlu alt ortiisiiniin oldugununu kabul
edelim.

ng = max{n; = 1,2,3,...,m} diyelim. Bu durumda;
A= (O, nl) U (0,712) U...u (0, nm) = (0, Tlo)

olur. Buise (ng+1) € Ave (ng+1) ¢ (0,no) oldugundan bu bir ¢eliski olur. Yani (A, T) uzay:

kompakt degildir. Boylece A kiimesi R standart uzaymmin kompakt bir alt kiimesi degildir.
Teorem 2.2. Her kompakt metrik uzay tamdur.

Tamim 2.16. X normlu uzayindan alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach

Uzayt denir.

13



2.1 Sabit Nokta Tanimi

Tamim 2.17. X bos olmayan bir kiime olmak iizere, T' : X — X doniisiimii verilsin. Eger
T'(x) = x olacak sekilde bir v € X varsa, bu x degerine T nin sabit noktast denir. T' nin tiim

sabit noktalarun kiimesi F(T) ile gosterilir.
Ornek 2.10. X =Rve T : R — Rve Tz = x + 1 tammlamrsa; F(T) = ) olur.

Ornek 2.11. X = Rve T : R — Rve Tx = —2® — 3x tammlamrsa; F(T) = {—4,0}

bulunur.
Ornek 2.12. T : [1,00) — [1,00) ve Ta = Z.(z + 1) tammlanirsa; F(T) = {5} bulunur.

Tanmm 2.18. (X, d) metrik uzay f : X — X doniisiimii olsun. Vx,y € X i¢in;

d(fz, fy) < Ad(z,y)

olacak sekilde \ > 0 varsa f ye Lipschitz doniisiimii denir. Her Lipschitz kosulunu saglayan

fonksiyon siireklidir, ancak tersi her zaman dogru degildir.

Teorem 2.3. (X, dy) ve (Y, dy)iki metrik uzay olsun. T : X — Y fonksiyonu Lipschitz siirekli

ise diizgiin siireklidir.

Kanit. f fonksiyonu Lipschitz siirekli oldugundan Vx,y € X icin;

d2(f$7 fy) < kdl(xay)

kosulunu saglayacak bicimde bir £ > 0 sayis1 bulunur. § = £ secelim. d, (z,y) < 0 6zelligini

saglayan Vz,y € X i¢in;
do(fzx, fy) < kdi(z,y) <k.lbd=c¢

olur.Bu durumda f diizgiin siirekli olur. U

Tamm 2.19. 7 : (X, dy) — (X, d2) doniisiimii, Vz,y € X ve X € (0, 1) olmak iizere,

dQ (TI', Ty) < >\d1 (ZE, y)
14



sarti saglamirsa T ye daralma (biiziilme) doniisiimii denir. Eger \ = 1 ise T ye genisleme

olmayan doniisiim denir.

Bu tanimdan biitiin daralma doniistimlerinin siirekli olduklart sonucu hemence ¢ikarilabile-
cektir. Ancak bunun tersi dogru olmaz. Yani siirekli doniistimlerin daralma kosulunu sagla-
malar1 gerekmez.

Bu noktada, Bir tam metrik uzayda tanimli her daralma doniisiimiiniin bir sabit noktaya sa-
hip oldugunu ve bu sabit noktanin tek oldugunu belirtmemiz gerekir. Bu sonug¢ bizi Banach

daralma prensibi olarak bilinen meshur teorem ile tanistiracaktir.

Tanim 2.20. (X, d) metrik uzay olmak iizere T' : X — X doniisiimii, Vx,y € X ve
A € (0,1)ve L > 0 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < Ad(z,y) + Ld(y, Tx)
sarti saglanirsa 'T' ye zayif biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 2.4. T : [a,b] — [a, b] fonksiyonu tiirevlenebilir olsun. T nin bir biiziilme doniigiimii
olmasi igin gerek ve yeter sartVx € |a, b icin | T'(x) < k | olacak sekilde 0 < k < 1 olacak

sekilde bir k sayisinin bulunmasidur.
Kamit. ( = :) T bir daralma (biiziilme) doniisiimii oldugundan Vz, y € [a, b] i¢in
| Te =Ty <k |z—yl]
olacak sekilde 0 < k < 1 olacak sekilde k sayis1 vardir. x,z + Ax € [a, b] alirsak;
| T(x+ Az) =Tz |<k. | (zr+Azx) -z |=k. | Az |,
Az # 0 igin;

| T(x+ Azx)—Tx
Az

olur. Buradan da;

elde edilir. Boylece Vz € [a, b] igin | T"(x) |< k elde edilir.

<)V € [a,b] igin | T'(z) |< k olacak sekilde 0 < k < 1 olacak sekilde k sayist var olsun.
15



x # y ozelligindeki V € [a, b] icin Ortalama teoremi geregince;

| T'(x) = T(y) |

=[T"(c) |,
e R C]

olacak sekilde x < ¢ < y olacak sekilde bir ¢ noktasi vardir.| 7"(x) |< k oldugundan,

| T'(x) = T(y) |
|z —y|

= T'(c) < k

olur. Boylece;

| Te —Ty |<k. |z—y],

bulunur. Bu da 7" nin bir biiziilme doniisiimii olmasi demektir. 0J

Ornek 2.13. T : [1,00) — [1,00) olmak iizere Tx = £ .(x + 1) tamimlayalim. Bu durumda
T bir biiziilme doniigiimii olacaktir.

x > y olmak iizere x,y € [1,00) olsun.Bu durumda % — % < 0 olur.

ATE@TW) = T(@)~T0) 1< 3o+ 7) — 0.0+ )|

<2 ey

25 1
y T 26

= Sl@-9+( -

olur. Boylece, T doniistimii bir biiziilme doniisiimii olur.

Ornek 2.14. T : (X,d) — (X, d) biiziilme doniigiimii olsun. Yz € X i¢in {T™(z)} dizisinin

bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

xo keyfi nokta olmak iizere, z,, = Tx,,_1 = T"(z() tanimlayalim.
Vn € Nicin d(z,, pt1) = d(Txp-1,Tx,) < K.d(z,-1,2,) olur. O halde Vm,n € N ve

m > n i¢in,

d(Tp, Ty,)

IN

d(xn7 xn—&—l) + d(l’n+1, xn—&—?) + ...+ d(xm—ly mm)

IN

Knd<5(30, IL‘l) + KTH_ld(ZL'(), 1’1) + ...+ Km_ld(l’o, lL‘l)

[Kn + K’fl-f—l —I— . + Km_l].d(l'o,l’l)
K"
1-K

.d(l‘g, ZEl)

olur. Bu da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu verir.
16



Teorem 2.5. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X,d) tam metrik uzay olsun. T : X — X
daralma doniigtimii tek bir sabit noktaya sahiptir. Yani; 0 < X\ < 1 olmak iizere Vr,y € X
icin,

d(Tz,Ty) < X. d(z,y) (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa T'vy = x( olacak sekilde bir tek vy € X vardir.
Kanit. ¢ € X keyfi bir nokta olmak iizere,
1 =Txo, 00 =Tay =T?xg, ..., xp =TTy =T ‘a,

seklinde tanimli {x,,} dizisini géz Oniine alalim. Bu durumda M < 1 olmak iizere Vn € N
i¢in;
d($n7 -Tn—&-l) = d(Txn—la Tﬂjn) S M-d($n—l> xn)a

olur. Bunu m > n ve m,n € N i¢in yazarsak;

d(zp, )

IN

d(xna xn+1) + d(-rnJrl; xn+2) + ...+ d(szla xm)

IN

M™.d(xg, 21) + M d(zg, 21) + ... + M™ .d(xg, 1)

(M™ + M™™ 4+  + M™ Y .d(xg, x1)
Mn
1—-M'

d(l’o,iﬁl)

M < 1 oldugundan, d(z,, z,,) = 0 olur. Bu bize {x,}) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu
verir. X in tam olmasi nedeniyle lim x,, = 2 olacak bi¢imde bir z € X vardir. Yine 7" nin

siirekli olmasindan;
z=Ilimz,; =limTz, =Tlimx, =Tz

olur. Bu da 7" nin sabit noktasinin oldugunu gosterir. Simdi de 7" nin bir bagka w € X sabit

noktasi oldugunu kabul edelim.
0<d(z,w)=d(Tz,Tw) < M.d(z,w) < d(z,w)

bulunur. Buise M < 1 oldugundan celigkidir. Yani 7" nin sabit noktasi tektir. 0



Teorem 2.6. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X olmak iizere, Vx,y € X icin
d(Tz,Ty) < K.[d(z,Tz) + d(y, Ty)] (2.2)

esitsizligi 0 < K < 1/2 olmak iizere, Txoy = ¢ olacak sekilde bir tek vo € X varsa T

doniigiimiine Kannan doniigiimii adi verilir. (Gornicki, 2017)
Banach ve Kannan doniisiimiinii saglamadigi halde sabit noktasi olan bir 6rnek verelim.

Ornek 2.15. X =[0,1]U [%, g] uzaymnda d(z,y) =| v — y | uzaklik metrigini; T : X — X

0, 0<z<1
Tx =
3 5

olarak tammlayalim. Ilk olarak T nin Banach teoremini saglayip saglamadigint inceleyelim;
r=1vey = % alirsak,

d(Tz,Ty) =| Tz — Ty |=| T(1) — T(2) |= 1 yerine yazarsak;

A
2

olur ki A\ > 2 demektir. Yani T', Banach (2.1) teoremini saglamaz. Simdi Kannan teoremini

1:d(T$,Ty)§)\.|x—y\:)\.]1—;]:

saglayp saglamadigint kontrol edelim.
r=0vey = % alirsak,
d(Tz,Ty) =| Tz — Ty |=| T(0) = T(2) |=1 olur.
3 ...3 1 K

3 TN =K0+5]=+

olur ki; K > 2 olur. K ¢ [0,1] bulunamadigindan T doniisiimii Kannan teoremini (2.2)

1=d(Tz,Ty) <\ |z —y|=K.[d0,T(0)) + d(

saglamaz. Fakat T'(0) = 0 oldugundan x = 0 noktasi sabit nokta olur.

Teorem 2.7. (X, d) tam metrik uzay T : X — X (2.2) sartin saglayan bir déniisiim olsun.

{T™z} dizisi v noktasina yakinsar ve T' nin bir v € X sabit noktast vardur.

Kanit. Rutin iglemler ile kolayca kanitlanabilir. 0



Tanmm 2.21. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Herhangi bir
x,y € X,x # yicin;

d(Tz, Ty) < max{d(z,y),d(x,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tz)}

ise T doniisiimiine bir Rhoades doniisiimii denir.

Teorem 2.8. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir Rhoades doniigiimii olsun. T nin

X de bir sabit noktaya sahip olmast icin gerekli ve yeterli kosul
Ty =T"x
olacak sekilde m > n > 0, m ve n tamsayilari ile bir v € X noktasuun var olmasidtr.

Metrik Sabit nokta teorisinde daralma doniisiimleri yapisi ¢ercevesinde 2002 yilina kadar
yapilmig olan ¢alismalari igerisinde toplayan bir ¢alisma olarak (Kumar, 2002) doktora tezi
verilebilir. Bu ¢cercevede iki farkli doniisiimiin ortak sabit noktalarinin hangi kosullar altinda
var olabilecegi problemi c¢alisilmaya baslanmis ve uyumlu (compatible) doniisiim kavrami
Jungck (Jungck, 1986) tarafindan tamtilmistir. Konu ile ilgili olarak (Tas, K. ve ark., 1996)
calismasinmi 6nerebiliriz.

Diger taraftan, bircok arastirmaci Banach daralma prensibini genisletirken aslinda metrik
uzay olma kosullarinin bir kisminin bu tiir teoremleri elde etmekte hi¢ de gerekli olmadi-
gin1 farketmis ve uzayin yapisini zayiflatarak, degistirerek de Banach daralma prensibini ge-
nisletmeyi basarmistir. Bu dogrultuda yapilan genislemelerin en onemlilerinden bazilar1 da
b-metrik uzaylar, partial metrik uzaylar tizerinedir. Bakhtin, (Bakhtin, 1989 ) b-metrik uzay

kavramini tanitti, bu da Czerwik tarafindan (Czerwik, 1993) genisletilmigtir.
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3. SABIT NOKTA TEOREMLERI

3.1 b-Metrik Uzay

Tamm 3.1. X bos olmayan bir kiime, dy, : X x X — R" olmak iizere, Vx,y, z € X icin;
(D) dy(z,y) =0 <= z =y,
() dy(z,y) = dp(y, ),
3) dy(z,y) < s.[dy(z, 2) + dp(z,9)],
s > 1 sartlarim saglayan dy, fonksiyonuna X uzaymmda b-metrik, (X, dy) ikilisine ise b-metrik uzay
denir (Czerwik, 1993).
Yukaridaki tamimda s = 1 oldugu taktirde, Metrik uzay olur. Yani b-metrik uzaylar Metrik

uzaylarin genellestirilmis halidir.

Ornek 3.1. M = [0,00) ve p : M x M — R alalum. p > 1 Reel say: olmak iizere,

p(x,y) =| x —y P seklinde tammlansin. Vx,y, z € M icinu = x — z ve v = z — y alalim.

2=yl = lutol
< (lul+Tfol)

< [2max(|u],|v|)]P

IN

Plr—zP+]z-yl"),

elde ederiz. Bu da p(x,y) < 2P[p(z, z) + p(z,y)] demektir. Boylece; 2P katsayist ile (M, p)
b — metrik uzay olur. Diger taraftan Vx > y > z alirsak;
oy =l ut v [P 0P = (2 — 2P+ (2 — )P

elde edilir. Bu da p(z,y) > p(z,z) + p(z,y) demektir. Boylece, (M, p) metrik uzay olmaz.

Ornek 3.2. d: X2 X — RT olmak iizere X = {0, 1,2} kiimesini,,

d(2,0) = d(0,2) =m > 2, d(1,0) = d(0,1) = d(2,1) = d(1,2) = 1 ve
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d(0,0) =d(1,1) = d(2,2) = 0 olarak tanimlansin.
d fonksiyonu b-metrik tanumi olan tamim(3.1) sartint saglar. Fakat;
d(2,0) =mved(2,1) +d(1,0) = 1 + 1 = 2 degerleri iicgen esitsizliginde yerine yazarsak,
Yani;
d(2,0) =m >d(2,1) +d(1,0)
oldugundan d fonksiyonu s = m/2 icin X de b-metrik uzay olmasina ragmen, metrik uzay

olmaz (Aydi ve ark., 2012)

Ornek 3.3. 0 < p < 1 olmak iizere,
b=z} CR: Y Joal? < o0)
n=1

uzaym alalim. {x,} = v ve {y,,} =y olacak sekilde d : 1, x 1, — R fonksiyonu icin

o0

d(z,y) = (3 |0 — yal?)?

n=1

seklinde tammlayalim. l, uzay bir b-metrik uzaydur.

Ornek 3.4. d: X x X — R* olsun. 0 < p < 1 olmak iizere,
fol |z(t)|Pdt < oo seklinde tammli reel degerli x(t) fonksiyonlarimn kiimesi olsun. Yx,y €
L, icin

e = (| Le0) = (0Pt

olur. Buradan (L, d) uzayr s = 2% katsayust ile b-metrik uzay olur (Berinde, 1993)

Ornek 3.5. d: X = NU {00} olmak iizere X x X — R* olacak sekilde,

0, m = n;ise

|L — L m % nvem,n cift
d(z,y) =

5, m ve n tek ise

2, diger durumlarda;
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seklinde tamimlansin. Tanim.3.1 da tamimlanan b-metrik sartlarindan i) ve ii) sartlarint sag-

ladigt kolayca goriiliir. x,y,z € X ve s = g alirsak;
5

(X, d) b-metrik uzay olur. Fakat d fonksiyonu X de siirekli degildir ( Kamran ve ark., 2017).

Tamim 3.2. (X, d) b-metrik uzayinda (x,,) dizisini alalim. Ve > 0 ve n > ng i¢in d(z,,x) < €
olacak bicimde bir ny dogal sayist varsa (x,,) dizisi x € X noktasina yakinsar denir (Bori-

ceanu, 2009)

Tanmm 3.3. (X, dy) ve (Y, ds) b-metrik uzaylar, f : (X,d1) — (Y, dy) olmak iizere, v € X
olsun. X kiimesindan alinan herhangi bir {x,} dizisi x noktasina yakinstyorken; Y metrik

uzaymdaki { f (x,,)} dizisi f(x) e yakinsiyor ise f fonksiyonuna dizisel siireklidir denir.

Teorem 3.1. (X, d) tam b-metrik uzay olsun. T : X — X olmak iizere, p : RT™ — R artan
fonksiyonu ¥t > 0 icin lim,,_,, ¢"(t) = 0 kosuluna uyan X uzayindaki her x,y icin
d(Tx, Ty) < p d(z,y) (3.1)
esitsizligi saglanirsa; T ninu € X olacak sekilde, bir tek sabit noktast vardir. Ayrica; ¥Vt € X
icin,
lim ¢"(t) =0

n—oo

olur (Czerwik, 1993).

Kamit. z € X ve € > 0 alahm. n € N elemam ¢"(t) < 47! y1 saglayacak sekilde bir dogal
say1 olsun. k € N olmak iizere F' = T" ve z;, = F*(z) alahm. Vz,y € X ve a = " olsun.

(3.1) ifadesini kullanirsak;
d(Fz, Fy) < ¢"[d(z,y)] = ad(z, y) (3.2)
olur. £ € N igin;

d(zps1, ) = d(F*(F (), F*(2))) < @™ (d(F (), 2)) = o*(d(F(x), 2)) »



son esitsizlikte £ — oo limit aldigimizda d(zg, 1, z) = 0 olur.

d(Tpy1, ) < €47V alahm. Vz € K(xy,€) := {y € X : d(z,y) < €} olsun.
d(F(2), F(xy)) < ald(z, 2)] < a(e) = ¢"(e) < ed™,

d[F(zy), 7)) =2(ed ™ +ed™) =¢

F(z) € K(xg,€) olur. Buise F' : K(zg,€) — K(xi,€) demektir. Simdi m,s > k ve

T, Ts € K(xy, €) alirsak;

d(xm, xs) < 4de

elde edilir. Yani {z,} dizisi Cauchy dizisi olur.
(X, d) tam oldugundan x; — wu biciminde bir v € X vardir. (3.2) esitsizliginden F siirekli
oldugundan,
u= lim xp = lim F(zg1) = F(u)
n—00 n—00
olur. Yani v noktasi F' nin sabit noktasi olur.(3.1) esitsizliginen 7" doniisiimiiniin sabit noktas1

tek olur.

SimdiVz € X veVr =0,1,2,3,...,(n — 1) i¢in;
T (2) = FF[T"(x)] = u(n — o)

Boylece; Vax € X igin m — oo limiti alinirsa, 7" (z) — u olur. O

Teorem 3.2. (X, d) tam b-metrik uzay olsun. s > 1 sabit sayist x,, = Tz, = T"x,
n=1,2,3,... olmak iizere, {x,,} C X seklinde alahm. T : X — X olmak iizere,; € [0, 3)
ve her x,y € X icin

d(Tz,Ty) < p. [d(z,Tz) + d(y, Ty)] (3.3)

oldugunda vy € X olacak sekilde x,, — xq yakinsar ve xy noktast T' nin tek sabit noktasi

olur (Kir, 2013).
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Kamit. xy € X olmak iizere {x,} C X alt kiimesini z,, = Tz, 1 = T"zo,n = 1,2,3, ...

iterasyonu ile tantmlayalim. (3.3) esitsizligini kullanirsak;
d(xp, Tpi1) = d(Txp_q, Tx,) < pld(z,—1,2,) + d(Tp, Tpi1)]

yazilir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak;

d($n,$n+1) S ﬁd(mn—laxn)

< (e n)

Burada p € [0, 5) oldugundan =, € [0, 1) olur. Béylece 7" biiziilme doniisiimii olur. X tam

oldugundan {x,} dizisi z, noktasina yakinsasin.

d(zo, Txg) < sl[d(zo,xn)+ d(xy,, Tz
< sd(xo,rn) + s pld(x,_1, ) + d(z,, Txo)]
s S
< d n d(zy,
< 1—s,u(x0’x)+1—s,u(x x)
S S H
d n ——)"d(x,
n — oo limit alirsak; lim,, ., d(zo, Txo) = 0 olur. Boylece, xy noktast 7" nin bir sabit

noktasidir. Simdi 7" nin bir bagka sabit noktasinin y, daha varligim1 kabul edelim.
0 < d(xo,y0) = d(T'zo, Tyo) < K.[d(z0, Ty0) + d(yo, To)] = 0

olur. Bu ise ¢eliskidir. Boylece 7" nin sabit noktasi tektir. 0

Teorem 3.3. (X, d) tam b-metrik uzay olsun. x,, = Tx, 1 = T"xg,n = 1,2,3,... olmak

iizere, {x,,} C X seklinde alahm. T : X — X olmak iizere,s.\ € (0, 3) ve her z,y € X igin
d(Tz,Ty) < A[d(z, Ty) + d(y, Tz)] (3.4)

oldugunda xo € X icin x, — x¢ yakinsar ve xo noktast T' nin tek sabit noktast olur (Kir,

2013).
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Kamit. xy € X olmak iizere {x,} C X alt kiimesini x,, = Tz, 1 = T"x, iterasyonu ile

tanimlayalim. (3.4) esitsizligini kullanirsak;

d(ZL‘n,ZL'n+1) = d(Txn—laTxn)

IN

ANd(z—1, Twn) + d(20, Ty 1)]
- )‘[d(xn—la xn—l—l) + d(fEn, x”)]
< sA[d(zp—1, 2y) + d(@n, Tngr)]

yazilir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak;

SA
d({En,ZEn+1) S 1 — S)\

d(xn—la mn)

Burada s\ € [0,1) oldugundan *2; € [0,1) olur. Bylece T biiziilme doniisiimii olur. X

tam oldugundan {z,,} dizisi xy noktasina yakinsasin.

d(l’o, Tl’o)

IN

S[d(l’o, In+1) + d(xn—I—la T:L‘O)]

IA

sd(xo, Tpi1) + s[d(Tx,, Txo)]

< sd(xo, Tny1) + sAd(xo, Txy) + d(x,, Txg)]

n — oo limit alirsak; lim,, o, d(xg, Txo) < sAd(xq, T'xo) olur. Bu son esitlik,
d(xo, Txog) = 0 olmasi halinde gecerli olur. yani; T'zy = ¢ olur. Simdi 7" nin y, gibi baska

bir sabit noktasinin varligini1 kabul edelim.
d(wo,yo0) = d(Two, Tyo) < A[d(w0, Tyo) + d(yo, Txo))

olur. Buise d(zo, yo) < 2.A\d(x0, yo) olur. Bu da zy = y, oldugundan, 7" nin tek sabit noktasi
olur. O

Teorem 3.4. (X, d) Tam b-metrik uzay olsun. s > 1,k € [0,1) ve k.s < 1 olacak sekilde
T : X — X biiziilme doniisiimii olsun. T' doniisiimiiniin bir tek sabit noktast vardir (Kamran,

2017).
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Tamm 3.4. (M, p), b — metrik uzay ve M de (x,,) dizisi tammlansin.{x,} dizisini Cauchy
dizisi olmast icin gerekli ve yeterli kosul Ye > 0 ve m,n > n(e) icin p(x,,, x,) < € olacak

bicimde bir n(e) dogal sayisinn var olmasidir (Khan, 2017).

Tanm 3.5. (M, p), b—metrik uzay ve Ml de {x,,} dizisi tammlansin.{x,} dizisinin yakinsak
olmast icin gerek ve yeter sart Ve > 0 ven > n(e€) icin p(x,, ) < € olacak bi¢cimde bir v € X

ve € dogal sayisimin var olmasidir.

Tanmm 3.6. (M, p), b — metrik uzay ve L C M olsun. L nin kompakt olmast icin gerek ve

yeter sart L nin elemanlarindan olusan her dizisinin yakinsak alt dizisinin var olmasidir.

Tanmm 3.7. (M, p), b — metrik uzay ve L C M olsun. L nin kapali olmasu icin gerek ve yeter

sart L deki her {x,,} dizisinin x € L elemamina yakinsamasidur.

3.2 Asimptotik Diizenlilik

Banach uzaylarinda dogrusal olmayan foksiyonel denklemlerin iterasyon yolu ile c¢oziile-
bilmeleri i¢in Browder and Petryshyn tarafindan (Browder ve Petryshyn, 1967) asimtotik

diizenlilik kavrami tanitilmistir.

Tanim 3.8. (M, p), b — metrik uzay ve T : X — X olmak iizere, her x,y € X icin {x,}
dizisini alalim.

lim p(z,,Tz,) =0

n—o0

olursa; {x,} dizisine asimptotik T'— diizenli dizi denir (Khan, 2017).

Eger T' : X — X bir daralma doniisiimii ise veya Kannan daralma kosulunu sagliyorsa o

zaman asimtotik diizenli de olacaktir.

Ornek 3.6. M = [0,00) ve p : M x M — R* alalim.
p(x,y) =| z—y [P ve p > 1 olmak iizere x € M olacak sekilde alirsak (M, p) 2P katsayistyla

b-metrik uzay olur. T'x = 5 alalum ve {x,,} dizisini n pozitif tamsay: olacak sekilde
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M metriginde 0 a yakinsasin. Buradan,;

lim p(z,,Tz,) = lim |z, —Tx, |
n—oo n—oo
i e
- i ln= g
= lim | In P=0
n—oo = 2

oldugundan; {x,} dizisi (M, p) uzayinda Asimptotik T-diizenli doniisiim olur.

Tanm 3.9. (M, p) b-metrik uzay, T : Ml — M olmak iizere, her x € M igin

lim d(T"a, T"z) = 0

n—oo

olursa 'T"’ye asimptotik diizenli doniigiim denir (Ciric, 2005).

(3.5)

Ornek 3.7. M = [0, 1] olmak iizere alisilmis metrigi giz oniine alalim. T : M — M doniisii-

T0 = % ve 0 < x < ligin T'x = § seklinde tammlayalim. sonra 0 < x <y < 1 icin;

1 1
Tz =Tyl =5y —2) <5y +2)=lo—Ta[+]y - Ty|
olur. Ayrica 0 < x < 1 i¢cin;

1
|T0 —Tz| == — <5t =|0—-T0|+ |z — Tz

| R

N | —
N8

yazariz. Boylece, her x,y € [0, 1] ve x # y icin;

Tx —Ty| < |v —Tx| + |y — Tyl

dogal olarak T’ nin sabit noktasi olan asimptotik diizenli doniisiim olur (Gornicki, 2017).

27



Ornek 3.8. M = [0,00) ve p : M x M — R* alalim.

p(z,y) =| v —y |P ve v € M olacak sekilde T'x = 5 tamimlansin.

lim p(T"z, T""'z) = lim | T2, T" g P
n—00 n—oo
x x
= el P
Mmoo~ e |
= lim | T =0

n—oo = 92n+l

oldugundan; T" doniigiimii, M nin tiim noktalari icin Asimptotik diizenli dizi olur.

Ornek 3.9. M = {0} U [1, 2] alisilmug metrik ile T : Ml — M doniisiimiinii ;

0, x#0;

olacak sekilde tamimlansin. Her x,y € M icin ,
1
d(Tz,Ty) < 5 .[d(z, Tz) +d(y, Ty)]

esitsizligi saglanmasina ragmen T nin sabit noktast yoktur. Yani burada {T,} dizisi yakinsak

degildir. Boylece T asimptotik diizenli doniisiim olmaz.

(X, d) metrik uzayindaki bir {z,,} dizisine n — oo i¢in;
d(zy, Zns1) = 0

oluyorsa asimptotik diizenli dizi denir.

Gornicki, (Gornicki, 2019) makalesinde bir dizinin asimptotik diizenli olmasinin bu dizi-
nin yakinsakligini gerektirmedigini gdstermistir. J. Gornicki, yine bu makalesinde asimptotik
diizenli bir dizinin herhangi bir alt dizisinin de asimptotik diizenli oldugunu soyleyemeyece-

gimizi orneklendirmistir.

Teorem 3.5. (M, d) tam metrik uzay ve K < 1 olmak iizere, T : M — M (2.2) sartiu

saglayan asimptotik diizenli doniigiim olsun. T' nin bir v € M sabit noktasi vardir (Gornicki,

2017).
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Kanmit. x € M ve z,, = T"z tanimlayalim. m > n i¢in asimptotik diizenlilik tanimim kulla-

nirsak;
d(T" e, T 2) < K.[d(T"z, T"'z) + d(T"x, T™ )]

n — oo igin limit alinirsa {7™2} dizisinin Ml de Cauchy dizisi oldugunu verir. M tam oldu-

gundan v € M olacak sekilde; lim,, ., 7"x = v olur. Burada,

dv,Tv) < d(v,T" ') +d(T" 2, Tv)

< d(v, T""2) + K[d(T" 'z, T"x) + d(v, Tv)]

elde edilir.
1
mn n+1 n+1
- Kd(T x, T" ) + T K K.d(T x,v)

burada n — oo limiti alirsak; 7v = v elde ederiz. Bdylece sabit nokta tektir. Dolayisiyla

d(v,Tv) <

Vo € X i¢in {T™z} dizisi v ye yakinsar. O

Teorem 3.6. (X, d) tam metrik uzay T : X — X asimptotik diizenli doniisiim olsun. Vx,y €
X igin;
d(Tz,Ty) < M.[d(z, Tx) + d(y, Ty) + d(z, y)] (3.6)

olacak sekilde M < 1 varsa, T nin bir tek sabit noktast vardir (Gornicki, 2017).

Kamit. x € X ve x,, = T"x tanimlayalim.

d(Tn+1.fE, Tm+1ll,’)

IN

M.[d(T"x, T" M 2) + d(T"x, T" ' 2) + d(T"x, T"z))

< 2M.[d(T"z, T" ' 2) + d(T"z, T" )]
+ M.d(T 2, T )
buradan;
n+1 m+-1 2M n n+1 m m+1
d(T" "z, T" ) < . M.[d(T x, T" )+ d(T™z, T™  x)]
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n — oo alimirsa d(T" 'z, T z) < 0 olurki; {T"x} dizisinin X de Cauchy dizisi oldugunu
verir. Simdi X tam oldugundan, v € X olacak sekilde; lim,, ,., T"x = v yazariz.
dv,Tv) < d(v,T" " '2)d(T" 'z, Tv)

< d(v, T" ') + M[d(T" 'z, T"z) + d(v, Tv) 4+ d(T"z,v)]

burada gerekli diizenlemeleri yaparsak;

d(v,Tv) <

<1 M[d(T”x, T ) + d(T"z,v)] +

n+1
. M.d(T x,v)

burada n — oo limiti alirsak; 7'v = v elde ederiz. Simdi bu yakinsadigi noktanin birden fazla

oldugunu kabul edelim.u ve v gibi iki farkli nokta olsun. Boylece;
d(u,v) = d(Tu, Tv) < M.[d(u,Tu) + d(v, Tv) + d(u,v)] = M.d(u,v)

olur ki; bu M > 1 ile bir ¢eligki olur. v € X noktas1 7" doniisiimii altinda X uzayinin sabit

bir noktas1 olur. ]

Teorem 3.7. (X, d) tam metrik uzay T : X — X asimptotik diizenli olsun. Her x,y € X

icin) < M <1ve( < K < oo olmak iizere;

d(Tz,Ty) < M.d(z,y) + Kld(y,Ty) + d(z, Tx)] (3.7)

esitsizligi saglaniyorsa, T' nin bir tek p € X sabit noktasi vardiwr. Ayrica, her v € X icin

T"x — p noktasina yakinsar (Gornicki, 2019).

Kamit. xy € X ve 2,41 = Tz,(n = 0,1,2,...) tammlayalim.Herhangi bir n ve k£ > 0 olmak

tizere, (3.7) ozelliginde asimptotik diizenlilik ve ticgen esitsizliini kullanirsak;

IN

d(xn-&-ka Ty) d(xn-&-ka Tpiki1) + d(xn—l—k—&-l’ xn—&-l) + d(Tni1, Tn)

IN

d(xn-‘rku xn—‘,—k—i—l) + M'd<x’n+k7 xn)

_I_

K. d(Tnik: Tngkgr) + d(@ns Tngr)] + d(Trg1, Tn)
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gerekli diizenlemeleri yaparsak ve n — oo limit alimirsa,
(1 — M).d(xpsr, xn) < (K +1).[d(xpik, Tpiks1) + d(xp, 2p11)] — 0

elde edilir. {x,} dizisi X tam metrik uzayinda, Cauchy dizisi olur. Uzay tam oldugundan

p € X icin x,, — p olur. T siirekli ve x,,.1 = T'z,, oldugundan;
limzy, = limTx, = T(limz,) =Tp

yazariz. Yani; T'p = p bize p noktasinin sabit nokta oldugunu verir. Simdi tekligi i¢in bagka

bir sabit nokta ¢ noktasi kabul edelim.

0<d(p.q) = d(T'p,Tq)= M.d(p,q)+ K[d(p, Tp) + d(q,Tq)]

= M.d(p,q) < d(p,q)

olur ki; bu bir ¢eligki olur. Simdi her p € X i¢in 7"z — p noktasina yakinsadigini gosterelim.

d(T"z,p) = d(T 2, T"p) = d(T"x,T"2) +d(T" "z, T" )
< d(T'z, T""'z) + M.d(T"z, T"p)

+ K.[d(T"z,T""'z) +d(T"p, T"'p)]
yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
(1= M).d(T"z,p) < (K +1).d(T"z, T""'z) — 0(n — 0)

Boylece, x € X icin 7"z — p ye yakinsakligin1 gostermis olduk. 0

Teorem 3.8. (X, d) tam metrik uzay ve bazi vy € X noktalart icin T : X — X asimp-
totik diizenli olsun. Her x,y € X icin negatif olmayan o; = o;(x,y), (i = 1,2,3,4,5)
fonksiyonlart keyfi secilen K > 0ve 0 < Ay < 1,0 < \y < 1 sabitleri

al(xvy)7a2(x7y) <K (3.8)

as(z,y) + as(z,y) < N (3.9)
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az(w,y) + 2as(z,y) < Ao (3.10)
olmak iizere;

d(Tz,Ty) < a; Fimin{d(z, Tx),d(y, Ty)}] + as Fld(z, Tz).d(y, Ty)

+asd(x,y)] + auld(z, Tz) + d(y, Ty)| + as[d(z, Ty) + d(y, Tx)] (3.11)

saglansin. T', xq € X noktasinda asimptotik diizenli oldugunda T nin tek sabit noktast vardir

(Ciric, 2005).

Kamit. x, = T"x, olmak tizere {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. d,, =
d(xy, x,41) olarak belirtelim.

a; = a;(x,, x,,) olmak iizere, tiggen esitsizligini ve (3.11) dzelligini birlikte kullanirsak;

IN

d(xp, Tm) dp + d(Txn, Try) + dpny,

IN

dn + dm + OélFl [mm{dn, dm}] + OéQFan.dm + Oégd(il?n, Cl?m>

+

ay(dy, +dp) + asld(z,, Try) + d(Tm, Txy))

IN

(a3 + 205)d(zp, ) + (1 4+ a4 + a5)(dy, + di)

+ o Fimin(d,, d,)] + asFo(d,.d,,)
olur. Bu son esitsizlikte (3.8),(3.9) ve (3.10) yi kullanirsak;
(1= Xo)d(zp, ) < (14 M) (dn + dy) + KFy[min(d,,, dy)] + K Fy(dy,.dy)

T asimptotik diizenli ve F; ve F5, 0 noktasinda siirekli oldugundan ve
m — oo alirsak;

(1—=2X) lim d(x,, x,) <0

n>m—oo

bulunur ki bu nedenle {x,,} dizisi Cauchy dir. X tam oldugundan bazi v € X igin lim x,, = u

yazariz. Simdi u noktasinin tek sabit nokta oldugunu gosterelim. d(7T'u,u) > 0 oldugunu
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kabul edelim. o; = a;(x,, ) olmak iizere, (3.11) kabuliinden;

d(u, Tu)

IN

d(u, Tz,) + d(Tx,, Tu)
< d(u,Tpy1) + oy Fymin{d,, d(u, Tu)}] + o Fs[d,.d(u, Tu)]

+  asd(zp,u) + ayld, + d(u, Tu)] + as[d(x,, Tu) + d(u, £,41)]
elde ederiz. Uggen esitsizligini yeniden kullanirsak;
d(u, Tu) < (14 as)d(u, Tpi1) + o Fir[min{d,, d(u, Tu) }]

+ aFd,.d(u, Tu)] + (a3 + as)d(x,, u) + aud,

+ (g + as)d(u, Tu)
(3.8),(3.9) ve (3.10) yi kullanirsak;
du,Tu) < Md(u,Tu) + (1 + Xo)d(u, xpi1) + Aod(u, x,)
+ KF[min{d,,d(u,Tu)}] + KF[d,.d(u, Tu)]
esitsizliginde limit alirsak;
d(u, Tu) < \d(u, Tu) < d(u, Tu)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Yani d(u,T'u) = 0 olmalhdir. Buradan da T'u = u elde edilir.
Simdi 7” nin tekligini gostermek icin « dan farkli bagka bir v noktasinin oldugunu kabul

edelim. a; = o (u, v) olmak iizere;

du,v) = d(Tu,Tv)
< g Fi(0) + e F5(0) + asd(u,v) + a4.0 + 2a5d(u, v)

= (a3 + 2a5)d(u,v)

(3.10) den (1 — A\2)d(u,v) < 0 olur ki; bu da v = v demektir.
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Simdi 7" nin » noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, z,, — u = Tu

olsun. a; = o;(x,,, u) olmak iizere, (3.10) den;
d(Tzp,u) = d(Tx,, Tu) < a1F1(0)+ asF3(0) + azd(x,, u)

+ g d(xn, Txy) + asld(z,, w) + d(Tz,, u)]

< (az+ay+as)d(z,,u) + (ag + as)d(u, Tx,)
elde edilir. (3.10) ve (3.8) i kullanirsak;

(1 = A)d(Tx,,u) < (A + Ag)d(x,, u)
olur. n — oo limit alirsak;
(1 = A)limyood(Tx,,u) <0

olur ki; bu da ltm,,_,ooT'x,, = © demektir. O

3.3 Kompakthk

Kompaktlik ile ilgili (Khan, 2017) ve (Namdeo ve ark., 1998) makalelerinden faydalanilmis-

tir.

Teorem 3.9. (M, p) kompakt metrik uzay ve T : Ml — M siirekli olsun. Her x,y € X ve
x # y igin;

1
oldugunda T nin tek bir v € M sabit noktast vardir. Ayrica her bir x € M igin {T"x}

iterasyon dizisi v ye yakinsar (Gornicki, 2017).

Kanit. Once alisilmig metrik ile [0, 1] kiimesinde T : [0, 1] — [0, 1] olmak iizere ¢ € [0, 1] ve
Tr = ¢ tammlayalim.

f: X — [0,00) olmak iizere f(x) = p(x, Tx) siirekli fonksiyonunu alalim. Kompaktliktan
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f(v) =inf{f(z) : € X} olacak sekilde v € X noktasi vardir. v # T'v olsun. Bu durumda,

p(Tv, T*v) < %[p(v,Tv) + p(Tv, T?v)]

< p(v, Tv) (3.12)

olur. Buradan da;
f(Tv) = p(Tv, T*v) < p(v, Tv) = f(v)
olur ki bu celigkidir. Yani v = 7T'v olur. $imdi v nin tekligini gosterelim. Bir bagka noktas1 u

olsun. Teoremde verilen esitsizligi kullanirsak;
1
IO<TU7 TU) < 5 [p(U, TU’) + p(”? TU)]

yazabiliriz. n — oo limit alirsak p(7'u, Tv) = 0 olur. Yani 7" nin tek noktasi olur.
Simdi x € X olacak sekilde {z,, = T"x} dizisini alalm. x = v aldigimizda n = 1,2, ... i¢in

x, = v olur. x,, # v alalim. Ciinkii;
p(T" e, Tx) < %[p(Tn$, T 2) + p(T" o, T'2))
oldugundan;
p(T" 1, TMx) < p(T"x, T" 'x) < ... < p(Tw, )
olur. Negatif olmayan b, = p(T" "z, T"z) dizisi azalmayandir. Bdylece yakinsak olur.

b= lim b, >0

n—0o0

olsun. Bu varsayim b > 0 varsayim ile celiskiye yol agar. Ml kompakt oldugundan {7"x
dizisinin {7T™x} alt dizisi i — oo i¢in {7z} — =z € M degerine yakinsar. Ciinkii 7" siirekli
oldugundan ;

0<b=lim p({T"" 'z, T"z) = p(Tz, 2)

1—00

yani z # v dir. Ustelik (3.12) esitsizligini kullanirsak;

0<b=lim p({T"" 2, T""x) = p(T?2,T2) < p(Tz,2) =b

1—00
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olur ki; bu bir ¢eligki olur. Yani b = 0 olur.
1
pT" w,0) = p(T" i, T) < Slp(T"2, T ) + p(v, To))

1
= Qp(T"x,T“Hx) —b=0

oldugundan n — oo limit alirsak lim,, ., p(T" "'z, v) = 0 olur. Boylece {T"x} dizisi ya-

kinsak olur. O

Teorem 3.10. (M, p) kompakt metrik uzay ve T' : Ml — M siirekli olsun. x # y olmak iizere
her x,y € Mve A+ B+ C = 1 olacak sekilde A, B, C pozitif sayilart icin;

p(Tx, Ty) < Ap(x, Tx) + Bp(y,Ty) + Cp(z,y)
esitsizligi saglandiginda T' nin bir tek v € M sabit noktasi vardir. Ayrica her bir x € M icin
{T"x} iterasyon dizisi v ye yakinsar (Gornicki, 2017).

Kamt. Ispati yukaridaki Teorem (3.9) daki gibi yapilabilir. 0J

Ornek 3.10. (X, d) Tam fakat kompakt olmayan metrik uzay ve T : X — X siirekli doniigiim

olsun.x # y olmak iizere Vx,y € X igin;
1
d(Tz, Ty) < gld(z, Tx) +d(y, Ty)]

olarak tanmimlanmirsa, T nin higcbir sabit noktast yoktur.

Teorem 3.11. (M, p) Tam b-metrik uzay olsun. T : M — M déoniigiimii s > 1 ve Vx,y € M
ve a;(i = 1,2, 3, 4, 5) negatif olmayan reel sayilar, maz{ (o s+ays?), (azs®+aus3+as} < 1

olmak iizere ,
p(Tz, Ty) < arp(z,Tx) + azp(y, Ty) + asp(z, Ty) + cuply, Tz) + asp(z, y)

esitsizligi saglansin. M den alinan dizi asimptotik T-diizenli oldugunda T" nin bir tane sabit

noktasi olur (Khan,2017).
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Kamit. M den asimptotik T-diizenli {x,,} dizisini alahm.Vm, n € N i¢in;

IN

P( T, Tn) slp(zn, Txy) + p(Tp, 7))

IN

slp(xn, Txy) + sp(Txy, Txm) + sp(T T, Tm)]

IN

P, T20) + 82p(T, T) + 52p(T o, )

IN

Sp(xTw TI"IZ) + 82[)(T.Z‘m, I'm) + 82 [alp(xn, T.Tn) + O@p(l’m, Txm)

+

ap(xn, Tm) + €ap(Tm, Tan) + asp(Tn, Tm)]

IA

(s + 18 4+ aus®) p(xn, Tay) + (8% + a2s® + a38®) p(zm, T)

+  (a3s® + aus® + as)p(xn, Tm)

gerekli diizenlemeleri yaparsak,

S + a182 —+ a483
mny m S ny T n
IO(x y ) {1 > <04353 —+ 06483 -+ Oé5> }p(x v )

3

52 + aps? + agzs
1-— ((34353 + 06483 + Oé5>

{

Yo(Tm, Tom)

bulunur. n — oo limit alinirsa,

A5, P\ Bm) =0

bulunur bu da bize {z,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu verir. M tam metrik uzay oldu-
gundan {x, } dizisi yakinsak olur. z € M igin lim,,_,, x,, = z olur. Simdi z noktasinin 7" de

sabit nokta oldugunu gosterelim.

p(T'z, 2)

IA

slp(Tz, Txy,) + p(Txy, 2)]

IA

sp(Tz,Tx,) + $*p(Tap, v,) + $2p(1,, 2)

IA

slarp(z,Tz) + aop(xy, Txy) + asp(z, Tx,) + cup(x,, T2)

asp(z, x,)] + $°p(Txp, 1) + 5°p(T0, 2)

IN -+

a18p(z, T2) + aasp(xy, T,) + ass®p(z, z,)

3s®p(T, Twy) + aus’p(x,, 2) + ays’p(z, Tz)

+ o+

assp(z, ) + 2p(Txy, 1) + 52p(2p, 2)
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buradan gerekli sadelestirmeleri yaparsak;

(1 —as —aus))p(Tz,2) < (84 ags + azs?)p(a,, Tx,)

+ (8% 4+ ass® + ays® + ass)p(an, 2)

son olarak,

(8% + s + azs?) p(z,, Txy)
(1 — ays — ays?)

(s* + ags® + aus® + as)

(1 —ays — ays?)

p(z, TZ) < { P(xm Txn)

}o(an, 2)
T asimptotik T-diizenli oldugundan, n — oo limit aldigimizda
p(Tz,2) =0

olur. Boylece z noktasi 7" nin sabit noktasi olur. Simdi tekligini gosterelim.z # wu olacak

sekilde farkli bir u degeri olsun.
plziu) = p(TzTu)
S Oélp(z7 TZ) + a?ﬂ(ua Tu) + aSP(za Tu) + CK4,O<U, TZ) + O‘Sp('% u)

Bu son esitsizlikten, (1 — a3 — ay — a5)p(z,u) = 0 elde edilir. ag + a4 + a5 < 0 oldugundan

z = u esitligi elde edilir. O

Teorem 3.12. (M, p), tam b-metrik uzay olsun. T': M — M doniisiimii s > 1 olmak iizere;
p(Tx, Ty) < arp(x, Tx) + cop(y, Ty) + azp(z, Ty) + cup(y, Tz) + asp(z, y)

esitsizligi, Vr,y € M ve o;(i = 1,2,3,4,5) negatif olmayan reel sayilar olmak iizere
mazx{(ais + ays?), (az + ay + s} < 1 saglansin. Eger T doniisiimii M nin bazi 1o € M

noktalarinda asimptotik diizenli oldugunda 'T" nin bir tane sabit noktasi olur (Khan, 2017).
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Kamit. xy € M noktasi1 T doniistimii altinda asimptotik diizenli doniisiim olsun. Vm,n € N

icin {1z} dizisini alirsak;

p(T™xg, T )

IN

arp(T™ o, T™x0) + cap(T" ' o, T" o)
asp(T™  xg, T ) + aup(T" o, T™x)

asp(T™ Loy, T 'ay)

N+ +

arp(T™ o, T™x0) + cap(T" o, T" o)
assp(T™ g, T™x0) + assp(T ™z, T )
aysp(T™ g, T"xg) + agsp(T"xg, T™x0)

assp(T™ Ly, T™x0) + ass*p(T™xg, T"x0)

+ o+ o+ o+

a5 p(T"xg, T" 1)

buradan diizenlemeleri yaptigimizda;

a1 + azs + ass
1 — (ags + aus + ass?)
2

p(T"xg, T"xo) < { (T ag, T xy)

Qo + ayus + ass
1— (0438 + ay4S + 04552)

yp(T" g, T o)
olur. 7', Asimptotik diizenli doniisiim oldugundan n, m — oo i¢in,

lim (7", T"x0) =0

m,n—00

olur. Boylece {1z} Cauchy dizisi olur. M tam oldugundan z € M igin

lim T"xy =0=z
n—oo

bulunur.
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Simdi 2z noktasinin 7" doniisiimiiniin altinda sabit nokta oldugunu gosterelim.

p(Tz,2)

IN

Sp(TZ) Tnx()) + Sp(Tnl’()? Z)

IN

a18p(z, Tz) + aasp(T™ g, T"xo) + azsp(z, T"x)

aysp(T" Y, T2) + assp(z, T ag) + sp(z, T"x)

IN -+

a18p(z, Tz) + aosp(T™ tag, T xg) + azsp(z, T"x)

ays*p(T" 1wy, T ) + aus’p(T"xo, T2)

+ o+

ass’p(T"xo, 2) + ass®p(T "o, T" 20) + sp(T"x0, 2)
n — oo i¢in limiti alalim o zaman {77z }dizisi {T"x( }dizisinin bir alt dizisi oldugundan,
p(Tz,2) < arsp(z, Tz) + ays’p(z, Tz)

buradan p(7'z,z) = 0 yani; Tz = z olur.Boylece z noktasi 7" nin sabit noktasi olur. Simdi 7’

nin iki farkli noktasinin oldugunu kabul edelim.u # 2 olmak iizere;

p(Z, U,) = p(TZ, TU) < alp(zu TZ) + OéQP(U, TU) + 063]9(2, TU)

+ a4p(u, TZ) + Oé5p(2, U)

esitsizliginden (1 — a3 — g — a5)p(z,u) = O olur. (a3 + g + a5) < 1 oldugundan z = u

olur. Boylece 7" nin bir tek sabit noktas1 olur. 0
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3.4 GENELLESTIRMELER

Bu boliimde, Pakistan’da Uluslararasi yayin yapan Open Journal of Mathematical Sciences
(OMS) dergisinde, b-metrik uzaylarda Asimptotik diizenlilik ile ilgili (Nagac ve Tas, 2024)

1n yaymlanan makalesindeki teoremler ve sonuclari verilecektir.

Teorem 3.13. (M, p) Tam b-metrik uzayt T : M — M Siirekli Asimptotik diizenli doniigiim

olsunNz,y € Micin(0 < M < 1ve () < K < oo olmak iizere;
p(Tz,Ty) < M.p(z,y) + Klp(y, Ty) + p(z, Tz)] (3.13)

esitsizligi saglaniyorsa, T nin tek bir p € M sabit noktast vardir. Ayrica, her x € M igin

T"x — p noktasina yakinsar (Nagac ve Tas, 2024).

Kamit. p € M olmak iizere {x,} C M altkiimesinix, 1 = Tx, = T"zo,n =0,1,2,3, ...

iterasyonu ile tanimlayalim. (3.13) esitsizligini kullanirsak;

P(Xngis Tn) < S[0(Tnaks Trpr1) + P(Tpghg1, Tn)]
< STk Tngkgr) + SP(Tngkrt, Tugr) + $p(Tny, Tn)]
= $p(Tnps Trgkt1) + S P(Tnskt1s Tns1) + 5°0(Tngr, Tn)
< $p(Tnks Tpghr1) + S P(Tnt1, Tn)

+ & (M p(Tniks Tn) + K[p(Tn, T0n) + p(Tnir Tonik)]],
gerekli diizenlemeleri yaptigimizda;
(1—- SZM)IO(anrkvxn) < SQK[p(xanxn) + p(Tngk, TTnyr)] — 0

yazilir. T Asimptotik diizenli doniisiim oldugundan {z,,} dizisi Cauchy dizisi olur. Uzay Tam
oldugundan x,, — p olur. T siirekli ve =, ,; = T'x,, oldugundan;

lim z,41 = lim Tz, = T(lim z,) =Tp

n—oo

n—o0 n—o0
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yani p noktast sabit nokta olur. Simdi p den bagka bir ¢ sabit noktasinin oldugunu kabul

edelim.
p(p,q) = p(Tp,Tq) < M.d(p,q) + K[p(p, Tp) + p(q,Tq)]

son esitsizlikte /& nin icerisindeki ifadeler O a gittiginden ve 0 < M < 1 aldigimiz i¢in;
(1= M)p(Tp,Tq) <0

olur. Son esitsizlik p(p, ¢) = 0 oldugunda dogru olur. Yani sabit nokta tekdir. O
Sonuc 3.14. (3.13) formiiliinde M = 0 aldiginuz taktirde, Kannan Tipi Esitsizligi elde ederiz.
Yani, Vx,y € M igin ;

p(Tz,Ty) < Klp(y,Ty) + p(x,Tz)]

olur.
Teorem 3.15. (M, p) Tam b-metrik uzaymmda , s > 1ve T : M — M Asimptotik diizenli
doniigiim olsun. ¢ : R™ — RT de f; = fi(x,y) Pozitif degerli fonksiyonlart her x,y € X
icin, f1 +2fs < 1, sfi(x,y) < 1, sfs(x,y) < 1 olacak sekilde;

p(Tz, Ty) < filz,y)p(z,y) + folz, y)e(min{p(z, Tz), p(y, Ty)})

esitsizligi saglyorsa; M de T doniigiimiiniin bir tek noktasi vardir (Nagac ve Tas, 2024).

Kamt. ©, = T"xq = T x,_1 alalim. g,, = p(x,, T, 11) olsun.

P, Tm) < 8[p(Tn, Tos1) + P(Tnt1, Tnr1) + (g1, T
= slon + p(Tan, Tam) + 0ml
< slon + om) + slf1p(xn, Tm) + frp(min{p(@n, Txn), p(Tm; Tm)})
+ fslp(@n, Tom) + p(@m, Tzn) ]
= 800+ S0m + $f1p(Tn, Tm) + sfap(min{p(zn, Tan), p(2m, Trm)})
+ sfa{p(xn, Tem) + p(zm, Tx,)}

5(0n + 0m) + 8f1p(Tn, Tpm) + 8 f2o(min{on, 0m}) + 5f3(0n + 0m)

IN
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gerekli diizenlemeleri yaparsak,

(1 - Sfl)p(xm xm) S S<1 + f3)(Qn + Qm) + 3f290<min{9n7 Qm})

yazariz. 7 asimptotik diizenli doniisim ve n > m i¢in n,m — oo, ¢, — 0,0, — 0

oldugundan, min{o, + so,,} — 0 olur. Boylece
(1 —sf1)lim p(x,, z,) <0, (1 —sf; >0)

olur ki; bu {z,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu verir. Ciinkii Ju € M i¢in M nin tamli-
gindan,

lim (z,) = u
n—o0

olur. Simdi v € M nin 7T nin sabit noktast oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

p(u, Tu) # 0 olsun.

p(u, Tu)

IN

slp(u, Txy) + p(Txy, Tu)]
< 8[0(% $n+1> + flp(mm u) + fZW(min{p(xna Txn)a p(u, Tu>})

+ falp(an, Tu) + p(u, Tzn))]

gerekli diizenlemeler yapildiginda,

plu, Tu) < s[p(u, 2pi1) + fip(en, v) + foplmin{on, p(u, Tu)}]
+ fs(p(@n, Tu) + pu, )]
= p(u Tng1)(s + sf3) + s fap(min{o, p(u, Tu)})
+ sfip(an,u) + sfsp(u, Tu)
yazariz. Buradan da;
(1= sf3)p(u, Tu) <0

olur. Bu ise p(u, Tu) = 0 demektir ve Tu = u olur. Boylece, u € M, T doniisiimiiniin bir

sabit noktasi olur. Simdi tekligini gosterelim. v ve v; Tu = u ve Tv = v olacak sekilde iki
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noktasi olsun. Yani;

plu,v) = p(Tu, Tv) < fip(u,v) + fap(min p(u, Tu), p(v, Tv))

+ falp(u, T) + p(v, Tu)]

= fip(u,v) + fap(0) + falp(u, v) + p(v, u)]

= (f1+2f3)p(u,v)
esitsizligi diizenlersek, (1— f1 —2f3)p(u, v) < Oyazanz. Yani; = p(u,v) =0 = u=v
olur. Ispat1 tamamlamus oluruz. U
Simdi b-metrik uzaylar i¢cin bu teoremin bir sonucu olarak agagidaki teoremi yazalim.
Sonug 3.16. (M, p), 3.3 teoreminin sartlarim saglasin. s > 1 olmak iizere, Vx,y € M icin

p+2r<1,ps<landrs <1lvep(0)=0olsun.

T : M — M doniisiimii asimptotik diizenli doniisiimii asagidaki kosullart ayrt ayri saglasin.

) p(Tz, Ty) <pplz,y) + 71 [p(x, Ty) + ¢y, Ty)]

2) p(Tx, Ty) < pplz,y) + a(min{p(z, Tz), p(y, Ty)})* + 7 [p(z, Ty) + ply, Tz)]
(1) ya da (2) den herhangi biri saglanirsa; M uzayt T altinda sabit bir noktaya

sahiptir.

Kanit. (1) Teorem (3.15) de fi(x,y) = p, fa(z,y) =0, f3(z,y) = r yazilirsa elde edilir.
(2) Teorem (3.15) de fi(z,y) = p, fo(z,y) = a, f3(x,y) = r ve p(t) = t? yazilirsa elde
edilir. U
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3.5 SONUC ve TARTISMA

Birinci boliimde, sabit nokta ile ilgili yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde,
temel tanim ve kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde, sabit nokta teoremi ile ilgili teorem-
ler verildi. Banach Biiziilme teoremi sabit nokta prensibinin gelismesinde 6nemli bir yere
sahiptir. Bu noktadan sonra sabit nokta teorisi ¢esitli yonlerden gelismeye baglamigstir. Son
boliimde paylagilan teoremlerde; Banach daralma prensibi bir¢ok bilim adami tarafindan de-
gistirilerek yeni formiiller elde edilmistir. Sabit nokta teoremi, asimptotik diizenlilik ve Kom-
patlik kavramlari ile incelenerek teoremler ve genellemeler elde edilmistir. Tez ¢alismamizin
genellestirmeler boliimiinde, Metrik uzaylarin daha zayif yapisi olan b-metrik uzaylarda cali-
silmis ve b-Metrik Uzaylarda Asimptotik diizenli doniisiimler altinda Sabit noktasi1 olabilme
Sartlar1 degistirilerek yeni formiiller elde edilmistir. Bu bulgularimiz mevcut literatiirdeki
sonuglart genisletmektedir. b-Metrik Uzaylarda, daha farkli ve ilging genellemeler elde edi-

lebilir.
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