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Amag: Bu tezin amaci, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasini ¢6zmek
icin sine-Gordon agilim metotu ve modifiye edilmis iistel (—2(¢)) agilim fonksiyon metotunu
uygulamaktir. Bu tez ¢alismasi tezde kullanilan metotlar araciligiyla lineer olmayan evrim
denklemlerini adi diferansiyel denklemlere indirgeyerek bu denklemlerin analitik ve yaklasik
¢oziimlerini bulmak amacini tasimaktadir. Sine-Gordon ag¢ilim metodu ve modifiye edilmis
tistel (—.(2 (¢ )) acilim fonksiyon metodunun daha kapsamli bir sekilde arastirilmasi ile
kullanilan metotlarin lineer olmayan diferansiyel denklemleri optimize ettigi goriillmektedir.

Yontem: Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler disiplinler arasi cesitli olaylari
tamimlamakta olduk¢a kullanighidir. Bu tezde lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
niimeriksel ¢6ziimlerini sunmak icin sine-Gordon ac¢ilim metodu ve modifiye edilmis iistel
(—.(2 ¢ )) acilim fonksiyon metodunun kullanilmasi esas alinmistir. Tezde kullanilan metotlar
lineer olmayan Schrodinger denklemi ve Wu-Zhang denklemine uygulanarak lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin analitiksel olarak ¢oziimleri agiklanmistir. Adi diferansiyel
denklemlere doniistiiriilen lineer olmayan Schrodinger denklemi ve Wu-Zhang denkleminin
sonuglart literatiire kazandirilmistir.

Bulgular: Tez ile ilgili ilk olarak lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesinde
onemli rol oynayan sine-Gordon agilim metodu ve modifiye edilmis iistel (—[2 ¢ )) acilim
fonksiyon metodu tanitilmistir. Tanitilan bu metotlar lineer olmayan Schrédinger ve Wu-Zhang
denklemlerine uygulanarak bazi yeni hiperbolik fonksiyon ¢6ziimleri elde edilmistir. Wolfram
Mathematica programi yardimi ile ¢éziimlerin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir. Boylelikle
lineer olmayan bazi olgularin agiklanmasina fayda saglanmustir.

Sonu¢: Bu tezde sine-Gordon ag¢ilim metodu ve modifiye edilmis {istel (—.Q(()) acilim
fonksiyon metodu ilk defa lineer olmayan Schrodinger ve Wu-Zhang denklemlerine
uygulanmistir. Ayrica tezde lineer olmayan Schrodinger denkleminin ayrintili bir sekilde
aciklanmasina yer verilmistir. Literatiire sunulan bu denklemden yararlanilmasi
hedeflenilmistir. Sine-Gordon agilim metodu ve modifiye edilmis iistel (—Q(C )) acilim
fonksiyon metodunun bazi klasik metotlara gére daha avantajli oldugu kanisina varilmistir.
Bilinen analitiksel ¢oziimler ile niimeriksel ¢oziimlerin kiyaslanmasi yapilip bu metotlarin
niimeriksel ¢oziimlerinin lineer olmayan denklemlere daha kolay uygulanabildigi ve daha
elverisli oldugu gozlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sine-Gordon agilim metodu (SGEM), Modifiye edilmis iistel (—2({))
acilim fonksiyon metodu (MEFM), lineer olmayan Schrédinger denklemi (NLSE), Wu-Zhang
denklemi ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklem

Kasim 2024, 79 sayfa



ABSTRACT

PhD THESIS

MODIFIED EXPONENTIAL OF NONLINEAR PARTIAL DIFFERANTIAL
EQUATIONS SOLUTION WITH EXPANSION AND SINE-GORDON EXPANSION
METHOD

Tugba YAZGAN

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sidika Sule SENER KILIC
Co-Supervisor: Prof. Dr. Ercan CELIK

Purpose: The aim of this thesis is to apply the sine-Gordon expansion method and the modified
exponential (—2({)) expansion function method to solve the classification of nonlinear
differential equations. This thesis seeks to derive analytical and approximate solutions for
nonlinear evolution equations by transforming them into ordinary differential equations through
the methodologies employed within the thesis. A more comprehensive investigation of the sine-
Gordon expansion method and the modified exponential (—2(¢)) expansion function method
reveals that these approaches optimize nonlinear differential equations.

Method: Nonlinear partial differential equations are highly valuable in elucidating a range of
interdisciplinary phenomena. This thesis examines the application of the sine-Gordon
expansion method and the modified exponential (—2(¢)) expansion function method to
provide numerical solutions for nonlinear differential equations. The methods employed in this
thesis are applied to the nonlinear Schrodinger equation and the Wu-Zhang equation, and the
analytical solutions of nonlinear partial differential equations are elucidated. The results of the
nonlinear Schrodinger equation and the Wu-Zang equation, which were transformed into
ordinary differential equations, were introduced into the literature.

Findings: This thesis introduces, firstly, the sine-Gordon expansion method and the modified
exponential (—2(¢)) expansion function method, both of which play a significant role in
solving nonlinear partial differential equations. By applying these methods to the nonlinear
Schrodinger and Wu-Zang equations, novel hyperbolic function solutions have been derived.
Utilizing the Wolfram Mathematica program, two-dimensional and three-dimensional graphs
of the solutions were generated, thereby facilitating the elucidation of certain nonlinear
phenomena.

Results: In this thesis, the sine-Gordon expansion method and the modified exponential
(—[2 ¢ ))function method are applied to the nonlinear Schrédinger and Wu-Zang equations for
the inaugural time. Furthermore, the thesis provides a comprehensive explanation of the
nonlinear Schrodinger equation. This equation presented in the literature is intended to yield
beneficial outcomes. It has been concluded that the sine-Gordon expansion method and the
modified exponential (—Q(C)) expansion function method exhibit greater advantages
compared to certain classical methods. A comparison of established analytical solutions with
numerical solutions reveals that the numerical approaches are more readily applicable to
nonlinear equations and exhibit greater convenience.

Keywords: The Sine-Gordon expansion technique (SGEM), the modified exp
(—2(3))expansion function technigue (MEFM), Nonlinear Schrodinger equation (NLSE), the
Wu-Zhang equation and, Nonlinear partial differential equation.

November 2024, 79 pages
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GIRIiS

Dalgalar, matematiksel olarak bir grafik ya da bigimsel fonksiyon olarak ifade edilir ve
dalgalar bir dalga fonksiyonu ile temsil edilir. Dalga uzayda yayilirken bazi zamanlarda
bozulmaya ugrar. Dalga fonksiyonu ise bu bozulmayi tanimlamakta yardimci olur. Dalga
fonksiyonu hem konuma hem de zamana bagli oldugundan, dalganin grafigini ¢izerken
genellikle bir degiskeni sabit tutariz. Secenek olarak, belirli bir x noktasinda dalganin zamansal
degisimini de inceleyebiliriz. Dalgalar ilerlerken bir par¢a dalgakirani goz oOniine alirsak,
periyodik bir hareket gerceklestirerek yukar1 asagi salinim yapacaktir. Dalga fonksiyonunun
tam anlamiyla matematiksel formu, { = f(x, t) gozoniinde tutulursa dalga tiiriine tabidir. Dalga
fonksiyonunun belirli bir formu, { = f(x — vt), en genis dalga tiirii olan "gezgin dalgaya"
tekabiil eder. Gezgin dalga, dalga ve i¢cinden gegtigi ortamin 6zgiin hiziyla uzayda gezen veya
"yayilan" belirli bir miktarda ki salinimlarin periyodik serilerinden meydana gelir. { = f(x —
vt) ifadesi, pozitif x yoniindeki v hiziyla ilerleyen tek boyutlu bir gezgin dalgay: temsil eder.
Ortamdaki salinimlar basit harmonik salimimlarsa, dalga fonksiyonunun islevsel bicimi
harmoniktir. f(x), bir egriyi temsil eden bir fonksiyon oldugunda, aym1 f fonksiyonunun,
ancak (x) vyerine pozitif (x —a) konuldugunda, ayn1 sekle sahip ancak pozitif x ekseni
boyunca bir miktar "a" kaydirilmis bir egriyi temsil eder. Benzer sekilde f(x + a), egrinin
negatif yoniinde "a" kadar kaydirilmis halini temsil eder. Bunu anlamak, dalga hareketinin
matematiksel tanimini anlamak i¢in temeldir. "a"’y1 zaman iginde dogrusal bir seyle, a = vt
ile degistirdigimizde, v nin durumuna bagl olarak saga ya da sola dogru yayilan bir egri elde
eder. Dogrusal olmayan dalga olaylari; akiskanlar mekanigi, plazma fizigi, optik fiberler,
biyofizik, jeokimya, biyoloji, kati hal fizigi, kimyasal kinematik, kimyasal fizik gibi ¢esitli
bilim ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu husus miihendislik, kimyasal ve
biyolojik uygulamalarda da go6zlemlenmektedir. Lineer olmayan devinimli dalgalarin
kullanilmasi, uygulamali bilim alanina rahatlik getirmistir. Dogrusal olmayan fenomenleri daha
iyi anlamak ve pratik hayatta daha fazla uygulamak icin bunlarin gezgin dalga ¢oziimlerini
aramak onemlidir. Aslinda, fiziksel bilimlerdeki tiim ana denklemler lineer degildir ve genel
olarak, bu cesit lineer olmayan evrim denklemlerin (NLEE) net bir bi¢imde halletmek
genellikle ¢ok komplekstir. NLEE’lerin mutlak ¢oziimleri, lineer olmayan fiziksel olaylarin
incelenmesinde Onemli rol oynar. Bu nedenle dogrusal olmayan denklemlerin kesin
¢Oziimlerini bulmak i¢in giiclii ve verimli yontemler, ¢esitli bilim insanlar1 tarafindan hala

blyiik ilgi gérmektedir. Son otuz yilda, NLEE’ lerin kesin ¢éziimlerini elde etmek i¢in etkili



yontemler bulma konusunda 6nemli ilerlemeler kaydedilmistir. Bu yontemler homojen denge
yontemi (Fan 2000a), tanh-fonksiyon yontemi (Wazwaz 2005), genisletilmis tanh-fonksiyon
yontemi (Fan 2000b; EI-Wakil and Abdou 2007), iistel fonksiyon yontemi (He and Wu 2006;
Akbar and Ali 2012), siniis-kosiniis yontemi (Wazwaz 2004), degistirilmis iistel-fonksiyon
yontemi (Usman et al. 2013), genellestirilmis Riccati denklemi (Yan and Zhang 2001), Jacobi
eliptik fonksiyon genisleme yontemi (L 2005; Chen and Wang 2005), Hirota’nin bi-lineer
yontemi (Wazwaz 2012), Miura doniistimii (Bock and Kruskal 1979), (G'/G)-genisleme
yontemi (Wang et al. 2008; Bekir 2008; Zayed 2009; Zhang et al. 2008; Akbar et al. 2012),
yeni (G'/G)-genisletme yontemi (Alam et al. 2014; Alam and Akbar 2014), degistirilmis basit
denklem yontemi (Jawad et al. 2010; Khan et al. 2013), gelistirilmis (G'/G)-genisleme yontemi
(Zhang et al. 2010), ters sag¢ilma doniisiimii (Ablowitz and Clarkson 1991), yeni genellestirilmis
(G'/G)-genisleme yontemi (Naher and Abdullah 2013; Alam et al. 2013; Alam and Akbar
2013a; Alam and Akbar 2013b; Alam et al. 2013), exp (iistel) (-®(n)) genisleme yontemidir
(Khan and Akbar 2013; Zhao and Li 2008).

Matematiksel bir sistemle fiziksel bir sistem arasindaki iliskiyi sezgisel olarak kavramak
oldukca zordur. Bu nedenle, fiziksel olaylar1 agiklamak ic¢in lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin Ozelliklerinden yararlanilmistir.  Arastirmacilar, lineer olmayan olaylari
aciklamak icin genellikle kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve solitonlar gibi araclara
basvurmuslardir. Solitonlar, kendilerini koruyan ve sabit hizda yayilan, kendini giiclendiren
tekil dalgalardir. Ayrica nabiz dalgasi veya dalga paketi olarak da bilinirler. Solitonlar,
bosluktaki dagitici ve dogrusal olmayan etkilerin birbirini yok etmesiyle olusurlar. "Dagitici
etkiler" terimi, dalgalarin hizinin frekansa bagli olarak degistigi belirli sistemleri ifade eder.
Solitonlar, fiziksel sistemleri tanimlamak i¢in kullanilan dogrusal olmayan dagitict kismi
diferansiyel denklemlerin yayilma siifinin ¢oziimleri olarak kesfedilmistir. Soliton ifadesi ilk
olarak Iskogya'da Union kanalinda ikamet eden John Scott Russell vasitasiyla tanimlanmistir.
Bu dalgaya "¢evrimli dalga" adin1 vermistir. 1834 yilinda, John Scott Russell kendi doniisiim
dalgalarin1 kanalda bir botun hareketini gozlemlerken bir ¢ift atin botun hizlica siiriikledigini
gdérmiis ve bot durdugunda ise kanaldaki suyun kiitlesinin tekrar hareket ettigini fark etmistir.
Siddetli calkalanma sonucunda su botun burun kisminda birikmis ve daha sonra su dbegi
diizgiince geride kalmistir. Bu da hizin kiiclilmesine ya da kanalda belirli belirsiz bir degisiklige
sebep olmustur. Scott Russell kendi sozleriyle kesfini su sekilde ifade etmistir: ‘At sirtindan
onu takip ettim ve hala donerken saatte sekiz ya da dokuz mil oraninda bir hizla onu salladim,
asil sekil otuz fit uzunlugunda ve bir fite bir fit yar1 uzunlugundaydi. Dalganin uzunlugu giderek

sontimlenmis ve bir ya da iki milden sonra, kanalin kivrimlarinda sona ermistir.” Béylece 1834



yilinin agustos ayinda, Doniisiim dalgas1 adin1 verdigi tekil olay hakkinda ilk goriisiinii

gerceklesmis olmustur. Soliton ile ilgili tek bir tanim yapmak olduke¢a zordur.

Scot Russell yaptig1 aragtirmalar sonucunda evinde dalga depolari insa etmis ve bu dalgalarin

baz1 6zelliklerini kesfetmistir. Bunlar;

e Normal dalgalar diizlesme ya da diklesme, yuvarlanma egiliminde iken kesfettigi
dalgalar kararli ve ¢ok uzak mesafeleri kat edebilirler.

e Hiz, dalganin boyuna, genislik ise dalganin yogunluguna baglidir.

e iki dalganin birlesmesi durumu yerine, ¢ok kiiciik dalgalar daha biiyiik olan dalga
tarafindan gegilir.

e Su derinligi i¢in ¢ok biiyiik olan bir dalga varsa bu dalga iki biiyiik ve kiigiik par¢aya

ayrilir.

Solitonun baska tanimlarinda ise Drozin ve Johnson, solitonlar1 su ii¢ 6zellik ile

tanimlamistir:

e Solitonlar kalic1 bigimdedir.
e Bolgeler dahilinde sinirlandirilmastir.
e Solitonlar baska solitonlar ile etkilesime girebilir ve patlamadan, faz kaymasi

ugramalar1 haricinde doniismeden kurtulabilirler.

Daha birgok tanimlar vardir. Baz1 bilim insanlar1 soliton ifadesini bu ii¢ 6zellige sahip
olmayan olay olarak tanimlarlar. Ornegin: dogrusal olmayan optikteki "1s1k atmalar1", etkilesim
aninda enerji kaybettiklerinde soliton olarak adlandirirlar. Sagilim ve dogrusal olmama siirekli
ve yeri belirlenmis dalga ¢esitlerini tiretebilmek igin birbirlerini baskilarlar. Cam i¢inde hareket
eden 15181n egilimini géz Oniline alalim. Bu egilimin, farkli frekanslardaki 15181 icerdigi
diisiiniilebilir. Cam dagilim gosterdiginden farkli frekanslar farkli hizlarda hareket edecek ve
bu yiizden zamanla egilim degisime ugrayacaktir. Ancak, Kerr etkisi de dogrusal olmayan bir
etkidir. Kerr dogrusal olmayan optik etkisi ile ilgilidir. Kerr etkisi, ikinci dereceden elektro
optik etkisi olarak da bilinir ve uygulanan bir elektrik alanina cevap olarak bir malzemenin
kirtlma indisinde meydana c¢ikan alterasyondur. Tezde kullanilacak olan metotlar bu
solitonlarin incelenmesinde ve yorumlanmasinda dnemli rol oynamaktadir. Ancak metotlar

incelemeden Once solitonlar1 daha detayli bir sekilde analiz etmek gerekir.

Dogrusal denklemler yillardir farkli olgular1 agiklamak igin kullanilmaktadir. Ornegin,
Newton, Maxwell ve Schrodingers denklemleri dogrusaldir ve bir sistemin harici bir bozulmaya
yalnizca dogrusal tepkisini dikkate alirlar. Fakat, gergek sistemlerin biiyiik bir boliimii dogrusal

degildir. Goreceli modellerin birgogu hala dogrusal bir agiklamaya dayanmakta ve kiigiik



pertiirbasyonlar olarak ac¢iklanan dogrusal olmayan olaylar i¢in mimkiin oldukga
diizeltilmektedir. Boyle bir bakis agisinin mutlak olarak kusur olabilecegi iyi bilinmektedir.
Dogrusal bir yaklasim bazen diizenin bazi ana hareketlerini gézden kagirabilir. Dogrusal
olmama esiklerle, ¢oklu kararlilikla, histerezisle, uyarimlar degistik¢e niteliksel olarak degisen
olgularla ilgilidir. iki farkl1 nedenin birlikte tesirinin nihai etkisi dogrusal bir sistemde, her bir
nedenin ayr1 ayr1 degerlendirilmesi etkilerinin st iiste binmesinden ibarettir. Ancak dogrusal
olmayan bir sistemde iki temel eylemin bir tanesine eklenmesi bir digeri, kurucu unsurlar
arasindaki is birliginin baslangicini yansitan dramatik yeni etkilere neden olabilir. Dogrusal
olmayan olgular1 kavramak i¢in 6ncelikle dogrusalligin ne anlama geldigini iyi bilmek gerekir.
Dogrusal dalgalar1 goz 6ntinde bulundurursak, genel olarak bir dalga, bir hareket durumunun
madde boyunca yayilmasi olarak ifade edilebilir. Rastgele ele alinan bir dogrusal dalganin

0zgiin bazi1 6zellikleri sunlardir:

i) Dogrusal bir dalganin hiz1 genliginden bagimsizdir,
i) Dogrusal olan iki dalganin toplami da yine dogrusal bir dalgadir,

iii) Genligi kiiciik olan dalgalar dogrusaldir.

Biiyiik genlikli dalgalarin her zaman dogrusal oldugu sdylenemez. Bulundugu yerde
ilerleyen bir dalganmn kaderi ortamin nitelikleri tarafindan belirlenir. Ornek vermek gerekirse,
tiirbiilansta biiyiik genlikli dalgalarin seklinin bozulmasina dogrusal olmama olay1 neden olur.
Ayn1 zamanda, bozulmaya neden olan bagka kaynakta vardir: dalganin dagilmasi. Yiizyildan
daha uzun bir siire nce soliton dalgalari1 tanimlayan matematiksel denklemler ¢6ziilmiis ve bu
noktada soliton dalganin varligi kabul edilmistir. Soliton dalga dogrusal olmama ve dagilma
etkileri arasindaki hassas denge nedeniyle var olabilir. Dogrusal olmama tepeyi diklestirme
egilimindeyken, dagilma tepeyi diizlestirir. Yalniz dalga bu iki tehlikeli ve tahrip edici kuvvet
arasinda yasanir. Dolayisiyla dogrusal olmama ve dagilma arasindaki denge soliton dalgalarin
varhigindan sorumludur. Netice olarak, soliton dalgalar olduk¢a dayaniklidir. Solitonlar
dogrusal denklemlerden yaralanarak ifade edilemez. Matematiksel fizigin dogrusal olmayan
denklemleri ile solitonlarin transformasyonu ve hareketi tanimlanir. Solitonlarin tarihi essizdir.
1895 yilinda soliton dalgalari tanimlayan ilk matematiksel denklemlerden biri olan yontem
tanitilmistir ve yalniz dalgalar tam olarak 1965 yilinda anlasilabilmistir. Dahasi, 1965’ten 6nce
iyi bilinen bir¢ok fenomenin soliton oldugu ortaya ¢ikti. Su yiizeyindeki dalgalarin, sinir
nabizlarinin, girdaplarin, kasirgalarin ve digerlerinin soliton oldugu ancak 1965’ten sonra
anlagildi. Solitonlarin en etkileyici niteligi parcacik gibi hareket etmeleridir. Solitonlarin en
onemli 6zellikleri sunlardir: uzayin bir bolgesine bagli, sekil degistirmez ve diger solitonlarla

karsilastiktan sonra seklini korumaya devam ederler. Solitonlarin matematiksel olarak 6nemli



bir ayrimi1 vardir. Solitonlar integrallenebilir denklemlerin yerel ¢6ziimiidiir. Solitonlarin bir
diger carpict Ozelligi de diger solitonlarla carpigsalar bile bozulma olmayan dalgalar
olmalaridir. Solitonlar1 siiflandirmanin bazi yollar1 vardir. Ornegin topolojik ve nontopolojik
soliton smiflar1 vardir. Solitonlarin profillerini dikkate aldigimizda topolojik dogasindan
bagimsiz olarak iki gruba ayrilabilir: kalict ve zamana bagli. Ornek verecek olursak, kink
solitonlar kalict bir bi¢cime sahipken bazi solitonlar statik olsalar bile bir i¢ dinamigi vardir.
Yani formlar1 zamanla salinim hareketi yaparlar. Solitonlari siniflandirmanin ti¢lincii yolu ise
tekamiillerini ifade eden lineer olmayan denklemlere uygun olarak yapilir. Solitonlarin

smiflandirilmasi asagidaki gibidir.

Klasik ve Kuantum Solitonlar: Klasik bir solitonun kaba bir tanimi, diger soliton
dalgalarla ¢arpismada biiyiik kararlilik gésteren bir solit dalgadir. Gordiigiimiiz gibi bir soliton
dalga seklini degistirmez, x ekseni boyuncac hiziyla otelenen bir u(x — ct) bozulmasidir
(Mourachkine 2002). Soliton bazi denklemler igin bir ¢oziimdiir. Buna KDV denklemi ya da
dogrusal dagilim daha az denklemi 6rnek verilebilir. Kuantum dogrusal olmayan Schrodinger

modeli ve kuantum sine-Gordon modeli fiziksel sistemler i¢in kuantum solitonlar1 yonetirler.

Topolojik ve Nontopolojik Solitonlar: Biitiin soliton dalgalar renormalize relativistik
lokal alan teorilerinde ya topolojik ya da nontopolojiktir (Nakahara 2018). KDV denklemi
topolojik olmayan solitona 6rnektir ve KDV denkleminin su kanali soliton ¢6ziimii, vakum igin
topolojik olarak ayni oldugu gibi sonsuzdaki sinir kosullarinin solitonlari i¢inde ayni anlama
geldigi goriliir. Vakum dejenere olmayabilir fakat eklemeli bir koruma yasasina ihtiyaci vardir.
Ancak topolojik olarak soliton igin dejenere bir vakum gereklidir. Fiziksel vakum hali
sonsuzluktaki sinir kosullar1 soliton dalga halinden topolojik olarak farklilik gosterir. Fizik ve
matematikte topolojik soliton veya topolojik kusur, kismi diferansiyel denklemler sisteminin
veya kuantum alan teorisinin vakum ¢oziimiinden homotopik olarak farkli bir ¢oziimiidiir: var
oldugu kanitlanabilir ¢iinkii sinir kosullart homotopik olarak farkli ¢éziimlerdir. Bu topolojik
eksiklikler yalnizca kiigiik pertiirbasyonlara kars1 stabilize degildir. Ancak onlar1 siradan veya
“Onemsiz” bir ¢dzlime karsilik getirecek daimi bir doniisiim bulunmadigi igin dejenere olamaz,
geri alinamaz veya ¢oziilmesinin imkani olamaz. Birgok farkli topolojik kusur bigimleri vardir.

Maddenin simetri 6zellikleri ve faz gegisinin dogasi olusan kusurun tiiriinii saptar.

Solitonlarin sadece siniflandirilmasi degil ayn1 zamanda sekil bazinda siniflandirilmasini goz

Oniine almak gerekir. Bunlar;

Bell Soliton: KDV denkleminin soliton ¢dziimii, bir ¢an seklindedir ve diisiik frekansh
solitonlardir. Bu tiir solitonlar topolojik olmayan solitonlar olarak isimlendirilir. NLS

denkleminin soliton ¢6ziimii, harmonik (kosiniis) bir dalgay1 modiile eden ¢an bigiminde bir



hiperbolik sekant zarfina sahiptir. Genlige ve yiiksek frekansli solitona sahip olmayan bir

¢Ozimdiir.

Kink Soliton: Schrédinger denkleminin (SC) ¢oziimleri kink veya anti-kink solitonlar
olarak anilirlar ve hiz dalga genligine tabi olamaz. Kink veya anti-kink olarak adlandirilan bu
soliton ¢oziimleri topolojik solitonlar olarak nitelendirilirler. Bir kink ¢6ziimiine faydali bir
ornek verecek olursak bir ferro miknatisin iginde yer alan iki manyetik alan arasindaki Bloch
duvarin1 drnek olarak verebiliriz. Manyetik spinler bir alandaki spin agagidan bitigik alandaki
spin yukariya dogru doner. Asagi ve yukar1 arasindaki bu gegis bolgesi Bloch duvari olarak
adlandirilir. Sine-Gordon denklemine gore etki altinda uygulanan bir manyetik alanin Bloch

duvari genisleyebilir.

Breather Soliton: DB (discrete breathers: ayrik breathers) igsel yerlestirilmis modlar
veya dogrusal olmayan yerlestirilmis uyarimlar olarak bilinir, fizikte olduk¢a 6nemli, yeni bir
olaydir ve biitiinlestirilebilir (Akhmediev and Ankiewicz 1997). DB solitonu, kismi diferansiyel

denklemlerin solitonu ile rekabet edebilecek ve hatta onu asacak kadar gii¢lii potansiyeli vardir.

Simdiye kadar soliton ¢6ziimlerini tanimlamak i¢in dogrusal olmayan denklemi KDV
denklemi ve sine-Gordon denklemlerini ele aldik. Lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS)
gergek solitonlar1 sergileyen tigiincii bir denklemdir. Simdi soliton 6zelliklerini bu {i¢ denklemle

aciklayalim.
Korteweg-de Vries denklemi;
Up = OUUy — Uyxy
Sine-Gordon denklemi;
Upe = Uyy — SiNU
ve lineer olmayan Schrodinger denklemi;
U = U T U 17U

dir. Soliton dalgalar1 degerlendirmek ve incelemek amaciyla kullanabilecek bilinen
denklemlere benzemeyen bir¢ok dogrusal olmayan denklemler (6rnegin Boussineqs denklemi)
vardir, ancak bu ti¢ denklem fiziksel pratik uygulamalar i¢in bilhassa 6nemlidir.

Dogrusal olmayan denklem bazinda solitonlarin siniflandirilmasini  asagidaki sekilde

verebiliriz:

KDYV Solitonlari: KDV solitonlar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir:



i) Genligi hiziyla birlikte artar (ve bunun tersi de gegerlidir). Bu nedenle, duragan

halde var olmazlar.
Genisligi, hizinin karekdkii ile ters orantilidir.

i) Bu tek yonli bir dalga darbesidir, yani KDV denkleminin ¢éziimleri i¢in hizi
negatif olamaz.
iii) Soliton ¢dzliimiiniin isareti, KDV denklemindeki dogrusal olmayan katsayimin

isaretine baglidir.

KDV solitonlari, zayif dogrusal olmayan ve zayif dagitict dalgalara sahip fiziksel sistemlerde

bulunan topolojik olmayan solitonlardir (Remoissenet 2013).

Topolojik Solitonlar: Topolojik (kink) solitonlarin  6zellikleri asagida gibi

Ozetlenebilir;

1) Genligi hizindan bagimsizdir, sabittir ve sifir hiz i¢in ayni kalir, bu nedenle
biikiilme statik olabilir.

i) Lorentz daralmasi nedeniyle hiz1 arttik¢a genisligi daralir.

iii) Rolativistik bir pargacigin 6zelliklerine sahiptir.

iv) Farkli bir vida hissine sahip olan topolojik biikiilmeye antik biikiilme denir.

Topolojik solitonlar olduk¢a Kararli solitonlardir. Bu solitonlar siirtiinmenin etkisi altinda
yalnizca yavaglar ve en sonunda dururlar, hareketsizken sinirsiz bir sekilde yasayabilirler
(Remoissenet 2013).

Zarf (Envelope) Solitonlar: Sekil olarak kuantum mekaniginin Schrédinger
denklemine benzeyen NLS denklemi lineer olmayan Schrédinger denklemi olarak adlandirilir.
NLS denklemi fizikte olduk¢a 6nemli olaylar1 agiklar. Bunlardan bazilari; dogrusal olmayan
optikteki kendi kendine odaklanma olaylarini, tek renkli dalgalarin tek boyutlu kendi kendine
modiilasyonunu, dogrusal olmayan plazmay1 vb. dir. Zarfin altinda normalde 14 ila 20 olan
kiiglik bir tepeye sahip gruplar kararli gruplardir ve bunlardan merkezi olani en yiiksek olanidir.
Eger bu gruplar daha fazla tiimsege sahip ise kararsizdirlar ve bundan dolay1 daha kii¢iik
gruplara ayrilirlar. Zarf solitonlar1 KDV solitonlartyla nitelik olarak birbirleriyle aynidir,
dolayisiyla sonludurlar ve pargacik olarak kabul goriiliir. Dogrusal olmayan optik i¢in NLS
denklemi ayrilmaz bir pargadir. Zarf solitonlar1 genellikle iki sekilde siniflandirilir: karanlik
(dark) ve parlak (bright) solitonlar. Solitonlar hakkinda yapilan arastirmalar sunulduguna gore

bunlarin ¢oziimlerini bulabilecek olan metotlar1 verebiliriz.

Bu denklemlerden biri Sine-Gordon agilim metodu (SGEM) ve bir digeri ise modifiye

edilmis {stel (—.(2 ¢ )) acilim fonksiyon metodudur. Metotlar1 biraz agiklamak gerekirse;



kuantum mekanigi, manyetizma kuramu, siiper iletkenlik, optik ve tiirevsel geometri alaninda
karsilagilan sine-Gordon denkleminin tekil dalga ¢Oziimiiniin bulunmasiyla bir¢cok
aragtirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Daha sonra, arastirmacilarin bilgisayar yazimiyla Korteweg-
de Vries denklemi iizerine gerceklestirdikleri deneyler sayesinde iki tekil dalganin
carpismasinin iki atom parcaciginin ¢arpismasina es deger oldugunu yani ¢arpisma sonucunda
iki dalganin da carpisma Oncesi Ozelliklerini, sekillerini ve yiiksekliklerini korudugu

gbzlemlenir.

Sine-Gordon denklemi, d’Alembert operatoriinii ve bilinmeyen fonksiyonun sindisiinii
iceren dogrusal olmayan hiperbolik kismi diferansiyel denklemdir. Denklemin yani sira ¢esitli
¢oziim teknikleri de on dokuzuncu ylizyilda diferansiyel geometrinin gesitli problemlerin
incelenmesi sirasinda biliniyordu. Denklem 1970’lerde, solitonlara ("kink" ve "antikink™ olarak
adlandirilan) yol agtig1 goriildiigiinde biiyiik dlglide dikkat ¢ekmistir. Sine-Gordon denklemi
@, = sin®, diferansiyel geometriden (Bobenko and Pinkall 1996; Bour 1862; Melko and
Sterling 1991; Popov and Maevskii 2007) rolativistik alan teorisi (Rajaraman 1982), Josephon
baglantilar1 (Remoissenet 2013; Scott 1970), DNA ¢ift sarmali boyunca deformasyonlarin
yayilmasi (Yakushevich 2006), kristallerdeki dagilmalar (Frenkel and Kontorova 1993),
ferroelektrik ve ferromanyetik malzemelerdeki alan duvarlar1 (Kosevic¢ et al. 1990), mekanik
iletim hatlar1 (Remoissenet 2013; Scott 1969) olmak iizere, uygulamali fizige kadar bir¢ok
alanda say1siz uygulamasi olan klasik soliton denklemlerinden biridir (Barone 1971; Davydov
2013; Lamb 1980). Uzun ge¢misine ragmen, Sine-Gordon denklemi ve onun sayisiz uzantilar
ve genellemeleri hala arastirmacilarin ilgisini ¢ekmektedir (Dai et al. 2009; Ferreira and
Zakrzewski 2013; Lenells and Fokas 2010; Sakhnovich 2012; Willox et al. 2014).

2006 yilinda He ve Wu (2006), lineer olmayan evrim denklemleri (NEEs) igin iistel
fonksiyon olarak adlandirilan bir yontemi tanittilar. Bu yontem, iistel fonksiyonlarin rasyonel
kombinasyonlarinin bir ansatz ¢dziimii olarak denenmesine dayanmaktadir. Tamamen
algoritmiktir ve sadece bir bilgisayar sistemi kullanilarak gergeklestirilebilen cebirsel
manipiilasyonlardan olusur. Titiz bir sekilde ele alindiginda, genellikle tek ve periyodik
dalgalarin olusturabilecegi daha genel parametrelerle kesin ¢oziimler saglar. Bu yontem,
degisken katsayili NEEs’ler (Zhang 2007), ¢cok boyutlu denklemler (Ozis and Aslan 2008),
diferansiyel fark denklemleri (Zhu 2007), stokastik denklemler (Dai and Zhang 2009), {i¢ bagl
NEEs’ler (Yomba 2009) gibi gesitli dogrusal olmayan problemler igin genisletilmis,
genellestirilmis ve uyarlanmistir. Ayrica, n-soliton ¢oziimleri (Marikanis 2008; Zhang and
Zhang 2009), rasyonel ¢oziimler (Zhang 2010), ¢ift dalga ¢oziimleri (Fu and Dai 2009)

olusturmak igin genellestirilmistir. Dalga ¢6ziimlerinin lineer olmayan evrim denklemleri igin



arastirilmasi, lineer olmayan fiziksel olgularin arastirilmasinda son derece 6nemlidir. Modifiye
edilmis iistel (—.Q(()) acilim fonksiyon metodu ise lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemler ve kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin farkli tipte analitik
¢Oziimlerini bulmada kullanilan oldukca elverisli, kullanisli ve lineer olmayan olusum
denklemlerinin farkli tipteki ¢oziimlerini elde etmede kullanilan yeni bir metottur. Bu metodun
bazi metotlara gore ustiinliigii, keyfi ek parametreler kullanarak yeni gezgin dalga ¢oziimleri

vermesidir (Kumar et al. 2018; Biswas and Kara 2010).

20. yy. baslarinda deneysel kanitlar atom molekiillerinin dogada dalga gibi davrandigini
one siirmiiglerdir. Ornegin, elektronlar ¢ift yariktan gecerken 1s1k dalgalari gibi kirilarak
yayilmaktadirlar. Atom molekiillerinin dogadaki davramislart gozlemlendiginde bir dalga
denklemini agiklayacaginin fikri ortaya atilmistir. Schrodinger bu konu ile ilgili ilk dalga
denklemini yazan kisi olmustur. Tabi daha sonralar1 dalga fonksiyonlar1 ne oldugu hakkinda
yapilan tartigmalarla daha ag¢ik hale gelmistir. Schrodinger denklemi; kimya alaninin modern
atom kuramlarinda, ortalama bag uzakliklari, dipol ve momentumlarin hesaplanmasinda, fizikte
ise elektrik alan ve transistorlerin mekanizmasinda, kuantum mekaniginde serbest enerji
seviyelerini ve pargaciklarin herhangi bir andaki konumunu bulmak i¢in kullanilir. Bu
denklemin zamana bagli versiyonu serbest parcaciklarin devinimine uygulanabilen ilerleyen
dalga hareketi i¢in kullanilir. Zamana bagli olmayan versiyonu ise durgun dalgalar1 tanimlamak
icin kullanilir. Lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLSE) bir kuantum sisteminin
analizinde sonuca varmamizi saglayan bir ara dalga fonksiyonudur. Kuantum mekanigi belirli
bir yerde bir pargacigin olasiligini veya belirli bir momentuma sahip olma olasiligin1 hesaplar.
Bir dalga fonksiyonu yardimiyla olasilig1 gergeklestirir. Bu fonksiyonun amaci konumu bulmak
degil, konumun olasiligin1 hesaplamaktir ve NLSE bunlardan biridir. Fiziksel bir sistemin
potansiyeli kiiresel olarak simetrik bir dagilima sahipse, NLSE denklemini kiiresel
koordinatlarda calismak cok pratiktir. NLSE, uzay ve zamandaki degisimi gdsteren bir
denklemdir. NLSE, genellikle fizik biliminde kullanilan bir denklemdir. Ozellikle fiberlerde
optik darbelerin yayilmasimi ag¢iklamada katkida bulunmustur. NLSE; telekomiinikasyon,
hidrodinamik, dogrusal olmayan akustik, dogrusal olmayan dagilan dalgalar, plazmalar,
optikler, su dalgalar1 ve pargaciklarin dinamiklerini modellemek igin kullanilir. Son yillarda
matematikteki 6nemli gelismelerden biri, NLSE’nin sayisal simiilasyonu ve analitik tiirleri,
optik iletim sistemlerinin tasarim optimizasyonunda 6nemli bir rol oynar. Bir¢ok arastirmaci,
NLSE’nin analitik ve sayisal ¢oziimlerini farkli yontemler kullanarak diger denklemleri
arastirdi. Bu yontemlerden bazilari, ters sa¢ilma doniisiim metodu (Ablowitz and Musslimani
2016), genisletilmis sinh-Gordon agilim metodu (Kumar et al. 2018), gelistirilmis Bernoulli alt

denklem fonksiyon metodu (Dusunceli et al. 2020; Yel 2019), homotopi analiz metodu (Kocak
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et al. 2014), varyasyonel ilkesi (Biswas and Kara 2010), genellestirilmis Kudryashov metodu
(Demiray et al. 2018), genisletilmis tanh fonksiyon metodu (Biswas et al. 2014), bolinmiis
adim metodu (Bosco et al. 2000), sonlu fark metodu (Chang et al. 1999), degiskenlerine
ayrilmis adi diferansiyel denklemi metodu (Al-Ghafri and Rezazadeh 2019), Fourier
psodospektral metodu (Jiang et al. 2018) gibi metotlardir.

Son yillarda, birgok arastirmaci dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler ile
ilgili ¢aligsmalar yapmustir. Bunun tizerine Wu ve Zhang (1996), asagidaki formda bir denklem

Oonermislerdir:
& + &g tuey, + v, =0,
Uy + €uy + uu,, + vy, =0,
1
Ve + (ev)y + (uv), + = (exxx + Exyy + Ugxy + uyyy) =0. (1)

Burada € ve u sirasiyla x yonii ve y yonii boyunca suyun yiizey hizini, v ise suyun
yiiksekligini ifade etmektedir. Bazi doniisiimler yoluyla denklem (1), (1+1) boyutlu dispertif
(dagitict) uzun dalga denklemine (Wu-Zhang sistemi) asagidaki gibi indirgenir:

Uy = —UUy, — Vy,
— 1 2
Ve = —VUy — UVx — guxxx- (2)

Wu-Zhang sistemi sadece dogrusal olmayan su dalgasi mevcudiyetini tanimlamaz ayni
zamanda bircok liman ve kiy1 tasariminda kullanilir. Matematiksel fizigin en Onemli
konularindan biri, kesin ¢oziimleri bulmaktir. Birgok bilim insani, Wu-Zhang sisteminin sayisal
olarak ¢Oziimiinii bulmak i¢in ¢esitli yontemler gelistirmiglerdir. Bunlar1 su sekilde
Ozetleyebiliriz: Birinci integral yontemi (Eslami and Rezazadeh 2015), genisletilmis tanh
fonksiyon yontemi (Fan 2000b), karakteristik fonksiyon yontemi (Helal et al. 2012), modifiye
edilmis Conte’nin defismez Painlev’e genisleme yontemi ve WTC yaklasiminin kesilmesi
(Weiss et al. 1983), eliptik fonksiyon rasyonel genisleme yontemi (Wang et al. 2005),
genellestirilmis genigletilmis tanh fonksiyonu yontemi (Zheng et al. 2003), genellestirilmis
genisletilmis rasyonel genisleme yontemi (Zeng and Wang 2009) dir.

Bu ¢alismada yukarida bahsedilen trigonometrik fonksiyon iceren SGEM ve MEFM
metotlarinin genel yapist verilerek lineer olmayan Schrodinger ve Wu-Zhang denklemlerine
uygulanmas1 sunulmustur. Uygulanan metotlar lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
gezgin dalga ¢oziimlerini elde etmek i¢in tanimlanmugtir. Daha sonra tanimlanan metotlari tistel
ve trigonometrik fonksiyonlarin yer aldigi NLSE ve Wu-Zhang lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerine uygulayarak trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon iceren
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diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine iliskin bazi yeni yaklasimlar saglanmistir. Ayrica bu
uygulamalar sonucunda elde edilen ¢6ziim denklemlerinin yogunluk, iki ve iic boyutlu
grafikleri irdelenmistir. Dolayisiyla bu hareketli dalga ¢6ziimlerinin bilimsel olarak oncelikle
fizik ve matematik alanlarinda ayni1 zamanda miihendislik gibi bir¢ok disiplinlerarasi alana

fayda sagladigi goriildii.
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KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, daha sonraki bdliimlerde sikg¢a kullanacagimiz temel tanimlara ve
teoremlere yer verilmistir (Cagliyan vd. 2016; Halilov 2003; Pigkin 2018a; Piskin 2018b;
Atangana et al. 2015; Khalila et al. 2014; Drazin and Johnson 1989; Scott 2005; Ugurlu 2010)

Tanim 1 (Modelleme)

Genel olarak fizik kokenli bir miihendislik problemini ¢ozmek istersek problemi
degiskenler, fonksiyonlar ve denklemler acgisindan bir matematiksel ifade olarak
bi¢cimlendirmeniz gerekir. Boyle bir ifade verilen problemin bir matematiksel modeli olarak
bilinir. Bir model kurma siirecine, onu matematiksel olarak ¢6zmeye ve sonucu fiziksel ya da

diger ifadelerle yorumlamaya matematiksel modelleme ya da kisaca modelleme denir.
Tamm 2 (Diferansiyel Denklem)

Hiz ve ivme gibi birgok fizik kavramlar tiirevdir. Bu yiizden bir model ¢ogu zaman
bilinmeyen bir fonksiyonun tiirevlerini igeren bir denklemdir. Bdyle bir modele bir diferansiyel

denklem denir.
Tamm 3 (Bagimh Degisken ve Bagimsiz Degisken)

Diferansiyel denklemleri incelemek i¢in ortak bir terminolojiye ihtiyag¢ vardir. Eger bir
diferansiyel denklem, bir degiskenin bir veya daha ¢ok degiskene gore tiirevlerini ihtiva
ediyorsa, tlirevi alinan degiskene bagimli degisken, tiirevin alindig1 degiskene veya

degiskenlere bagimsiz degisken denir.
Tamm 4 (Adi Diferansiyel Denklem)

Bir adi diferansiyel denklem (ADD), genel olarak y(x) (ya da bazen bagimsiz degisken
zaman t ise y(t)) dedigimiz bir bilinmeyen fonksiyonun bir ya da birkag tiirevini i¢eren bir
denklemdir. Denklem ayrica y nin kendisini, x (ya da t) nin bilinen fonksiyonlarini ve sabitleri
igerebilir. Ornegin,

y' = cosx

2x

y'+9y=e"

adi diferansiyel denklemlerdir.
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Tamm 5 (Coziim Egrisi)
Bir
y = h(x)

fonksiyonuna, h(x) tamimli ve bir a < x < b agik aralig1 boyunca tiirevlenebilir ve y, y’
yerine sirasiyla h, h' yerlestirildiginde denklem bir esitlige doniisiiyorsa, bu aralik tizerinde

verilen bir

Fx,y,y') =0 ©)

ADD’in bir ¢oziimiidiir denir. h’nin egrisine (grafigine) bir ¢dzliim egrisi ad1 verilir. Burada,
a <x <b acik aralig1 a ve b ug noktalarinin araliga ait noktalar kabul edilmedigini ifade
eder. Ayricaa < x < b 6zel durumlar olarak, —oo < x < b,a < x < 00, —0 < x < oo (gergel

say1 dogrusu) sonsuz araliklar icerir.
Tanim 6 (Genel Co6ziim)

Her bir adi diferansiyel denklemin keyfi bir ¢ sabiti igeren bir ¢éziimiiniin oldugunu
biliyoruz. Keyfi bir ¢ sabiti igeren bir ¢6ziime adi diferansiyel denklemin bir genel ¢6ziimii

denir. Ornek olarak;

,_dy
y —dx—cosx

adi diferansiyel denklemleri her iki tarafin integrali alinarak, dogrudan ¢dziilebilir. Gergekten
¢ keyfi bir sabit olmak iizere, y = [ cosxdx = sinx + ¢ elde ederiz. Bu bir ¢6ziim ailesidir. ¢

nin her bir degeri, 6rnegin, 2.75 veya 0 ya da -8 bu egrilerden birini verir.
Tanmm 7 (Ozel Coziim)

Geometrik olarak, bir adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, ¢ sabitinin her bir
degeri i¢in bir egri olmak {izere, sonsuz ¢oklukta ¢6ziim egrilerinin bir ailesidir. Eger belirli bir
¢ (6rnegin, ¢ = 6.45 veya 0 ya da -2.01) segersek ADD’in bir ¢dziimiinii elde ederiz. Bir 6zel

¢Ozlim hicbir keyfi sabit icermez.
Tamm 8 (Baslangi¢c Deger Problemi)

Birgok durumda verilen bir problemin tek ¢oziimii, dolayisiyla bir 6zel ¢6zimii, bir
genel ¢oziimden, belirli bir x, ve y, degerleriyle ¢ keyfi sabitinin bir degerini belirlemek i¢in
kullanilan bir y(x,) = y, baslangi¢ kosuluyla elde edilir. Geometrik agidan bu kosul, egrinin

xy diizleminde (x,, y,) noktasindan gegmesi gerektigi anlamina gelir. Bir baslangi¢ kosuluyla
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birlikte bir ADD’e bir baslangi¢ deger problemi denir. Boylece ADD acik, y' = f(x,y), ise
baslangi¢ deger problemi

y’=f(X»Y)» y(x0)=y0
bicimlidir.
Tanmm 9 (n. Mertebeden Diferansiyel Denklem)

Diferansiyel denklemin icerdigi tiirevlerin en yiiksek mertebesine diferansiyel
denklemin mertebesi denir. Yukarida sdylenenleri goz oOnilinde bulundurursak, bagimsiz
degisken x, aranan fonksiyon y = y(x) olarak kabul edildiginde, n. mertebeden diferansiyel

denklemi
FO,v,y,y" .., y™)=0
seklinde yazabiliriz. Bu yazilisa n. mertebeden diferansiyel denklemin genel sekli denir.
Tamm 10 (Diferansiyel Denklem Coziimii)

Herhangi (a,b) araliinda n. mertebeden siirekli tiireve sahip olup, n. mertebeden
diferansiyel denklemi saglayan her y(x) fonsiyonuna, sozii edilen aralikta diferansiyel
denklemin ¢dziimii denir. Ornegin, y = x? fonksiyonu, dolayisiyla y = x? + C seklindeki

biitiin fonksiyonlar, (—oo, 00) araliginda
y' =2x=0

denkleminin ¢6ziimii, y = coskx ve y = sinkx fonksiyonlari, dolayisiyla y = C;coskx +

C,sinkx seklindeki biitiin fonksiyonlar ise,(—o0, ) araliginda
y"' +k?y =0
denkleminin ¢oziimidiirler.

Tamm 11 (integrallenme)

Diferansiyel denklemin ¢6ziimil, igerdigi bilinmeyen fonksiyonun integrallenmesiyle
bulundugundan, ¢o6ziilme islemine diferansiyel denklemin integrallenmesi, ¢Oziime ise

diferansiyel denklemin integrali de denir .
Tamm 12 (Dogrusal Olmayan Diferansiyel Denklem)

F(x,y,y',y", ...,y(n)) fonksiyonu, x,y,y’,y", ...,y(")’ lerin her birine gore dogrusal
oldugunda, F(x, v,y,y", ...,y(”)) = 0 denklemi

y® 4+ )y® D + 4 pp g (O)Y + pa()y = f(x) (4)
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seklinde yazilabilir. Bu sekilde yazilan denkleme n. mertebeden dogrusal diferansiyel denklem
denir. Ancak (4) seklinde yazilamayan diferansiyel denkleme dogrusal olmayan diferansiyel

denklem denir.

Tanim 13 (Hemen Hemen Dogrusal Diferansiyel Denklem)

YW +pi )y + e+ Py ()Y + ()Y = f0y, Yy (5)
seklindeki denkleme, hemen hemen dogrusal diferansiyel denklem denir.
Tanim 14 (Kismi Tiirevli Denklem)

Bir bagimli degiskenin iki veya daha fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren
denklemlere kismi tiirevli denklem denir. u bagimli, x ve y bagimsiz degiskenleri i¢in en genel

kismi tiirevli denklem
F(,y,u, Uy, Uy, Uy, Uyy, o) =0
veya

v ou du d0%u 0%*u h
x’y’”'ax’ay’axZ'ayax"" -

dir.

Tanmm 15 (A¢ik Ciimle)

Baslangi¢ deger problemleri i¢in varlik ve teklik teoremlerini ifade etmeden dnce sik
sik kullanilacak olan bolge kavramini aciklayalim. Burada diizlemsel bolgeyi tanimlayacagiz.
Daha yiiksek boyutlu uzaylarda bolge kavrami benzer sekilde tanimlanabilir. Bilindigi gibi iki
boyutlu Euclidean uzayda bir nokta, sirali bir (x,y) reel say1 ¢iftidir. (x,, y,) noktasinin bir

komsulugu

[(c—x)* + (Y —yo) e < e

kosulunu saglayan biitiin (x,y) noktalarimin ctimlesidir. Bu komsuluk, geometrik olarak,
(%0, Vo) merkezli, € > 0 yarigaplh bir dairedir. Dairenin g¢evresi iizerindeki noktalarin &
komsuluguna dahil olmadigina dikkat etmek gerekir. S, diizlemde bir nokta ciimlesi olsun.
(%9, y0) 1n tamamen S de bulunan bir komsulugu varsa, (x,, y,) noktasina S nin bir i¢ noktasi,

yalniz i¢ noktalardan meydana gelen climleye de agik climle ad1 verilir.
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Tanim 16 (Bolge)

Diizlemde verilen bir B ciimlesi acik ve ciimlenin her (x,y;), (x3,y2) nokta cifti

tamamen B de bulunan bir kirik ¢izgisel yol ile birlestirilebiliyorsa, B ye bir bolgedir denir.
Teorem 1
Eger F ve Z—; fonksiyonlart xy diizleminin bir B bolgesinde siirekli ve (xy,yy) B nin
bir noktasi ise bu durumda,

y' =F(x,y), y(xq) =y, baslangic deger probleminin x, 1 ihtiva eden bir aralikta

taniml1 bir ve yalniz bir ¢6ziimii vardir.
Tanim 17 (Siireklilik)

f:X =Y bir fonksiyon ve x,eX olsun. Eger her € > 0 igin dy(x,x,) <& iken
dy(f(x), f(x0)) < € olacak sekilde § = 8(g) pozitif sayis1 mevcutsa f fonksiyonu x,

noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekli ise bu fonksiyona X kiimesinde stirekli

fonksiyon denir.
Tanim 18 (Conformable Tiirev)

f:[0,0) = R bir fonksiyon olsun. Biitiin t >0 ve a € (0,1] i¢in f fonksiyonunun

conformable tiirevi,

f(t+et) -1 (1)

&

T (D))= lim

&0

olarak tanimlanir. Eger f fonksiyonu a >0 olmak {iizere, baz1 (0,a) araliginda «

diferansiyellenebilir ve lim,_y+ £® (t) limiti varsa o zaman,

f@(0) =limy_o+ £ (1)

olur. £’nin a mertebeden conformable tiirevini gostermek igin bazen T, (f)(t) yerine f(®(t)

yazilacaktir. Ayrica, @ mertebeden conformable tlirev mevcutsa bu durum i¢in f,

diferansiyellenebilirdir denilecektir. Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 2
a € (0,1] i¢in f ve g, t > 0 noktasinda a diferansiyellenebilir olsun. O halde,

1. Va,b€RiginT,(af +bg) = aT,(f) + bT,(g)dir.

2. Vp € Rigin T, (tP) = ptP~* dir.

3. Tim f(t) = A bigimindeki sabit fonksiyonlar i¢in T, (1) = 0 dur.
4. To(fg) = fTa(g) + gTa(f).

5. To(f/g) = T<C 0 (g(2) # 0).

6. Ekolarak, eger f diferensiyellenebilirse, T, (f) = tl‘“%(t)dir.

Onerme 1. L, a mertebeli tiirev operatérii ve a € (0,1] olsun. O zaman
1. Ly(1)=0.
2. L,(e*) = cx~%e*,c € R.
3. Lg(sin(bx)) = bx'~%cos(bx), b € R.
4. Lg(cos(bx)) = —bx'"%sin(bx), b € R.

5. Le(S)=1.

a

Tamm 19 (Dalga)

Dalga, enerjiyi uzayda bir yerden baska bir yere tasiyan, belirli bir alanda yasayan ve
ortamda etrafa dogru yayilan, enerjiyi komsu molekiillere ileterek onlarin benzer hareket

etmesini saglayan birbirinden bagimsiz titresim hareketleridir.
Tamim 20 (Soliton)

Ele alman kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesiyle elde edilen dalga
denklemlerinin ¢6ziimlerinin soliton olabilmesi igin, sabit hizda hareket ederken seklini
koruyan ve diger solitonlarla yogun bir sekilde iletisim kurabilen ve degismeyen kimligi

koruyan (faz kaymasi hari¢) lokalize dogrusal olmayan bir dalgadir.
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Tamm 21 (Dark Soliton)

Ele almman kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesiyle elde edilen dalga
denklemlerinin ¢éziimlerinin Dark soliton olabilmesi i¢in, arka plandan daha diisiik yogunluklu

dalgalar1 tanimlayan bir dalga ¢6ziimiidiir.
Tanim 22 (Bright Soliton)

Ele alman kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesiyle elde edilen dalga
denklemlerinin ¢oziimlerinin Bright soliton olabilmesi i¢in, maksimum siddeti arka plandan

daha biiyiik olan dalgalar1 tanimlayan bir dalga ¢6ziimiidiir.
Tamm 23 (Dengeleme Teknigi)

Dengeleme teknigi, toplam seklinde verilen ¢oziim fonksiyonu st siniri temsil
etmektedir. Dogrusal olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden
lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasinda elde edilen sabit bir

sayidir. Dogrusal olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden
: . q : . Tu g - -
lineer olan terim ZTZ ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim u? (Z—;)S ile verilsin.

Burada p, q, r ve s birer sabit say1 ve m dengeleme terimi olmak tizere m + q = mp + s(im +

1) esitligi yazilabilir. Ornegin;
(1+a—-c)HU + aU+pU3 =0,

m+2=3m-o2m=2-m-=1.
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MATERYAL VE METOT

Bu bolimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz lineer olmayan Schrddinger
denklemi ve Wu-Zhang sistemi i¢in sine-Gordon ac¢ilim metodu ve modifiye edilmis istel

(—.(2 ¢ )) acilim fonksiyon metodu detayl bir sekilde tanimlanmaistir.

Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi

Bu boéliimde, lineer olmayan Scrodinger denkleminin nasil elde edilecegi 6zet halinde

verilecek. Bu konu hakkinda daha fazla bilgi igin referans Yuen and Lake (1982)’ye bakiniz.

Serbest bir yiizeye sahip sikistirilamaz, viskoz olmayan bir akiskanin donmeyen akigini

yoneten denklemler Euler denklemleri olarak bilinir:

Ap =0 —0 < z<nlx,yt), (6)

e+ (V)2 + gz =p

n +V¢)V7] ¢ _0} zZ = Tl(x;y't)' (7)
t — Yz =

¢, =0 z = —o, (8)

Burada ¢ hiz potansiyeli, n serbest yiizey, g yer ¢ekim ivmesi, p akiskan yiizeyine uygulanan

dis basing, yatay koordinatlar (x,y) = x ve dikey koordinat z dir ve yukar1 gosterir. Ayrica,

. N L L L . e A R .
Laplacian operatorii A= T 37 +55 Ve yatay gradient vektorii V= ( Pt 3y) bigimindedir.

Aksi sdylenmedikce, p dis basinci sabit olarak alinacak ve genellikle kayb1 olmaksizin sifira

esitlenecektir.

Simdi, durgun su lizerindeki kiiclik bozulmalar1 g6z Oniine alirsak, ortalama 7 iizerindeki
serbest yiizey yiiksekligi ve ¢ hiz potansiyelinin her ikisi de dalga boyu ve dalga periyodu
Olceklerinden kiigiiktiir. Serbest ylizey kosullari lineerlestirilebilir. Dahasi, kosullar yaklagim
tutar1 olarak z = n(x,y,t) yerine z = 0 iizerinde uygulanabilir. Boylece, asagidaki sinir
sartlarini yazabiliriz:

¢>t+gn=0}

ne—¢,=0 z=0. (9)

Denklem (9)’un ilk denklemi t zamanina gore tiirevlendikten sonra denklemler arasinda 1 yok

edilirse asagidaki denklem elde edilir:

bee + 99, =0; z=0. (10)
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Bu islem dogrusal olmayan serbest sinir problemini, ¢ i¢in dogrusal sabit sinir problemine

indirger:
Ap =0 —0<z<0, (11)
bee + 9P, =0 z=0, (12)
¢, =0 Z = —00, (13)

Dogrusal denklemler (11)-(13) i¢in temel ¢oziim kiimesi asagidaki gibidir:
n = (x,t) = acos(kx — wt), (14)
¢(x,z,t) = Bexp(—|k|z)sin(kx — wt). (15)

Burada k dalga vektorii, w dalga frekansi ve « ise dalga genligidir. Ayrica,
w
¢ = (755) k (16)

denklemi, faz hizinda ilerleyen dalga tepelerine sahip periyodik dalga dizisini temsil eder. ¢ nin
z tizerindeki iistel azalan bagimlilig1 Laplace denkleminde yerine konularak belirlenir. (9)’daki

siir kosullarindan ilki B’yi belirler:

=57 (17)

Diger sinir sartinin yerine konulmasiyla w dalga frekansi ile k dalga vektorii arasindaki iliskiyi

verir. Yani;
w? = glk| (18)

dir. Denklem (18), dogrusal dagilim baglantisidir ve dalga sisteminin en Onemli

karakterizasyonudur.

Sabit, tek yonlii, periyodik bir dalga dizisinin profili ve frekansi iizerindeki dogrusal
olmayanliga bagli ilk diizeltme Stokes (1849) tarafindan elde edilmistir. Tek yonli Stokes dalga

¢Oziimii i¢in ylizey yiiksekligi
nx,y,t) =n(x,t) = acos(kx — wt) + %kaZCOSZ(kx — wt) (29)
ile verilir ve karsilik gelen hiz potansiyeli

o(x,y,z,t) = p(x,z,t) = (%) exp(kz)sin(kx — wt) (20)
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bigimindedir. Burada, k dalga vektoriiniin x bilesenidir, yani, k = (k,0) dir. Buradan elde
edilen en 6nemli sonug, dalga frekansinin artik dalga vektoriiniin yan1 sira dalga genligi olan

a’ya da bagli olmasidir:

w = Jﬁ@ +2k%a?). (21)
Luke, (1967)
L=J" {¢p:+3(V¢)* + gz} dz (22)
Lagrangian’ina sahip
S [f] Ldxdydt = 0 (23)

varyasyonel prensibinin Euler denklemlerini verdigini gostermistir. Dalga dizisi kavrami artik
¢ ve n’niin her ikisine de periyodik olarak bagimli oldugu bir 6 faz fonksiyonunun

eklenmesiyle kesinlestirilebilir. 8’ nin w dalga frekansi ve k dalga vektori ile iliskisi
0,=—-w, VO=k (24)

bi¢imindedir. Burada, a dalga genligi, w dalga frekansi ve k dalga vektoriiniin x ve t’nin yavas
degisen fonksiyonlari oldugu varsayilmaktadir. Whitham (1965); a,w ve k’nin evrimini
yoneten denklemlerin asagidaki gibi tanimlanan faz-ortalama Lagrangian L’ye varyasyonel

prensibinin uygulanmasiyla elde edilecegini gdstermistir:

1 2w
L=—["Lado. (25)

Ornegin; zayif lineer olmayan, tek yonlii modiile edilmis bir dalga dizisi i¢in yoneten

denklemlerini elde etmek igin

n = acos6 + %kazcosze + - (26)
ve
¢ = %sin@exp(kz) + [% cosf + a;;x (1- kZ)COSQ] exp(kz) + - (27)

bi¢iminde alalim. Burada; ¢ i¢in form lineer sinir kosulundan gelir ancak a’nin x ve t ile
yavas¢a degismesine izin verir; (1 — kz) igeren terim ¢’nin Laplace denkleminde dikkate
alinan mertebeye kadar karsilanmasini saglamak i¢in gereklidir. Denklemler (26) ve (27) lineer
dalga dizisinin genellestirilmesi olduguna dikkat edelim: yiiksek dereceli terimler ve a, w ve
k’nin x ve t’den bagimsiz oldugu varsayildiginda, lineer dalga dizisinin ¢dziimleri olan (14) ve

(15)’e indirgenir.
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Simdi, denklemler (26) ve (27)’yi ortalama Lagrangian L i¢in denklem (25)’de yerine koyarak

ve 0(k?, a?, %) mertebesindeki terimleri koruyarak

2,2 2 2 2,2 2 2 4
wa ga a WAt wa At 3wadyt 3weaa gk“a
—— e

L=
4k 4 4k 4k2 8k3 2k 4 k2 8 k3 8

(28)

esitligini elde ederiz. Burada €, varyasyonunun yavasligini karakterize eder. 8’ya gore degisim

asagidaki enerji denklemini verir:
(a®); + (Cgaz)x = 0. (29)

Burada, Cj lineer grup hizidir ve

_90_1 19
Cg_ak_z\/; (30)

bi¢ciminde tanimlanir. a’ya gore degisim ise agagidaki gibi lineer olmayan dagilim iliskisini

VErir:
w = ﬁ(l +2k2a? + ), (31)

Denklemler (29) ve (31), 8,;’nin 6,,’¢ esitlenmesiyle elde edilen dalga korunum denklemi ile

tamamlanmaktadir:
ki + w, = 0. (32)

Boylece, denklemler (29), (31) ve (32); a genligi, w dalga frekansi ve k dalga sayis1 i¢in tam

bir denklem sistemi olusturur.

Son olarak, w dalga frekansi ve k dalga sayisini asagidaki gibi yazalim:
w=wy+a, (33)
k =ky+k. (34)

Burada, w, Ve k, baslangi¢ kosullar1 tarafindan belirlenen sabitlerdir ve & < w,, k < k, dir.

Buna uygun olarak, 6 faz fonksiyonuda asagidaki bigimi alir:

6=6,+0. (35)

Burada;
0y = kox — wyt, (36)
6 =-a, 6,=F (37)
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Bu varsayimlar, tasiyici frekansi wg ve tastyici dalga sayisi k, olan bir tastyici dalga kavramini
ortaya koyar, ayrica a ve 0 icin ortaya ¢ikan denklemler, tastyic1 dalga sisteminin genlik ve
frekans (veya dalga sayis1) modiilasyonlarini tanimlayacaktir. Denklemler (33), (34) ve (35)’i
denklemler (29)-(32)’de yerine koyarak k ve @’y1 @ lehine yok etmek igin bir kez integral

alinirsa,
1 ~ ~
a; + 5(;:_2 Ay — ;)T% (Bxx + 29xax) =0, (38)
ve
g 4 1% 5 _ @ g2 _ %xx| 1 2,2 _
O+ 52— |07 — 22| + Zwokda? = 0 (39)

denklemlerini elde ederiz. Simdi de kompleks dalga zarfin1 tanitalim:
U= aexp(ié). (40)
Boylece denklemler (38) ve (39), U i¢in tek bir karmasik denklemde birlestirilebilir:
i[Ut+;)T‘;Ux]—;’T%Uxx—%wokglUle=0. (41)
Elde edilen son denklem Lineer Olmayan Schrédinger denklemi olarak adlandirilir.
Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi i¢in Sine-Gordon A¢ilim Metodu

Sine-Gordon ag¢ilim metodu (SGEM) asagida tanimlanmistir ve bu denkleminin ortak
ozelliklerini vermeden Once iki 6nemli denkleme ihtiyag¢ vardir (Kumar et al. 2021; Yel 2020).
Oncelikle sine-Gordon denklemi asagida sekildeki gibidir (Yan and Zhang 1999; Chong 2016;
Yan 1996):

Uyy — U = M2 sin(w). (42)

Burada u = u(x,t) iki degiskene bagli bir fonksiyon ve m ise reel sabittir. Denklem
(42yyiu =u(x,t) = U(£),¢ = u(x — ct) seklindeki dalga doniisiimii uygulanirsa agagidaki
denklem (43) saglanir.

( _ au d§ _
ux_df'dx_“ ’
t=ﬂd_f=_l/lCU’,
! ac dt (43)
_d(ux) d_f_ ZU"
XX d{ 'dx_u )
_dQuy) d§ o oy
(Uet = FTRrTE U .
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Denklem (43), denklem (42)’de yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa, asagida verilen

lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir:

U'=—""_sin(U). (44)

u2(1-c?)

Burada, U = U(¢), ¢ gezgin dalganin genligi ve c ise bu dalganin hizidir. Denklem (44)’tin

integrali alinirsa agsagidaki gibi yazilir.

[(g) ] - ”Z(T—jcz)sinz (%) +x. (45)

2

Burada verilenK integral sabitidir. Diger yandan, K = 0, w(§) =% ve a? = # alinip

yukaridaki denklemde yerine konulursa (46) denklemini asagida gosterildigi gibidir.

w' = asin(w). (46)
Simdi de a = 1 ifadesi denklem (46)’da yerine yazildiginda

w' = sin(w) (47)

denklemini elde ederiz. Denklem (47)’nin integrali alinip gerekli trigonometrik ifadelerin

acilimlar1 yerine yazildiktan sonra asagidaki iki 6nemli denklem saglanir:

sin(w) = sin(w(§)) = p22;§+1|p = sec h($), (48)
cos(w) = cos(w(§)) = ZZZZ;HP = tan h (§). (49)

Burada p integral sabitidir ve sifirdan farklidir. Bu iki ana 6nemli denklemden sonra, SGEM’in

tanimina gelince, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinii elde etmek icin

asagidaki ifade goz oniine alinir:
P (U, U, Ugy Uy Ug U Uneoer Ut -+ ) = 0. (50)
Ayrica, U ifadesi asagida verildigi gibi kabul edilirse
U(§) = X, tanh' ™ (&) [B; sec h (§) + A; tanh(§)] + Ao, (51)

denklem (48) ve denklem (49)’da bulunan esitlikler denklem (51)’de yerine yazarsak asagidaki

denklemi elde ederiz:

Uw) = X", cos"™ 1 (w) [B; sin(w) + A; cos(w)] + A,. (52)
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Daha sonra n’in degerini tanimlamak i¢in lineer olmayan adi diferansiyel denklemdeki en
yiiksek mertebeden lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasinda
denge ilkesi uygulanir. n’in degeri denklem (52)’de yerine yazilir ve bu denklemin tiirevleri
alimip lineer olmayan adi diferansiyel denklemde yerine konulursa trigonometrik ifadelere sahip
cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel sistemde sin‘(w) cos’ (w)seklindeki
trigonometrik ifadelerin katsayilarimi 0’a esitleyerek A;, B;, u and c seklindeki sabitlerin
Wolfram Mathematica programi yardimiyla sayisal degerleri bulunur. Ayrica tiim bulunan
degerleri c¢alismada kullanilacak olan, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemde
uygulayarak bu program araciligtyla yeni gezgin dalga ¢oziimlerini elde edilerek iki ve iig¢

boyutlu grafikleri ¢izilir.

Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi icin Modifiye Edilmis Ustel (—.Q(())A(;lllm
Fonksiyon Metodu

Bu boliimde ise modifiye edilmis {istel (—.(2(( )) acilim fonksiyon metodu (MEFM)
incelenecektir (Atangana 2015; Yan 1996). Bu metodu uygulamak i¢in lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemler asagidaki gibi disiiniiliirse;
P(u, Uy, UE, Uy, uZE, U, ...) = 0, (53)

u = u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyon iken P, u(x, t) fonksiyonuna ve bunun x ve t’ye gore

kismi tiirevlerine sahip bir polinomdur ve ayrica « € (0,1] uyumlu tiirevin mertebesidir.

Adim 1: Asagidaki dalga doniisiimii goz ontine alalim:

u(e,t) = U@, {=x - (54)

Burada |, daha sonra tanimlanabilecek sifirdan farkli bir sabittir. Denklem (54)’den elde edilen
kismi tiirevler denklem (53)’e uygulanarak, denklem (53) asagidaki gibi tanimlanan lineer

olmayan bir adi diferansiyel denkleme dontistir:
N(U,U U U",...)=0. (55)
Burada N , U’ya bagli bir polinomdur.
Adim2: Denklem (55)’in gezgin dalga ¢oziimii asagidaki sekilde ifade edilir:

UQ) = Z?’:()Ai[exp(—.()(f))]i' _ AotAy exp(—2)+..+Ay exp(N(-2)) (56)
2?4:0 Bj[exp(—ﬂ(f))]] Bo+B; exp(—2)+..+By exp(M(-2))’

Burada, 4;,B;, (0 < i < N,0 < j < M) ifadeleri sonradan tanimlanacak olan sabitlerdir. Ay #

0,By # 0,ve 2 = Q({) asagidaki adi diferansiyel denklemi ¢6zmede yardimci olur.
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Q') = exp(—2(D) + pexp(2(D) + 2 (57)
Denklem (57) ¢oziildiigiinde bes tane ¢oziim ailesi asagida sekildeki gibidir:

Coziim Ailesi 1: ¢ #0, 22 — 4y > 0 oldugunda
Q) = In (‘—Vfu“*“ tanh (“ 4 )) ) (58)

Coziim Ailesi 2: u # 0, 22 — 4u < 0 oldugunda

0@ = tn (S o (S22 ¢ 4 ) - 2), (59)

2

Coziim Ailesi 3: u = 0,1 # 0 ve 12 — 4u > 0 oldugunda

00Q) = —n(————) (60)

exp(A({+E))-1

Coziim Ailesi 4: u # 0,1 # 0 ve 12 — 4u = 0 oldugunda

y!
0@ = In (- 2552, (61)

Coziim Ailesi 5: u = 0,1 = 0 ve 12 — 4u = 0 oldugunda

2(0) =In(( +E) (62)

elde edilir. Burada Ay, A4, ..., Ay, By, By, --., By, E, A, u daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir.
N ve M arasindaki iliskiyi kurmak i¢in denklem (56) da ki U’nun tiirevleri alinarak adi
diferansiyel denklemde yerine yazilip, olusan yeni denklemde en yiiksek mertebeden lineer
olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasinda denge ilkesi uygulanir.
Denklem (57) ile ¢oziim ailelerini, denklem (56)°da yerine konulursa iistel (2(¢)) ifadeye sahip
bir polinom elde edilir. Ustel (.Q(( )) ifadeye sahip benzer kuvvetteki tim katsayilar sifira
esitlendikten sonra, A, A4, ..., Ay, Bo, By, ..., By, E, A terimleri cebirsel bir sisteme doniisiir. Bu
islem sonucunda elde edilen katsay1 degerleri denklem (56)’da yerine yazilarak, denklem

(53)’ilin gezgin dalga ¢6ziimleri Wolfram Mathematica programi yardimiyla saglanir.

Wu-Zhang Sistemi

Bu bolimde Wu-Zhang sisteminden kisaca bahsedecegiz. Bu konuda daha fazla bilgi
icin (Wu and Zhang 1996) ve (Chen et al. 2002) referanslarina bakabilirsiniz.

Wu-Zhang, tek diiz derinlikteki s1g sularda iki yatay yonde hareket eden dogrusal

olmayan ve dagitict uzun yer ¢ekim dalgalarinin modellenmesi i¢in ti¢ model denklem seti
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tiiretmistir. Bu modeller iizerinde yaptiklar1 karsilastirilmali ¢alisma, bu modellerin fiziksel ve
matematiksel acidan sahip oldugu igsel ozellikleri kesfetmeye yoneliktir. Yiiksek dereceli

terimler ¢ikarildiginda, bu denklemlerden biri olan Wu-Zhang denklemi asagidaki bigimde

yazilabilir:
Up + uuy + vuy, + wy, =0, (63)
Ve +uv, + vy, +wy, =0, (64)
we + (uw), + (vw),, + % (Uaxx + Unyy + Vxy + Vyyy) = 0. (65)

Burada; w, suyun yiiksekligi, u ise x —yonii boyunca suyun yiizey hizi ve v ise de y-yonii
boyunca suyun yiizey hizidir. Olgekleme déniisiimii ile simetri indirgeme ile denklemler (63)-

(65), (1 + 1) boyutlu dispertif uzun dalga denklemine indirgenebilir:
vy + vv, +w, = 0, (66)

we + (wv), + %vxxx = 0. (67)

Wu-Zhang Sistemi i¢in Sine-Gordon A¢ilim Metodu

Asagidaki sekilde verilen sine-Gordon denklemini ele alalim:
Uyy — Upe = V2 sin(w). (68)

Burada u = u(x, t), x ve t degiskene bagil bir fonksiyon, v € R — {0} ise reel sabittir. Dalga

¢Ozlimlerini elde etmek icin dalga doniisiimlerine ihtiya¢ vardir. Dalga doniisiimii asagidaki
gibidir:
u=u(xt)=U0m),n=r(x—-ct).

Yukaridaki denklemin kismi tiirevleri alinip denklem (68)’de yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa, asagida verilen lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir.

U'=—"_sin(U). (69)

r2(1—c2)

U = U(n), n gezgin dalganin genligi ve c ise gezgin dalganin hizidir. Denklem (69)’un integrali

alinirsa agagidaki gibi sadelestirilir;

(©)] = =2m5m (@) +a (70)
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Burada, q integral sabitidir. Denklem (70)’in daha rahat ¢oziilmesi igin ¢ = 0,w(n) = % ve

v? . g
a’ = s alinip yerine yazilirsa denklem (71) saglanir.

(w)? = a?sin?(w(m)). (71)
a = 1 ifadesi denklem (71)’de yerine yazilirsa

(w)? = sin?(w(n)) (72)

elde edilir. Denklem (72)’nin integrali alinip gerekli trigonometrik ifadelerin agilimi yerine

yazildiktan sonra asagidaki iki onemli denklemi elde edilir.
sin(w(®)) = sech (n) veya cos(w(n)) = —tanh (n), (73)
sin(w(®)) = —icsch(n)veya cos(w(®)) = —cot h(n). (74)

Elde edilen iki 6nemli denklemden sonra, SGEM’in tam olarak tanimina gelecek olursak, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii elde etmek igin genel form olarak asagidaki
ifade g6z oniine alinirsa Sine-Gordon agilim denklemi geregince U ifadesini asagidaki gibi

diistinmek gerekir:
Um) =X, tanhi_l(n) [B; sec h(n) + A; tanh(n)] + Ay, (75a)
Um) =Xk, cothi_l(n) [B; cot h (n) + A; csch(n)] + A,. (75b)

Denklem (75a), denklem (73) ve denklem (74)’e gore diizenlenirse asagidaki denklem elde

edilir.
Uw) = X%, cos'™ Y (w) [B; sin(w) + A; cos(w)] + A,. (76)

Daha sonra Sine-Gordon ag¢ilim denkleminin yeni gezgin dalga ¢éziimlerini bulmak amaciyla
n’in degerini tanimlamak igin lineer olmayan adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden
lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terime denge ilkesi uygulanir. Burada
denge ilkesi uygularken dikkat edilmesi gereken sey adi diferansiyel denklemi g6z 6niine alarak
uygulanmasi gerekmektedir. Denklem (76)’da n’in degerini yerine yazip ve bu denklemin
tirevlerini alip lineer olmayan adi diferansiyel denklemde yerine konulursa trigonometrik
ifadelere  sahip bir cebirsel bir denklem elde edilir. Cebirsel denklemdeki
sint(w) cos’ (w)seklindeki trigonometrik ifadelerin katsayilarimi 0’a esitleyerek A;, B;, u and ¢
seklindeki sabitlerin Wolfram Mathematica programi yardimiyla sayisal degerleri bulunur.
Ayrica daha sonra bulunan degerleri, verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemde Ki
(NPDE) ¢6ziimlerini elde etmek igin (75a) ve (75b) denklemlerine dahil edilir ve Wolfram

28



Mathmetica programi araciligiyla yeni gezgin dalga ¢6ziimlerini elde ederek iki ve {i¢ boyutlu
grafikleri ¢izilir.
Wu-Zhang Sistemi i¢cin Modifiye Edilmis Ustel (—.Q €4 ))A(;lllm Fonksiyon Metodu

Bu boliimde ise modifiye edilmis istel (—Q({ )) acilim fonksiyon metodu (MEFM)

sunulacaktir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin genel formu asagidaki gibidir:
P(u, Uy, Up, Usyx) Vy) Vg, Uy, Vly, ... ) = 0. (77)

Burada u = u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyondur. Lineer olmayan kismi diferansiyel denkleme

uygulanacak olan dalga doniisiimii asagida sekildeki gibidir:
u(x,t) =Um),n =r(x —ct). (78)

Denklem (78)’in kismi tiirevlerini elde edip denklem (77)’ye uyguladigimizda, denklem (77)

asagidaki gibi tanimlanan lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme doniisiir.
N@w,u?v,u’,...) = 0. (79)
Denklem (80)’nin salinimli dalga ¢éziimiiniin yani v’ nun su sekilde oldugu varsayilsin.

_ j
Yoo Ajle 9] _ AgtAse V4. +4pe ™

u(n) = ZﬁoBi[e_ﬁ(n)]l iy BO+Ble'19+...+Be_m‘9 ) (80)
Burada, A, Bj, (0 <i<N,0<j < M)’ler sonradan tanimlanacak olan sabitlerdir.
9'(n) = e 9 4 ke 4 2, (81)

Denklem (81)’in integrali alinip ¢oziiliirse bes tane ¢6ziim ailesi elde edilir (Naher and
Abdullah 2014):

Coziim Ailesi 1: K#0, 12 — 4k > 0 oldugunda

9() =In (_\/? tanh (“tﬁ (n+ E)) — %), (82)
Coziim Ailesi 2: k # 0, A2 — 4k < 0 oldugunda
9(n) =In (\/_’122;4}‘ tan (N/_'iﬂk (n+E )) - %) (83)
Coziim Ailesi 3: k = 0,1 # 0 ve 1?2 — 4k > 0 oldugunda
90n) = = In (s ), (84)

Coziim Ailesi 4: k # 0,1 # 0 ve A2 — 4k = 0 oldugunda
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A(M+E
o) = In (- 202, (85)

Coziim Ailesi 5: k = 0,1 = 0 ve 42 — 4k = 0 oldugunda
v(n) = In(n + E) (86)
elde edilir.

Ay, Ay, ..., Ay, By, By, ..., By, E, A, u sabitlerdir. n ve m arasindaki iliskiyi kurmak i¢in denklem
(80) de ki U’nun tiirevleri alinarak olusan lineer olmayan adi diferansiyel denklemdeki en
yiiksek mertebeden lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terime denge
ilkesi uygulanir. Denklem (81) ile ¢6ziim ailelerini, denklem (80)’de yerine konulursa istel
(2(Q)) ifadeye sahip bir polinom elde edilir. Ustel (2({)) ifadeye sahip benzer kuvvetteki
tiim katsayilar sifira esitlendikten sonra, Ay, A4, ..., Ay, Bg, B1, ---, By, E, A terimleri cebirsel bir
sisteme doniisiir. Bu islem sonucunda elde edilen katsay1 degerleri denklem (80)’de yazilarak,

denklem (77)’nin gezgin dalga ¢oziimleri Wolfram Mathematica yardimiyla elde edilir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, Sine-Gordon agilim metodunu (SGEM) ve modifiye edilmis iistel
(—.Q ¢ )) acilim fonksiyon metodunun (MEFM) sirasiyla linecer olmayan Schrodinger
denklemine (NLSE) ve Wu-Zang sistemine uygulanisi detayli bir sekilde verilecek ve elde
edilen durumlar tek tek incelenip grafikleri ¢izilecektir.

Sine-Gordon A¢ithm Metodunun ve Modifiye Edilmis Ustel (—.(2(()) Ac¢ilim Fonksiyon
Metodunun Lineer Olmayan Schrodinger Denklemine Uygulanisi

Ik olarak, lineer olmayan Schrédinger denklemine, sirasiyla SGEM ve MEFM
medotlariin uygulanisini verecegiz. Lineer olmayan Schrodinger denkleminin derin sulardaki

yer ¢ekim dalgalari i¢in asagidaki gibi tanimlandigini biliyoruz:

. (OU ou wo 92U wokd (111277 _
l(at+cg 6x> 8k2 9x2 2 IUI°U = 0. (87)

Burada t ve x zaman ve boylamsal kordinatlar olup, k, ve w, = w(k,) sirasiyla dalga sayisi ve
. . i A - .. _ d_w _ @Wo
dalga frekansini ifade etmektedir. wy =/ gk, Ve g yer ¢ekimi ivmesi iken ¢, = k= 2k grup

hizidir. Burada denklem (87) nin uygun anlamda soliton dalga ¢6ziimlerini bulmaya odaklanilacaktir.

Sine-Gordon A¢ilim Metodunun Lineer Olmayan Schrodinger Denklemine Uygulanmasi

Bu bolimde, SGEM’in lineer olmayan Schrodinger denklemine uygulanmasi

sunulacaktir. Denklem (87)’yi asagidaki sekilde yazmak miimkiindiir:

. (0%U ou wo 92U  wok3 277 _
l(ata t G 6x) 8k2 dx2 2 UI*U =0. (88)

Burada a, 0 < a < 1'de uyumlu tiirev mertebesidir.
[k olarak, lineer olmayan kismi diferansiyel denklem (88)’i lineer olmayan bir adi

diferansiyel denkleme doniistiirmek i¢in gezgin dalga doniisiimii asagidaki gibi ele alinir.

a

UG, t) = ¥(Qe?, {=ax—"—,¢=px 1=

p .

(89)

Yukaridaki denklemde a, b, p, q sifirdan farkli sabitlerdir. Denklem (89)’u denklem (88) i¢gin

gerekli olan kismi tiirevler agagidaki sekildedir:

U, = a¥'e + ipPe'?,U,, = a’¥ e’ + 2ipay¥ e'? — p?Ye'?
U, = —b¥ e —iqWe'?, '

Bu kismi tiirevler alinip denklem (88)’de yerine yazilip diizenlenirse sirasiyla reel ve imajiner

kisimlar verir.
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2 2 " kz
v (q &Pt psfgo) - asl:z,o L OTwOl’US =0, (90)

b=a(c, - M) (91)

4kl

" ve W3 arasidaki homojen denge ilkesi kullanilirsa n = 1 elde edilir. n = 1’i denklem

(52)’de yerine konuldugunda asagidaki denklem saglanir.
Y({) = By sin(w) + A, cos(w) + A,. (92)

Denklem (92) ve bunun ikinci mertebeden tiirevi alinip denklem (90)’da yerine yazildiginda
farkli derecelerde trigonometrik fonksiyon elde edilir. Trigonometrik fonksiyonlarin ayni
kuvvete sahip tiim katsayilarin toplam sifira esitlenirse cebirsel bir denklem sistemi saglanir.
Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii denklem (51)’in B;,A;,A, ve a,b,p,q gibi
katsayilarini verir. Bundan sonra ¢aligmada yer alan tiim katsayilar, dalga ¢oziimleri, iki ve {i¢
boyutlu grafikler Wolfram Mathematica programi yardimu ile ¢6ziilecektir ve her dalga ¢6ziimii
asagida sekildeki gibi sunulacaktir (Yazgan et al. 2023):

. 8qk3+wop?ki+4kiwoBi -
Durum 1: 4y = 0,4, = —iBy,a = 2V2k3B,, ¢, = o w”;p}fz 020 hldugunda
0

5 2
Y. (x,t) =e'’B,; (Sech [2\/§Blk§x — @ (— % +
0

8qk§+wop?ki+4kiwoBi , 2V2k§Bt% wo |, 8qké+wop?ki+4kiwoB?
qro+woeD o2 0®Wo 1)] —iTanh [2\/§Blk§x— 051 (_P §+ qRg+woeD 02 0%Wo 1)])
8pkj 4k§ 8pk;

(93)
denklemi elde edilir.

x D,"—/‘ 2 40 10
/TR | %ﬁ
Y [

e e »

Sekil 1. Denklem (93)’iin @ = 0.9,k, = 0.2,p = 0.1,a = 1.45,B; = 0.12, w, = 0.632456
ve t = 10 tig¢ ve iki boyutlu grafikleri.
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(a?+2p?)wy

A, = —__a p ___a _ _
Durum 2: 45 = 0,4, zﬁkg'Bl 754 = CP e
. k2c,— a K2co— a
_a ew<Sec,,[ax_W +iTanh[ax_a(4 oigkzzwo)t D
lluz(x; t) = VKL (94)

Sekil 2. Denklem (94)’iin a = 0.9,k, = 0.2,p = 0.1,a = 1.45,w, = 0.632456 ve t = 10
degerleri i¢in ti¢ Ve iki boyutlu grafikleri.

b 34 0B 04 \/—chkgp+8k§q+w0p2 iJ—chk§p+8k§q+wop2
urum 3: 4, = = = — 0=
0 o1 1 2k2. [w, ’ 2w, ’

' J—8%k&9+8k@]+amp2
Yo(x, t) = —ie'?
’ 2k Jw,

—8cgk3p+8k3q+wop? t“(4k(2,cg—pw0)\/—chkgp+8k(2,q+w0p2

&
Tanh
2wy 4aki.\[2w,

33

(95)



Re(y)

Sekil 3. Denklem (95)’in & = 0.9, k, = 0.2,p = 0.2,a = 1.45, w, = 0.632456 vet = 10

degerleri i¢in ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.

—i (902172
Durum4: A, =0,B; =0, kg r (13 lNE,q =c,p— i(2a®+p )w0A1’
24 ’Al 4\/561
. t“(4ﬁacgp—i(2a2+p2)w0A1)>
i(p « »
Y,(x,t) =e < +V2aa A, Tanh [ax _a (2‘/52‘3‘%5;:’@0‘41) ,

e
AV

Sekil 4. Denklem (96)’nin « = 0.9,ky = 0.2,p = 0.2,q = 0.11,a = 145, w, =
0.632456,A; = 1,ve t = 10 degerleri i¢in ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.
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3
(-1)%a i(a?+2p?)woAq

Durum5: Ay = 0,B; = iAy, k3 = — ,q=c :
0 1 1, Ko 2%\/14_1 q gP Za
. qt% a : a :
_ilpx— ) _at (Vzacg—ipwoAy) _at (Vzacg—ipwoAy)
Ye(x,t)=e ( )Al (lSech [ax oo + Tanh |ax oo :
(97)
Sekil 5. Denklem (97)’nina = 0.9,k, =0.2,p = 0.2,q = 0.11,a = 145, w, =
0.632456,c, = 1.58114,A; = 1 ve t = 10 degerleri igin {i¢ ve iki boyutlu grafikleri.
) , . 8k3(—cgp+q)
Durum 6: 4, = 0,B; = —iA;,a = 2iV2kZA;, wy = -;)Tﬁcg/@
2 2p(-cgp+a)
), 22t (o~ Sre)
Y. (x,t)=e «)A, | —iSec|2V2k2A,x — . +
zﬁkéAlta(cg——z_p(_—cgp:qz))
+iTan [2V2k3A,x — v (98)

a
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Re(y)

WAL
L

Sekil 6. Denklem (98)’in @ = 0.9, ko = 1.2,p = 0.1,q = 0.2,a = 1.45,w, = 1.54919,¢c, =
0.645497,A, = 1, ve t = 10 degerleri i¢in ¢ ve iki boyutlu grafikleri.

X

|
|
|
|
|
|
|

. il r _ a _ (2a%+p?)wy
Durum7.A0—0,Bl—0,A1—\E—kg,q_cgp_T
az 2 w
( ta<cgp_(2 ;:%) o))
i| px — . :
_a _at*(4cgki—pwo
¥, (x,t) = Nk Tanh [ax — e | (99)
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Re(y)

Sekil 7. Denklem (99)’un @ = 0.9,k, = 0.2,p = 0.1,q = 0.2,a = 1.45,w, =
0.632456,c, = 1.58114,ve t = 10 degerleri icin ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Modifiye Edilmis Ustel (—2(¢)) Achm Fonksiyon Metodunun Lineer Olmayan
Schrédinger Denklemine Uygulamisi

Bu boéliimde, modifiye edilmis iistel(—.Q(( )) acilim fonksiyonu metodu kullanilarak

denklem (87)’nin soliton ¢oziimlerine odaklanilacaktir.

Denklem (88)’c asagida verilen gezgin dalga doniistimiinii uygulanir.

a

U(x,t) = ¥(e, { =ax — %,(p = px — %. (100)
Denklem (100)’iin denklem (88) igin gerekli olan kismi tiirevleri asagida verilmistir.
U, = a¥ e + ip¥Pe'®, Uy, = a’?¥ e + 2ipa¥ e’ — p?Pe'?
U, = —b¥'e'? — iqWe'?, .
Bu tiirevler (88)’de yerine yazilip diizenlenirse sirasiyla reel ve imajiner kisimlari verir.
_ P’wo\ _ @*wo yyr  kEwo 3 _
v (q—cop+ ~ ) G R =, (101)
— _ P%
b=a(c 4k%). (102)
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Denklem (101)’de yer alan ¥ ve ¥ homojen denge ilkesi kullanilarak M ve Narasindaki iliski
elde edilir, M + 1 = N seklindedir. M ve N’nin uygun tamsay1 degerleri i¢in farkli durumlar
elde edilebilir. M = 1 ve N = 2 degerleri segilirse ¢oziim sekli asagidaki gibi ¢ikar.

Ag+Are D 14,7220 (103)
Bo+Ble_'Q(()

Y() =
Denklem (103) ve ikinci mertebeden tiirevi denklem (101)’de ikame edildiginde, asagida
sunuldugu gibi bazi soliton ¢oziimleri ortaya ¢ikar (Yazgan et al. 2023):

l\/ikgAz AO pzwo azwvo
4 = q = Cgp - 2 2
a AZ 8k0 2A2k0

Durum1l: 4, =0,By =0,A=0,B; =

iist kisimdaki katsayilar kullanilarak asagidaki ¢oziim aileleri elde edilir.

Céziim Ailesi 1: A2 — 4u > 0 oldugunda,

a

24,
kiA, "

_P2wg_a?wodo),a
cgp 2 z )t
q Sko 245 kO
i| px
e X

Up1(x,t) = V14 (x, t)elP@t) = _;

at“(zl-cgk(z) —pw0)>

2\/A_0<E+ax— pye:
7=

Cosec (104)

elde edilir.
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10
i

0.2,p=05,9g=12,a =145, w,

Re(y)

20
10}
2oL

Cosecl

-20

-40

Ur2(x, t) = ¥y ,(x, t)eletut)

0.632456,c, = 1.58114,A, = —0.12,A, = 2,EE = 10 ve t = 10 degerleri i¢in {i¢ ve iki
Céziim Ailesi 2: 12 — 4u < 0 oldugunda

Sekil 8. Denklem (104)’iin & = 0.9, k,,
boyutlu grafikleri.

elde edilir.
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Sekil 9. Denklem (105)’in @ = 0.9,k = 0.2,p = 0.5, = 1.2,a = 145, w, =
0.894427,c, = 2.23607,A, = —0.12,A, = 2, EE = 10 vet = 10 degerleri igin ii¢ ve iKi
boyutlu grafikleri.

Coziim Ailesi 5: u = 0,1 = 0,ve 22 — 4u = 0 oldugunda

i(px (Skgcgp"’Z“’O)f“>
. 2
i2V2aa e 8kpa

U x,t = l}] x,t el(p(th) —_— —
1500 0) 150 8) 4k (E + ax)a + at“(—4cgk§ + Pwo)

(106)

elde edilir.
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Sekil 10. Denklem (106)’nin ¢ = 0.9,k, = 0.2, p = 0.5, g = 1.2, a = 145, wy =
0.894427, ¢, = 2.23607,EE = 10 ve t = 10 degerleri icin ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

1 iV2k§ A ik§AA
Durum 2: AO = _ZA‘ZAZ'A]. = O,Bl = _l\/_aO Z,BO = l‘;)_\/iz,cg =

16k¢q+2p%wo+a?wo(A12—4p)
16k2p

)

tist kisimdaki katsayilar kullanilarak asagidaki ¢6ziim aileleri elde edilir.
Coziim Ailesi 1: A2 — 4u > 0 oldugunda

. . _ﬂ
U2,1(x; t) = lPZ,l(x: t)el(p(x,t) — iael<Px " ) x

VA2 —4
(AZ —4u + A\JA%2 — 4uTanh TM (E + ax
at®(16k3q — 2p2w, + a?wy (A% — 4p))
16kipa /

— a 249452 2 12—
2VZk3 (/1 + A% — 4u Tank l—“z‘“‘ <E P o 4”))>D, (107)

16k3pa

elde edilir.
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Sekil 11. Denklem (107)’nina = 0.9,ky = 0.2,p = 0.5, = 1.2,a = 045, w, =
0.894427,A = 2.5,u = 1,E = 10 ve t = 10degerleri i¢in ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Coziim Ailesi 2: 12 — 4u < 0 oldugunda
(px—2t%
Yya(x,t) = iael(px @ ) X

2 _ 4y — 1 [—32 VoAt 4
A —4p — Ay =2 +4uTanh > EE + ax

at®(16kéq — 2p%w, + a?wy (A% — 4p))
16kp /

16k2p

— a 24_2p2 2 22—
2V2k? (A — J=AZ ¥ 4uTanh l—v)‘;“ﬂ (EE +oax— at (16koq 2p2wo+aZwo( 4;1)))])'
(108)

Coziim Ailesi 3: u = 0,1 # 0, ve 12 — 4u > 0 oldugunda,
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-1

S qt® at“(lek%q—2p2w0+a2/12w0)
iad L(px a) A(EE+ax P )
lpz,s(x,t)=laesz§ 1+2|-1+e 16akgp
(109)
Coziim Ailesi 4:u = 0,1 # 0, ve A2 — 4u = 0 oldugunda,
ip(x,t) 4i\/ﬁpaaei(px_#)
— ip(x,t) — _
Uzalr,t) = ¥au(x,t)e 8k3pa(—1+Vu(E+ax))—at®/u(8k2q-p2wy) (110)
denklemi elde edilir.
Re(y)
10r
5,
v\_’nnnf\/\ {\f\/\nﬁvv‘_v..
100 XV J 50 100
5_
1ol
Sekil 12. Denklem (110)’un ¢ = 0.9,k, = 0.2,p = 0.5,q = 1.2,a = 045, w, =
0.894427,A = 2.5,u = 1,E = 10 ve t = 10 degerleri i¢in ti¢ ve iki boyutlu grafikleri.
Coziim Ailesi 5:u = 0,4 = 0, ve 12 — 4u = 0 oldugunda
i 4i2 aaei(px_%)
Ups(x,t) = Wy 5(x, )el0e = P (111)

8kZpa(E+ax)+at¥(-8kZq+p2w)

denklemi elde edilir.
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Re(y)
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BUV| W UWUUWUWm

Sekil 13. Denklem (111)’'ina = 0.9,ky = 0.2,p = 0.5,q = 1.2,a = 0.45,w, =
0.894427,E = 10 ve t = 10 degerleri i¢in ii¢ Ve iki boyutlu grafikleri.

Durum 3:

1A A ik2A iV2kZA
A0=_11A2=_1'BO= 2 1!Bl= > 1!p
A a\/i al

8c kg + \/64c§k§ — 2wo(16qk2 + a?wy (A2 — 4))

)

2wy
ist kisimdaki katsayilar kullanilarak agsagidaki ¢oziim aileleri elde edildi.
Coziim Ailesi 1: A2 — 4 > 0 oldugunda,

i(pa—2tE
Ys,(x,t) = —iael<px a ) X

2

(AZ—4/,¢+/1 A2 — 4uTanh

u
W (8k§aEE + 8aak§x

+ at“\/64cgzk§ — 2w0(16qk§ + a?wy(A? — 4“))>D/
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16k2

2V2k} </1 + A2 —4uTanh |——— <8k§aEE + 8aakix

+ at® J64c5kg — 2wo(16qk§ + a?wy (A2 — 4#))>D'

(112)

o
\ww 20
‘9% 3

-20

Re(y)

=
=
f—
=

200

30

Sekil 14. Denklem (112)’nin @ = 0.9,k, = 0.2,p = 0.5,q = 1.2,a = 045, w, =
0.894427,c, = 2.23607,4 = 0.5, = 1, EE = 10 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafikleri.

Coziim Ailesi 2: 12 — 4 < 0 oldugunda

Vs,(x,t) = —iaei<px_%) X

—12 4+ 4
v 2 <8kgaEE + Baak2x

A% —4pu — A =A% + 4uTanh
( # +dutan l 16kia

+ at“\/64cgzk§ — 2w0(16qk§ + a?wy(A? — 4“))>D/

45



_/12
2VZk3 [ 1 — =22 + auTanh | Y=o "2 ( 8kZaEE + 8aak?x
16kja

+ at“\/64c§k§ — 2w0(16qk(2, + a?wy(A? — 4P‘))>]>'

(113)
elde edilir
Coziim Ailesi 3: u = 0,1 # 0 ved? — 4y > 0 oldugunda
VYs3(x,t)
ial o |[/1 <8k§aEE + 8aakix + at“\/64c§k§ — 2wy (16qks + alezwo))]'
= - el(px_T) Coth| > [,
2V2kE l 16kia J
(114)
elde edilir.
Coziim Ailesi 4: u # 0,1 # 0 ve A2 — 4u = 0 oldugunda
/x 8cgk(2)+ 64c§k6’—32qk(2)w0 a\
[loeobr oot ) ac
Wy 4(x, 1) = —Ahaae (115)

2k a(-1+VH(EE+ax))+at® [2u(2ciks—kiquw,)’

elde edilir.
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Sekil 15. Denklem (115)’ina = 09,k, = 0.1,p = 0.5,q = 0.2,a = 0.45, w, =
0.774597,c, = 3.87298,u = 1, EE = 10 vet = 10 degerleri igin ii¢ ve iki boyutlu
grafikleri.

Sine-Gordon A¢ilim Metodunun ve Modifiye Edilmis Ustel (—.Q(()) Ac¢ilim Fonksiyon
Metodunun Wu-Zhang Sistemine Uygulanmasi

Bu boéliimde, Wu-Zhang sisteminin yeni hiperbolik dalga ¢oziimlerini analiz etmek
amactyla sine-Gordon acilim metodu ve modifiye edilmis listel (—.(2({ )) acilim fonksiyon
metodu uygulanmigtir. Bu analiz sonucunda hiperbolik ve trigonometrik fonksiyon
yapilarindan olusan bu lineer olmayan matematiksel modelin soliton dalga ¢oziimleri elde
edilmistir. Bu kisimda SGEM ve MEFM metotlarinin Wu-Zhang sistemine uygulanarak
Wolfram Mathematica programi ile ¢dzdiigiimiizde bize verdigi dalga durumlarinin iki ve ii¢
boyutlu grafikleri sunulmaktadir.

WAu-Zhang sistemi asagidaki gibi verilmistir:

U +uu, + v, =0, (116)

ve + (uv), + éuxxx =0. (117)

Denklem sisteminde v suyun yiiksekligi, u ise suyun ylizey hizidir.

Simdi, asagidaki dalga doniisiimiinii géz oniine alinirsa

u=u@m),v=vm,n=r(x-—ct) (118)
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dalga doniistimii denklem (118) seklindedir. Denklemler (116) ve (117)’de gerekli olan tiirev
terimleri dalga doniisiimiinden elde edilir ve sirasiyla yerine konursa asagidaki denklemler elde
edilir:
—cru' +ruu’ +7rv' =0 (119)
ve
—crv' +rvu’ +ruv’ + §r3um =0. (120)
Denklem (119)’un integrali alinirsa
—cu + %uz +v=0 (121)
elde edilir. Bu taktirde denklem (121) sadelestirilirse denklem (122) bulunur.
v =cu —uu. (122)
Denklem (122), denklem (120)’de yerine konulursa asagidaki denklem bulunur.

2r2u” + 9cu? — 3u® — 6¢c%u = 0. (123)

Sine-Gordon A¢ilim Metodunun Wu-Zhang Sistemine Uygulanmasi

Bu bolimde Wu-Zhang sistemine SGEM uygulanarak soliton dalga ¢oziimleri elde

edilmistir.

Denklem (123) de ki en yilksek derecede lineer olmayan terime ve en yiiksek

mertebedeki tiireve denge ilkesi uygulanirsa bunun sonucunda n = 1 elde edilir.

n = 1 ifadesi denklem (76)’da yerine yazilirsa
u(w) = By sin(w) + A; cos(w) + A, (124)

seklindedir. Denklem (124) ve onun ikinci tiirevinin denklem (72) ile birlikte denklem (123)’de
yazilmasi trigonometrik fonksiyonlarin kuvvetinde bir denklem wverir. Ayni giice sahip
trigonometrik fonksiyonlarin katsayilarinin toplamlarim sifira esitleyerek bir dizi cebirsel denklem
sistemi elde edilir. Cebirsel denklem kiimesi, dahil edilen parametrelerin degerlerini elde etmek icin
basitlestirilir. Parametrelerin degerleri daha sonra denklem (87)’nin ¢ozlimlerini elde etmek igin
m’nin sabit degeri ile denklem (75a) ve (75b)’de yerine konur (Yazgan et al. 2022).

K og kg Bk Kk
V3’ V3’ 1T y3Y V3
topolojik olmayan ve topolojik kink tipi solitona sahiptir.

Durum 1:4,=—-—=,4; = oldugunda asagidaki bilesik
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k(—1+iSech[k(x+f/—%)] +Tanh[k(x+%)])

o oy ‘ (125)
u7(x’ t) _ k(—1+iSech[k(x+f/—§g]+Tanh[k(x+%)])'
ve
wae 1) = b Blresele(rg))

V3 , (126)
vg(x, t) = —%szsch Ek (x + %)]

yukaridaki tekil ¢oziimleri elde edilir.

I
10

I
3

I
-5

.
-10

Sekil 16. Denklem (125)’in sanal ve gergel kisimlarinin sirasiyla k = 1 ve t = 1 de ki li¢
boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafik yiizeyleri.
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Sekil 17. Denklem (126)’nin k = 1 ve t = 1 de ki ti¢ boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu
grafikleri.

2k 2k 2k
S A =-2B=0c=2%

5 oldugunda asagidaki topolojik kink-

Durum 2: 4, =
type ¢ozimu

3—’;(1 + Tanh [k (x —%)] ,

vo(x,t) = gszech [k (x - %)]2

Ug(x, t) =
(127)

elde edilir.
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Sekil 18. Denklem (127)’nin k = 1 ve t = 1 de ki ii¢ boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu
grafikleri.

Modifiye Edilmis Ustel (—ﬂ(())A(;lhm Fonksiyon Metodunun Wu-Zhang Sistemine
Uygulanmasi

Bu boliimde, Wu-Zhang sisteminin soliton dalga ¢éziimlerini elde etmek igin MEFM

kullanilmistir.

Denklem (123) de ki en yiiksek giicteki dogrusal olmayan terimi ve en yiiksek mertebedeki
tiirevi dengelemek, n = m + 1 iligkisini verir. m = 1 ve n = 2 oldugunu varsayalim. m ve n

parametreleri i¢in denklem (80) asagidaki gibidir:

A0+A13_19+A26_219
Bo+Ble_19

u(§) = (128)

Denklem (123) icin gerekli olan tiirev terimi denklem (128)’den elde edildiginde, e~ nin
polinom denklemi elde edilir. e=?’nin katsayilarindan olusan cebirsel denklem sistemi,

asagidaki kosullar1 elde etmek i¢in Wolfram Mathematica programi kullanarak c¢oziilir
(Yazgan et al. 2022).

Durum 1:

Jc22(A% — 4k)B?
2—4k

AO =CBO_
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—AJcZA%(AZ — 4k)BZB, + B, (—2Jc212 (A2 —4k)B? + cA(X% — 4k)31)
A= A(12 — 4k)B, ’

2c%AByB; V3c

Az - - S = 8
Jc222(A% — 4k)B? 22— 4k

Katsayilar, denklem (128)’de yerine konulursa asagidaki ¢oztimler elde edilir.

Coziim ailesi 1: k # 0, 12 — 4k > 0 oldugunda

c(\/c%2 (22— 4K)BZ (A+7)—CcAB, (4° —4k +m))

oA (27 - 4K) B (2+7)

ul(x’t):

(129)
(4c?k)

vi(x, t) = e
((1+Cosh[V3cn+EVAZ—4k])(A+T) )

Burada, T= (\//12 — 4kTanh Eﬁcn(E + VA2 - 4k)]).

I I I !
-10 -5 5 10

Sekil 19. Denklem (129)’unk = 1,4 =3,E = 0.75,c =1, B, = 0.35ve t = 1 de ki ii¢
boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.
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Coziim ailesi 2: k # 0, A2 — 4k < 0 oldugunda

(A+ K‘}/)_l (CZBOK(/l +Ky)—CAB, (12 —4k + Ax ;/)),

u ()= e
0

(130)

-2

v, (x,t) = 4kc? ((1 + Cosh[\/§cn + EK']) (A + kTanh E (\/§cn + EK)D

Burada, (K = VA% — 4k,y = Tanh E (E + n)]).

I I I I
—10 =5 5 10

Sekil 20. Denklem (130)’unk =1, A=3, c=1, B, = 0.35, E =0.75vet =1 dekilig
boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.

Coziim ailesi 3: k = 0, 2 # 0 ve 22 — 4k > 0 oldugunda

1 V3en 2)4p2
cOth[ZA(EwA_Z)] c224B2

us(x,t) =c— 225, .
(131)
(1) =
va(x,t) = — .
: Srcona (g
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Sekil 21. Denklem (131)’ink =1,A=3,c =1,E = 0.75, B, = 0.35ve t = 1 de ki ii¢
boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.

Co6ziim fonksiyonu u, A2 — 4k = 0 teriminden dolay1 tanimsiz olarak hesaplanildig1 igin ¢6ziim

ailesi 4 ve 5’in durumlarina gore ¢oziimleri elde edilemedi.

Durum 2:

2
Ay = — ﬁ jSZ(AZ —2k)BZ + \/54,12(/12 — 4k)BE,

JSZ(AZ — 2k)B2 +/s*A2(A% — 4k)B? (JS4AZ(AZ —4k)BEF — s2ABy(AB, + 2k31))

A = ,
! V6521kB?
(—s222B% +/s*A2(AZ = 4k) ) \/52(,12 — 2k)B2 + \[s*22(2% — 4k)BZB,
A, = ,
’ V6521kB3
(5222 - 4k)BE — \[s"22(22 — 4K)B]) \/52(/12 — 2k)BZ + \[s*22(A% — 4k)BF
Cc = .

2v/652AkBS

Bu kat sayilar denklem (128)’de yerine konuulduktan sonra asagidaki ¢oziimler bulunur.
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Coziim ailesi 1: k # 0, A2 — 4k > 0 oldugunda

\EJ SZ(AZ—Zk)BHJmZ(AZ——mBg(J 54’12(’12-4k)83+)

s2AWAZ—4kBiw
s2ABE(A+VAZ—4kw)

/ t(~s?(A2—4k)BZ+xs) \|
{ [1 > ( s2(A2— ZR)BZ+KS \ \
Burada, Kw = \Tanh F A4 — 4k \E + sx + W / /)

(252(12 — 4k)kSech[ VAZ — (E +sx + = kBO)]2>
(A - \//F—Tanh[ VAZ — (E a5 (zf GskBy )r>]>2)'

uy(x,t) = — (132)

vu(x, t) = <

Burada, 7= (t(—sz(ﬂ2 — 4k)BZ + K)+/s2(A2 — 2k)BE + i, k = sABE\/ (A% — )

- 0

10 |-

L I I I
-10 - 5 10

20l
—2.51

=30

Sekil 22. Denklem (132)’nink =1, c =1, A=3,E =0.75,s =1ve B, = 0.35,t = 1 de
ki ii¢ boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.
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Coziim ailesi 2: k # 0, 12 — 4k < 0 oldugunda

— 4
j%jszw_z,c)ngm(szaz 4k>Bo+>

s2AVAZ-4kBZw
s2ABE (A+VA2-4kw)

us(x, t) = — (133)

1

(NEskBS)t(—sZ (A2-4k)BZ+ /54/12 22 —4k)3g)
sz(AZ—Zk)B§+ /54,12(,12—41(,)3;}

2
(252(12 —4k)kSech[%\//12—4k<E+sx+ )

)

Burada, w = | Tanh % A2 —4k| E +sx +

T
2\/EskB(5;>

vs(x, t) = <

3(/1+\//12 —4kTanh [%\//12 —4-k<E+sx+

1
(2435]{33)1:)

Burada, T = <t (—sz(/l2 — 4k)BZ +

+/s%22(A2 — 4k)Bg) \/52(,12 — 2k)BZ + /s*22(A% — 4k)33>.

10 =5 0 5 10

10 =

_‘10 _‘ 5 16
—0s5LF
1.0
—15F
2.0+
—25F

—3.0F

Sekil 23. Denklem (133)’tnk =1,c =1, 1 =3,s =1,B, = 0.35,E =0.75vet = 1 deki
tic boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.
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Coziim ailesi 3: k = 0, 1 # 0 ve 12 — 4k > 0 oldugunda

\EJ ”W—Zk)Bé+Jm<J 54’12(’12-4k>83+>

s2AWAZ—4kBiw
s2AB3 (A+VAZ-4kw)

ug(x, t) = — (134)

Burada,

A2 —4k| E + sx

\

= | Tann|=
w an2

1
+
(2V65kB2)t (—52(,12 — 4k)B2 + /s 22(A% — 4k)33)

JSZ(AZ — 2k)BZ + /s*22(A%2 — 4k)B¢

(232(12 — 4k)u5ech[ VA* - (E tSx+ o= kBO)r)
3 (/1 - \//’lZ—Tanh[ vAz - (E s+ (zf GskB3 )T>DZ>.

ve(x, t) = <

Burada, T = <t (—52(12 — 4k)BZ +

+ /s A2(2Z — 4k)B;;) JSZ(AZ — 2k)B2 + /s 22(A% — 4k)33).
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-10 - 5 10

20k
=23 |

30

Sekil 24. Denklem (134)%iin k=1, c=1,1=3,s=1 B, = 0.35,E = 0.75 ve t = 1de ki ii¢
boyutlu, yogunluk ve iki boyutlu grafikleri.
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TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alisma, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin matematiksel model tiirleri i¢in
farkli soliton dalga c¢oziimleri olusturmaya, adi diferansiyel denklemlere indirgenmis
formlartyla yaklasik dogru sayisal ¢oziimleri hesaplamaya odaklanmaktadir. Diger taraftan
birden fazla tipte dalga ¢cozliimii elde etmek icin SGEM ve MEFM metotlar1 uygulanarak bu
arastirmada kullanilan yontemler basitlestirilmisti. SGEM ve MEFM kullanilarak lineer
olmayan Schrodinger ve Wu-Zhang denklemleri i¢in bulunan c¢o6ziimler hiperbolik,
trigonometrik, karmasik ve rasyonel fonksiyon bi¢imindedir. Hiperbolik fonksiyonlar cesitli
fiziksel anlamlar1 temsil eder. Ornegin, bir silindirin yer ¢ekimi potansiyelinden hiperbolik
siniis meydana gelir ve hiperbolik kosiniis fonksiyonu asili bir kablonun tasarimidir. Hiperbolik
tanjant 6zel goreliligin hesaplanmasinda ve hizinda 6nemli rol oynamaktadir. Hiperbolik
sekant, laminer bir jetin profilinden gelir ayrica hiperbolik kotanjant ise manyetik polarizasyon
icin Langevin fonksiyonlarinda ortaya ¢ikar. Bu ¢alismada elde edilen bulgular yani ¢éziimler
g6z Oniine alindiginda bu ¢ézlimlerin hiperbolik fonksiyonlarin fiziksel 6zellikleriyle iligkili
oldugu tahmin edilmektedir. Kisacasi ¢oziimlenen bu hiperbolik fonksiyonlar her daim hayatin
icinde olan, bilimin ilerlemesine katki saglayan fonksiyonlardir. Calismanin bu kismina kadar
lineer olmayan evrim denklemlerinin adi diferansiyel denklemlere indirgenerek elde edilen
hiperbolik fonksiyonlarin fiziksel anlamlar1 yorumlandi. Farkli tiirdeki lineer olmayan evrim
denklemlerinin kesin ¢oziimlerine ulagsmak i¢in iyi bilinen yaklagimlardan bazilart SGEM ve
MEFM’dir. Bu metotlar sayesinde NLSE ve Wu-Zhang denklemlerinin analizi ile bazi1 soliton,
tekil soliton ve tekil periyodik dalga ¢oziimlerinin trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon

yapilari rapor edildi.

Sine-Gordon ag¢ilim yontemi ve modifiye edilmis iistel agilim (—.(2 ¢ )) fonksiyon
metodu yeni soliton denklemleri kullanilarak gelistirilen ¢esitli analitik teknikler ve yeni
sunulan basitlestirilmis yaklasim ile farkliliklar1 anlatildi. Metotlarin yapisi ve ¢0zim
adimlarindaki detaylar ifade edildi. Kullanilan metotlar lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin adi diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek lineer olmayan sembolik cebirsel
denklem sistemi haline geldigi gdzlemlendi. Bu cebirsel denklem sistemlerinden katsayilar elde
edildi ve daha once literatiirde yer almayan yeni trigonometrik, hiperbolik ve rasyonel ¢6ziim
fonksiyonlarina ulagildi. Parametrelerin uygun degerlerinin se¢imi altinda, bu calismada rapor
edilen ¢oziim fonksiyonlarinin fiziksel davraniglart ¢izilen iki ve ii¢ boyutlu grafikleride

sunulmustur.
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Grafikler elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarinin periyodik Ozelliklere sahip oldugunu
gostermektedir. Bu tiir 6zelliklere sahip fonksiyonlarin elde edilmesinde fayda vardir. Ciinkii
fiziksel olarak periyodik fonksiyon 6zelliklerine sahip denklemleri yorumlar. Ayrica hareket
modelinin istenilen aralikta olmasini saglayarak kolayca yorumlanmasina yol agar. Raporlanan
sonuglar, her iki yontemin de lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in
oldukga verimli ve uygun matematiksel araglar oldugunu gostermektedir. Bu nedenle, sunulan
soliton ¢dzlimlerinin sayisal olarak daha fazla hesaplama kolayligi saglamasinin 6zellikle
iletisim modelleri, hidrodinamik, lineer olmayan akustik olaylarda, lineer olmayan dispersif
dalgalarda, plazmalarda, optiklerde, su dalgalarinda, plazma fizigi, teorik fizik ve miithendislik
gibi bir¢ok alanda faydali olabilecegini diisliniiyoruz. Bu tez calismasinda, sine-Gordon ag¢ilim
metodu ve modifiye edilmis {istel agilim fonksiyon metodunun lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin literatiirde bulunan ¢6ziimlerinin bazi yeni yiiriiyen dalga

¢Oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan etkili bir yaklasim oldugu gosterilmistir.

Bu ¢oziimlerin adi diferansiyel denklemlere indirgenmis formlariyla ¢oziimlere gidis
sekli detayli bir sekilde yorumlanmistir. Ayrica metotlarda kullanilan dengeleme terimi
sayesinde oldukca basit bir forma indirgenerek ¢6zmek kolaylik saglamistir. Bu gezgin dalga
¢Ozlimleri, cesitli fiziksel ve matematiksel sistemlerin varligina, miithendislik alanina, sayisal
simiilasyonlara ve diger bilimsel disiplinlerin pratik uygulamasina rehberlik etmistir.
Kullanilan yontemler goz oniine alindiginda diger birgok lineer olmayan denkleme veya
denklem sistemlerine uygulamanin miimkiin oldugu goriildii. Ayrica lineer olmayan bu
denklemlerin giiniimiizde daha 6nemli rol oynadig1 ve bir¢cok problemin acikliga kavusturdugu
g6z Oniine alindiginda bu denklemleri ¢6zen yontemlerin ve bilgisayar programlarinin degeri

daha fazla anlam kazanmistir.
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