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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu caliyjmanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini ve
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OZET

KESIiRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
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YUKSEK LISANS TEZI
MERVE GUNGOR
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, EYLUL - 2019

Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir. Giris kisminda kesirli
analiz hakkinda genel bilgiler verilmistir. lkinci béliimde; Gama, Beta Mittag-
Leffler gibi bazi 6zel fonksiyonlardan bahsedilmis olup ayrica bazi kesirli
tiirevlerin tanim ve ozellikleri verilmistir. Ugiincii boliimde ise temel Laplace
dontigimii ve kesirli tiirevlerin Laplace doniigiimleri incelenmistir. Dordiincii
boliimde kesirli diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremleri verilmistir.
Tezin ana kismini olusturan besinci boliimde ise; kesirli diferansiyel denklemlerin
Laplace dontisiimii ile ilgili ¢ozimli 6rnekler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli Diferansiyel Denklemler, Laplace
Doniisiimii, Kesirli Tiirevlerin Laplace Doniigtimleri



ABSTRACT

SOLUTION OF THE FRACTIONAL DIFFERANTIONAL EQUATIONS
WITH THE LAPLACE TRANSFORMS
MSC THESIS
MERVE GUNGOR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIiZLi, SEPTEMBER 2019

This study consists of five main chapters. General information about
fractional calculus is given in introduction. Some special functions, such as Gama,
Beta and Mittag-Leffler are mentioned, and also definitions and properties of some
fractional derivatives are given in chapter 2. Basic Laplace transform and Laplace
transforms of fractional derivatives are examined in chapter 3. Existence and
uniqueness theorems for fractional differential equations are given in chapter 4. A
main part of thesis, in chapter 5, some solved examples of fractional differential
equations by Laplace transforms are given.

KEYWORDS: Fractional Differantial Equations, Laplace Transform, Laplace
Transforms of Fractional Derivatives
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden tiirev ve integrallerin tanimlandig1 ve uygulandigi kesirli
analizin ge¢misi, tamsay1 mertebeden klasik analiz kadar eskidir. Ote yandan, birgok
matematik¢inin konuya uzak olmasindan dolayr bu konudaki calismalar kisith

kalmustir.

Kesirli analiz “Tamsayr mertebeden d"y/dx" tiirev ifadesi, n bir kesir

oldugunda bir anlam ifade etmekte midir?” sorusu ile baglamistir. Daha sonra soru n’in
irrasyonel ve karmasik degerlerini kapsayacak sekilde genisletilmistir. Kapsami
genigleyen bu soru sonrasinda; kesirli analiz isminin keyfi mertebeden integrasyon ve

tiirev olarak isimlendirilmesi daha dogru olacag diistiniilmektedir (Miller 1993).

d“y/ dx" gosterimi ilk kez Leibniz tarafindan yapilmistir. 1695°te
L’Hospital’in Leibniz’e “ya n=1/2 ise” sormasindan sonra, Leibniz bunun bir
paradoksa yol agacagini; ancak ileride yararli sonuclar saglayacagi ongoriisiinde
bulunmustur. 1730 da Euler’in ¢alismalarinin yanm sira, 1812 de Laplace integral
yardimiyla bir kesirli tiirev tanim1 vermistir ve 1819 da Lacroix tarafindan yazilan
analiz metinlerinde kesirli tlirev ile ilgili tartismalar baslamistir. Lacroix’in sonucu ile
bugiinkii Riemann-Liouville tanim1 aynidir. Fourier, Henrick Abel, Weyl, Riemann,
Lagrange, Liouville, Griinwald ve Letnikov, Peacock, Kelland, Davis, Laurent gibi
pek cok matematikei kesirli diferansiyelin gelismesinde katkilar saglamistir (Miller
1993).

Bugiin Kesirli analizde Davis’in D, " f (x) gosterimini kullanmaktayiz. Bu
gosterim, eger Vv pozitif bir reel sayr ise, f fonksiyonunun x-ekseni boyunca v.
mertebeden integralini ifade etmektedir. D) f (x) gosterimi de v. mertebeden tiirev

i¢in kullanilmistir (Miller 1993).

Kesirli diferansiyel denklemler, tip (beyin analizinde sinir hiicrelerinin
karmagik yapili anormal davranis incelemelerinde), ekonomi (fiyat analizi gibi

dogrusal olmayan hareketlerin incelenmesinde), jeolojik olaylarda (depremlerde fay



hatlarinin davranislarini modellemede), elektro-kimya, fizik (akiskanlar mekaniginde,
niikleer ve manyetik rezonans iizerine teorik ¢aligmalarda), ayrica eczacilik ve ilag
sektoriindeki icerik analizlerinde sikg¢a kullanilan iyi bir ara¢ olmustur. Kesirli
diferansiyel denklemlerin genellikle tam ¢6ziimii olmadigindan, bu tip denklemleri
¢ozmek i¢in kullanilan yaklasik ¢6ziim veren yontemler son yillarda artmustir.
Teknolojik gelismeler de kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii konusunda énemli

bir rol oynamustir (Blair 1947; Anastasio 1994).

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler miihendislik uygulamalar1 ve
cesitli arastirma alanlarinda gitgide daha sik goriilmektedir. Pek cok denklemi ¢6zmek
icin etkili ve kullanishh metotlara ihtiyag duyulmaktadir. Bilinen metotlar bazi
dezavantajlara sahiptir. Keyfi reel mertebeden kesirli diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinii veren iterasyon metodu; sadece basit denklemlerde etkili olarak
kullanilmistir. Pek ¢ok yazar arastirmalarinda bir parametreli Mittag-Leffler
Fonksiyonunu kullanmistir (Podnubly 1999).

Bu tezde kullanacagimiz Laplace Donilisiim metodu, dezavantajlardan uzak ve
kesirli diferansiyel denklemlerin baglangi¢ deger problemlerinin daha genis bir sinifi
icin kullanighdir. Bu metot iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace

Doniistimiiniin formiiliine baglidir (Podnubly 1999).

Laplace Donilisiim metodu fizik, kimya, elektro-kimya ve miihendislikte
karsilagilan uygulamali problemlerin farkli ¢6ziimlerinin elde edilmesinde

kullaniglidir (Podnubly 1999).



2. KESIRLi TUREVLER

Bu tez igerisinde sik¢a kullanacagimiz Gama, Beta, Mittag-Leffler, Wright
fonksiyonu gibi bazi 6zel fonksiyonlar ve 6zelliklerini bu kisimda inceleyecegiz.
Podnubly (1999) kaynagi esas alinarak diizenlenen kesirli tiirev ve 6zellikleri de bu

boliim igerisinde verilecektir.
2.1  Baz Ozel Fonksiyonlar

2.1.1 Gama Fonksiyonu

Kesirli matematigin temel fonksiyonlarindan biri olan Gamma Fonksiyonu,
[" gosterimi ile ifade edilir ve n! olarak genellestirilmistir. Burada n’nin tamsayi

olmayan hatta karmasik degerler almasi miimkiindiir (Kilbas 2006).

Gamma Fonksiyonunun integral gosterimi ile tanimi soyledir:
I(z) = jowe*tzfldt . 2.1)

Bu ifade Re(z)>0 olmak tizere karmagik diizlemin sag tarafinda yakinsaktir.

Aslinda;

F(X + Iy) _ j:’ ettt — J‘OOO e it Livloo® gt

= J': e 't*"[cos(y log(t)) +isin(y log(t))]dt

seklinde yazilabilir. Yukaridaki integralde koseli parantez igerisinde verilen ifade her
t degeri i¢in siirlidir. Sonsuz degerlerde yakinsama e ile saglanir ve t =0 da

yakinsama i¢in X = Re(z) >1’dir.
Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri

I'(z+1) =zI(2) (2.2)



fonksiyonel denklemi saglamasidir (Bayin 2004). Bu ifade, tanimdan integrasyon

aliarak su sekilde kolaylikla kanitlanabilir.
FQ+D:L€Wm:Eﬁﬂ$HLeﬁﬂhJHH

Acikca goriilebilir ki, (2.1)’den I'(2) =1’dir ve (2.2) kullanilarak z=1,2,3...
i¢in
re)=1wy=1=1,
'3 =2r(2)=211=21,
Ir'4)=3r(3)=3.21=3!,

I'(n+1)=n'(n)=n(n-1)!=n!

elde ederiz (Baym 2004).

2.1.2 Beta Fonksiyonu

Cogu durumda Gama fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlari

yerine Beta fonksiyonunu kullanmak daha uygundur ve tanimi
B(z,w) :Erz’l(l—r)w’ldr, (Re(z) >0, Re(w)>0) (2.3)

seklinde verilir. Denklem (2.3)’deki Beta fonksiyonunun tanimi yalnizca Re(z) > 0,

Re(w) >0 oldugunda gecerlidir (Arfken ve Weber 1995).

Denklem (2.1)’de tanimlanan Gamma fonksiyonu ile (2.3)’de tanimlanan Beta

fonksiyonu arasinda iliski kurmak i¢in Laplace doniistimiinii kullanacagiz. Simdi
mﬁo=ﬂrHa-ﬁWHT

integralini inceleyelim. Burada h,,(t) ifadesi t**' ve t"* fonksiyonlarinn

konvoliisyonu ve h, , (t) = B(z,w) oldugu agiktir



Iki fonksiyonunun konvoliisyon ¢arpimlarinin Laplace doniisiimii, onlarin ayr1

ayrt Laplace doniisiimlerinin ¢arprmma esit oldugundan h, (t) fonksiyonunun

Laplace doniistimii

I'(z) F(w) F(z)F(w)
¢ g S

H,.(8)= (2.4)

Z+W

seklinde bulunur.

Ote yandan, I'(z)['(w) sabit oldugundan, (2.4)’in sag tarafinin ters Laplace
doniisiimii ile orijinal h, (t) fonksiyonunu diizenlemek miimkiindiir. Laplace

doniistimiiniin tekliginden dolay1

T(Z)IW) 2w

()= I'(z+ W)

buluruz ve burada t =1 alirsak Beta fonksiyonu i¢in

82w DLW

= Tz w) ve B(z,w)=B(w,2)

elde ederiz.

2.1.3 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyon olan e’ tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemler teorisinde
onemli bir rol oynar. Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametrelisinin

genellestirmesi

E.(2)= Z:1"( k+1)

k=0

seklindedir (Mathai ve Haubold 2008).



Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme ise Laplace
dontisim teknigi kullanilarak yapilir, bu ifade kesirli diferansiyel denklemlerin

¢dziimiinde 6nemli bir yere sahiptir. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

:kil"(ak ,(a>0,5>0) (2.5)

seri agilimiyla tanimlanmigtir (Mathai ve Haubold 2008).

Bu tanimdan

k=0 k=0 ™+

w Zk » Zk l 0 Zk+1 eZ _l
E,(2)= = y 4
12(2) k;r(kJrz) kz:(;(k+1)l zkzz(;(k+1) z '

4 Zk e Zk l 0 Zk+2 ez_l_z
E = .
() gr(k+3) kz(k+2)' 222(k+2) 2’

yazabiliriz.

Rasyonel mertebeli diferansiyel denklemleri ¢ézmek igin Mittag-Leffler

fonksiyonunun 6zel bir durumu olan &, (l), a) fonksiyonu

£(v,a) :tugr((L) =t"E,,.,(at)

v+k+1)

olarak tanimlanmigtir (Miller 1993; Das 2011). Benzer sekilde Mittag-Leffler

fonksiyonunun 6zel bir durumu olan >, ( Jij ,t) fonksiyonu

L(BY) :t“i U0 g (pt=)
= F( k+1)(1+a)) bl



olarak gosterilmistir (Rabotnov 1997; Das 2011).

Denklem (2.5)’te verilen Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimini

[t E, ,(2t)dt -t (7] <) (2.6)
5 ‘ 1-z

integralinde yerine koyalim. Denklem (2.5) ve (2.6)’dan t*/~ 1E(kﬁ(-i-zt”’)

fonksiyonunun Laplace doniistimiinii elde ederiz. Burada

EY) (x2t*) = d*E, ,(y)/dy* dir. S5yle ki;

:M

ooe_pttak+ﬂ—lE£k) (iata)dt —
,[ by (pa $a)k 1

Re(p)>]al). @7

Denklem (2.7)’de a = f=1/2 igin 6zel durumu ise,

© E |
j e ™t 2 E (+avt)dt =k—kl (Re(p) > a?) (2.8)
0 22 Jp

pP+a
olarak ifade edilir ve ileri boliimlerde inceleyecegimiz denklemlerin ¢dziimiinde
onemli rol oynar.
2.1.4 Wright Fonksiyonu

Wright Fonksiyonu kismi diferansiyel denklemlerin (6rnegin, kesirli difiizyon
dalga denklemi) ¢oziimiinde 6nemli bir yere sahip diger fonksiyondur. Mainardi’nin

Wright fonksiyonu i¢in gosterimi daha kullanighdir. Buna gére tanim

W (za, f) = gk,r( - (2.9)

seklinde ifade edilir. &« — 0, 8 — 0 alacak olursak (2.9)’dan

W(z;0,1) =¢*



esitligi elde edilir. — 1—a alirsak Mainardi fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir ve

M (z; @) ile gosterilir.

» RN
M(z2)=W(-z-al-2) zkz_;k!r(fa()kil)ﬂ) |

Bu esitligin 6zel hali olarak « =1/2 alindiginda

(w4 ool

esitligi bulunur (Podnubly 1999).

2.2 Bazi Kesirli Tiirevler ve Ozellikleri

Keyfi mertebeden tiirev ve integral bircok matematik¢i tarafindan farkli

gosterimler ile ifade edilmistir. Giris kisminda bahsettigimiz tizere Davis’in gosterimi

en sik kargilastigimiz , D, ve D ifadeleridir.

D, limit degerleri a ve t olan 2. mertebeden kesirli tiirev anlamina
gelmektedir. Burada a <0 degerleri icin , D f (t) kesirli integral anlamma gelir.

Kesirli integralin D.* gosteriminde limit degerlerini yazmak yerine * isareti

kullanilmastir.

Kesirli Analiz tarihgesine bakilinca, kesirli mertebeden tiirev ve integral ile
ilgili bir¢ok tanim mevcuttur. Simdi en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville, Griinwald-

Letnikov ve Caputo’nun tanimlart Podnubly (1999) kaynagi esas alinarak verilecektir.

2.2.1 Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi

y=f(t) siirekli bir fonksiyon olsun. f(t) fonksiyonunun birinci

mertebeden tiirevi agagidaki gibi tanimlanir.



£'(t) :%: lim O =ft=h) (2.10)

h—0 h

f (t) fonksiyonu i¢in tiirev iki kez uygulandiginda ikinci mertebeden tiirevi;

f”(t)=%=lim—f (t)‘;(t‘h)

h—0

1 f@)-f@t-h) f{t-h)-f({t-2h)
=lim= -
im0 : 211
_lim f(t)—-2f({t—-h)-f(t—2h)
h—0 h
seklinde ifade edilir. (2.10) ve (2.11)’i kullanarak ti¢lincii mertebeden tiirev,
3 — g = — —
f’”(t)=¥=lim f(t)-3f({t-h)+3f(t—2h)-f(t-3h)
dt h—0 h3
olur. Bu sekilde devam edersek n. mertebeden tiirevi;
da"f 1 n
fOf)=—=Ilim=> (-1)"| |f(t-rh 2.12
0= =lim D¢ )[rj (t-rh) 212

olur. Buradaki binom katsayis1

(n] _n(n-1)(n-2)..n-r+2)

r r!

dir. Bunlar kesirlere genellestirecek olursak, p ve n keyfi bir tamsay1 olmak tizere

r=

£0) (1) :h—lpzn:(—l)f[fj f(t—rh) (2.13)

elde ederiz. p<n olmasi durumunda (2.12)’den goriilecegi lizere r = p *den sonraki

tiim katsayilar O olacagi i¢in;

dPf
dt®

lim £,(t) = 1,* (1) =

bulunur. p nin negatif degerlerini diisiinecek olursak, kolaylik i¢in



r r!

{p}z p(p+1)..(p+r-1)

olarak gosterelim. Buradan p yerine —p yazilarak elde edecegimiz

(— p] _—p(=p-D)..(p-r+]) 2(_1)rm

r r! r

ifadesi (2.13)’de yerine yazilirsa asagidaki esitlik bulunur,

ooy - I Pleg
. (t)_hguf(t th) .

Burada p pozitif tamsay1 degerleri alir.

N’in sabit oldugu durumlarda; h—0 iken f,C® ’nin limiti 0°dir. 0°dan

farkli limite ulagmak igin h — 0 iken n — o0 oldugu varsayilacaktir. a reel bir sabit

olmak iizere h = (t—a)/n olarak aldigimizda fh(*p’ ’nin sonlu veya sonsuz limiti

lim £,°7(t) = ,D7° (1)

nh=t-a

olarak tanimlanir. Burada D, f (t) soyle ifade edilir; lizerinde belirli bir islem

yapilan f(t) fonksiyonu i¢in, ele alinan islemin siir degerleri a ve t olur.

Burada p’nin alacag1 degerlere gore birka¢ 6zel durumu diistinelim.

p =1 i¢in;

£ (1) = hi f(t—rh)

t—nh =a alinir ve f (t) stirekli kabul edilirse,

lim £, (1) = D (1) = j f(t-2)dz = f (r)dz (2.14)
0

nh=t-a 0

ifadesi elde edilir.
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2 _ _
0= 2 icin: M: 2.3....(2|+r D) _23..(r I1)r(r+1) 1
r! r!

oldugundan
fh(_z) (t)= hZ(rh) f(t—rh)
r=0

yazilabilir. t+h =y olarak tanimlanirsa yukaridaki ifade
n+l
fh(_z) (t)= hZ(rh) f(t—rh)
r=1
bi¢iminde yazip h — 0 alindiginda, y —t olur ve,
t-a t
LlLrg £ ()=, D2f(t) = ! Zf (t — 2)dz =_£(t—r) f(r)dr (2.15)
elde edilir.
Benzer bicimde p =3 i¢in
1 t-a t )
-3 2
.D; f(t):zgz f(t-z)dz:j(t—r) f(r)dr (2.16)

a

yine h — 0 alindiginda, y — t olacagindan

) h2 n+1 ) t
!h::rgggrhf(y—rh) =th£(t—r)f(r)df=0

elde edilir.

(2.14)-(2.16) esitlikleri kullanilarak genel halde n - katli integral

D P f(t)= Ihlirg hpi{ﬂ f(t—rh)= (pil)lj‘(t—r)P‘lf (r)dz (2.17)

seklinde yazilabilir.

(2.17)’nin p kath integraline bakarsak
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d -p
(D7 T0)=

1
(p-2)!

t
j (t—7)*2f (r)dr = D P (1)
alinarak,
t
D (M) =[(.D°F ()
t

. Dt*p+l f (t) — J.( . Dt*PJrZ f (t))

ifadeleri bulunabilir. Bu sekilde devam edilirse

_DPf(t)= jdtj(aD;W f(t))dt

dt| dt

(LD 1 (t))dt

D )

D ) QD) ey

dt

D ) QD) Cy —+

dt...j f (t)dt

p—kez

elde edilir. f(t) siirekli fonksiyonunun n. mertebeden tamsayi tiirevi (2.12) ile p katl

integrali (2.17) ifadelerinin asagida genel olarak ifade edilen esitligin 6zel halleri

oldugu goriiliir.

.DPf (1) =1lim hpi(-n“(ﬂ f (t—rh) (2.18)

nh=t-a

P =m i¢in M. mertebeden tiirev, P =-m i¢in m katlh integrali ifade eden genel

durumunun 6zel halleridir. (2.18) da p nin reel ya da kompleks olma durumuna gore

diferansiyel ve integral islemleri uygulanabilir.

(2.18) esitliginden yola ¢ikarak ilk dnce keyfi mertebeden integral daha sonra
da keyfi mertebeden tiirev tanimlanacaktir. (2.18) esitliginde p yerine —p yazilirsa

esitlik

aDtpf(t)zlhiLrghpz{ﬂ f(t—rh) (2.19)

n
nh=t-a r=0

ifadesi elde edilir.
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1.2.1 Teorem (Podnubly 1999) £,, (k =1,2,3,...) bir dizi ve her k, n i¢in

lim g, =1, Ilma =0

k—o0 k—o0
L'LQZ% =A Z %k

olmak tizere
n
im> a, b =A
n—owo = !

dir.

Teorem 1.2.1, (2.19) limiti ile uygulandiginda,

D" f (t) =limh® Z{ }f(t—rh)

nhta

:Ihiggzri{ }h(rh)“f(t—rh)

_ -1 -
_r(p mzc; L { }h(rh)p "

1 aT(p)[plt-al t-a)" .. t-a
- I|mzrpl[} (rnj f(trn)

1—‘(p) = r=0 r n

elde edilir ve

olarak alinirsa

rP-

Ilm,B _!Enr(ri){ﬂzl (2.20)

elde edilir. Belli ki, eger f(t), [a,t] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

13



n—>oo pry n n
=i En:h(urh)"*1 f (t—rh) (2.21)
n—o =0

elde edilir. (2.20), (2.21) ve Teorem 1.2.1°¢e gore

”f(t)—llmh”Z{ }f(t—rh)

nh=t-a

1

e (t-7)"" f(z)dr

[ S

ifadesi elde edilir. f'(t) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (m+1) siirekli tiireve

sahip ise

) m £ ®(a)(t- a)p+k i ¢
D Pf(t t
DT = kZ:(; I(p+k+1) +F(p+m+1)£(

- r)mm £ (r)dr

ifadesi yazilabilir.

Sonug olarak p <0 icin keyfi mertebeden integral bulunmus olur.

p >0 durumunda, yani keyfi mertebeden tiireve ulasmak i¢in, p. mertebeden

tirev

FP(t) = hpi(—l)“ ( fj f (t—rh)

olmak tzere

.D’ f(t)—llmh P= Zn:( 1)( jf(t—rh)_llm fP(t) (2.22)

nhat a r=0 nh—t-a

limitini hesaplayacagiz.

Bu limiti hesaplayabilmek igin f,’(t) ifadesi binom katsayilari cinsinden

acilmalidir.
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) e

binom katsayilari1 kullanarak f (x) fonksiyonunun 7 =t—rh noktasindaki birinci

mertebeden geri farki Af (t—rh)= f(t—rh)— f (t—(r +1)h) olmak {iizere fh(p) (t)

fonksiyonu
£0 (1) = h‘pg(—l)r ( pr_lj f(t—rh)+h"’§(—1)r(f:ﬂ f(t—rh)
_ hprz:;(_l)r ( pr_lj f(t—rh)+ h”g(—l)”l(pr_lj f(t—(r+1)h)
— (-1 ( pr_lj h™°f (a)+hprn2=_;(—1)r ( pr_lJAf (t—rh)

seklindedir. (2.23) 6zelligi m kez uygulandiginda fh(p) (t) fonksiyonu

n—

'S () ( p_:n_l]m“f (t—rh)

r=0

f(P)(t) = Zm:(—l)”_k ( p_kk_thw f (a+kh)
e (2.24)

bicimini alir. Bu ifadede ilk toplamin limiti

) k[ P—K=1) _ . nk[ P—k-1 K
Lm(—l) [ - Jh PAkf(a+kh):L|£rg(—1) [ - ](n_k)p

p-k Kk
v n (nh)7 p+k A f (ak+ kh)
n—-k h

=(t—a) """ lim(-2)"" ( Pk _1j(n k)" (2.25)

n—ow n-k

[ n J“ . A¥f (a+kh)
X xlim—————~
n—k

h—0 hX

_ fk(a)(t—a)_p+k
 T(-p+k+))

seklinde olup, buradan,
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lim(-1)"

n—oo

k{p_k_lj(n—k)pk _ Iim(—p+k+1)(—p+k+2)...(—p+n) _ 1
n—k N> (n—k)™* (n—k)! F(=p+k+1)

ve

h—0

p—k k
_ n ~ _Af(a+kh)
Ilm(—n_kj =1 ve Ihl—rIJ]—hk = f%(a)

elde edilir. Dolayisiyla (2.25) limiti bilindiginden (2.24) limiti de kolayca

hesaplanabilir.
(2.24) esitliginin ikinci toplam kisminin limitini bulmak igin

Nyt mpAm+lf(t—rh)

Z p+m+1)(p :n_ler*pxh(rh) > e

( p+m+1 =

olarak yazalim. Teorem 1.2.1’i uygulamak i¢in

B, =(—1)rF(—p+m+1)(p_:n_1]r‘m+p

ve
m+1
a,, =h(m)" " S, n=EE
’ h n
olarak alinsin.
p_m_l —m+
Ilmﬁ_llm( 1) T'(-p+m+1) . rmP =1 (2.26)

oldugu gosterilebilir. Ayrica m— p > -1 oldugunda

. nEt .t m-p A" f (t—rh m me
im > a,, =lim 3~ ()" " ST I e (2.27)

elde edilir. (2.26) ve (2.27) esitlikleri kullanilip Teorem 1.2.1 uygulandiginda
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n—-m-—.

. ~ m-1 - p_m_l
ngghp;(—l) A 1( i jf(t—rh)

1
(T(-p+m+1))

(2.28)

—7)" " f ™ (7)dr

e Y
Ve
—

a

bulunur. Son olarak (2.25) ve (2.28) esitlikleri kullanilarak (2.22) limitine ulagilir.

D2 F®) =1im £, (1)

nh=t-a

aDtpf(t) Zm:f (a)t a) p+ . 1 Jt-

t— m*Pf(m+l) d 2 29
k=0 F p+k+1) F(_p+m+1) ( T) (r)dz ( )

a

Bu esitlikler [a,t] stirekli f(k)(t), (k=12,...,m+1) tiirevlerinin varsayimi altinda

hesaplanabilir.

f(t)=(t—a)  kuvvet fonksiyonunun ,D,* Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi,

v>-1ve p<0 olmak iizere

D (t-a)' = —F(Fv(f;i)l) (t-a)"*

a

seklinde ifade edilir.

f (t) fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevi,D,” ve f (t) fonksiyonun tamsay1

mertebeden tiirevleri d" f (t)/dt" bu tiirevlerin bileskesi asagidaki bigimde verilir.

dn d"f (t) .
ar (oo t0)=.or 40 - o

g. mertebeden ve p. mertebeden kesirli tiirevlerin bileskesi p<0 ve q>0

olmak iizere
.DP (DI f(t)=,D¢(,DFf(t))=,DF*f (1)

seklindedir.
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2.2.2 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

Geri farklarin kesirli mertebeden limiti olarak tanimlanan Griinwald-Letnikov
tirevi ile ¢alismak ¢ok uygun degildir. (2.29)’da verilen ifadenin terimlerinden
integrali iceren taraf i¢in ¢alismak daha uygun olsa da, integral olmayan terim igin

(2.29)’un 6zel bir hali olacak sekilde calisma yapilmalidir.

Buna gore Riemann-Liouville kesirli tiirevinin bilinen taniminin en genis hali

asagidaki bigimde verilir.

) _; i m+1 t N ]
ath(t)_F(m+1—p)(dtJ [(t=2)""f(x)dz, (m<p<m+1) (2.30)

a

f(t), (m+1) kez siirekli tireve sahip olmak iizere Griinwald-Letnikov Kkesirli

tirevinden elde edilen (2.29) esitligi, ayn1 varsayimlar altinda (2.30) esitliginden elde

edilebilir. Yani

D21 (1) :;( d j’“* j(t—r)m_pf(r)dr

r(m+1-p) dt)

_ o[ 1Y@ —a) 1 ‘
_kz(;( [(-p+k+1) +F(—p+k+1)£(t_r) Fodr
=.D (1)

seklindedir. f(t) fonksiyonu t > 0 i¢in (m+1). mertebeden siirekli tiireve sahip
fonksiyonlarin sinifindan segilirse (2.22)’deki Griinwald-Letnikov tanimi (2.30)

Riemann-Liouville tiirevine denk olacaktir.

Simdi Riemann-Liouville taniminin tamsayr mertebeden integral ve

diferansiyelinin sonucu olarak elde edildigini gorelim.

f (r) stirekli, her sonlu (a,t) araliginda integrallenebilen, 7 =a noktasinda

r <1 mertebeden integrale sahip bir fonksiyon ise
lim(z—a)" f(z)=sabit=0

T—>a

olup, buradan
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fC9 (1) :j f(r)dz

integrali mevcut ve sonlu bir degere sahiptir. Yani t — a iken 0’a esittir. 7 =a+ y(t)

degisken dontigiimiinii yapilir ve & =7 —a olarak alinirsa
t
lim £ (1) =1lim [ f (r)d<
t—a t—a "

= !ijg(t—a)j f(a+y(t—a))dy

L 1-r r -r _
=lime I(gy) f(a+ye)y 'dy=0

£
0

olur. ki katli integrali ise
t 2] 7 t 7
FA(t) = [de, [ F(2)dr = [ f(e)de[dr, = [(t-7) f (r)dr

seklinde elde edilir. Yukaridaki esitligin tekrar integrali alindiginda f(z) 'nun ii¢ kath

integrali

7

£ (1) :j.drjdrz_[ f(z,)dz, f (7)

=tqu1 7, —t f(r)drzlt t-7) f(r)dr
(-0 f (e =Lt

bulunur. Tiimevarim ile genel durumda Cauchy formiilii agagidaki bigimde elde edilir.

fOM (1) = Lj(t—r)”l f(r)dr. (2.31)

r(n)
Simdi kabul edelim ki, n >1 sabit ve k >0 tamsayi olarak alindiginda,

plengyo L ij(t —o) f(0)dr

r(n)

olur, burada D™ ifadesi, (k > 0) k- kez iterasyona sahip integrali tanimlamaktadir.
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Diger taraftan n>1 olmak iizere ve k>n tamsayi degerleri igin f(t)

fonksiyonunun (k —n). mertebeden tiirevi

gy = = ‘| — )Y f(0)dr
f (t)—r(n)D;[(t )" f(r)d (2.32)

olarak tammlanir. D¥, (k > 0) k- kez iterasyona sahip diferansiyeli tanimlamaktadir.
N’in tamsayr olmayan degerlerinde, n katli integrale ulasabilmek ig¢in

(2.31)’deki Cauchy formiiliinde n yerine p>0 yazilarak asagidaki esitlik elde

edilebilir.

_le

r(p)

D) =—=[(t-7)"" f()dr (2.33)

Cauchy formiiliinde n tamsayist N >1 sartin1 saglamalidir, p i¢in ise sartlar

daha zayiftir, (2.33) integralinin var olabilmesi igin p >0 alinmalidir.

f(t), t>a igin siirekli ise (2.33) ile tanimlanan keyfi reel mertebeden integral

asagidaki onemli 6zellige sahiptir:
D (D) =.D ().

Bu ozellik asagidaki gibi ispatlanabilir.

D7 (,D (1) = Lj(t—r)“‘l D f(2)de

I3

=D ()

(k-n). mertebeden (2.32) tiirevi, tiirev kavramini tam say1 olmayan mertebeden
tireve gegcis icin imkan tanimaktadir. K tamsay1 olarak kalir ve n yerine k—a >0

olacak sekilde a sayis1 yazilirsa
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1 d* ¢

DR f(t) = (f%j“ ) f(r)dr, (O<a<l)

elde edilir. p=k-—a secildiginde yukaridaki esitligi Malinowska ve Odzijewicz

(2015) kaynagindan
D) -~ T [{t-r) e, k-15p<k) (234
T T'(k-p)dt*s ’ o '
ya da

d* (ke
D F() = (D7 (D). (k-1< p<k)

olarak yazariz. Dikkat edilmelidir ki, yukaridaki ifade bilinen tamsayr mertebeden

tirev tanimi ile benzerdir.

f(t)=(t—a)" kuvvet fonksiyonunun ,D/f(t) Riemann-Liouville kesirli

tiirevi, V reel bir say1 olmak tizere

o7 () 1 ey

seklinde verilir.
. D/ f(t) fonksiyonun kesirli mertebeden tirevi ve d"f (t)/dt" sirasiyla f (t)
fonksiyonun tamsay1 mertebeden tiirevleri olmak iizere bu tlirevlerin bileskeleri

d" d"f(t) .
dtn (aDtp f (t)) = aDtp [T] = aDtp f(t)

seklinde ifade edilir.

g. mertebeden ve p. mertebeden kesirli tiirevlerin bileskesi, p #Qq olmak {izere
.DP (DI ()= ,D7(,DFf ()=, D (1)

ile tanimlanir.
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2.2.3 Caputo Kesirli Tiirevi

(2.34) ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirevi, kesirli tiirev ve integrallerin
matematiksel uygulamalarinin  (6rnegin  tamsayr  mertebeden  diferansiyel
denklemlerin ¢oztimiinde, yeni fonksiyon smiflarinin tanimlanmasinda vs.)
gelisiminde 6nemli rol oynamistir. Fakat kesirli tiirevin kullanilmasiyla, matematiksel
Ozelliklerinin daha iyi tanimlanmasina olanak saglayan bazi alanlarda bu tanim
yetersiz kalmaktadir.

Uygulamali problemler kesirli tiirevlerin taniminin kullanilmasini gerektirir.
Bu tiir uygulama problemlerinde f(a), f'(a) gibi yorumlanabilir baslangi¢
kosullarina gerek duyulmaktadir. Ancak Riemann-Liouville kesirli tiirevinde limit
degerlerini iceren baslangic kosullar1 bulunmaktadir. Ornegin t =a alt limit degeri

icin baslangi¢ kosullari
Itim DA f(t)=b,,
Itim DI f(t)=b,,

lim , D" f (t) =b,

olarak verilir. Bu tarz baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimii yapilabilse de,
coziimleri pratikte kullanigsizdir. Bu sorunun ¢oziimiine alternatif olarak Caputo
tarafindan asagidaki tanim verilmistir

Drf(t)= (n—-1<a<n). (2.35)

1 j fV()dr
r(n_a)a(t_z_)aﬂ—n'

f (t) fonksiyonunun a—n iken Caputo kesirli tiirevi, f (t) fonksiyonun n.
mertebeden bilinen tiirevi halini alir.0<n-1<a<n ve f(t)her T >a i¢in [a,T]

araliginda (n+1) siirekli tiireve sahip olsun. Bu durumda

f"a)(t-a)" 1 :
lim °DP f (t) =i t—7)" f " (r)dz |,
A a (®) alm{ I'(n-a+1) +F(n—a+1)£( 7) (r)dr

t
lim D f (t) = @)+ [ 10 (r)de,

Ligﬂ@fo(t):f(”)(t), n=12,..
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olur. Bu da Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yaklasimlarina benzer olarak
Caputo yaklasiminin da tamsayr mertebeden tiirev ile arasinda bir iliski oldugunu

gostermektedir.

Caputo tlirevinin Riemann-Liouville tiirevinden baska bir farki da, baslangi¢
kosullar1 disinda C gibi bir sabitin tiirevinin 0 olmasidir. a alt limit degerinin sonlu

oldugu durumlarda C sayisinin «. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

,D’C =Ct*/T'(1-a) du.

Riemann-Liouville ve Caputo yaklasimlarimin arasindaki bir diger fark

asagidaki sekilde ifade edilebilir. Caputo tiirevinde
$of (5D f (1) =D f (), (M=0,12,..; n-l<a<n)
iken, Riemann-Liouville tiirevinde
DM (,DEf(M)=,Dr (), (m=012,..; n-l<a<n)
olur.

Her iki kesirli tiirev taniminda da diferansiyel operatoriiniin degisimi asagidaki
kosullar altinda saglanir. f(s)(O) =0,s=n,n+1l...,mvem=0,12,..; n-1<a<n

olmak tlizere
SO (SD"f ()= SD" (5D f () = SDI M F (1)

ve £90)=0, s=0,12,...m; m=0,12,..; n-l<a<n olmak iizere
D (LD f () =,Df (DM ()= ,DF (D).

Goriildiigii gibi Riemann-Liouville yaklagiminin aksine Caputo kesirli
turevinde s=0,1,....n—1 alinirsa f(s)(O) nin  degerleri i¢in higbir kisit

bulunmamaktadir.
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2.2.4 Ardisik Kesirli Tiirev ve Miller-Ross Ardisik Tiirevi

Keyfi mertebeden integrasyonun ve diferansiyelin ana fikri yinelenen
diferansiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanir. Tiim yaklagimlarda genel
amag, d"/dt" ifadesinde tamsay1 olan n parametresinin yerine tamsay1 olmayan p
parametresinin kullanilmasidir. n tamsayis1 yerine p’yi yerlestirirken, p’nin tamsay1
olmayan degerleri icin bazi 6zellikler ile fonksiyon siniflar1 gibi diger ayrintilar
farklilik gosterse de; n tamsayisi yerine dogrudan degisim yapilmasi i¢in tiim ¢abanin
gosterildigi agiktir. Ote yandan bir¢ok uygulama icin biiyiik 6nem tasiyan ve daha az
bilinen baska bir yol daha vardir. Bu yaklasim n. mertebeden diferansiyelin

@i _dd d

=——.—f(t 2.36
dt"  dtdt dt ® (2.36)
—_—

olacak sekilde birinci mertebeden diferansiyelin basit bir serisi olarak yazilabilmesine

dayalidir. 0 <« <1 i¢in, birinci mertebeden d/dt tiirevi yerine, tamsay1 olmayan o

mertebeli D* tiirevi ile degistirmek i¢in uygun bir yontem var ise (2.36)’y1

D™ f(t)=D"D”...D” f(t) (2.37)
ifadesi ile degerlendirmek miimkiindiir. Miller ve Ross (1993) kaynaginda (2.37) ile
tanimlanan genellestirilmis tiirevinde, D* Riemann-Liouville kesirli tiirevidir. Ayn1
kaynakta (2.37) tipindeki ardisik kesirli tiirevler ile diferansiyel denklemlere yer

verilmistir.

D“ Griinwald-Letnikov tiirevi, “D“ Caputo tiirevi ya da diger kesirli tiirevleri
yorumlayarak diger ardisik kesirli tiirevler de elde edilebilir, ancak burada

bahsedilmemistir.

(2.37) yerine, (2.36)’daki her bir birinci mertebeden tiirev yerine, o tlirevlere
mutlaka esit olmayan kesirli tiirevler yerlestirilirse ve daha genel ifadeyi dikkate

alirsak

D“f (t) = D“D*...D* f (t),
a=a,+a,+...+a,

(2.38)
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olacak sekilde ardisik kesirli tiirev ifadesini elde ederiz. (2.38)’deki D“ sembolii,
Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov ve diger tiirev operatorleri i¢in
kullanilabilirdir. Yani, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve Caputo kesirli tlirevi

(2.38)’deki sirali tiirevin sadece 6zel durumlaridir.

Buradan, Miller-Ross ardisik tiirevi

o,=2.a; 0<a <L (j=12..,m)

=1
olmak tzere

Om — an A1 3
a,Dt _aDt aD " D

2.39
aYDtO'mfl r . Dtamfl Dam,l ....... Dal ( )

seklinde tanimlanir. Ardisik tiirev kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde 6nemli

bir yere sahiptir.
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3. LAPLACE DONUSUMU VE OZELLIKLERI

Tezin bu kisminda oncelikle temel Laplace doniisiimii hakkinda hatirlatma
yapilacak olup, ardindan kesirli tiirevlerin Laplace teknigi altinda doniistimii Podnubly

(1999) kaynagi esas alinarak incelenecektir.
3.1  Laplace Déniisiimii ve Temel Ozellikleri
Oncelikle, Laplace Déniisiimii ile ilgili baz1 temel bilgileri hatirlayalim.
s kompleks degisken ve onun fonksiyonu F(s) ise f(t) ’nin Laplace

dontsimi

F(s)=L{f(t):s}= jo‘”e*“ f (t)dt (3.1)

seklinde tanimlanir (Li ve Zeng 2015). (3.1)’deki integralin var olabilmesi i¢in; f (t)

fonksiyonu a tistel mertebeli olmalidir, bu da pozitif T ve M sabitleri igin
e[ f(t)<M, vt>T

sartin1 saglamasidir. Bagka bir deyisle f (t) fonksiyonunun (iistel fonksiyon) t — oo

’a giderken daha hizli biiylimemesi gereKir.

Genel olarak, doniistiiriilmek istenen fonksiyonu belirtmek i¢in kiiciik harfler

kullanilirken, fonksiyonun Laplace doniisiimiiniin sonucunu biiyiik harfle ifade ederiz.

f (t) fonksiyonunun orijinali F(s) ’nin ters Laplace doniistiimii yardimu ile elde

edilir. (3.1) deki integralin sag tarafinin mutlak yakinsak oldugu yerde

f(t)=L"{F(s)t} = CJPO e"F(s)ds; c=Re(s)>c,

C—ioo

dir. Ters Laplace doniisiimiiniin dogrudan degerlendirmesi yukaridaki formiilii

kullanirken daha karmasiktir. Bununla birlikte, bizim aradigimiz bilinmeyen f(t)

fonksiyonunun davranis1 hakkinda kullanish bilgiler verir.

Simdi ters Laplace doniisiimiiniin ne zaman tek oldugunu ifade eden teoremi

verelim.
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Teorem (Lerch Teoremi): Eger f(t), her 0<t<N sonlu araliginda pargal

stirekli ve t > N igin listel mertebeli ise, bu taktirde F(S) ’nin ters Laplace doniisiimii

tektir.

Biz aksi soylenmedik¢e yukaridaki teoremin sartlariin  saglandigini
varsayacagiz. Simdi Laplace doniisiimii verilmis bazi1 fonksiyonlarin, yani bilmemiz

gereken bazi fonksiyonlarin ters Laplace doniisiimlerini verelim (Dascioglu ve Sezer
2017).

Tablo 3.1 Baz1 Temel Fonksiyonlarin Laplace Doniistimleri

F(s) f(t) F(s) f(t)
1/s 1 1/(s+a) e ™
1/’ t 1/(s-a) e™
1/s", n=0,12...| t"/n! a/(s?+a?) sinat
1/s™, n>-1 t"/T(n+1) || s/(s2+a?) cosat
1 (1) al/(s?—a?) sinh at
En 6(t-a) s/(s2—3a?) cosh at

f (t) ve g(t) fonksiyonlarinin konvoliisyon ¢arpimi ise

fO*g(t)= jf(t 9e@dr = | f(g(t-oat

0

seklinde ifade edilir. (bunlar t <0 igin sifira esittir). Bunun Laplace doniisimii ise

f (t) ve g(t) fonksiyonlarinin Laplace doniisiimlerinin ¢arpimina esittir. Yani,

L{f(t)*g(t):s} =F(s)G(s). (3.2)

Bu F(s) ve G(s)’nin var olmasi ile miimkiindiir. (3.2) 6zelligini Riemann-

Liouville kesirli integralinin Laplace doniisiimiinii degerlendirmek i¢in kullanacagiz.

Bizim ihtiyacimiz olan baska bir kullanish 6zellik ise, f (t) fonksiyonunun bir

n. tamsayr mertebeden tlirevinin Laplace doniisiimii i¢in olan formiiliidiir. Bu da

uygun integrallerin varlig1 altinda (3.1)’deki tanimdan asagidaki sekilde elde edilir:
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L{f"(t):s} =5"F(s) —nis”‘k‘lf “(0) =s"F(s) —Esk fO*D0). (3.3)

Mittag Leffler fonksiyonunun (2.7) ve (2.8)’de verilen ifadesini hatirlarsak ve
Laplace doniisiimii ile
a-p

L{tak+ﬁ—1Eg<”)H (iat“)} - k!p—m, (Re(p) > |a|1/a)
P’ 7a)

L{tkz_lE(k) (+ant )} = Lkl (Re(p) >a?)
(Vp=a)

seklinde yazabiliriz. Buradan bazi fonksiyonlarin ters Laplace doniisiimlerine 6rnekler
verelim. Olusturulan bu tablodaki dontisimler kesirli diferansiyel denklemlerin

¢coziimiinde kolaylik saglayacaktir.

Tablo 3.2 Baz1 Mittag-Leffler fonksiyonlarini i¢eren ifadelerin Laplace doniistimleri

F(s) f(t) FG) o
s%1+ 2 | UEu(a) ﬁ tE,, (-4257°)
Sl TR S v ()
sf k_l = t Epaa (A1) sa%‘ju S S & )

Diger boliimlerde alt sinirt a=0 durumunu degerlendirirken kesirli tiirevin

Laplace doniisiimiinii inceleyecegiz.

3.2  Kesirli Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri

Bu kisimda Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov, Caputo ve Miller-Ross
kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimlerini (Podnubly 1999) kaynagini esas alarak

inceleyecegiz.
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3.2.1 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

p>0 mertebeli Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville Kkesirli
integrallerinin Laplace doniisiimii ile baslayacagiz. Kesirli tiirevi g(t) =t**ve f(t)

fonksiyonlarinin konvoliisyonu seklinde yaziyoruz.

-p p - _ \p-1 _ = % _L P14
D P ()=, f(t)—r( )ja )P (r)de ()gm (O=r 5"+ 10

g(t) =t"" fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii alarak

G(s) = L{t" s} =T(p)s™® (3.4)

elde ederiz. Boylece (3.2)’deki konvoliisyon formiiliinii kullanarak Riemann-Liouville

ve Griinwald-Letnikov kesirli integrallerinin Laplace doniisiimii elde edilir.

L{,DPf(t):sf=L{,DPf(t):s} =LL{tP*1}L{f(t)}

r(p)
_ 1 I(p- 1+1)F -
TORECES (35)
=5 "F(s)

Simdi  Riemann-Liouville  Kkesirli tiirevinin Laplace  doniisiimiiniin

degerlendirmesine donelim. Asagidaki formda yazalim.

0 Dtp f (t) = g(n) (t) )

g(t) =, D, " Pf (1)

F(k— )j(t )P (r)dr, (n-1<p<n).

(3.5) da verilen tamsay1 mertebeli tiirevin Laplace doniisiimii igin verilen

formiilii kullanirsak;
n-1
L{,D? f ()5} =L{g" (V):s} =5"G(s)- > s'g"*(0) (3.6)
k=0
bulunur ve (3.5) deki g(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinden
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G(s)=L{g®)} =L{,D,"Pf(t)} =s " PF(s) (3.7)

elde edilir. Ek olarak; (2.34)’deki Riemann-Liouville kesirli tiirevin tanimindan

d n—k—1
D, " P (t)=, D * (1) (38)

g(n*kfl) (t) et dtn—kfl oY

olur ve (3.7) ve (3.8)’i (3.6)’da yerine yazarsak; Riemann-Liouville kesirli tiirevinin

p. mertebeden Laplace doniisiimii sonug ifadesini n—1< p <n igin

L{,D’f(t):s}=5"G(s) —niskg(”’k’l) (0)

n-1
=s"s "PF(s)- ) s* [, DM ] (3.9)
k=0

n—

=s"F(s)- 28" ,DF ()]

1
k=0
elde ederiz.

Riemann-Liouville kesirli tirevinin Laplace dontisimii iyi bilinmesine
ragmen, bununla birlikte t =0 ’da kesirli tiirevin limit degerinin fiziksel yorumu

olmadigi i¢in pratik uygulanabilirligi sinirlidir.

3.2.2 Caputo Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Caputo Kesirli tiirevinin Laplace doniistimiinii kurmak igin (2.35)’deki Caputo

tirevini asagidaki formda yazalim,

1 ; n—-p+1
°DPf(t)= ,D; " Pgt)=——[(t-7)"" d
ot ®) o a(t) T p_n)_([( T) g(m)dr

(

g(t)=f™(), (n-1<p<n).

(3.5) deki Riemann-Liouville Kesirli integralinin Laplace doniisiim formiliini

kullanarak;
L{SD f(t);s) = L{D"(”"p)g(t); s} =5 ("PG(s) (3.10)

elde edilir. (3.3)’e gore
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G(s)=L{f"(t)}=L{g(t)}

=s"F(s)— Y s" ()
k=0

n-1
=s"F(s)— Y s f"D(0)
k=0

dir. Yukaridaki ifadeyi (3.10)’da yerine yazarsak Caputo Kkesirli tiirevinin Laplace

doniisiim formiiliine ulasiriz.

k=0

n-1
L { g D f(t); S} _g PG (s) = g~ (-p) [S" F(s)— Z k-1 g (k) (0)}
n-1
=sPF (S) _ Z S p-n+n—k-1 f (k) (0)
k=0

n-1
=sPF(s)- D sP**fX(0); (n-1<p<n)
k=0

f(t) fonksiyonu ve onun t=0 alt smirinda f(t) fonksiyonun tiirevinin
degerini igeren Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii formiiliiniin fiziksel yorum
kesinlikle vardir. Ornegin f(0) baslangi¢ pozisyonu iken f’(0) baslangic hizi,
f”(0) baslangi¢ ivmesidir. Biz umuyoruz ki bu formiil geleneksel formdaki baslangic

kosullariyla beraber sabit katsayili lineer kesirli diferansiyel denklemlerin uygulamali

problemlerin ¢6ziimiinde kullanisli olur.

3.2.3 Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Ik olarak 0< p <1oldugu durumu goéz 6niine alalim. Griinwald-Letnikov

Kesirli tiirevinde alt sStnir a=0ve t=0’da f(t) fonksiyonu sinirlidir, ve (2.29)’dan

RO

DI fO=5

1 o
. p)jo’(t—T) t/(r)d7

seklinde yazilabilir.

(3.4)’deki kuvvet fonksiyonunun Laplace donisiimiinii; (3.2)’deki Laplace
doniistimiiniin konvoliisyonunu ve (3.3)’deki tamsayr mertebeden tiirevin Laplace

doniisiimiinii kullanarak;
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for’,
(- p) r(1

Ot p
_L{F(l—p)}+ {F(l— )I(t 2 f(r)dr}

FOSTA-P) | ( prif(y)

L{,Df(t);s} = j(t )P f(r)dr

r@-p)
= £(0)s"* +sP*[sF(s)—f (0)]=f(0)s"* +5°F (s)—s"*f(0)
=s"F(s)

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiinii elde ederiz.

p >1 iken Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii klasik
anlamda yoktur. Ciinkii boyle bir durumda (2.29)’daki formiilde entegre edilmeyen
toplamlar vardir. Boyle fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri iraksak integraller ile

verilmistir.

Bununla birlikte, (3.4)’deki kuvvet fonksiyonunun Laplace doniisimii; p
parametresine bagli, analitik ve siirekli iken miisaade eder. Bu yaklasgim
genellestirilmis fonksiyonlara esittir. Iraksak integraller bir bakima sonlu kismi

integraller olarak adlandirilir.

Farz edelim ki, m< p<m+1 ve (3.4)’deki kuvvet fonksiyonunun Laplace

Doniistimi, (3.3)’deki tamsayr mertebeden tiirevin Laplace doniisiimii, (3.2)’deki

Laplace Doniislimiiniin konvoliisyonunu kullanarak;

m £ K _a) Pk
DM = lim 1P =3 O)(t-a)
e o I'(=p+k+1)
+;j’(t —T)m_p f M (n)dr
F(=p+m+1)y

yazilir ve
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L{,DPf(t):s}= L{i FoO)(t-a) }+ L{;j‘(t—T)m_p f <m+1>(T)dT}

o I'(-p+k+1) I'=p+m+1)

0

N0 (t—a)_mk (t=7)"" s
_kzz(;f (O)L{F(p+k+l)}+{r(p+m+l) f ('T),S
= N f(k)(o)sp_k_lr(k_p+1)+

k=0 I'(-p+k+1)

M (—p+m+1)( m
m+ F _ f(k) O m-k
I(—p+m+1) (S (5) kZ::; ©0)s J

=> 190" +5PF(s) ) FX(0)sP
k=0 k=0

= s:pF(s)

elde edilir.

Yukaridaki formiiliin 0 < p<1 iken gegerli olduguna dikkat etmek gerekir.

p >1 i¢in genellestirilmis fonksiyonlar s6z konusu olur ve bu nedenle, uygulanan bir

problemin formiilasyonu, genellestirilmis fonksiyonlarin 6zellikleri ve sonuglart ile

yorumlanarak yapilmaldir.

3.2.4 Miller-Ross Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Simdi Miller-Ross Ardisik Tiirevinin notasyonunu hatirlayalim.

Om — an 8p i
D = D D ...D

at ta Tt !

om-1 _ ap-1 ana a
aljt _aDt aDt "'aDt !

o :Zaj; 0<a; <L (j=12,..m).

j=1

(3.11)’deki ardigik tiirevin Laplace doniigimiini yazalim. k =0,1,...

i¢in,

L{ D 1) =smF ()= 35 [0 0],
k=0

Ok 1 — an 1 Amk1 &
a Q T a Dt a Dt e D

a —t
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m-kez diferansiyellenen f(t) fonksiyonu igin (3.12)’nin 6zel durumu
a,=ua =1 (k=12,..,m—1) ¢ok daha once Caputo tarafindan elde edilmisti.
a=pu a =1 (k=23,..,m) olarak alirsak elde edilen ifade (3.9)’daki klasik

formiile dontistir.

(3.12)’yi ispatlamak i¢in, Oncelikle (3.9)’daki Riemann-Liouville kesirli

tirevinin Laplace doniisiimiiniin 0 < a <1 sart1 altinda hatirlamak lazimdir.
L{,D?f(t);s)=s*F(s)—[ DI ()]
ve bu formiiliin m-kez tiirevi alinarak;

L{, D7 f(t);s}=L{,D , D f (t);s]
=s*L{, D f ()8} - D7 D™ F ()]
= g {s L{oD f(t)isf—s™ [, D ()] [ oD (t)l:o}

_ gengan1 {sam—z L { oD f (t)} - [ thgmiz_l f (t)]tzo}

m-1
=sF(s)— Y s [ODfmfk‘l f (t)]t:0
k=0

elde edilir.
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4. VARLIK VE TEKLiK TEOREMLERI

Bu boliimde, kesirli diferansiyel denklemlerin baslangi¢-deger problem
¢cozlimlerinin varlik ve teklikleri Podnubly (1999) kaynag1 baz alinarak ele alinacak ve
denklemler igin verilen tiim ¢oziimlerde, Miller-Ross ardisik kesirli tiirevleri goz
oniinde bulundurulacaktir. Coziimlerin, Miller-Ross ardisik kesirli tiirevlerinin 6zel
durumlar1 olarak alinmasi, kesirli diferansiyel denklemlerle verilen Riemann-
Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirevlerinin elde edilen sonuglarinin

dogrudan uygulanabilmesini saglamaktadir.

Riemann-Liouville kesirli  diferansiyel denklemlerinin  varlik teklik
teoremlerine Diethelm (2010) ve Kilbas (2006) kaynagindan, Caputo kesirli
diferansiyel denklemlerinin varlik teklik teoremleri i¢in Kilbas (2006) kaynagindan
ayrintil bilgiye ulasilabilir.

Once, siirekli katsayili lineer diferansiyel denklemler ele almip tek terimli
kesirli diferansiyel denklem ve n-terimli kesirli diferansiyel denklem igin varlik ve
teklik teoremleri ispatlanacaktir. Ardindan, genel formdaki diferansiyel denklem i¢in
varlik ve teklik teoremi verilerek 6rnekler yardimiyla ispat yonteminin bazen kesirli
diferansiyel denklemlerin baslangi¢-deger problemlerinin bir ¢6ziim yontemi olarak
kullanilabildigi gosterilecektir (Podnubly 1999).

4.1 Lineer Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda, ardisik tiirevli lineer kesirli diferansiyel denklemler i¢in baglangig-

deger problem ¢6ziimlerinin varlik ve teklikleri incelenmistir. 0 <t <T <0 i¢in,

n-1

o DY () +2,P; (1) Dy (1) + P, ()Y (1) =T (2) (4.1)

=1

[ Dry(t)] ,=b,, k=12...n 4.2)
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baslangi¢-deger problemi verilsin. Burada D ifadesi (2.39)’daki Miller-Ross
. T
ardisik  tiirevidir  ve f(t)e Ll(O,T) yani, jo ‘f(t)‘dt<oo dur. Gosterimi

kolaylastirmak maksadiyla bundan sonra f (t) =0, t>T kabul edilmistir.
[lk olarak p, (t) =0, (k =12,..., n) alinacaktir
4.1.1 Teorem (Podnubly 1999) Eger f (t) e L, (0,T) ise,
WDY(1)=f(t) (43)
icin (4.2)’de verilen baslangi¢ sartlarini saglayan y(t) el ( O,T) tek ¢6ziimdiir.

Ispat: Verilen problem igin bir ¢oziim bulalim. (4.3) denklemine (3.12)’deki

ardisik kesirli tiirevin Laplace doniisiim formiilii uygulanirsa,

n-1
STY ()= s [ODt""-kfly(t)l:O =F(s)
k=0

elde edilir. Y(s) ve F(s) sirasiyla y(t) ve f(t)’nin Laplace doniisiimleridir. (4.2)’de

verilen baslangi¢ kosullarin1 kullanarak,

n-1
Y(s)=s""F(s)+>h" s

k=0

yazilir. Bu denkleme uygulanan ters Laplace da bize,

n—

Y1) == [ (1= ) £ (r) e+ 3
) <

1
r F(O‘nfk)

denklemini verir. Yada i =n—Kk indis degisikligi yapilarak,

tai -1

(0= (-7 (f)mgbim (4.4)
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bulunur. Bolim 2.2.2°de verilmis olan kuvvet fonksiyonunun Riemann-Liouville

kesirli diferansiyeli kurali ve

g0z onilinde bulundurularak, k =1,2,...,n ve i=12,...,n igin

. oot .
o ( tl J: I'(o; 'Gk)’ (e<b (4.5)
F(e) 0, (k=i
£ .
ot F(l+o*i-0'k) (ke<i)
Oka'{ ' ]: 1 (k=i (4.6)
Ha)) | o (k> )

elde edilir.

(4.4)’den y(t)eLl(O,T) bulunur. Gergekten, (4.5) ve (4.6) denklemleri

yardimiyla, (4.4) ile tammlanmis y(t) 'nin (4.3)’te yerine konmasi ve baslangi¢

kosullar1 ¢6ziimii dogrular. Boylece ¢6zlimiin varligi ispatlanmais olur.

Tekligini kesirli diferansiyelin lineerliginden ve Laplace doniigiimiiniin

ozelliklerinden gérmek miimkiindiir. Kabul edelim ki, verilen problemin iki ¢6ziimii
y,(t)ve y, (t)olsun. Budurumda, z(t)=Y,(t)-Y,(t), ;,Dz(t)=0 denkleminive
sifir  baslangi¢  kosullari1  saglar. O zaman, z(t) Laplace doniisiimii

L{Z (t)} =7 (S) =0 ve buradan verilen aralikta hemen her yerde Z (t) =0 olmasi

L, (O, T) "deki ¢Oziimiin tek oldugunu gosterir.

4.1.2 Teorem (Podnubly 1999; Dzhrbashyan ve Nersesyan 1968) Eger
f(t)eLl(O,T) ve j=1...,n olmak iizere P, (t) ’ler [O,T] araliginda siirekli
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fonksiyonlar ise, (4.1)-(4.2) baslangi¢-deger problemi bir tek y(t)eLl(O,T)

¢Ozlimiine sahiptir.

Ispat: (4.1)-(4.2) ile verilen problemin bir ¢oziimii y(t) olsun ve
2 y(t) = @(t)

ile gosterelim. Teorem 4.1.1 ’den,

4.7)
yazabiliriz. (4.7)’yi (4.1)’de yerine koyularak;
n-1
)+ 2 Poi (1) o DY () + Py ()Y (1) = (1)
k=1
ve (4.5) kullanilarak (/)(t) fonksiyonu i¢in Volterra Integral Denklemi,
t
o(t)+ JK(to)o(r)dz=g(t) (48)
0

elde edilir. Burada,

SRS e
K(t,z)=p,(t ( an k(t (0 3
0(1)=0(1)-. (31 -2 (0 S

p; (t) (j =1,...,n) fonksiyonlari [O,T] araliginda siirekli olduklarindan

KC(t,7) gekirdek (kernel) fonksiyonu




zayif singtiler (tekil) cekirdek formunda yazilabilir. Burada

u=min{c,,0,-0,,,0,-0,,,...0,—0, }=min{o,,a,} ve 0<t<T,0<7r<T

icin K (t, ’[) stireklidir. Benzer olarak g(t) asagidaki bigimde yazilabilir:

Burada, [0,T] araliginda g*(t) stirekli ve

v=min{o,,...,0,; 0,0 ,...,0,—0}; O3=0,,...,0, =0y ...; O =04}
V:mln{al,...,an; az,...,an}

v=min{a, a,,...,a,}

seklindedir.

0<u<1 0<v<1oldugu agiktir. (4.5)’de zayif tekil ¢ekirdek denkleminin
ve g(t)e Ll(O,T) ‘nin sag tarafinin (o(t)e Ll(O,T) olan bir tek ¢éziimii oldugu
bilinmektedir. Teorem 4.1.1°den dolayr oD y(t) =¢(t) ve (4.2) probleminin bir tek

¢oziimii y(t)e L, (0,T) (bu ayni zamanda (4.1)-(4.2) probleminin ¢oziimiidiir.) (4.7)

ile belirlenebilir. Bu da, Teorem 4.1.2’nin ispatini1 sonlandirir.

Bu ¢alismada ele alinan ¢ogu problemde y(t)’nin sifir baglangi¢ kosullar1 ve

tamsayili mertebeden tiirevleri alinmistir. Bunun 3 temel nedeni:

e Sifir baslangi¢ kosullarinin y(t) ile gosterdigimiz fonksiyona ait islemlerin
mutlak baglangic1 anlamina gelmesinin kesirli tiireve ait fiziksel yoruma
karsilik gelmest,

e (4.2) seklinde verilen baslangi¢ kosullarinin sayisal yaklagimlarinin zorluk
olusturmasi;

e y(t) fonksiyonunun ve tamsayr mertebeden tiirevinin sifir baslangi¢
kosullarinin uygun bir noktasinda Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov,
Caputo ve Miller-Ross tiirevlerinin birbirine denk olmasidir. Bu denklik,

problemin ve ¢dziimiiniin yanlis yorumlanmasini dnler.
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Bu sebepten, Teorem 4.2’nin &6zel durumu ayri degerlendirilecektir.

m-1<o,<m ve
y?(0)=0 (j=01...,m-1) (4.9)

oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Riemann-Liouville tiirevlerinde birlesme 6zelligini
kullanarak, ayni1 o, mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevleri sayesinde tiim

ardisik kesirli tiirevleri (4.1)’de yerine konularak,

n-1

DY () + 0, (0,0 y 1)+, ()Y(D)=T(1)  (410)

=1

bulunur. Griinwald-Letnikov yaklagiminda hatirlarsak, (4.9)’teki sifir baslangic

kosullarindan (4.2)’deki tiim kosullarin sifir oldugu (yani, b, =0,k=12,....,n)

bulunur. Hatta f (t) siirekli fonksiyon olarak alinirsa asagidaki ifade vardir.

4.1.3 Teorem (Podnubly 1999) f(t) ve p;(t) (j=1...n) ’ler [0,T]
araliginda siirekli fonksiyonlar ise, m-1<o, <m, ¢, >0, ,>0,,>...>0,>0,>0
icin, (4.9) ile birlikte verilen (4.16) baslangig-deger problemi [O,T] araliginda siirekli

olan bir tek y(t) ¢oziimiine sahiptir.

4.2  Genel Formda Kesirli Diferansiyel Denklem

Lineer kesirli diferansiyel denklemlerin yaninda, lineer olmayan denklemlerin
uygulamalari da mevcuttur. Bu yiizden bu boélimde, Miller-Ross ardisik kesirli
tiirevler bakimindan, genel formda kesirli diferansiyel denklemler i¢in verilen
baslangi¢-deger probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi islenmistir. Miller-Ross,
Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki
iliskiden dolayi, asagida verilen ifade tiim bu kesirli diferansiyel doniisiimleri i¢in

kullanilabilir.

oDy (t)=1(ty), (4.12)
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[ DMy(1)]  =bo k=12..,n (4.12)

baslangi¢-deger problemini Miller-Ross denklemleri ile birlikte diisiinelim.

f(t,y) ’nin G tanim kiimesindeki (t,y) diizleminde tanimli oldugunu kabul

edelimve R (h, k) c G seklinde, (t, y) < G noktalarmin kiimesi olan, 0 <t < h igin

tUi —0y

tlcay(t)—iz:bi o) <K

esitsizligini saglayan bir bolge tanimlayalim. (h, K sabit)

4.2.1 Teorem (Podnubly 1999) f (t,y) reel degerli siirekli fonksiyon; G tanim

kiimesinde taniml1 ve y’ye gore Lipschitz sartin1 saglayan yani,
LSRN EASA

tim (t,y)€G igin | f(t, y)| <M < o saglayan bir fonksiyon olsun. Ayrica,

M ho‘n -0+l

K2 ———
I(1+o,)

olsun. O zaman, R(h,K) bolgesinde (4.11)-(4.12) ile verilmis problemin bir tek ve

stirekli y(t) ¢coziimii vardir.

Ispat: Ilk olarak (4.11)-(4.12) ile verilmis problemi, buna es olan kesirli
integral denklemine indirgeyelim. (4.4)’deki

h

(=)™ f (0)dr+ Y gt
i=1

i 1ﬂ(Ui)

<
—~
—+
SN——"
Il
O —

formiiliinii kullanarak ya da

aDtv(aDtpf(t))=f(t)_j[aofv-f] (-2

i1 = [(p-j+1)
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deki bileske ozelligi yardimiyla «,, ¢, ,,...,a; mertebeden ardisik kesirli integral

uygulanmasiyla

n tO'i -1

y(t)= ;bi F(ai)+ r(;) .:[(t—r)g”_l f (r, y(r))df (4.13)

bulunur ve y(t), (4.11)-(4.12)’yi sagliyorsa (4.13)’ii de sagliyor demektir.

Diger taraftan; y(t), (4.13)’iin bir ¢oziimii ise (4.13)’e, (D" ardisik kesirli
tiirev operatori ve (4.5) formiilii uygulayarak; y(t) i¢in (4.11) kesirli diferansiyel
denklemi elde edilir. (4.6) kullanilirsa, y(t) ’nin (4.13)’{ saglamasi (4.12)’deki sartlari

sagladigin1 gosterir. Boylece (4.13) denklemi, (4.11)-(4.12) ile verilmis baslangig-

deger problemine esdegerdir.

Simdi Y, (t), ¥;(t), ¥,(t), ... fonksiyon dizisini; m=1,2,3,.... olmak iizere,

Yo(t)= b Ft(a) , (4.14)
Yo, (t) = g%tml + F(in ) j;(t —1)0”71 f (T, Yoa (T))dT (4.15)

ile tanimlayalim. limy, (t) ‘nin var oldugunu ve (4.13)’ln istenen y(t) ¢cozimini

verdigini gosterelim.

Once tiimevarim kullanarak 0<t<h ve tiim m ’ler igin Y _ (t)e R(h, K)

oldugu gosterilebilir. Gergekten; (4.15)’teki ifade t* ile carpilip mutlak degeri

alindiginda

n tO'i -0y tl—a1

toy, (0-2b b [L(t=2)"" £ (v, (7))dr

i= 1_‘(Gn)
M to‘,fafrl M h"n*"ﬁl
< < <K
F(1+O'n) F(l+0'n)

(4.16)
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bulunur ve benzer sekilde Y, (t) icin de aym esitsizlik gegerlidir.

n tai—al M han—61+l

tl—%yl(t)—iz:l:bi F(Ui) < r(ivo) <K.

Ayrica timevarim yontemi ile her mve 0 <t <higin;

M A™ Mo

r(l+mo,) @17

‘ym (t)_ Y1 (t)‘ <

gosterilebilir. Gergekten; (4.16) kullanilarak, m=1 ve 0 <t <h igin;

%0 o

dir. Kabul edelim ki,

M Am—Zt(m—l)crn
I(1+(m-1)o,)

‘ym—l (t) Yo (t)‘ =

olsun. O zaman; (4.15) ifadesi, yukaridaki esitsizlik ve kuvvet fonksiyonunun

Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullanilarak;

A t

‘ym (t)_ ym—l( )‘ < F(Gn).!(t_r)an_l‘ym—l(r)_ ym—2 (T)‘df
M A" Lt ot (met)e,
F(1+(m—1)an)l"(0'n)-([(t o)t et
_ MA™ o4 (M-1)o
r(1+(m-1)o,) oD
B M AL 1“(1+(m—1)<7n) (-1 s,
- I(1+(m-1)0,)T(1+(m-1)0, +0,)
_ MATH
B F(1+ man)

bulunur. Yani, her m igin (4.17) saglanir.
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Simdi, asagida verilen seriyi ele alalim;
y ( )_ Ilm(ym ) Z(y yJ—l ) (418)

(4.17)'ye gore; 0<t<h icin, terimlerin mutlak degeri yakinsak seride

karsilig1 olan terimlerden daha kiigtiktiir.

= MAhin M .
M,Z;F(Tjan):K( .2 (Ah )—) (4.19)

Burada E, ,(z), Boliim 2.1.3°de verilen Mittag-Leffler fonksiyonudur. Bu
(4.18)’deki serinin diizgiin yakinsak oldugunu gosterir. Aciktir ki, (4.28)’deki serinin
her bir (y; (t)—yj_1 (t)) terimi 0 <t <h araligindaki t’ler i¢in siirekli fonksiyondur.
Boylece, (4.18)’deki seri toplam Y (t) ’de aymi araliktaki t’ler igin siirekli

fonksiyondur ve 0<t<h i¢in

y(t)=lim y,, (t)= o (t) +y"(t)

m—

stirekli fonksiyondur.

Yo (t) serisinin diizgiin yakinsakligi (4.15)’de m — o alabilmemizi saglar.

Bu da (4.13) ile verilen ve (4.14)-(4.15) ile tanimli limit fonksiyonu Y (t) nin ¢oziim

oldugunu gosterir.

Son olarak, ¢oziimiin tek oldugunu gosterelim. (4.13)’tin 0<t <h araliginda

stirekli olan baska bir ¢oziimii )7('[) olsun. Buradan, (4.13) geregi
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ifadesi z(t)=y(t)—-¥(t) denklemini saglar. Burada z(0)=0 ’dir. Boylece; z(t)

0<t<h araliginda siireklidir. B’nin sabit oldugu yerde 0<t<h igin |z(t)| <B ve

yukaridaki esitlikten,
ABt
t)|<——, 0<t<h
‘Z( )‘ I'(l+o,)
bulunur. Bunu j-kez tekrarlarsak,
BAItI™ .
t) < . 1=L2,.... :
0Ty ] (4.20)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafinda B sabit ¢arpanina kadar olan kisim, E_ ’l(At"n )
Mittag-Leffler fonksiyonu i¢in serinin genel terimidir ve bdylece her t igin
AJ t jUn

li =0
BT (o)

olur. (4.20)’deki limit j»oo alirsak, z(t)=0 ve her 0<t<h ig¢in y(t)s)?(t) olur.

Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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5. LINEER KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
LAPLACE DONUSUMU IiLE COZUMU

Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini igeren denklemlere kesirli
diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam sayi tiirevleri

yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Benghorbal 2004).

Bu boliimde standart ve ardisik kesirli diferansiyel denklemler olmak tizere iki

kisimda incelenecek ve Ornekler verilecektir.

5.1 Standart Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Bu boliimde sabit katsayili kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin
(2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunu kullanarak orneklere bakacagiz ve burada

kesirli tiirevin Laplace doniisiimili i¢in klasik formiilii kullanacagiz. n—-1l<a<n igin

L{,Dff (1)} = saF(s)-nf:sk [,DF ()]

t=0
seklindedir (Oldham ve Spainer 1974; Miller 1993).

Tez ¢alismasinin bu kismindan sonra lineer kesirli diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimii ile ilgili bilgiler Kilbas (2010) kaynagindan faydalanilarak olusturulmustur ve
farkli kaynaklardan alinan 6rnekler ile pekistirilmistir.

n=[Re(a)]+1 olmak iizere y¥(©0)=0 k=0,1..,n-1 ve herhangi bir
b>0 igin uygun y(x)e AC" [0, b] 1 olarak segilip Riemann-Liouville kesirli

tiirevinin Laplace doniisiimii igin

L{oDry(8)f =s"L{y(s)} (5.1)

1 AC [a, b] , [a, b] kapal1 araligi lizerinde mutlak siirekli olan fonksiyonlarin uzay1 olmak iizere

AC"[a,b]={f :[a,b] > Cve f"?(x) e AC"[a,b]}
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bagintis1 gegerli olur. Bu boliimde sabit katsayili tek degiskenli homojen olmayan

kesirli ~ diferansiyel denklem, meN, 0<Re(e) <...<Re(e,,) ve

ALALA,, ... A, €R olmak iizere

m

DA DM Y(X)+AYX)=T(x), x>0 (5.2)

k=1

seklinde ele alinir. (5.2) ifadesine Laplace doniisiimii uygular ve (5.1)’deki doniisiimii
dikkate alirsak

{A)Jrkznj;ﬂs“*}L{y(s)} —L{f(s))

elde edilir. Ters Laplace doniisiimii kullanilarak (5.1)’deki denklemin 6zel ¢6ziimiinii

f
y(x)=L" #(S’)}(X) (5.3)
A, + kZ;‘ A s*

olarak elde ederiz. Not etmek gerekirse, Hille ve Tamarkin (1930)’da, (2.5)’te verilen

iki parametreli Mittag-Leffler tanimini kullanarak a >0 ve A e Rigin

(p(x)ziiEa | A(x=1)" | f (et

0

oldugu yerde

et
(D(X)_F(a)o(x—t)la =f(x) ( 0)

denklemini ¢6zmek i¢in Laplace doniisiim metodu kullanmaistir.

Maravall (1956), Maravall (1959) ve Maravall (1971)’de (5.1)’deki kesirli
diferansiyel denkleminin 6zel durumunun agik bir ¢oziimiiniin elde edildigi Laplace

dontistimiine dayali bir yaklasim Oneriyor. Muhtemelen ilk 6nce anormal saliniml
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olaylara iligkilendirerek kesirli modellere bagvurdu. Ayrica Maravall (1964), Maravall
(1963), Maravall (1978) ve Maravall (2004) kaynaklarina bakilabilir.

Oldham ve Spainer (1974)’de Laplace déniisiimii & =1/2, b=1ve c=-2 i¢in

f(x)=0 olmak iizere
y' (x)+b Dfy(x)+cy(x)=f(x) (0<a<l bceR) (5.4)

homojen denkleminin 6zel ¢oziimiinde kullanilmistir. Rasyonel olan « > 0 i¢in, Dorta
tarafindan bazi basit kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri elde edilmistir ve

Seitkazieva (1980)’de (5.4) denkleminin ¢6ziimii bulunmustur.

Miller  (1993)'te  (5.1)’deki  kesirli ~ diferansiyel  denklemlerin

a, =Ka (a =1ne N) 6zel durumunda ¢oziimlerin agik gosterimlerini vermek icin

ZT:Akthk“y(X)H%y(x):O (1/ « eN) (5.5)
homojen denkleminde ve
anlﬁuthk“y(x)+Aby(x)= f(x) (/aeN) (5.6)

homojen olmayan (5.6) denkleminde Laplace doniisiim metodunu ele almistir. Sunu
not etmek gerekir ki Miller Ross (5.6)’deki homojen denklemlerin lineer bagimsiz
¢oztimlerini kolaylikla bulmustur. Kesirli mertebeden homojen diferansiyel
denklemlerin Riemann-Liouville kesirli tiirevinin sonuglar1, (5.1)’de verilen homojen

lineer diferansiyel denklem formunda yazilirsa
Y ALDHY(X)+AY()=0  (0<Re(x)<..<Re(x)) (5.7)
k=1

elde edilir. o, =k (k=1,..,m) i¢cin (5.7) denkleminden m mertebeli siradan

diferansiyel denklem ile kiyaslama yaparak basit olmayan lineer bagimsiz ¢éziimler

elde edilir. Leskovskij (1980)’de (5.7)’nin bagimsiz ¢oziimleri (2.5)’te verilen iki
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parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kullanarak, reel olarak sectigi 6zel ¢, ’lar igin

elde edilmistir.

Miller (1993)’de Green fonksiyonunun kesirli bir benzerini G_(x) olarak

tanimlamis ve ters Laplace doniisiimiinii alinca
G, () =L P (s)¥)}, P(s)=D, As‘+A (5.8)

elde etmistir. (5.6)’daki homojen olmayan denklemin 6zel bir ¢6ziimiinii, G, (x) ve

f (X) ’in konvoliisyon ¢arpimini kullanarak

Y09 = || G, (x-)f (et
ile gostermistir. Bu formiil ile

y(0)=y'(0) =...=y"™(0)=0 (5.9)

baslangi¢ kosullar1 altinda (5.6)’daki denklemin Cauchy problemi i¢in tek bir

¢ozlimiiniin y(x) oldugu kanitlanir.

Miller (1993)’de belirtilen (5.5)’deki gibi verilen homojen diferansiyel

denkleminde A, (X) polinom katsayilar1 olmak tizere

DA DEY(X)+AY(X) =0  (/a=12...) (5.10)
k=1
¢ozmek i¢in Laplace doniisiimii ele alinir ve
DY) =y/x  (x>0) (5.11)

denkleminin ¢dziimii icin bir yaklasim bulunur. Miller (1993°)’te (5.8)’deki Green
fonksiyonuna benzeyen terimler ile (5.10)’daki denklemin lineer bagimsiz sonuglarini

elde etmistir.
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Suna dikkat etmek gerekir ki, (5.11)’deki ifade kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin bilinen ilk ifadesidir. O’Shaughnessay (1918), Post (1919), Samko
(1993), Kilbas ve Trujillo (2001) kaynaklarinda bu durum degerlendirilmistir.

Miller (1993)’te (5.6) formundaki s6zde ardisik diferansiyel denklemleri;

karakteristik P, (1)=>" A" polinomunun 2 = A, kdklerini kullanarak

P DY) =3 A (407 ) Y0 +6,y() = X &eN) (5.12)

seklinde ayrica ¢ozmiistiir.

Gorenflo ve Mainardi (1997)’de kesirli diferansiyel denklemler igin Cauchy

probleminin Caputo tiirevi ile ¢oziimiinde Laplace doniisiimii kullanilmistir.
‘DIy(X)+y(x)=f(x), (x>0; m-l<a<m; meN)
denkleminin ¢6ziimii (5.9)’daki baslangi¢ kosullar1 altinda
y'()+agD (y(x)+y(x)=f(x), y0)=c,eR (x>0; O<a<l a>0)
y'(x)+agDf (y(x))+y(x)= f(x), y0)=c,eR, y0)=c eR,(x>0; 0<a<2)

seklinde yazilir. Daha fazla bilgiye ulagsmak i¢in Gorenflo ve Rutman (1994),
Gorenflo ve Mainardi(1996), Gorenflo (1998) ve Debnath (2003) kaynaklarina
bakilabilir.

5.1.1 Homojen Adi Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu bolimde Riemann-Liouville kesirli tiirevinin (5.7)’deki gibi homojen

denklemlerde 6zel ¢oziimiinii Laplace doniisiimii ile bulacagiz.

kznj;Ath“ky(xHAby(x):O (x>0; meN; 0<qg <..<qa,) (5.13)
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denkleminde ,D{*y(x) Riemann-Liouville kesirli tirevi, A eR(k=0,...,m) reel
sabitler olmak iizere A, =1 olarak alabiliriz. n—1<a =, <n (neN) olmak iizere

(5.13) denkleminin y, (x),..., ¥, (x) lineer bagimsiz ¢dztiimleridir ve burada

oDy (0)=0 (k,j=1..,m k= j)
Dy, (0)=1 (k=1..,n)

dir. (3.9)’da Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimina bagli olarak Laplace dontistimii
L{0 Dt“y(s)} =s“L{y(s)}->.d;s'" (n-l<a<n; neN) (5.14)
i1

olur, burada
d; =,Dfy(0) (j=1...n) (5.15)
olarak alinmustir. (5.13) denkleminin asikar ¢6ziimlerini m =1 olmak {izere
DIY(X)-Ay(x)=0 (x>0; n-l<a<n, neN, 1eR) (5.16)
(2.5)’te verilen iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile yazabiliriz.

5.1.1 Teorem (Kilbas 2006) n—-1<a<n (neN) ve AeR olmak iizere

Y;00=x"E, i (Ax7)  (i=1..n)

ifadesi (5.16) denkleminin ¢6ztimiinii verir.

Ispat: (5.16) denklemine Laplace doniisiimii uygulanarak ve (5.14)’ii dikkate

alirsak dj (j =1..., n) olmak iizere

n S]
Liy(s)}=2d, 7 (5.17)

¢Oziimii yazilir. (2.7)’den
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L{t“‘j E, ooy (217 (s)}

olur. Buradan (5.17)’den (5.16) denkleminin ¢6ziimii
Y0 =240 Y (0=x""E, 4y (4X7)
j=1

seklinde elde edilir. y;(x) fonksiyonlarimin (5.16) denkleminin ¢dziimleri oldugunu

dogrulamak kolaydir, sdyle ki;
oD (1B, o () |00 = Ax“TE, 5 (2x7) (i=1..1)

ve

Dtakyj(X):nij:F(anfk:l J) § (.18)

elde edilir. (5.18)’den
Fy.(0)=0 (k,j=1..,n; k> j

kaiiioizl Ekzjl,...,n)n K (.19)

olur. Eger k < j ise,
Dy, (x) = i A" ] i A ek
ST (an+k+1- j) ST (an+a+k+1-j)
olur ve herhangi k, j=1,...,ni¢in a+k— j>a+1-n oldugundan
DI y;(0)=0 (k, j=1..,m; k<) (5.20)

sonucuna ulasilir. (5.19) ve (5.20)’den Wronskian W, (0) =1 olur.

52



5.1.1 Sonug (Kilbas 2006)

x>0; O<a<l AeR i¢in ,Dy(x)-Ay(x)=0 denkleminin ¢dziimii
y(x)=x""E,, (ﬂx“)
iken, x>0; 1<a<2, AeR igin (D y(x)—Ay(x)=0 denkleminin ¢dziimii

Y() =xE, , (Ax), ¥,(0)=x"7E,,,(Ax")
olur.
5.1.1 Ornek (Kilbas 2006)
DI Y(x)-Ay(x)=0 (x>0; neN, AeR)
denkleminin 6zel ¢ozlim sistemleri

y,(x) =x""7E ﬂ,x"‘%) (j=1..n)

n-%.n-j+% (
olarak yazilir.

5.1.2 Ornek (Kilbas 2006) ne N mertebeden adi diferansiyel denklemi
vy ()= Ay(x) =0 (x>0; neN)
seklinde verilsin. Bu denklemin 6zel ¢6ziimleri
y;00=X""E 0 ;(4X") (i=1..n)
olarak yazilir. Benzer sekilde ikinci mertebeden denklemleri

y'(x)-2y(x)=0 (x>0; 1>0)
y'(X)+4y(x)=0 (x>0; 1>0)

yazarsak bunlarin ¢oziimleri
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= sinh (\/Z x), Yy, (X) =cosh (\/Z x)
Y1 (x) = ﬁsin (\/Z x), y,(X) = cos (\/I x)

seklindedir.

Agiktir ki, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢ozlimleri baslangi¢ ve sinir deger

problemlerinin ¢6zlimlerini elde etmek icin kullanilabilir. Burada n—1<a <n; ne N

olmak iizere o« mertebeli kesirli diferansiyel denklemler i¢in uygun baslangic

kosullariyla
ODta_ky(o):bkER (k:]-!"'ln; n_1<a£n) (521)

Cauchy problemini drneklendirecegiz.

5.1.1 Onerme (Kilbas 2006) n-1<a<n; neN ve AeR icin (5.21)’deki

Cauchy problemi (5.16) denklemini ¢oziilebilir kilar, buradan

y(x) = Zn:bjx““'Ea'Mj (2x“)
=1

i
¢Oziimi elde edilir.
5.1.2 Onerme (Kilbas 2006) n-l<a<n; neN ve O0<f<a igin
a—n+1>p ve A, ueRigin (5.21)’deki Cauchy problemi i¢in

y(X) :Zri:bjyj (x) (a-n+1>p)

yada y,(x) j=1..,n igin

n

y(x)=(b,= b)Y, (x)+ Dby, (x) (a—n+1=p)

i=2

¢Oziimii elde edilir.
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(5.13)’deki homojen denklemin agik ¢oziimiinii bulmak i¢in Laplace doniisiim

metodunu ele alacagiz.

kan;ﬁyE;‘Df‘*y(x)h%y(x):0 (x>0; meN; 0<qg <..<a,) (5.22)

denkleminde D y(x) (k=1...,m) Caputo kesirli tirevi, A eR (k=0,..,m-1)
reel sabitler olmak iizere A, =1 olarak alabiliriz. n-1<a =a, <n (neN)olmak

tizere (5.13) denkleminin Yy, (X),..., ¥, (X) lineer bagimsiz ¢éziimleridir ve

y9(0)=0 (k,j=0,..,n-L k=)

) (0) — - r (5.23)
Yk (O) 1 (k,J 0,...,n 1)

seklinde gosterilir. Caputo kesirli tlirevinin Laplace doniisiim formiiliinden
n-1 _
L{ﬁD{’y(s)} =s“L{y(s)}->.d;s*’* (n-l<a<n; neN) (5.24)
i1
djy(”(O) (j =0,..., n—l)
yazilir. (5.22) denkleminin asikar ¢oztimlerini m =1 olmak {izere
oDIY(X)-Ay(x)=0 (x>0; n-l<a<n, neN, AeR) (5.25)

(2.5)’te verilen iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile yazabiliriz.

5.1.2 Teorem (Kilbas 2006) n—-1<a <n, neNveAleRolsun.

y;(0)=xE, ., (4x*)  (j=0,...n-1)
ifadesi (5.25) denkleminin ¢6ziimiinii verir.

Ispat: (5.25) denklemine Laplace doniisiimii uygulanarak ve (5.24)i dikkate

alirsak d; (j =0,..,, n—l) olmak tizere
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L{y®)} =24, o (5.26)

¢Oziimii yazilir. (2.7)’den

a—j-1

L{t'E, ;. (4t°)(s)} = ; ) (

s — /1‘ < 1)
olur. Buradan (5.26)’den (5.25) denkleminin ¢6ziimii
n-1 )
Y= dy,(0  y;00=xE, ., (4x°)
j=0

seklinde elde edilir. (x) fonksiyonlarmin (5.25) denkleminin ¢6ziimleri oldugunu

dogrulamak kolaydir, sdyle ki;
oDf [UE, 11 (A7) |0 =AXE, ;i (Ax*) (j=0,..n-1)
ve
Yy () = XI*E, | (AX7) (5.27)
elde edilir. (5.27)’den

ygk)(o)zo (k,jzo,...,n_l; J>k)

y®©)=1 (k j=0,..,n-1) (5.28)
olur. Eger j<k ise, (5.27)’den
YO (X) = AXIKE, .y (AX9)
olur ve herhangi k, j=0,...,n—1i¢in a+ j—k >0 oldugundan
y90)=0 (k,j=0,..,n-1 j<k) (5.29)

sonucuna ulagilir. (5.28) ve (5.29)’den Wronskian
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n-1
W (x) = det(y}k)(x))kyj_:0
yazilir ve W (0) =1 olur.

5.1.2 Sonug (Kilbas 2006)

x>0; O<a<l AeR igin {Dy(X)-Ay(x)=0 denkleminin ¢6ziimii
y(x)=E, (lx“)
iken, x>0; 1<a<2, AeR igin (Dfy(x)—Ay(x)=0 denkleminin ¢ziimii

Y,(X) =E, (Ax*), y,(x)=xE,,(4x*)
olur.
5.1.3 Ornek (Kilbas 2006)
DI y(x)-Ay(x)=0 (x>0; neN, AeR)
denkleminin ¢6ziimii

y;(x)=xE AX"%) (j=0,..,n-1)

n-4,j+1 (
seklinde yazilir.

Simdi uygun baslangi¢ kosullariyla n—-1<a<n; neN i¢in a mertebeli

kesirli diferansiyel denklemler i¢in
y®Y(x)=b eR k=0,.,n-1 n-l<a<n) (5.30)

Cauchy problemlerinin ¢ézlimlerini gorecegiz.

5.1.3 Onerme (Kilbas 2006) n—1<a <n; neN ve 1R igin (5.30)daki
Cauchy problemi (5.25) denklemini ¢oziilebilir kilar, buradan
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y(x) :nibjija'M(/ix“)

j=0
¢Ozlimii elde edilir.

5.1.4 Onerme (Kilbas 2006) o >0ve #>0 olsun. n—-1<a<n; neN ve

O<pB<a i¢in a—n+1>pB ve A, ueRolsun. (5.30)’daki Cauchy problemi
Y0 =2.by;(x) (a-n-1>p)
j=1
veya Y, (x) j=0,..,n=1 oldugu yerde

0= 30,9, () (01~ 10,) 0, (1) (@-n-1=p)

seklinde ¢oziilebilirdir.

5.1.4 Ornek (Podnubly 1999) Asagidaki denklemi inceleyelim.

D fM)+af(®)=0, (t>0); [,D*f()] =C
Buna Laplace Dontistimii uygularsak

L{,DF*f(t)+af (t)} = L{0},
s2F(s)-s"[ D2 f (1) | , +aF(s)=0,

t=
s"’F(s)+aF(s)=C,
C
s2+a’
C =[OD;1’2 f (t)]t=0

F(s)=

elde ederiz.(2.8) de verilen Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosteriminde k =0

alip ve Tablo 3.2’den ¢6ziim

f(t)= Ct_%El (~avt)

22
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olarak bulunur. E, ;(t) nin (2.5)deki seri agilimini kullanarak, ifadenin ¢oziimii

a=1 i¢in

f(t)=C (% - eterfc(\/f)j

olarak yazilabilir.

5.1.5 Ornek (Miller 1993) Asagidaki esitligi goz oniine alalim.
[ D*+aD”*+bD° |y (t)=0
Verilen denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimiinii alirsak;
[sY () - y(0)]+ a[L{D%y(t)}] +bY(s) =0

elde edilir. Burada Y (s) fonksiyonu y(t) ’nin Laplace donlisimiidiir. Kesirli tiirevin

Laplace doniisiimiinii alacak olursak,
L{ D*y(t)} =™ (s)- D *y(0)
bulunur ve buradan elde ettigimiz denklemi diizenlersek,
[s +ash + b]v (s)—y(0)—aD *y(0) =0

aD #y(0) + y(0)
s+as’+b

Y(s)=

ve P(x) polinomu P(x) = x> +ax+b = (x—a)(x— ) olmak iizere

C

()

olarak yazilir. Bu ifadede iki problem ortaya ¢ikiyor. Birincisi; y(0) ’1 nasil bulabiliriz

Y(s)=

ve D% y(0) smirli midir? Ikincisi Y (s) nin ters déniisiimii nasil bulunur?
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Burada ilk soruya bakacak olursak; Eger C sinirli degil ise yaklasim anlamsiz
olur. Eger C =0ise Laplace doniisiimiiniin tekliginden verilen diferansiyel denklemin

tek ¢oziimii y(t) =0 olur. Ote yandan; verilen diferansiyel denklem ayn1 olmayan sifir
¢dziimiine sahiptir. Farz edelim ki C smirli ve sifir olmayan bir sabit olsun. ikinci

probleme donersek P (X) ’in kismi kesirlere genisletilmesi,

| ( 1 1 j .y
= - , X=S§
P(X) a-B\x—-a x-p

11 ( 11 j
Ps?) a-plsi-a st -p

-1
olur. Bizim problemimiz (s}/2 —a) ‘nin ters Laplace doniisiimiinii bulmaya doniistir.
P_l(X) ifadesi bize, P(X) polinomunun sifirlar1 olan « ve S ’nin birbirinden farkli

oldugunu gosterir.

1 1 o

s —q s’%(s—a2)+s%—a

ifadesinin ters Laplace doniisiimii

L_l{s}/zl_a}= Ll{s% (sl_a2)+ S%Oia}z‘gt(%,az)‘i‘aé‘t(o,az)

olur. Ve benzer sekilde

1 1 1 1 B _ (1 2 2
L {s%—ﬁ}_L {s%(sﬂz)-'_s%—ﬂ}gt( z,ﬂ )+a5t(0,ﬂ)

ifadesini kullanirsak;

et _C 2 2 1 -2 1 j2
y(t) =L {Y(S)} _—ﬂ[aé‘t (O,a )—ﬁgt (O,,B )—i—gt (_E’a )—gt (_glﬂ ):|
elde edilir. Kokleri « ve g olan polinom fonksiyonu P(x) =0 a esit olur. Buradan
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olur. Ayrica

olur. Buradan verilen diferansiyel denklemin ¢6zimii
y(t)=C [(1+ 2a2t) g, (O, 052)+055t (%,a2)+ 2at e, (—%,az)}
olarak bulunur.
5.1.6 Ornek (Miller 1993) Asagida verilen
[ D*-2D"-D*+2D° |y(t)=0
denklemini Laplace doniisiim teknigi ile ¢ozelim.
Y (s) fonksiyonu y(t) 'nin Laplace doniisiimii olarak alindiginda
[s%v (s)—sD *y(0)— D% y(O)] ~2[sY(s) - y(0)] —[s%v(s) D y(0)] +2Y(s) =0
[s% —2s—s"+ 2}\( (5)+(~s+1) D *y(0) - D*y(0) +2y(0) =0

1
§% — 255/ 42

s
s — 255" +2
. 1

% —25-5" 42

Y(s)= D *y(0) - D #y(0)

D”y(0)- y(0)

% 255" +2

esitliginde A= D%y(O) -2y(0)- D’%y(O) ve B= D’%y(O) icin ve P(x) polinomu
P(x) = x* —2x* =X+ 2 olmak iizere

A Bs

TN
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olarak yazilir. Buradan Y (s) 'nin ters Laplace doniisiimiinden,

1 1 4 S
y(t)=AL {P(S%)}—'—BL {—P(S%)}

olur. Burada

LH{P(s™)} = ()
L {sP™ (™)} = v, (1) - ,(0)

olur. Buradan

i (t) = —%[—gt (3.2)+44(%.4)-24(0.0)+ 22, (0,4)}

Y,(t) =Dy, (t) = %{—a (%,1)+1eet (%,4)_2 £(01)+8¢ (0,4)+ szjz)}

i¢in
Y(t) =A yl(t) +B Y, (t)

sonucuna ulasilir.

5.1.2 Homojen Olmayan Adi Kesirli Diferansiyel Denklemler

Simdi homojen olmayan denklemler i¢in uygun olan 6zel ¢oziimleri bulacagiz.
A eR k=0,..,mreel olmak iizere f(x) fonksiyonlar1 R, uzayindan alinmak

tizere homojen olmayan
D ADHY(X)+AY(X) = f(X) (x>0; O<e<..<a,; meN) (5.31)
k=1

denklemi verilsin. (5.3) denkleminin 6zel ¢6ziimii oldugunu bulmak i¢in (5.31) den

faydalanacagiz. Laplace konvoliisyon formiiliinden
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L{(onk(x—t) f (t)dt)(s)} =L{k(s)}L{f(p)}

elde edilir. Tipki (5.8)’deki gibi Green fonsiyonunun benzeri olan G, (X)

fonksiyonlarmin Laplace doniisiimii

9 1 B m o
G, .. (X)=L {(m} (X)}, P, () =A+ kzz; As (5.32)

olacak sekilde (5.31) denkleminin 6zel bir ¢oziimiiniin (5.3) denklemi oldugunu

G, .. Ve f(x) fonksiyonlarmin konvoliisyonu olarak

Y =[G, . (x-tf @t (5.33)

seklinde yazilir. Genel olarak, (5.31) denkleminde A, =1 oldugunu ele alacagiz.

(5.31) denkleminin 6zel bir ¢oziimiinii m =1 i¢in, (2.5)’teki iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu cinsinden
DIY(X)-Ay(x)=f(x) (x>0; a>0) (5.34)
seklinde elde ederiz.

5.1.3 Teorem (Kilbas 2006) « >0, 2R ve f(x) fonksiyonu R, uzayinda

tanimlansin. (5.34) denklemi 6zel ¢6ziimii

y()=[ (x-t)"E,, [z(x—t)“} f(t)dt (5.35)

olacak sekilde ve (5.35)’teki denklemin sag tarafindaki integralin yakinsak olmasi

sartiyla ¢oziilebilir.

(2.7)’de B =« alirsak,

L{t e, , (&)} =Y(s"~2)  (Re(s)>0, |is

<1>

elde ederiz. Buradan
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G, (X)=x""E,, (4t*)

olur. Boylece, G =G, (x) i¢in (5.35) denklemi saglanir ve bu teorem

QY gy Ay

ispatlanmis olur.

5.1.7 Ornek (Kilbas 2006)
DI y(x)—Ay(x) =0 (x>0; neN, Z1eR)
denkleminin 6zel bir ¢6ziimii
V0O = [ (=) 7y oy | A1) | £ Ol
olarak yazilir.
5.1.8 Ornek (Kilbas 2006) n e N mertebeden adi diferansiyel denklem
vy ()= Ay(x) = f(X) (x>0; neN)
seklinde verilsin. Bu denkleminin in 6zel bir ¢ozimii
y(x) = (x-t)""E,, [A(x—t)“} f (t)dt
olarak yazilir. Benzer sekilde ikinci mertebeden denklem
y'(xX)-Ay(x)=f(x) (x>0; AeR)

seklinde verilsin. Bu denklem A >0 ve 1 <0 igin farkli 6zel ¢oziimlere sahiptir:

sinh [\/Z(x—t)}

f (t)dt (1>0)

Ny

f(tydt (1<0).
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5.1.5 Onerme (Kilbas 2006) n—1<a <n; neN, 1R ve f(x) fonksiyonu

R uzayinda tanimlansin. (5.34) denklemi i¢in (5.21)’deki Cauchy tipindeki problem

+

¢Oziilebilir ve ¢6ziim
y) =] (x-1)"E,, [l(x—t)“} f (t)olt+zn“bjx“*iEml_j (2x?)
j=1

olarak elde edilir.

Simdi homojen olmayan denklemlerle ilgili genel ¢6ziimler bulmak igin

Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimi kullanacagiz.
D ADIFYX)+AYX) =F(X) (x>0, O<ey<..<a,) (5.36)
k=1

A eR k=0,..,m ve f(x) fonksiyonu R, iizerinde tanimli olmak {izere

(5.36)’nin genel ¢oziimii, kendi 6zel ¢oztimlerinin ve (5.22) deki homojen denklemlere
karsilik gelen genel ¢oziimlerin toplamidir. Bu, (5.36) denkleminin 6zel ¢éziimiinii
bulmak icin yeterlidir. Aslinda n, 1<, <n, ve O0=n,<n <..<n, icin (5.36)

denkleminin Laplace doniisiimiinii, (5.24) ‘U ve ters Laplace doniisiimiinii ele alirsak,

(5.36)’nin genel ¢6ziimiini

.....

olarak buluruz. Burada y; (X) (] =1..., nm) ’ler homojen denklemin ¢6ziimleri olup
q=0,...,m-1 ve n —1<j <n, -1 sartlarin1 saglayan ve (5.32)’de verilen

«, (8) igin ¢, ’ler reel sabitler olmak iizere

Oy

seklinde yazilan ifadelerdir. Bu gosterir ki, (5.36)’daki homojen olmayan denklemin

Caputo kesirli tiirevi kullanilarak bulunan 6zel ¢oziimii ile (5.31)’deki homojen
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olmayan denklemin Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullanilarak bulunun ozel

¢Oziimii cakisir.

5.1.4 Teorem (Kilbas 2006) n—-1<a<n; neN, 1eRve f(x) fonksiyonu

R, tzerinde taniml1 olsun.

sDIy()-Ay(x)=f(x) (x>0) (5.37)

denklemi, C; ( j=0,...,n —1) ’ler keyfi reel sabitler olmak iizere

00 = [} (-t B, [ 200 [0t S e xE, L (4x) 539

genel ¢oziimiine sahiptir. Ozellikle (5.37)’deki denklemin genel ¢dziimleri, C, Ve C,

keyfi reel sabitler olmak iizere 0 < & <1 igin
y(x) = _[Ox(x—t)‘%l = A [ﬂ(x—t)“} f (t)dt+cE, (ﬂx“)
ve l<a <2 igin
y(X) = J'ox(x—t)“'l E,. [ﬂ(x—t)“} f (t)dt +c,E, (ﬂ,x‘)‘)+czEa,2 (ﬂ,x“)

olarak yazilir.

5.1.1 Not (Kilbas 2006) Gorenflo ve Mainardi (1997)’de, (5.38) denkleminde
A=-1 alip geldigi baska bir form i¢in (5.37) denkleminin agik ¢ozimii elde

edilmistir.

5.1.6 Onerme (Kilbas 2006) n—-1<a <n; neN, 1eRve f(x) fonksiyonu
R, tizerinde tanimli olsun. (5.37) denklemi igin (5.30)’daki Cauchy problemi

¢Oziiliirse,

y(x) = on(x—t)”’_1 E,. [ﬂ(x—t)“] f(t)dt +§bjx"Ea,j+l (4x“)
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sonucuna ulagilir.
5.1.9 Ornek (Podnubly 1999) Asagidaki esitligi goz oniine alalim;
oDC f (1) +,D7f (1) =h(t).

Bu denklem g-Q ’nun tamsayi oldugu zamanlar hari¢ oldukga giigliiklerle karsilasir.

Varsayalim ki 0 < g < Q <21olsun ve verilen denkleme Laplace doniisiimii uygulanirsa
L{,D2f (t)+, DI f (1)} = L{h(t)},
(s°+s")F(s)=H(s)+C,
C=[,DIf(t)+,D2*f ()]
elde edilir ve buradan

~H@)+C  H(s)+C s
Fls)= s +5° _sq(sQ‘qul)_(H(S)+C)so‘q+1

olarak bulunur. (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosterimi yardimiyla
ve Tablo 3.2°den

LH{F(s)}=L" {(H (s)+C) sQi;qul} ,

a 4 s 5 s 4
LH{F(s)} =L {C qu+1}+L {H(s).SQqH},

f(t) :C.G(t)+jG(t—r)h(r)dr ,

C= [0 thilf (t) +o DtQilf (t)] 0 ,G(t) = tQilEqu,Q (_tQiq)

t—
sonucuna ulasilir. 0<q<Q <n oldugu durum benzer sekilde ¢oziilebilir.

5.1.10 Ornek (Podnubly 1999) Sifirdan farkli baslangic kosullar1 altinda;

homojen olmayan kesirli diferansiyel esitlikler ve n—1<a <n igin
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DIy —Ay(t) =h(t), (t>0) (5.39)
P D:*-ky(t)]t:0 =b; (k=123,..,n) (5.40)

baslangi¢ deger problemlerini goz 6niine alalim. (5.39)’deki problem iterasyon metodu

ile ¢oziilebilir ancak Laplace doniisiim yardimi ile ayni ¢6ziime daha kolay ulasabiliriz.

Gergekten, (5.40)’da verilen baslangi¢ kosullar1 gbz oniine alinacak olursa ve

(5.39)’un Laplace doniistimii alinarak

L{,Dry(®) - y®} =L{h@®)}, (t>0)

7Y (s) —Esk [, D f (t)l:O —AY(s)=H(s)

(s“=2)Y(s)=H(s) +§n:s“ [, Dy f (t)]t:0 b,

H(s) & gkt

b

Y(s)=
(s) S“—A = s“-4

elde edilir ve (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosteriminden
faydalanarak Tablo 3.2°den

LY O] =0 B G O
y(t) = Zn‘,bkt“’k Ea,a_k+1(it“)+j(t -7)"E,, (l(t = T)a)h(z')dz'

bulunur.

5.1.3 Kismi Kesirli Diferansiyel Denklemler

Kesirli mertebeden kismi lineer diferansiyel denklemleri ¢6zmede Laplace

doniisiim yontemi basartyla kullanilir,
5.1.11 Ornek Nigmatullin Kesirli Difiizyon Denklemi (Podnubly 1999)

Simdi bir boyutlu uzayda kesirli difiizyon denklemi i¢in sinir deger problemi

g0z Oniine alalim.
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u(x, t)

2
Dfu(x,t) = zzaa (t>0, —co<Xx<o), (5.41)

limu(x,t)=0; [, Dt“‘lu(x,t)lzo = p(X) (5.42)

X—>to0

Farz edelim ki burada 0<a<1 olsun (5.41) tipindeki denklem Nigmatullin
(1986), Westerland (1991) ve Mainardi (1994) tarafindan ortaya cikarilmistir.
(5.41)’deki problemin basit bir ¢oziimiinii iki degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonunun

avantajini kullanarak bir kez daha gosterecegiz.

(5.42)’deki sinir kosullar1 goz Oniine alinacak olursa, X degiskenine gore

Fourier doniisiimii alinirsa,

OX?
oDIT(B,1) = 22 (-iB)’ T(B.1)
o DYT(B,1) =—A%BU(B,1)

F{,Dfu(xt)} = F {/12 a“(x't)}

olur ve

o DYT(B,)+2°°T(B,1)=0 (5.43)

[ DI T ] = 0(B) (5.44)

bulunur. Burada p , Fourier doniisiim parametresidir. (5.44)’deki baslangig

kosullariyla (5.43)’te t degiskenine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa

L{O D{T(B,t)+A°B7U(B, 1)} =
(s +226°)U(B.5)- () =0
elde edilir ve buradan

»(B)

RO

yazilabilir. (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosterimi yardimiyla ve
Tablo 3.2°den
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AT 1 o(p)
L {U(,B,s)}—L {—s“+22ﬂ2}

0(8.1) = p(B)t“'E,, (-1°5t")

olarak bulunur. (5.41) ve (5.42)’deki baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii ters Fourier

doniistimiiniin triinleridir.

u(x,t) = TG(X—f,t)gp(&j)df (5.45)

G(x,t)= ift‘“EM (=22 B*t*) cos(Bx) dp (5.46)
4 0
(5.46)’da verilen ifadeye Laplace dontisiimii uygulanarak

L{G(x,t)} = | e"G(x,t)dt

ot—8 o—38
ot—3

L{G(x,t)} e™ lt“*lEW (=A% B%t*) cos Bxd pdt
T

«©
—~
X

L
[
3|

Tcos(ﬂx)dﬂ _ isfa,ze_‘xufl 2
V2B s 22

bulunur ve bunun ters Laplace doniisiimiinden

G(x) =5 [ s e eas

G(x,t) = J'e“s‘“’z exp(—|x| A 's*'*)ds

elde edilir. Bu denklemde z=|x|17s*?, p=a/2 yerine koyarsak, Bromwich sinir1

Hankel sinirina doniistir, benzer durum ortaya konuldugundan

1 ~ x| 412
s a/2e( Ix| )estds

G(x,t) = — [—
- 2 (5.47)
t a-p) 1 p dO' 1 | | .
G(x,t)= — | e —=—t"'W(-z,-p,p), z=—
D= 2 6P 22 e 2275
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elde edilir. Dikkat edersek burada u,(8)=t*"E, , (-A*B°t*) fonksiyonunun

Fourier-cosine doniisiimii olur. Bunu a =1 igin kontrol etmek kolaydir. (5.47) deki

kesirli Green fonksiyonu

tl—a/2 1 eo_fzaﬂz do_ t—lIZ

G(x,t)= — =—W(-z,-1/2,1/2
(X 24 27 M o> 21 ( )
1

(5.48)

_X2

LX)
22-/xt 24

=——=M(z;1/2) =

224t

olarak klasik ifadeye doner.

5.1.12 Ornek Schneider-Wyss Kesirli Difiizyon Denklemi (Podnubly 1999)

Takip eden ornekler gosterir ki, dnerilen metot kesirli integral esitlikleri i¢in
daha etkili kullanilabilir. Schneider-Wyss formiiliinii g6z 6ntine alalim. (bir boyutlu
uzayda basitligini gormek i¢in dnceki 6rnekle karsilastiriyoruz.)

L, ofu(x.t
u(x,t) =o(x)+ A? oD, 85(2 )

, (Fo<x<oo, t>0) (5.49)

limu(x,t)=0; u(x,0)=e(x)

X—>do0

X’i gbz Oniinde bulundurarak Fourier doniisiimii ve t zamanini g6z Oniinde

bulundurarak Laplace doniigiimii uygularsak;

u(x,t) ’nin Fourier-Laplace dontisiimiiniin U (£, s) oldugu yerde; S Fourier

parametresi, s de Laplace parametresidir.

Ormek 5.1.11°de o&nceden gosterdigimiz ornekte Laplace ve Fourier

doniistimiinii ters ¢evirecek olursak, (5.49)’lin ¢6ziimiinden

u(x,t) = TG(X—f,t)({)(f)dg (5.50)

G(x,t) = %T E,.(-A°B%“)cos(Bx)d (5.51)
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elde edilir. (5.51)deki integral degerlendirelim. (5.51)’in Laplace doniistimiinden

a-1

g(x,5) =~

T

J-COS(ﬂXBdZﬁ _ iSaIZ—l eXp(—|X|/1_lSa/2)
o S“+ AP 22

bulunur ve bu ifadenin ters Laplace doniisiimiinden
_ 1 staa/2-1 -laal2
G(x,t)——_fe s> exp(=|x| A s*'?)ds
AAri

elde edilir.

Bu denklemde o=st, ve z=|xA™t" (p=al/2) yi yerine koyup

Mainardi’nin benzer durumda buldugu gibi Bromwich sinirini Hankel smirma

doniistiiriiriiz.

G(xt)=—— =—1t"M(z,p), z

t—p 1 J‘ea_z(ypd_G 1 _ﬂ 552
2] 27 o 24 T

Ha

Burada M (z; p) =W (-z;—p,1- p) Bolim 2.1.4’te verilen Mainardi fonksiyonudur.

Bu son ifade Mainardi’nin baska bir yolla elde ettigi tanimla 6zdestir.

Su noktaya dikkat cekmek istersek, dnceki drnekte u, ()= Ea’l(—ﬁ,zﬁzt”‘)

fonksiyonunun Fourier-Cos doniisiim degerini elde etmistik. a =1i¢in (5.52)’daki
kesirli Green fonksiyonu da (5.48)’deki klasik tanima doniisiir. Uzayin boyutlarinin

keyfi sayidaki durumlar1 benzer sekilde ¢oziilebilir.

Difiizyon problemleri a=1 i¢in genellestirirsek, (Nigmatullin denklemi
Schneider ve Wyss’in oldugu gibi) standart difiizyon problemlerini verir, ve ¢6ziim
klasik ¢oziime doniisiir. Ote yandan, aciktir ki (5.45) ve (5.50) t—oo icin

asimptotiktir ve t — oo igin farklidir.

5.2  Ardisik Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Miller (1993)’de verilen (5.12) denklemi Podnubly (1994), Podnubly (1995)
ve Podnubly (1999)°da yazar tarafindan gelistirilmistir.
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Dy(x)=f(x), [D” y(x)]x:o =0 (k=0,1,..,n-1)

seklinde verilen Cauchy probleminin 6zel ¢éziimiinii G, (X,t) Green fonksiyonunun

terimleri cinsinden
y(x) = iGa (x,t)f (t)dt
0
seklinde ifade edilir. Benzer sekilde
Dy(x) = f(x), [D* y(x)]xzo =b,  (k=0,,..,n-1)

seklinde verilen Cauchy probleminin agikar ¢oziimii, 8, (X)=2a, € C sabit olmak

iizere ve G, (x,t) =G, (x—t) Green fonksiyonunun terimleri cinsinden

n-1 X
y(x)=> by, (X) +jGa (x=t)f @®)dt,  y (x)=,D" ,Df"*...,D*G, (x)
k=0 0

olarak ifade edilir. (Kilbas 2006)

Ardisik kesirli diferansiyel denklemler i¢in baslangic deger problemini goz

oniine alalim. (Podnubly 1999)
oLy =1 D™y, =b; (k=1..n)
n-1
LY =Dy + 2 p (0. DY)+ p, O Y(1)
k=1
Burada Miller Ross ardisik tiirevinin (2.39)’daki tanimini hatirlarsak; sabit katsayili

pek ¢ok esitlik i¢in (2.7)’nin avantajlarmi kullanip Laplace déniisim metoduna

genisleterek sonug bulunabilir (Podnubly 1999).
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5.2.1 Adi Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde sabit katsayili standart lineer adi kesirli diferansiyel denklemlerin
ardisik Orneklerinin ¢6ziimiinii verecegiz. Elbette ardisik kesirli tiirev ile ilgili olarak

da, uygun baslangi¢ kosullar1 almaliyiz.

5.2.1 Ornek (Podnubly 1999) Ornek 5.1.1’deki 6rnegin ardisik halini goz

Ontine alalm. O0<a <1, 0< <1, a+f=1/2 icin,

oD (,D/y(t))+ay(t) =0, (5.53)

D (oDIY®) ] =b, [DFy®] ,=b,  (554)

ifadelerini inceleyelim. (3.12)’deki ardisik kesirli tiirevin Laplace doniigiim formiilii

(5.54)’deki baglangi¢ kosullarin1 uygun hale getirir. (3.12)’yi kullanarak,
a,=p, a,=a, m=2, o,=p, o,=a+f alirsak, (5.53)’deki esitligin Laplace

dontisiimiinden
(s*” +a)Y(s) =s"b, +b,,

s” 1
a+p + bl a+p
+a S +a

Y(s)=b,
S

elde edilir. Ve (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosterimi yardimiyla
ve Tablo 3.2°den (5.53) ve (5.54) problemlerinin ¢6ziimiinii

s“ 1
LY (s :Elb————+r{b___%,
e {23“ﬁ+a} s +a (5.55)
y(t) =bt’E,, , ,(-at™”)+ bt E,, ., (-at*”)

olarak buluruz. Burada f=0, a=1/2 ve elbette b, =0 alirsak, Ornek 5.1.1’in

¢ozliimiinii (5.55)’dan

y(t) =byt"E,, , (-at™)

seklinde elde edebiliriz.
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5.2.2 Ornek (Podnubly 1999) Ornek 5.1.2 de dikkate alinan esitlik icin ardisik

benzerligi goz ontline alalim. O<a <1, 0<fB<1, 0<q<l a+pf=Q>(q i¢in,
oD (D/y(1)+, Dy =h(t)

ardisik kesirli diferansiyel denklemi inceleyelim. Bu denklemin Laplace doniisiimiinii

alirsak,
L{4D (oD/y(®))+ oDy ()} = L{h)},

(s“”+5%)Y(s) =H(s)+5"b, +by,

b, =, (,D/y®) ]|, +[.DF YO,
b, =[,D/y(®)],,

elde edilir. Y(s) ifadesini bulunan denklemde diizenlersek

H(s) s” 1
Y(S) = a+p q 2 sa+p q + bl a+p q’
s“ +s s+ S“" +s
V()= STYH(s) s s
(s)= a+p—q 2 qa+p—q + bl a+p—q
S +1 S +1 S +1

elde ederiz (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosterimi yardimiyla ve
Tablo 3.2°den

y(t) = bztﬂ_lEa-f-ﬁ—q,ﬁ (_ta+ﬂ—Q) + blta+ﬂ—q Ea+ﬂ—q,a+ﬁ (_ta+ﬁ—q) i
+ {ta+ﬂ_1 Ea+ﬂ—q,a+ﬂ (_ta+ﬂ_q ) * h(t)}
y(t) = b2tﬁ_lEa+,B—q,/} (_ta+ﬁ—Q) + blta+ﬂ—q Ea+ﬂ—q,a+ﬁ (_ta+ﬂ—q) "

) (~(t=2)""")h(e)de
0

¢Oziimiinii elde ederiz. Buradan Ornek (5.1.9)’un ¢dziimiiniin 6zel kosullar altindaki

sonucu verdigi goriilebilir.
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5.2.3 Ornek (Podnubly 1999)

Baslangic deger problemlerini ardisik kesirli diferansiyel denklemler i¢in goz

oniine alahm. 0< ¢, <1, 0< @, <1 olsun.
oD (, DY) - Ay(®) =h(t) , (5.56)

[0 Dtarl ( o D y(t))] o by, I:o Dtarly(t)lzo =b,.

t=

(5.56) iin Laplace doniisiimiinden
(s —2)Y(s)=5b, +b; ,

L{sD7 (,D7y(1) - Ay(®)} = L{h®)},
H(s) +b i + by

Y (S) = o ta, 2 Lata, ata,
S -1 S -1 s -A

bulunur. Burada (2.7)’deki Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gdsterimi

yardimiyla ve Tablo 3.2°den y(t) ¢6ziimiinii elde ederiz.
t
y(t)=bt" E, , (") +bt*E, , (") + [ (t-)E,, (A(t-7)" )h()dr (557)
0

(= +a,)

Ornek 5.1.10°da oldugu gibi «’y1 ele alalim. (2.5)’teki iki parametreli Mittag-
Leffler fonksiyonunu ve kesirli tiirev fonksiyonu kullanilarak, (5.56)’{in ¢6ziimiiniin

(5.57) oldugunu dogrulamak kolaydir.
Sunu ayrica gostermeliyiz Ki, eger b, #0, b, # 0 ise, Ornek 5.1.10°dan (5.57)

denklemi ,D/y(t) — Ay(t) = h(t) ’nin ¢6ziimii degildir.

Ayrica Ornek 5.1.10’un ¢dziimii olan y(t), (5.56) esitliginin ¢oziimii degildir.
Ote yandan, (5.39) ve (5.56) denklemleri bir digerine ¢ok yakindir. Kesirli Green
fonksiyonu her iki durumda da G(t) =t“'E, , (At") *dur.
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5.2.2 Kismi Kesirli Diferansiyel Denklemler

5.2.4 Ornek (Podnubly 1999)

Mainardi’nin baslangi¢ deger problemlerini kesirli dalga difiizyon denklemleri

icin gdz Oniine alalim. 0 < <1 igin

o , 0°u(x,t
,DIu(X,t) = 4 ;if ) (X|<w, t>0) (5.58)
u(x,0)=f(x), (x<o), (5.59)
Ixiirgu(x,t):o, (t>0). (5.60)

(5.59)’daki baslangi¢ kosullarinin cinsi, (5.58)’deki esitligin kesirli tiirevinin,
oD =,D ,D* ardisik kesirli tiirevinin uygun sekilde segilerek yorumlanmasi
gerektigini onerir. (3.12)’deki Laplace dontistim formiilinde a, =a-1, a, =1ve k=2

i¢in ele alirsak (bu da Caputo’nun formiiliidiir)
L{sDyy(t); s} =5 (s) 5" "y(0)
elde ederiz. Bu denklem (5.58)-(5.60) problemlerine uygulanirsa

a(x,s)

s"U(x,s)—s‘”’lf(x):/12a2 =, (x| <) (5.61)
OX

lima(x,s)=0, (t>0) (5.62)

sonucu elde edilir. (5.61) esitligine Fourier-iistel doniisimiinii uygularsak ve

(5.62)’deki smir kosullarini uygun hale getirirsek

s“U (B,5)-s“*F(B) =-A*BU(B,5),
(s*+ 227 )U(B.5) =s“'F(B),

U(Bs)=—

s

bulunur. T(x,s) ve f(x)’in Fourier doniisiimiiniin U (S, p) ve F(f) oldugu yerde
s“/s“+A°B° kesrinin ters Laplace doniisimii E,,(—4°4t") *dir. (iki degiskenli
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Mittag-Leffler fonksiyonunun E, ,(z) oldugu verilmisti.) Bu nedenle Fourier ve

Laplace doniisiimiinden
u(x,t) = [ G(x=¢&,1) f(£)d¢,
1 T 2 p2ia 1 -
G(x,t) ==[E,,(4*4t")cos(Bx)d = —t "W (~z,—p—1-p)
Ty 24
¢oziimiine ulagilir. Burada W (Z,)u, ,u), (2.9)’deki Wright fonksiyonudur. Bu ¢oziim

(5.50)’deki Scheineder-Wyss kesirli integral diferansiyel denkleminin ¢oziimii ile

aynidir.
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6. SONUC

Fiziksel olaylar1 degisken durumlara gore betimleme ve modelleme de
diferansiyel hesaplar biiyiik rol oynar. Kesirli diferansiyel hesaplamalar1 da fizik,
kimya ve miithendislik alanlarinda ortaya ¢ikan bu modellemelere farkl bir bakis agis1
kazandirmistir. Bunun sebebi, kesirli tiirevler gercek sistemleri ve zamana bagh
stirecleri tamsay1 mertebeli tiirevlerden daha tam ve ger¢ege yakin modeller. Kesirli
diferansiyeller altinda g6zlenen fiziksel degisimler yer yer ¢ok daha iyi sonuglar ortaya

koymasina ragmen, yine de tamsay1 mertebeden tlirevlerden daha kesindir denilemez.

Diferansiyel denklem ¢oziimlerinde “Sonlu Sine Doniisim Metodu”,
“Adomian Ayrisim Metodu”, “Kesirli Green Fonksiyonu Metodu” ve bunlarin
yanisira bu tez ¢alismasinda ele aldigimiz “Laplace Doniisim Metodu” en yaygin
olarak kullanilan baslica metodlardandir. C6ziimii aranan problemin tiiriine bu
metodlardan en uygun olani secilerek ¢oziime ulasilir. Bu tez ¢alismasinda Laplace
donlisim metodu analiz edilmis ve kesirli analiz ile olan bazi baglantilari

incelenmistir.

Temeli iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii
tizerine kurulan “Laplace Doniisim Metodu” kesirli diferansiyel denklemler igin
oldukca genis bir baslangic-deger problemleri siifinin ¢ézlimlerinin arastirmasinda
kullanilir. Bu c¢aligmada kesirli diferansiyel denklemler standart kesirli diferansiyel
denklemler ve ardigik kesirli diferansiyel denklemler olmak iizere iki kisimda
incelenmistir. Incelenen Laplace doniisiim metodu altinda kesirli diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerine ulasilmistir. Metodun giivenirligi i¢in niimerik
cozlimlerle karsilastirmak ve sonuclarin birbiriyle ortiismesini gérmek gerekir. Bu

daha sonraki ¢alismalarda ele alinabilir.
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