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OZET

TUBERKULOZUN NUMERIK COZUMLERININ
KARSILASTIRILMASI

Zeki IRIS

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim
Dal

Danmisman: Dr. Ogr Uyesi CANAN AKKOYUNLU
2025, 70 sayfa

Bu tezde tiiberkiiloz hastaliginin SIR, SEIR, BSEIR matematiksel model-
lerinin Euler yontemi, iki adimh sema sonrasi(two step schema) Newton yontemi
ve Runge-Kutta niimerik ¢oziimleri ele alinmistir. Bu ¢oztimler Tiirkiye 6zelinde
bulunup modellerin niimerik ¢oziimleri kargilagtirilmali olarak tablo ve grafik-
lerle ifade edilmigtir. Kullanilan matematiksel modellerin kararlilik analizleri
yapilmigtir. Bunun yaninda Covid-19 déneminin modellerin vaka degisimindeki
belirgin etkileri tizerinde durulup Covid-19 sonras: gergek vaka sayilarinin hangi
modele daha yakin olarak devam ettigi tablolarla gosterilmigtir.

Anahtar kelimeler: Tiberkiilozun niimerik ¢ézimleri, Covid-19’un tiberkiiloza
etkisi, SIR-SEIR-BSEIR model
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ABSTRACT

THE COMPARISON OF NUMERICAL SOLUTIONS OF
TUBERCULOSIS

Zeki IRIS
MSc. Thesis in Department of Mathematics and Computer Science
Supervisor: Dr. Ogr Uyesi CANAN AKKOYUNLU
2025, 70 pages

In this thesis, the numerical solutions of the SIR, SEIR, and BSEIR math-
ematical models for tuberculosis were analyzed using Euler method, two-step
scheme after, Newton method, and Runge-Kutta methods. These solutions were
tailored to Turkey and expressed comparatively through tables and graphs. Sta-
bility analyses of the mathematical models used were conducted. Additionally,
the effects of the Covid-19 pandemic on the change in case numbers were dis-
cussed, and the post-Covid-19 real case numbers were analyzed to determine
which model best matched the observed data.

Keywords: Numerical solutions of tuberculosis, effect of Covid-19 on tuber-
culosis, SIR-SEIR-BSFEIR model
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1 GiRis

Tiiberkiiloz (TB) diinya genelinde 6nemli saglik sorunlarmma yol agan bulasici
bir hastaliktir. Ozellikle diisiik ve orta gelirli iilkelerde ciddi bir halk saglig
sorunu olan tiiberkiiloz, Diinya Saglik Orgiitii (DSO)’niin yillik yaymlanan ra-
porlarina gore giiniimiizde bile milyonlarca insanin hayatini tehdit etmektedir
[44]. Bu tez Diinya Saglk Orgiitii'niin tiiberkiilozu bitirebiliriz anlamma ge-
len "Yes! We can end TB!’ ciimlesinden esinlenerek hazirlanmstir. DSO’niin
2024 Kiiresel Tiiberkiiloz Raporunda tekrarladigi 2030 yilinda yeni vakalarda
yiizde 80 azalma, 2035 yilinda ise ylizde 90 azalma hedeflenmektedir [12]. Bu
azalmanin Tiirkiye 6zelinde ne kadar olabilecegi farkli matematiksel modellerle
niimerik olarak ¢oziiliip tablo seklinde gosterilecektir.

Tiiberkiiloz gibi bulasici hastaliklarin yayilimini anlamak ve bu yayilimi
kontrol altina almak igin matematiksel modelleme oldukga etkilidir. Bu ne-
denle, tiiberkiillozun yayilmasi ve hastaligin kontroliine yonelik stratejilerin
gliclendirilmesi biiytiik 6nem tagimaktadir. Tiberkiilozun yayilma dinamiklerini
incelemek amaciyla SIR, SEIR ve BSEIR modelleri kullanilarak Tiirkiye’deki
tiiberkiiloz vakalar: tizerinden veriler bulunup grafiklerle ifade edilecektir.

COVID-19 pandemisi, o6ncelikli tiiberkiilloz hizmetlerinin saglanmasi ve
tiiberkiiloz hastalik yiikiiniin azaltilmasinda yillarca katedilen ilerlemeyi tersine
gevirdi [44]. Bu da tilkemizde ne diizeyde oldugu o dénemle énceki ve sonraki
donemin gercek deger ve model degerleri arasindaki iligki incelenecektir.

Diferansiyel denklemlerle tamimlanan bu salgin modellerin sayisal ¢oziimleri,
Runge-Kutta yontemi, Newton yontemi ve Euler niimerik yontemleri kul-
lanilarak elde edilecektir. Denklemler ¢oziilmeye baglandiktan sonra MATLAB
R2024a tizerinden grafikler elde edilip tiim sayisal ¢oziimler grafik tizerinde
gosterilecektir. Her bir sayisal ¢oztim yontemi, dogruluk ve hiz agisindan farkh
sonuglar sunmakta olup, hastalik dinamiklerine gére hangi modele daha yakin
oldugu grafiklerle gosterilecektir.

Tezin ikinci boliimiinde salgin hastaliklara dair genel bilgiler verilerek,
tiiberkiiloz ve COVID-19 hastaliklarinin benzer ve farkl yonleri karsilagtirmali
olarak incelenecektir. Uciincii boliimde, tiiberkiiloz hastaligmin matematiksel
modelleri ele alinacaktir. Dordiincti boliimde, bu modellerin kararlilik analiz-
leri degerlendirilecektir. Beginci boliimde, niimerik ¢oziim yontemlerinin teorik
temelleri agiklanacak, ardindan besginci boliimde bu yontemler tiiberkiilozun
matematiksel modellerine, Tiirkiye verileri kullanilarak uygulanacaktir. Yedinci
boliimde tiim bulgular, ¢oziim siireleri ve ¢oziim verileri agisindan kiyaslanarak
tartigilacaktir. Sonug kisminda ise tiim sonuglar degerlendirilip bilgiler verile-
cektir.

2 SALGIN HASTALIKLAR VE TUBERKULOZ
2.1 Salgin Hastahk

Salgin, bulagici hastaliklarin duyarli organizmalara dogrudan veya dolayh
bulagmasi sonucu yayilmasi ve bunun sonucunda c¢ok sayida organizmada



hastaliga neden olmasi olarak tanimlanmaktadir. Insanlar gibi mikroorganiz-
malar da modern ulagimdan yararlandig: icin hastaliklar eskisinden gok daha
hizli ve kolay bir tehlikeye dontigiiyor [37]. Savas, go¢ ve ticaret gibi olaylar in-
san etkilegimini artirdigindan bakterinin mutasyona ugramasi sonucu hastaliga
neden olur. Ote yandan insan yagaminin kalitesi giderek azalmasi yeterli beslen-
menin olmayigi, temiz su kaynaklarinin ve iklimin bozulmasi gibi nedenler de
hastaliklarin ortaya gikmasi i¢in kogullar yaratir [36].

(iftcilik 6ncesinde aveilik ve toplayicilikla yagamlarim siirdiiren topluluklar,
salgin hastaliklara yakalanma agisindan daha diigtik risk altindaydi. Siirekli gog
eden ve kiigiik gruplar halinde yagayan bu topluluklarda hastaliklarin kalici hale
gelmesi oldukga zordu. Tarihte salgin hastaliklarin en tirkiitiicii yonlerinden biri
ise hastaliklarin kaynaginin ve tedavisinin uzun siire bilinmemesi olmugtur [26].
Bu durum halen de devam etmektedir. Yakin zamanda yagadigimiz COVID-19
salgininda da hastaliginin kaynagi konusunda halen tartigmalar devam etmek-
tedir.

2.2 Tiberkiiloz, Tiiberkiiloz Tarihi ve Geligimi

Tiiberkiiloz (TB), Mycobacterium tuberculosis bakterisinin sebep oldugu bi-
linen bulagici bir hastaliktir. Bu bakteriler, aktif TB hastaligi olan bireylerin
oksiirme, hapsirma, konugma veya garki soyleme gibi eylemleri sirasinda havaya
yvayilan kiiciik damlaciklar araciligiyla yayilir. Bu damlaciklar, saglikli bireyler
tarafindan solundugunda enfeksiyona yol agabilir. TB’nin bulagmas:1 genellikle
uzun siireli ve yakin temas gerektirir. Bu nedenle ayni evde yagayan aile tiyeleri,
is arkadaglar1 veya yakin arkadaglar arasinda daha yaygindir. TB, yiizeylere
dokunma, yiyecek veya icecek paylagimi yoluyla bulagmaz [7].

Tiiberkiiloz, insanlik tarihinin en eski hastaliklarindan biri olarak bilinmek-
tedir. Beg bin yil 6ncesine ait Misir mumyalarinda baz kisilerin tiiberkiilozdan
oldiigii dair kamitlar bulunmustur. Antik Yunan doénemine ait belgelerde
Hipokrat, bu hastaligin o dénemde ¢ok sayida goriildiigii ve oOliime neden
oldugunu sonucuna varmigtir. Ayrica genclerde daha sik gorildigiinii be-
lirtmistir. Avrupa’da 1600’li yillarda baglayan ve yaklagik iki ylizyil stiren
biiyiik salginda ¢ok sayida kigi hayatin1 kaybetmigtir. Bu donemlerde hastalik
“Bliylik Beyaz Veba” olarak anilmigtir. Bulagsma yolunun anlagilmasi, agilarin
uygulanmasi ve direngli tedaviler sayesinde hasta sayilar1 6nemli 6l¢iide azalip
gliniimiizde 6nlenebilir 6liim nedenleri arasinda yerini almigtir [30].

Tiiberkiiloz kontrol stratejileri iilkemizde yiiz yildan uzun siiredir ”verem
savagl” ismiyle anilmaktadir. Bu siiregte, bilimsel gelismeleri takip ederek
tiiberkiilloz kontrol programlar: siirekli olarak giincellenmigtir. Tani1 ve te-
davi standartlari ile kayitlama ve raporlama sistemleri i¢in kapsamli rehber-
ler hazirlanarak, iilke genelinde uyumlu bir yaklagim saglanmigtir. Tiirkiye’de
verem savast icin ilk rapor 1932 senesinde yayimlanmig, ardindan 1953, 1963,
1971, 1974, 1985 ve 1990 yillarinda yenileri ¢ikartilmigtir. Son olarak, 2021
yilinda yayimlanan rehber, uluslararasi ve ulusal deneyimlerden faydalanilarak
hazirlanmig ve bilimsel kamtlarla desteklenmistir [37].



Tiiberkiiloz (TB), 6nlenebilir ve gogunlukla tedavi edilebilir bir hastalik ol-
masina ragmen, 2023 yilinda yeniden diinya genelinde 6énemli bir 6liim nedeni
haline gelmigtir. COVID-19 pandemisinin etkisiyle gecici bir diigliy yasanmig
olsa da, TB tekrar tek bir bulagici etkenden kaynaklanan en yiiksek 6liim ne-
deni olarak 6ne cikmistir. DSO verilerine gére, TB her yil 10 milyondan fazla
insani etkilemekte ve AIDS’ten yaklagik iki kat fazla 6liime yol agmaktadir. Bu
durum, kiiresel TB salgininin sona erdirilmesi i¢in 2030 yilina kadar acil eylem
gerektiren bir kriz olarak goriilmektedir [12].

Tiiberkiilozun tedavisi miimkiindiir. Tedavi olmayan, tedavisini reddeden
veya diizenli olarak devam etmeyen hastalarda Oldiirticii olabilir. Her yil
10 milyon insan tiiberkiiloza (TB) yakalamiyor. Saglhk Bakanlhg tarafindan
yayimlanan 2020 Verem Savag Raporu’na gore, tiiberkiiloz, diinyada hastalik ve
Oltimlerin ilk 10 nedeni arasinda yer almaya devam etmektedir. Son 13 yil i¢inde
tiiberkiiloz vakalarmda siirekli bir azalma gozlenmistir. Ancak, DSO’niin 2022
Kiiresel Tiiberkiiloz Raporu'na gore, COVID-19 pandemisi tiiberkiiloz teghisi
ve tedavisine erigimi olumsuz etkilemigtir. Bu etkinin en belirgin 6rnegi, yeni
tiiberkiiloz tanis1 konulan hasta sayisinda yasanan diistigtiir. 2019’da 7,1 milyon
olan vaka sayis1 2020’de ise gerileyerek 5.8 milyon olarak belirlenmigtir [18].

Diinya Saghk Orgiitii (DSO), 2023 yih tiiberkiiloz giinii temasm ‘Evet!
Tiiberkiilozu bitirebiliriz’ anlamima gelen ’Yes! We can end TB!’ olarak
tanimlamigtir. Yapilan caligmalar ve yayimlanan raporlara gore 2000 yilindan
beri 74 milyon insanin tiiberkiiloz sebebi ile hayatini kaybetmesi onlenmistir.
2021 yilinda 10.6 milyon insanin tiiberkiiloza yakalandigi ve yine 2021 yilinda
1.6 milyon insanin tiiberkiiloz sebebi ile hayatini kaybettigi kayitlara ge¢mistir.
Diinya Saglk Orgiitii tiiberkiiloz hastah@mm tiim diinyada yayilmasm énlemek
adina 2015 yilinda basladiklar1 Tiiberkiilozu sona erdirme stratejileri ‘The
end TB strategy’ ile yeni vaka sayilarinda 2035 yilina kadar %90 azalmay1
amaglamaktadir [11].

2.3 COVID-19 (Koronaviriis Hastalig)

Hastalik ilk olarak Aralik 2019’da Cin’in Wuhan kentinde goriiliip tiim diinyay:
derinden etkileyen kiiresel bir salgina déniigmistiir. COVID-19, SARS-CoV-
2 isimli koronaviriisiin yol agtigi bir solunum yolu enfeksiyonu olarak bilin-
mektedir [43]. Hastalik, 6ksiirme, hapsirma, yakin temas gibi yollarla yayilan
damlaciklar sebebiyle bulagmaktadir [29]. Bu sekilde hizla yayilan viriisiin
yayllmasini engellemek amaciyla diinya genelinde sosyal mesafe ve maske gibi
tedbirler alinmaya baglannmgtir [19]. Yiiksek ates, nefes darhg: ve oksiiriik gibi
belirtilerle ortaya gikan COVID-19, o6zellikle kronik hastaligi bulunan ve yasgh
kisilerde gok agir seyredebilmektedir [28]. Pandemi boyunca geligtirilen COVID-
19 agilari, salgina karsi en etkili ¢oziim olarak bulunmus ve bu kapsamda genis
¢apta uygulanya almmigtir [32]. COVID-19 pandemisinin etkileri sadece saglhk
alaniyla simmirli kalmamig; egitim ve ekonomi alaninda ciddi degisimlere yol
acmstir. Hastaligin bulagicilig ve etkileri {izerine yapilan aragtirmalar, toplum
saghgim koruma amaciyla alinan 6nlemlerle birlikte 6nem kazanmgtir [21].
COVID-19 ve TB hastaliklarinin ikisi de hava yoluyla bulagmasiyla bilinir.



Oksiiriik, nefes darligi, ateg gibi ana belitiler goriilmektedir. TB’nin yayilimasi
genellikle hasta biriyle daha uzun siireli temas gerekir. COVID-19’ da ise
kisa stirede ve daha kolay bulagabilmektedir. Veriler, COVID-19’un daha g¢ok
enfekte olan kigilerin konustukca, Oksiirdiikce veya hapsirdikga ortaya cikan
damlaciklar yoluyla bulastigini ileri siirmektedir. Aym sekilde TB enfekte
kisilerin de Oksiirme veya hapsirma yoluyla bakterileri igeren damlaciklarin
solunmasi sonucu hava yoluyla kolayca yayilabilmektedir. Semptomlarin orta-
lama gikma siirelerine bakildiginda; COVID-19 salgininin semptomlari ortalama
olarak besg giin igerisinde ortaya ¢ikar iken TB semptomlar: genellikle daha uzun
bir siirede ortaya ¢ikmaktadir. Birgok hastaligin tedavisinde oldugu gibi TB’nin
erken teshisi 6nemlidir [4].

COVID-19 pandemisi, tiiberkiiloz (TB) tam ve tedavisine erigimde ciddi
aksamalara neden olmug ve hastalik yiiklinii artirmigtir. 2019 yilina kiyasla
2020’de TB tanis: konan kisi sayis1 yiizde 18 azalmigtir. Ekonomik ve finansal
zorluklar, TB teshisi i¢cin saglik hizmetlerine erigimi zorlagtirmakta ve TB hasta-
lariin tedaviye erigimini sinirlamaktadir [44].

3 TUBERKULOZ HASTALIGININ MATEMATIKSEL
MODELLENMESI

Bu modelleri olugtururken kullandigimiz parametreleri agagidaki tabloda ifade
edelim.

Parametre | Anlami

a Iyilesme orani

b Dogum orani

153 Temas orani

d Hastaliktan 6liimlerin orani
1/e Hastahigin kulugka periyodu
P Bagarili agilanma orani

k Agmin etkisini yitirme orani
n Yeni dogan birey sayis1 (b x N)
u Olim orani(Dogal)

N Toplam popiilasyon

Tablo 3.1: Matematiksel modellerin parametreleri

Modelleri olugtururken yaganan gocler kapsam diginda birakilmigtir.
Bununla birlikte her bireyin hastaliga verdigi tepki ayni olarak diisiiniliip
modeller olusturulmustur.

3.1 SIR Modeli

Bulagic1 hastaliklarin bulagma dinamiklerinin duyarli-bulagici-iyilesen modeli
yani SIR Modeli bulagict hastalik modellemesi alaninin temelini olugturur [2].



o5 (Susceptable, duyarli): Saglikli ancak hastaliga korunmasiz olanlar yani viriis
bulagma riski olanlar. Pandeminin baglangicinda, S viriise bagigiklik olmadig:
i¢in tiim toplumdur.

o] (Infected, viriis tagiyan): Dolayisiyla, baska insanlara da bulagtirma riski
olan bireyler.

eR (Recovered, iyilesen): Viriis bulagmig, sonrasinda iyilesmis ya da olmiis
kigiler. Bu bireyler artik bulagtirici degillerdir

— > —

Sekil 3.1: SIR Model Sema

Bu gruplardaki bireylerin sayisi, viriistin toplum i¢inde yayilmasiyla birlikte
zaman icinde degisir; viriis duyarli bireylere bulagtik¢a S azalir ve I artar.
Insanlar hastaliktan iyilestiginde ya da yagamm kaybettiginde, enfekte grup-
tan ayrilarak artik bulasici olmayan R grubuna gecerler. iyilegen bireylerin
bagigiklik kazanarak yeniden enfekte olmayacag kabul edilmektedir. Ayrica,
bu modelde toplam niifusun sabit ve homojen oldugu varsayilmigtir. Diger
hastaliklardan kaynaklanan oliimler ise modelde dikkate alinmamisgtir. Sekil
3.1’de goriildiigii gibi, bu modelde gegisler yalnizca tek yonliidiir. Bu gergevede,
gruplar arasindaki degigimler adi diferansiyel denklemler (ODE) kullamlarak
ifade edilir. Salginin baslangi¢ kosullar1 ve ilerleyisi su sekilde siralanabilir:

1. Salginin baginda, toplumun tiim bireyleri duyarh gruptadir. I ve R grup-
larinda herhangi bir birey bulunmadig1 i¢in bu gruplar baslangicta 0 olarak
kabul edilir.

2. Tk enfeksiyon bir bireyde baslar; bu birey enfekte olur olmaz S grubu
azalir, I grubu ise artmaya baglar.

3. Bu enfekte birey, hastalig1 diger duyarh bireylere bulastirarak salgini ya-
yar.

4. Enfekte bireyler viriisii diger korunmasiz bireylere bulagtirir ve salgin
boylece devam eder.

5. Hastalik iyilesme ya da oltimle sonuclandiginda, R grubundaki bireylerin
sayisl zamanla artar.
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S(t), hastaliga kargi korumasiz bireylerin zaman igerisindeki degigimini ifade
ederken; I(t), enfekte olmug bireylerin; R(t) ise artik bulagici olmayan birey-
lerin zamanla nasil degistigini ifade etmektedir. Bunun yaninda S ve I gruplari
arasindaki gegisi kontrol eden enfeksiyon orami a olarak tanimlanmigtir. Ben-
zer gekilde, I ve R gruplar arasindaki gegisi, iyilesme veya 6liim orani kontrol
etmektedir. N, tiim bu gruplar1 kapsayan toplam nitifusu temsil etmektedir
[17,23].

Yukarida (1), (2), (3) numarali denklemlerde verilen SIR modele dogum(b)
ve Oliim(u) parametreleri eklendiginde agagidaki denklemler elde edilir.

Hassas popiilasyonun zamana gore degigimini ifade eden %tﬁrevinin egitinin
nasil bulundugunu gosterelim. % ifadesi hasta bireyler ile hassas birey-
lerin etkilegsimi sonucu birim zamanda hasta sayisini verir. Hasta olan bireyler
hassaslarin sinifindan ayrilacag i¢in 6ntine negatif igaret alir. Ayni durum w.S(t)
ifadesi iginde gegerli olacak, wS(t) terimi hassas popiilasyonda birim zamanda
Olim sayisini ifade ettigi i¢in Oniine negatif isaret alir. Bunun yaninda bV ifadesi
birim zamanda yenidogan popiilasyonu oldugundan hassas popiilasyonu pozitif
yonde etkiler 6niine pozitif isaret alir ve agagidaki denklem elde edilir.

ds BSH)I(t)

2= bN = PR —us(1) (4)

Simdi de hasta popiilasyonun zamana gore degisimini ifade eden % tlirevinin

esitinin nasil bulundugunu gosterelim. % ifadesi hasta bireyler ile hassas
bireylerin etkilegimi sonucu birim zamanda hasta sayisini ifade ettigi i¢in oniine
pozitif isaret alir. al(t) terimi birim zamanda iyilesen sayisim ifade etmesin-
den dolay1 hasta sayisini azaltmig olur bu sebeple Oniline negatif isaret alir.
Ayni sekilde ul(t) ifadesi birim zamanda 6liim popiilasyonu oldugundan hasta
popiilasyonu negatif yonde etkiler 6niine negatif isaret alir ve agagidaki denklem
elde edilir.

Al BS)I(t)

i T—al(t)—u[(t) (5)
Simdi ise iyilesen popiilasyonun zamana gore degisimini ifade eden %

tiirevinin esitinin nasil bulundugunu gésterelim. al(t) ifadesi birim zamanda
iyilegen bireyleri ifade ettiginden 6niine pozitif isaret alir. wR(¢) ifadesi iyilegen
popiilasyondaki birim zamanda 6lim sayisim (hastalik diginda 6liim) gosterdigi
icin iyilegen sayisini azaltmisg olur ve 6niine negatif igaret alir.
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denklem sistemi elde edilir [24,40].

Biitiin ¢ degerleri igin, S(t) + I(t) + R(t) =N esitligi saglanir. N toplam
kisi say1s1 (popiilasyon) ifade eder. Toplam popiilasyonun sabit olmasi sebebiyle,
S'(t)+ I'(t) + R'(t) = 0 esitligi elde edilir. Yani toplam popiilasyonun zamana
gore degisimi sifirdir.

al(t) — uR(t) (6)

3.2 SEIR Modeli

SEIR modeli, Kermack ve McKendrick tarafindan 1927’de sunulan klasik SIR
modelinin bir uzantisidir [8]. Niifus, hastalikla ilgili meveut durumlarina bagh
olarak dort simfa ayrilmigtir. Duyarh bireyler S (Susceptable) hastaliga yakalan-
abilirler. Enfekte olmug ancak heniiz bulagici olmayan ve semptomlar: olmayan
kigiler E (Exposed). Enfektif bireyler yani virus bulasmis bireyler I (Infected)
hastalig1 bulastirabilenlerdir. Iyilesen birey yani bagisiklik kazananlar R (Re-
covered). Model, hastalig1 azaltmanin bir yolu olarak karantina veya tedaviyi

igermektedir.
b
BSI/N e a
— — —r
u u u u
Sekil 3.2: SEIR Model Sema

Modelimizde asagidaki varsayimlar dikkate alinmigtir.

1. Bir kisiye, karsi konulamaz insanlarla temesa gecilerek enfeksiyon
kapilabilir.

2. Yas, 1wk, toplumsal konum, cinsiyet, iklim kogullar1 bir kisinin
bulagiciligini etkilemez.

3. Gegig oranin tliim organizmalar icin benzer bir u sabiti oldugu diigtiniiliir.
Bundan dolay: tiim gecisler tam kayitla alinip tutarlilik saglanacaktir.

4. Bireyler birbiri ile aynm1 diizeyde ayni etkilesime sahiptir.



5. Hastalik yakin bolgeden bulagiyor. Gog ya da gogiin olmamasi, dogum ve
oliimiin olmamasi sonucu toplam popiilasyon N sabit kalir.
N=S{t)+E(t)+I(t)+R(t)

%Zb]v_%_usu) (7)
‘% _ % — eB(t) — uB(®) (8)
% = cE(t) — ul(t) — al(t) (9)
% = aI(t) — uR(t) (10)

Toplam populasyonun sabit olmasi sebebiyle, S’(t)+ I'(t) + E'(t)+ R'(t) =0
esitligi elde edilir. Yani toplam popiilasyonun zamana gore degigimi sifirdir [9].

3.3 BSEIR Modeli

S. Liu ve arkadaglari, stirekli agilama ve donemsel agilamanin kombinasyonu olan
karma bir agilama stratejisini igeren bir model geligtirmistir. Modelde kullanilan
BCG(Bacillus-Calmette-Guerin) agisi1 bebeklerde tiiberkiiloza kargt kullanilan
bir asidir. BSEIR modeli (BCG Vaccinated - Susceptible - Exposed - Infected -
Recovery), diizenli agilama ve periyodik bagigiklama yontemlerini bir araya ge-
tiren karma bir strateji iizerine geligtirilmistir. Bu model, SEIR modeline yeni bir
bilegen olarak B sinifini ekleyerek agilama parametresini dikkate alir. Modelde
yer alan B simifi, dogumdan itibaren basariyla agilanmig bireyleri temsil ederken;
agillanmamig veya agist tutmamig bireyler S simifinda yer alir. Asilanma zaman-
lamalar1 ve yontemleri agisindan esneklik saglayan bu model, yalmizca BCG
agisiyla degil, diger salgin hastaliklara kargi da uygulanabilir bir yapiya sahip-
tir. Bu yaklagim, 6zellikle ag1 basarisizliginin etkilerini ve yeniden bulag riskini
minimize etmek icin tasarlanmigtir.
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Sekil 3.3: BSEIR Model Sema

BSEIR modeli, bir popiilasyonu beg kategoriye ayirarak tanimlar: agilama ile
korunan bireyler (B), hastaliga kargi savunmasiz olan bireyler (), enfeksiyo-
nun kulucka dénemindeki bireyler (E), aktif enfeksiyonu olan bireyler (I) ve
bagigiklik kazanmig bireyler (R). Bu model, agagidaki diferansiyel denklem sis-
temi ile ifade edilir. Tiim ¢ zaman anlari igin B(¢)+S(¢)+E(t)+I1(t)+R(t) = N
esitligi saglanir.

% = np — kB(t) (11)
% — kB() + (1 - p) - IO g (12)
®_ w (e +wE(®) (13)
% = eE(t) — (a+ u+d)I(t) (14)
% — aI(t) — uR(t) (15)

Toplam popiilasyonun N yani sabit olmasi sebebiyle B'(t) + S'(t) + I'(¢)
+ E'(t) + R'(t) = 0 esitligi elde edilir. Yani toplam popiilasyonun zamana gore
degigimi sifirdir [27,40].

4 MODELLERIN KARARLILIK ANALIZI

Tanim 1

% = F(z) olmak iizere F(V*) = 0 egitligini saglayan V* ¢éziimiine, denge

noktast denir [5]. Dogrusal sistemlerde bir tane denge noktasi olurken dogrusal
olmayan sistemlerde birden daha fazla denge noktas: olabilir [13].



Kararhlik

Eger, otonom sistemin (xg,yo) noktast (x*,y*) kritik noktasma gerektigince
yakinken, her ¢ > 0 igin, z(¢),y(t) de (x,y)’ a yakin kaliyorsa (z,y) kritik
noktasinda kararhdir denir. x(t) = (z (t), (t)) vektor gosterimi olarak ifade
edildiginde;

xo = (xo,y0) ve z* = (a*,y*) arasindaki uzaklik

2o — ¥ = /(w0 — #%)2 + (yo — y*)?
olarak tanimlanir. Boylece, her € > 0 ve her ¢t > 0 icin,
|zg — 2| < ¢ oldugunda |x(t) —x*| <e

olacak gekilde bir § > 0 var ise x kararhdir [13].

Lineer Sistemlerin Kritik Noktalar:

A sabit katsay1 matrisi olmak tizere bir

| | a b x
=L ]
lineer sistemin (0, 0) kritik noktasini incelemek igin verilen ézdeger, zvektor
yontemini kullanabiliriz. A'min A\; ve Ay Ozdegerleri agagidaki esitlikten elde
edilir:
a— A b

det(A — AI) = PR

‘—(a—)\)(d—)\)—bc—o

Karakteristik denklemin ¢oziimii olarak, sistemin (0, 0) noktasi izole bir kri-
tik nokta oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ax — by = 0 ve cx + dy = 0
seklinde verilen sistemde, katsayilar matrisinin determinanti ad — bc’nin sifir
olmadig1 gozlemlenir. Buradan, A = 0'in karakteristik denklem ic¢in bir ¢oziim
olmadig1 sonucuna varilir. Bbylece, A matrisinin 6zdegerlerinin her ikisinin de
sifirdan farkli oldugu goriiliir.

O zaman (0,0) kritik noktasimin yapisi agagidaki durumlarin olup olma-
masina baghdir: A’nin sifir olmayan iki 6zdegeri A\; ve As icin agagidaki tabloyu
dikkate alalim [13].

10



A’nin f)zdegerleri Kritik Noktanin Tipi
Reel, farkli, ayni igaretli Diizensiz digim
Reel, farkli, ters isaretli Eyer noktasi
Reel ve esit Diizenli ya da diizensiz dugim
Kompleks eglenik Spiral nokta
Tamamen sanal Merkez

Tablo 4.1: Iki Boyutlu 2’= Az Sisteminde (0,0) Kritik Noktasinin
Smiflandirilmas: [13]

Lineer Sistemlerin Kararlihigi

Iki boyutlu asagida yer alan lineer sistem dikkate alinsin:

dz

G =azr +by
%zcw—i—dy

Burada A katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmadig (ad — be # 0)
varsayimi altinda, 6zdegerler A; ve A2 olarak adlandirihr. Bu durumda, (0,0)
kritik noktasi su sekilde degerlendirilir:

e Eger A1 ve Ay’nin reel kisimlari negatifse, sistem asimptotik olarak
kararlidir.

e Eger \; ve A2’nin reel kisimlan sifirsa (6rnegin, \y = Ay = +qi (¢ € C)),
sistem kararlidir ancak asimptotik kararhilik gostermez.

e Eger \; ve \o’den herhangi biri pozitif reel kisma sahipse, sistem kararsiz
hale gelir [25].

Hemen Hemen Lineer Sistemler

Hemen hemen lineer sistemler,

% ax 1 by + x(x, )
B ex + dy + s(x, y)

(0,0) kritik noktasimin kararliligimi ve tipini analiz etmede 6nemlidir. Bu
sistemlerde, r(x,y) ve s(x, y) gibi lineer olmayan terimlerin etkisi, lineer sistemin
katsayilarindaki kiigiik bir degigime esdeger kabul edilir.

Teorem: Eger bir sistemin katsayilar matrisinin 6zdegerleri A\; ve Ag ise, bu
durumda:
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e Eger A\ = X2 ve bu 6zdegerler reel ise, (0,0) kritik noktasi bir diigiim ya
da bir spiral nokta olabilir. Eger A\; = Ay = 0 ise sistem kararsizdir.

e Aksi durumda, yani A\; ve Ay reel esit degilse ya da tamamen sanal degilse,
hemen hemen lineer sistemin (0,0) kritik noktasi, lineer sistemin (0,0)
kritik noktasi ile ayni1 kararlhilik 6zelliklerini tagir.

e Eger Ay # Ay ve Re(A1) # 0 ise, hemen hemen lineer sistemin kritik nok-
tasiin kararliligi ve tipi, lineer sistem analizine dayali olarak belirlenebilir.
Ancak, tamamen sanal 6zdegerler durumunda, kritik noktanin kararlilig:
ve tipi yalmizea lineer analiz ile belirlenemez [13].

A1, Ao Ozdegerleri | Sistemin Kritik Noktasinin Tiri
A <A <0 Kararh diizensiz digim
Al =X <0 Kararl diigiim veya spiral nokta
AL <0< A Kararsiz eyer noktasi
A1 > >0 Kararsiz diizensiz digiim
Al=X>0 Kararsiz diigiim veya spiral nokta

A1 ==£bi, b >0 Kararsiz spiral nokta

A2 = £bi, b <0 Kararlh spiral nokta

Al ==%bi, b=0 Kararh veya kararsiz, merkez

Tablo 4.2: Hemen Hemen Lineer Sistemin Kritik Noktalarimin Siiflandirilmas:

Temel Ureme Oram (Ry)

Bulagici hastaliklarda Ry degeri matematiksel problemleri dizayn eden en yararh
esik parametrelerden biridir [45]. Salgin hastalik modellerinde 6nemli olan temel
tireme orani (Basic Reproductive Ratio), Rg, bir hastaligin yayilim potansiyelini
belirlemek i¢in kullanilan bir paremetredir. Enfekte bir bireyin, tamamen du-
yarli bir topluluga bulagicilik siiresi boyunca iiretecegi yeni enfekte bireylerin
sayisiu ifade eder [20].

Temel tireme orani Ry, popiilasyondaki tiim bireylerin duyarl oldugu bir du-
rumda ve enfekte olma periyodu boyunca, enfekte olmus bir bireyin enfeksiyonu
bulastirdigr duyarh birey sayisim ifade eder.

Ry > 1 ise enfeksiyon salgina doniigtr.
Ry < 1 ise enfeksiyon sontimlenir.
Ry =1 ise enfeksiyon ne salgina doéniigiir ne de sontimlenir [10].
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Routh-Hurwitz Kriteri

a;’ler sabit ve karakteristik polinomun katsayilar: olmak tizere karakteristik poli-
nom
YU ay"  ay" a1y a, =0

seklinde olsun. k& > n, ar = 0 olmak {izere bu polinomun tiim 6zdegerlerinin
negatif reel kisminin olmas: i¢in gerek ve yeter sart

ag 1 0 O 0
az a2 Qi 1 0
as Qa4 a3 Q2 0
: : : : -0
0 0 0 0 - ap
determinantinin tiim esas minérlerinin pozitif olmasidir. Yani, {ist sol kégedeki
1, 2, 3, ..., n boyutlu alt determinantlarin sirasiyla,
a 1 0
las| a1 a1 a; a
1), as as ) 3 2 1 >

as G4 Qg

pozitif olmasidir. Buna gore, Routh-Hurwitz kriterinin n = 2 derecelerine sahip
P(A) polinomlar: agagidaki gibi ifade edilir.

PO =AM +a )+ ay

Polinomun tiim koklerinin negatif reel kisma sahip olabilmesi igin agagidaki
kogullarin saglanmasi gerekir.[22]

a1 >0 wve ag >0.

n=3 alindiginda ise
apr >0 wve agz >0, aj.az3 > as

olmalidir.

SIR Model Denge Noktalar: ve Kararlilik Analizi

Hastaliksiz Denge Noktasi

Tanim 3: Bir sistemin denge noktasi bulunurken, modeldeki diferansiyel den-
klemler sifira egitlenir ve ¢oziiliir. Matematiksel olarak bu zaman tiirevlerinin
sifir oldugunu yani sistemin duragan oldugu durumu gosterir.

SIR modeli denklemlerini agagidaki gibi ifade edersek;

13



ds BSOI()

o= bN — N —uS(t) (16)
dI _ BS()I(1)

= el —ul(t) (17)
dR

7 = al(t) ~ uR(t) (18)

(16), (17), (18)’ deki denklemlerde popiilasyon simflar1 her bir popiilasyonun
bir orani olarak ele alinacaktir. Bu yaklagim sistemdeki her bir simifin niifusun
toplamina gore ne kadarim olugturdugunu kolaylagtiracaktir. Ayrica go¢ gibi

durumlar g6z ardi edilip dogum ve Oliim esgit alindigindan b = u’ dur. S = %,
1= % ve R = % olarak yazdigimizda.
ds
gzu—BSI—uS:O (19)
dI
E:BSl—aI—uI:O (20)
dR
E:al—uR:O (21)

elde edilir. (19), (20), (21) deki denklemlerin ¢oziimiinden I = 0 alinarak S = 1
ve R = 0 bulunur. Yani denge noktamiz D; olarak ifade edilirse su gekilde

bulunur:
D; = (1,0,0)

Hastalikli Denge Noktasi

Hastalikli denge noktas: bulunurken SIR denklemleri sifira esitlenir:

ds

_— = — I— =
7 u—BST—uS=0
%zﬁSI—aI—uIzO
d—R:aI—uRzo

dt

Buradan hastalikli denge noktasi Dy olarak ifade edilirse Dy(S, I, R) bulunur.
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Bulagici etkenin bulagiciligini veya iletilebilirligini tanimlamak igin bir
Olglttiir. Ry > 1 ise salginin devam ettigi, Ry < 1 ise salginin bitmesi beklenir.
Ry degeri ne kadar biiyiikse salgini kontrol etmekte o kadar zordur [10]. Ry
degerini yukaridaki denklemlerden kullanarak bulabiliriz. S = “T?“’dir. S = R%

olur. Ry = ufa olarak bulunmug olur.
Tim popiilasyonun duyarli olarak sayacagimizdan S = 1 alimir. Bu

denklemleri ve Ry esitligini kullanarak, hastalikli denge noktasinda Dy olarak
adlandirdigimiz hastalikli denge noktasi

D2<1 YRy —1)

Ro'B )

a
B

bulunur. Buradaki hasta birey sayis1 I = %(RO — 1)’dir. Bu denklemde
Ry > 1 oldugunda salginin yayilacag goriiliiyor.

4.1 SIR Model i¢in Kararlilk Analizi

Denklemimiz lineer bir denklem olmadigindan bu modelin kararlilik analizini
yaparken Jacobian matrisinden faydalanacagiz. Once Jacobian matrisinin denge
noktalarinda o6zdegerleri bulunur daha sonra bu 6zdegerlere bakarak sistemin
kararlilig: i¢in 6ngoriilerde bulunulur.

SIR modeli i¢in Jacobian matrisi agagidaki gibidir:

of o I —BI — -BS 0

JS LR = | % 8 % | _ '6,61 ' ﬂS—ﬁu—a 0
% % %j 0 a —u
oS a9l OR

Hastaliks1z denge noktasi i¢in Jacobian matrisi su gekildedir:

—u —p 0
J = 0 B—u—a O
0 a —U

(1,0,0) noktast igin 6zdegerlerin bulunabilmesi igin karakteristik denklem
det(J — AI) = 0 yazilir:

—u— A -5 0
det(J — \I) = 0 B—u—a—A 0 =0
0 a —u—A

Determinanti ¢ozdiigiimiizde karakteristik denklemin koklerini bulmug olu-
ruz. Karakteristik denklemin kdkleri yani 6zdegerler A\ 2 = —u, A3 = —a—u
olarak bulunur. Ry’in taniminda kullanarak hastaliksiz denge hakkinda yorum-
lar yapabiliriz:




Ry < 1 oldugu bir durumda tiim karakteristik koklerin negatif ¢gitkmasi yani
bu da hastaliksiz denge noktasinin kararli oldugu anlamima gelir. Ry > 1 ise
A3 > 0 olur ve hastaliksiz denge noktasi kararli olmaz.

Hastalikli denge noktasi igin Jacobian matrisini yazarsak:

of o I —BI — -BS 0

J(S,1,R) = 8 3 % | _ '851 ' ﬁS—ﬁu—a 0
% % % 0 a —u
oS oI R

Yukaridaki matris, S,I, R degerleri icin hastalikli denge noktasii belir-
lemede kullanmilir. Hastalikli denge noktasi Dy = (RLO’ %(RO —1), %(RO — 1))
vazildiktan sonra 6zdegerlerin bulunabilmesi i¢in:

det (J(D2) —AI) =0
esitligini ¢cozmemiz gerekmektedir. (")zdegerlerin bulunabilmesi i¢in karakteristik
denklem sifira esitlenir:

Bl —u—\ ~B8 0
det(J — M) = GBI BS —u—a—A 0 =0
0 a —u—A

Bu determinantin hesaplanmasindan gelecek karakteristik denklem:
(—u—A) (A + uRgA + u(Ro — 1)(a+u)) =0
seklinde olup bu karakteristik denklemin kokleri sunlardir:
—uRy n Vv (uRp)? — 4u(Ro — 1)(a + u)
2 2

Ikinci ve iglinct kokleri daha anlagilir yazmak igin agagidaki yeni parame-
treler tanmimlansin:

Al =-—u, A3z=

1

X=——

U(Ro—l)
1

a+u

Y =

Iki dzdeger:

2 2 XY

olarak bulunur. Bu iki kokte de (uRp)? ihmal edilecek kadar kiigiik
kabul edilirse 6zdegerler hakkinda daha rahat yorum yapma olanagimz olur.
Ozdegerler, agagidaki sekilde ifade edilebilir:

2
Nos — —uRy " <uR0) 1

= +
’ 2 VXY
Bu koklere bakarak, dengenin saglanabilmesi icin Ry < 1 olmas1 gerektigini
goriirtiz [22].
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4.2 SEIR Model igin Kararlilik Analizi
SEIR modeli denklemleri agagidaki gibi ifade edilir.

ds(t) B
= = ulN = S SWI(t) — uS(t)
dEcht) = B swyiw) — eB(t) — uB(®) (22)
Ity
— = eB(t) — al(t) — uI(t)
dR(t) _
—— i al(t) — uR(t)

(22) numarali denklemlerde popiilasyon simflari her bir popiilasyonun bir orani
olarak ele alinacaktir. Bu yaklagim sistemdeki her bir sinifin niifusun toplamina
gore ne kadarim olugturdugunu belirleyecektir. S = %, E= %, I= % ve
R = % olarak yazip sistemin duragan oldugu durumu bulmak icin tiirevleri

sifira egitledigimizde;

ds(t)
dE(t
%zﬂSIfeEqu:O (23)
dl
ﬂ:eE—aI—uIzO
dt
LR(t) =al —uR=0
dt
(23) numaral denklemleri elde ederiz. I* = 0 oldugundan buradan %(tt) =0

ve dﬁgt) = 0 egitliklerinden E* = 0 ve R* = 0 bulunur. S* denge noktas1 i¢in

ise ilk denklem kullanilirsa d‘z(tt) = p — pS = 0 elde edilir, buradan S* =1
elde edilir. Hastaliksiz denge noktas1 Dy olarak ifade edilirse D; = (1, 0, 0, 0)
olarak bulunur.

Hastalikli denge noktalar: ise tiim denklemlerin ¢6ziimiinden agagidaki gibi

bulunur:

u
=2t
e
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. (e+u)(a+p)
5= T

1o ueB—ufe+ pla+)
Be + w)latw

bulunur. I* tekrar diizenlenirse:

B\ (a+p)y+p
bulunur. Hastalikli denge noktas1 Dy agagidaki gibi ifade edilir:
Dy = (S*,E*, I",R")

bulunur. Denge noktalarinin kararlilhik analizi i¢in Jakobiyen matrisi
agagidaki gibi hesaplanir:

—BI* —u 0 —BS* 0

o A I* —e—u S* 0
J(S% B I, BY) = ﬁO e —g—u 0
0 0 a —u

Hastaliksiz denge noktasinda bu Jakobiyen matrisi hesaplanir:

—u 0 - 0
0 —e—u 0
J(1,0,0,0) = 0 e faﬂf u 0
0 0 a —u

Ozdegerlerin bulunabilmesi icin D;(1,0,0,0) noktasmnda det(J — A\I) = 0
esitligi ¢coztilmelidir:

—u— A 0 —B 0
0 —e—u—A 0
det(J — M) = 0 . —a —Bu—)\ 0 =0
0 0 a —u— A

Karakteristik denklemi bulmak i¢in asagidaki ifadeyi kullaniyoruz:
NM+ad+b=0

Burada,
a=e+a+2u, b=(a+u)let+u)—af

dir. b tekrar diizenlenirse,
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elde edilir. Eger,

(e +u)(a+u)
ap

ve Routh-Hurwitz kriterine gore tiim ozdegerler negatif reel kisma sahiptir.
Dolayisiyla, D7 hastaliksiz denge noktasi lokal olarak asimptotik kararhdir.
Temel tireme orani Ry, bir hastaligin toplumda yayilip yayilmayacagini veya
zamanla azalacagini anlamak i¢in kritik bir dlgiittiir. SEIR modeli baglaminda,
Ry esik bir deger olarak kullanilir. Eger Ry > 1 ise, hastalik bulagsmaya devam
eder ve yayilir; eger Ry < 1 ise, hastalik zamanla yok olur. Bu durum, SEIR
modelinde enfekte bireylerin degisim hizinin (dE/dt) pozitif oldugu durumda
gecerlidir. Denge durumu analiz edilirken, sistemin ilgili denklemindeki terimler

>1 ise b>0

(8BS — é(a—ku)(e—ku))] >0

Hastaliksiz denge noktasinda S = 1 oldugundan bu kabul ile birlikte:

Be

(a+u)(e+u) v

olup bu da Ry olarak tamimlanabilir. Hastalikli Denge Noktas1 Dy Kararhlik
Analizi:

Hastalikli denge noktasindaki 6zdegerler igin det(J(Dz2) — AI) = 0 esitligi
hesaplanmalidir:

—BI* —u— A 0 —pBS* 0
N BI* —e—u—A BS* 0
J(S*, E*, I*",R*) =\ = 0 . w2\ 0
0 0 a —u— A
Buradan ilk 6zdeger Ay = —u olarak bulunur ve kalan 6zdegerler igin

agagidaki karakteristik denklemin ¢oziilmesi gerekir:
P=X+aX+bA+c=0
Burada

a=pI"+e+a+3u
b= (a+u)(BI* +e+2u) + (B (e +u) — aBS
c=(a+u)(BD(e+u)—aBS

olarak bulunur. Karakteristik denklemin P’nin negatif reel kismi 6zdegerlere
sahip olabilmesi i¢in, Routh-Hurwitz kriterlerinden:

19



a>0, b>0, 0<c<ab

kogullarini saglamasi gerekir.
Tgili denklemleri yerine yazdigimizda:

pof3
0= —""——"——+a+y+2u>0
(a+p)(y+p

elde edilir. Denklem b agagidaki gibi hesaplanir:

b=(a+u) ((e+§)e(i+u)) + au—efu >0

ab — c yi elde edelim:

et+a+2u uef B
<e+u><a+u>><<e+u><a+u>>(e+“+2“>+ueﬁ<1 Ro)

Dolayisiyla, Ry < 1 oldugunda ab—c > 0 olacaktir ve endemik denge noktasi
lokal olarak asimptotik kararhdir [22,31].

ab—c:ueﬂ(

4.3 BSEIR Modeli I¢in Kararlilk Analizi
BSEIR modelin denklemleri agagidaki gibi ifade edilir.

—5 = —kB(t)
%ff) =kB(t) +n(l —p) — Bs(j\);l(t) —us(t)
B0 _BSOIO (24)
%&t) =eB(t) — (a+u+d)I(t)
%ﬁ” = al(t) — uR(t)
Sistemdeki n = bN parametresi, toplam niifus igindeki birey sayisini ifade

eder. Modelde bulunan B simifi ise, bagarili bir gsekilde BCG agisi(Verem agisi)
yapilmig bireyleri temsil eder. Bu agilama genellikle dogumdan sonraki iki
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aylik stirecte uygulanmaktadir. Yenidogan bireyler, BCG asgisinin bagarili bir
sekilde uygulanmasi durumunda bu siifa dahil edilir ve bagigiklik kazandiklar
varsayilir. Ayni siiregte bireylerin dogal 6liim oraninin yeteri kadar diigiik oldugu
g6z 6ntinde bulunduruldugundan B(t) smifinin zamana gore degisiminde dogal
Oliim orani ihmal edilmektedir.

Next-generation matrix (NGM) yontemi, adi diferansiyel denklem model-
lerinde enfekte bireylerin sayisim1 tanimlamak igin kullanilan bir matristir. Bu
matris, temel tireme sayis1 Ry’1 hesaplamak icin kullanilir. Ry’1 bulabilmek i¢in
NGM yonteminde iki matris ele alinir. Bu matrisleri iki kategoride inceleyecegiz:
enfekte gruplara ait kisimlar ve enfekte olmayan gruplara ait kisimlar. NGM
matris bulunurken ayrintili anlatim [15] nolu referansta yapilmigtir. Ry degeri
agagidaki gibi bulunur.

Bek
(a+u+d)(e+u)(up+Fk)

Ro=p(FV™) =

burada p spektral yaricap, F' ve V matrisleri:

0 Bk e+u 0
= up+k =
E [0 pO ] ve vy [ —e u+d+a

seklinde ifade edilir [27].
Yukaridaki denklemlerde popiilasyon simiflar: her bir popiilasyonun bir oram
olarak ele alinacaktir. Bu yaklagim sistemdeki her bir sinifin niifusun toplamina

gore ne kadarini olugturdugunu belirleyecektir. B = % S = %7 E = %,
1= % ve R = % olarak yazip ve denge noktasi bulunulacagindan denklemler
sifira egitlenip agagidaki gibi bulunur;

dB

— =bp—kB=0

at P

s

Ezk‘B—I—b(l—p)—ﬂSl—uS:O

dE

dl

— =el — 1=

priakc (a+u+d)I=0

ak =al —uR=0

dt
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(25) numaralidenklemlerini elde ederiz. I*=0 oldugundan buradan %}g) =0

esitligini ¢ozdigimiizde B* = %’ bublunur. Daha sonra %gt) = 0 denkleminde

B* yerine yazihp ¢oziildiigiinde S* = 7, E* =0 ve R* = 0 bulunmus olur. Bu
degerler Dy de yazilirsa

bp b

D1:( 757070?0)

k
elde edilir. Hastalikl1 denge noktalar: ise kogul olmadigindan tiim denklemlerin
¢oziimiinden agagidaki gibi elde edilir.

bp
B =2
k
g _ (u+d+a)(e+u)
- Be
g (utdra)et u) o))
e
I efb —u(e + u)
r e+u

eBb—u(e+u)

R — O—2tu
u

D, = (B*,S*,E*,I*, R*)

Jakobien matrisi asagidaki gibi buluruz.

—k 0 0 0 0
E —(B+u) 0 -BS 0
J(B,S,E,I,R)=| 0 GBI —(e+u) B8S 0
0 0 e —(a+u+d) 0
0 0 0 a —u

D; denge noktalar: yerine yazilirsa:

-k 0 0 0 0
ko —u 0 " 0
JD1)=1 0 0 —(etu) % 0
0 0 e —(a+u+d) 0
0 0 0 a —U

Hastaliktan bagimsiz denge noktasi (D7) igin karakteristik denklem:

—k—A 0 0 0 0
E —u—)\ 0 —pb 0
det(J—XI) = 0 0 —(e+u+2A) % 0 =0
0 0 e —(a+u+d+N) 0
0 0 0 a —u— A
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esitligi yardimiyla:
(=k =N (—u— N2 N+ aA+a) =0
bulunur, buradaki katsayilar su sekildedir:

ag=a+2u+d+e,

agz(eJru)(aJrqud)f%.

Karakteristik denklemden
M=—-k, X=-u M=-u
negatif 6zdegerler elde edilir. Diger iki kok ise
A2+ ag\+ay =0.

Routh-Hurwitz kriterine gore, eger a; > 0 ve as > 0 kosullar1 saglanirsa,
sistemin denkleminin kokleri (Ay ve A5) negatif reel kisma sahip olur.
Parametrelerin pozitif oldugu varsayimiyla a; > 0 sart1 otomatik olarak yerine
gelir. Ancak as > 0 sartinin saglanabilmesi i¢in Ry > 1 olmasi gereklidir.
Bu durumda, D; denge noktasi yerel asimptotik kararliliga sahip olur. Ancak
Ry <1 oldugunda sistem kararsiz hale gelir. Bu analiz, kararhlik i¢in gerekli ve
yeterli kogullar1 6zetlemektedir [39].

5 NUMERIK YONTEMLER VE COZUMLERI

5.1 FEuler Yontemi

Adi diferansiyel denklem baglangi¢ kogulu ile dikkate alinsin:

Y= fww), v =w (26)

n adim sonra (z,,y,) noktasmma ulagilir. (z,,y,) noktasindan bir sonraki
nokta olan (Z,41,yn+1) noktasina olan adim yer almaktadir. (2,,y,) lizerinden
gegen yon pargasinin egimi, m = f(xz,,y,)dir. Boylece z,, den x,11’ e dogru
h m degerindeki yatay degisim, y,, den y,11 e dogru mh = hf(x,,yn,) seklinde
dikey bir degisime karsilik gelir. Bu sebeple yeni bulunan (z,41,yn+1) nok-
tasiin kordinatlari, eski koordinatlar cinsinden agagidaki gibi olur:

Tnt+l = T + h, Yn+1 = Yn + hf(xm yn)
Verilen h adim biiyiikliigiine sahip Euler yontemi (zg, yo), baglangi¢ noktasindan

baglanarak, yaklagik ¢oziim egrisini bulmak igin gerekli olan ardigik (z1,y1),
(z2,y2), (x3,y3), ... noktalarinin hesaplanmasimndan ibarettir:
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Step size = I

Sekil 5.1: Tek Adimh Bir Yontemin Gosterimi[l]

r1=x0+h ,y1 =yo+ hf(zo,y0)
ro=x1+h,y2=y1+hf(z1,y1)

r3=x2+h,y3s =y2 + hf(x2,y2)

Euler yontemi kullanilarak elde edilen sayisal sonuglar, baglangic deger prob-
leminin tam ¢6ziimi olan y(z) in 1, xa, x3, ..., Tp, ... noktalaridaki, y(z1),
y(x2), y(x3), ..., y(x,), ... degerlerine y1, Y2, Y3, ..., Yn, ... yaklasimlarimin bir
dizisidir [13].

5.2 Iki Adimh Sema (Implicit Two-Step Schema) Sonrasi
Newton Yontemi

Iki adimh sema

dy

i f(y)
seklinde adi bir diferansiyel denklem igin

Ynt+1 — Yn—1 f(yn+1 + yn—l)
20t 2

seklinde tamimlanir. Burada y,41 ile y(¢, 41) ifade edilir. Ayrica At = ¢, —
t _i ile tanimlanir. Bu yontemde niimerik ¢éziime baglamak icin iki baglangig
koguluna ihtiyag oldugu goriilmektedir. Bu yontem ikinci mertebedendir [14].

Simdi ise iki adimli gema (two step implicit schema) sonrasinda kul-
lanacagimiz Newton yonteminin nasil uygulandigina gorecegiz.

Lineer olmayan f(z) = 0 denkleminin ¢bziimlerini bulmak i¢in basit bir
yontem bulunmuyor. Bu gibi durumlarda kokleri tahmin etmek igin koke
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yaklagimlarda bulunan Newton yontemi kullanilabilir. Newton yéntemi popiiler
bir niimerik yontem olarak kullamlmaktadir. Bu yontem f(z)’in 7 noktasi
etrafinda ki Taylor serisi agithmidan ortaya gikmigtir [33].

f(x) = x¢ bu fonksiyonda k = 1,2,3,.. f¥(x¢) tiirevi bulunuyorsa her mer-
tebeden tiirevi vardir. O zaman Taylor serisi acilimina gore;

oo k xT // Z
o7 L5 (@ — o)t = f(wo) + [/ (wo) (& — wo) + L7 (& — @) + ...

!
serisine xq etrafinda Taylor seri agilimi denir [42].

f(z) in x; noktasindaki Taylor agihmindan;

f@) = f(@1) + f'(z1)(@ — 21) + 5 /" (@1) (2 — w0)* + ...

elde edilir. Taylor serisi agiliminin ilk iki terimini dikkate alalim:
f(@) = f(z1) + f'(z1)(z — 21)

Bu denklemin kokiinii bulmak icin denklem sifira esitlenir:
fl@1) + f(a1)(z —a1) =0

denklem diizenlenip sonraki adima gecildiginde

=Ty =21 — J{/((wmll))

elde edilir. Denklem genellegtirilerek Newton yontemi elde edilir:

zi =1 = oy, TN
burada z; — T(i — oco) dir.

7, fonksiyonun kokiine bir yaklagimdir. Sadece tek bir degigken iceren lineer
olmayan denklemleri ¢6zmek icin kullanilabilir. Bu yontem birden fazla degisken
igeren lineer olmayan denklemleri ¢ozebilmek ic¢in de kullanilabilir.

Lineer olmayan denklem sistemleri matrislerle ifade edilebilir.

f1($17x27x37~”7xn)

f2($17x23:1;37' .. >xn)
F(il') = F(xlaxZa”wxn) =

fn(xlv‘erxSv' .. 7xn)

olmak iizere n bilinmeyenli denklem sistemi F'(z) = 0 olsun. Bu denklem
sisteminin bir kékii Z yani F(Z) = 0 olsun. Bu denklem sistemindeki z(?) noktas
komgulugunda Taylor seri acilimi

F(x):F(x(O)>+Ma(§;O))(x—x(0)>—|—...

seklindedir.
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Tanim 2 [Jakobiyen Matris] R™ uzayinda birinci dereceden tiirevlenebilir
bir fonksiyon f : R™ — R™ olsun. Bu fonksiyon x € R™ noktas: igin bir
f(z) € R™ vektorii olugtursun. Bu f fonksiyonunun Jakobiyen matrisi mazn
boyutlu bir matris olarak tanimlanir ve J ile gosterilir [41].

6f1(;c(0)) af1 (x<0)) af1 (x(f)))
e I . o
0£.(1)  on(l) o)
J(l’) — . ox1 . Oz e - D%
08 (+) 08 (=) 01, (+)
0z Oz T Bz

Buna gore Taylor seri agilimininda Jakobien matrisini ifade edersek

af1 (w(o)) af1 (;v(o)) afr (a:(o))
8(“«))) (9(902(0)) . 8(“%))
0 8f2 az 6f2 x 8f2 x
oF (a) | 2 ) Ao
0X : : K
O fn (I(O)) Ofn (93(())) B fn (1(0))
oz Oxo e Oxy

olmak {izere verilen matris J (x(o)) olsun. z(©) noktasi komsulugundaki Taylor
agithmi F' (z) = F (x(o)) +J (I(o)) (:E — 3:(0)) seklinde yazilabilir. F(x) = 0 den-
klem sisteminde F yerine z(°) komsulugundaki birinci dereceden Taylor acilimi

aliirsa
F (x(o)) +J (a:(o)> (a: — x(0)> =0

olur. Bu denklem sistemi tekrar diizenlenirse
J (x(o)) (J: — x(o)) =-F (ac(o))
(z = 2©) = = (J (&))" F ()

x=x® — (J (z)) ' F (z©) (27)

elde edilir. (27) denklemi T kokii igin yaklagik bir deger olarak kullanilabilir. T
kokiine daha iyi bir yaklagim saglamak igin;

2 = ol — (1 (x(k—n))*lp (Y k=123..n ()

denklem sistemi kullanilir.

Burada x € R" , F vektor fonksiyonu ve J (gc)f1 Jakobiyen matrisinin
tersidir. Bu yontem Lineer olmayan diferansiyel denklem sisteminin sayisal
¢ozlimlerindeki Newton yontemini temsil etmektedir.
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Newton yonteminin bilegenlerinden adim adim devam edersek, 6nce fonksiy-
onlar matris geklinde yazilir.
F: R* —R"™ olmak fiizere

fl(xlax27x37"'?xn)

f2($1,$2,x37...,xn)
F(x):F(xlamQa“-axn): .

fn($17x27x37"'?$n)

matrisini dikkate alalm. Burada f; : R™ — R bir fonksiyon ve
x1
Zo
Zn

Burada z; € R ve i =1,2,..n/dir.
J(z) matrisini yukarda tammlamigtik. Burada ise J(z) matrisini olugturucagz.

ofh(®) Of() ... Oh(a)
oz ox ox
o) Ol | 8f(x)
Jy=| ot o
Ofu(e) Ofu(®) .. Ofale)
82?1 812 amn

Bilegenleri tamamlandiktan sonra asagidaki adimlar: tamamlayabiliriz.
Ik adim baslangic vektorii olugturulur.z(®) = ($§0)7 a:go), mgo)..., x%o))

Sonrasinda ise J(2(?) ve F(2(9)) hesaplanir.

U1

Y2
Simdi yo1 bulacagiz. y =

Yn
y(©1 bulabilmek icin J(z(®)y©® = —F(2(®)) lineer sistemini Gauss Elimi-
nasyon Yontemini kullanarak ¢ézmeliyiz.
Sonraki adimda ise y(® = —J 1 (z(O)F(2(©))

<) = k=1 _ 7(z(k=D)(=) p(p(k=1)) = g(k=1) _ y(k=1)

y(© bulundugunda =) icin ¢oziim yapilacak
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(0) (0)

1 Y1
A ||l

xM =20 4O = | + | elde edilir. (1) hesaplandiktan sonra
ol )

z®) 7 e yakinsayana kadar islemler tekrar etmektedir. Z sistemin coziimii
oldugundan F(x) = 0 ¢dziimii bulunmus olur [33].

5.3 Runge-Kutta Yontemi

Runge-Kutta yontemleri, adi diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini bul-
mak i¢in kullanilan etkili ve yaygin yontemlerden biridir. Bu yontemler, hem
acik hem de kapali tekniklerden olusan bir yontem ailesi olarak bilinir. Ik kez
1895 yilinda Runge tarafindan geligtirilmis, ardindan 1900 yilinda Heun ve 1901
yilinda Kutta’nin caligmalariyla daha da gelistirilerek bugiinkii haline ulagmigtir

[6].

Y~ Fw9), (@) = w (29)

baglangig deger probleminin y = y(z) ¢oziimini bulacak sayisal yontemlerde
fazlaca kullanilan Runge-Kutta yontemini tartigsacagiz.

Gosterim  gekli olarak kullanilan y(x1),y(z2),y(x3), ..., y(zn) gergek
degerlerini y1, Y2, Y3, Y4, ..., Yn olarak yaklasik degerlerini hesapladigimizi
diigtinelim.

nt1 ! nth 1
Y(@nt1) - y(za)= [y (x)dx= [7"Ty (x) dx
integrali i¢in Simpson kurali kullanilirsa

¥(@nt1) - y(wn) yaklagik olarak %[y (xn) + 4y (xn+%) + ¢ (xn41)] ile ifade
edilir. Buradan

Ynt1% Yt B[y (xn)+2y (xn+2) + 20 (x0+2) + 4 (xn41)] (30)

elde edilir. Burada 4y' (xn+%) terimi, iki terimin toplami geklinde ifade
edilmistir. Bunun nedeni [(z,,), (%,41)] araligmm orta noktasi olan (z,+%)
noktasinda, y’ (Xn—l—%) egimi iki farkl yoldan ifade edilmesidir. (30)’ da esitligin
sagimda dogru egim degerleri olan y’ (xn),y,(XnJrg), y (x,+2) ve ¥ (Xn41)
sirasiyla, asagidaki yaklagimlarda degistirilsin.

ki=f(zn, yn), Xn deki Euler yontemi egimidir.

ko=f(zp+ %h,yn—i—hk‘l), Euler yontemi kullanilarak [z,,,2, 1] araliginin orta
noktasindaki egiminin tahminidir.

ks = f(xn+ %h, yn+hks) , orta nokta egimi igin geligtirilmis Euler degeridir.
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Sekil 5.2: 4. Mertebeden Runge-Kutta Yontemleriyle Kargilagtirildiginda Egim
Tahminleri [1]

ks = f(Tpt1,yn + hks) esitligi de x,, 41 e gegis i¢in ortadaki geligtirilmis egim
ks 1 kullanan Euler yonteminin egimidir. Tiim ifadeler yerine koyulursa ardigik
tekrar formiilii elde edilir. Sirasiyla y1, y2, ys, ... yaklagimlarii hesaplamak
igin kullanmilan bu formiil Runge-Kutta yontemini olugturur. Runge-Kutta 4.
mertebeden bir yontemdir [13].

Ynt1=Yn+ & (k1 +2ko+2k3+ky)

6 SIR, SEIR, BSEIR MODELLERININ NUMERIK
COZUMLERI

SIR, SEIR VE BSEIR modellerinin niimerik ¢6ziimii i¢in Tiirkiye’nin 2005 yil
baglangic degerleri i¢in 2007 yilinda yayimlanan Tiirkiye Verem Savas Raporu
kullanilmigtir. 2021 Verem hastasi sayisi aciklanan insidans orani yardimiyla
bulunmustur. 2005-2022 arasindaki veriler de yillik yaymnlanan raporlardan
alinmigtir. Son yillarda bu verilerin gecikmeli ciktigi ya da yaynlanmadig
durumlarda goz oniine alindigindan 2005-2015 yili baz alinip onun iizerinden
parametreler ve oranlar belirlenecektir. 2005 yil toplam niifus N (0)= 68.860.540
olarak ve toplam hasta sayis1 ise 7(0) = 20.535 kullamilacaktir [16].

E(0) baglangic degeri ise bu konu ile ilgili galigmalar géz 6ntine alinarak
Tiirkiye'ye uyarlanmusgtir. Iyilesen niifusun baglangic degeri R(0) ise 1.230.000
olarak alimip 2005 yili Oncesindeki tedavi bagari1 degerleri, ortalama yagam
siireleri ve dogal 6liim oranlar1 dikkate alinip yaklagik degeri tahmin edilerek bu-
lunmustur. U¢ model i¢inde kullamlacak olan 6liim parametresi u 2010 yilindaki
verilerden yaralanilarak yapilmigtir. 2010 yilinda toplam niifus 73.722.988 olup
dogal yollarla 6len sayis1 ise 366.471 olarak kayitlara gecmistir. Oliim oram
ise u = 73.722.988/366.471 olacagidan u = 0.0049 olarak alimmigtir. Bunlarin
digindaki parametreler bu konuda yapilan doktora tezinden alinmigtir. Diger
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degerlerde bulunurken 2005 istatistiksel verilerin tezdeki verilerle paralel olmasi
hata oranlarim kargilagtirma agisindan 6nemli olacaktir [39].

MATLAB R2024a ortaminda yapilan tiim niimerik ¢6ziimlerde h zaman
adimi 0.0001, n ise 2005-2035 yillar1 bulundugundan 30 olarak alinmistir.

6.1 SIR Modelinin Niimerik Coziimleri

SIR modelinin niimerik ¢oztimleri yapilirken Tirkiye'nin 2005’ten itibaren
her yi1l Saglhk Bakanhg: tarafindan yaynlanan verem savag raporu verileri
kullanilmigtir. SIR modelinin niimerik ¢oziimleri yapilirken kullailan N(0)
degeri 2005 yili toplam popiilasyon degeridir, R(0) degeri toplam niifus igindeki
toplam iyilegsen sayisini ifade ederken S(0) degeri ise hassas popiilasyon
degeridir. S(0)=N(0)-1(0)-R(0) esitliginde tiim populasyondan iyilesen ve
hasta popiilasyonun cikarilmasi ile bulunur.

SIR modelin ¢6ziimiinti yaparken kullanacagimiz parametrelerin degerleri
Tablo 6.1’de verilmigtir.

Parametre | Tanim Deger
a Iyilesme oram 0.897
B Temas orani 0.872
u Oliim oram(Dogal) 0.0049
S(0) Hassas popiilasyon baglangic degeri 67.610.005
1(0) Hasta poptilasyonunun baglangi¢ degeri 20.535
R(0) Iyilesen popiilasyonun basglangic degeri 1.230.000

Tablo 6.1: SIR Modelinde Kullanmilan Parametreler

Tablolarda yer alan hata miktari

Hata Miktar1 = Gercek Deger — Numerik Sonuc

Tablolarda yer alan hata yiizdesi

(Gercek Deger — Nimerik Sonuc)

Hata Yiizdesi = .100

Gercek Deger

Tablolarda yer alan mutlak hata ise

Mutlak Hata = |Gercek Deger — Niimerik Sonuc|
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6.1.1 SIR Modelinin Euler Yontemi ile Coziimii

Dogrusal olmayan denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan Euler yontemi
agagidaki sistem icin

ds
dI
drR .

su sekilde ifade edilir:
Sn+1 = Sn + hf(tnasn7-[nuRn)

In+1 — In + hg(tnysnalnan)
Rut1 =Ry + hj(tn, Sn JIn JRp)

burada adim uzunlugu h = t,,4 1 —t,, ile ifade edilmistir. Oncelikle (1),(2),(3)
SIR model denklemlerini yazalim;

as BSI

=[5, 1,R) =bN — 225 —uS (33)
I 8SI

d

dif — j(t.S.1,R) = al — uR (35)

(33), (34), (35) denklemlerine Euler yontemi gu gekilde uygulanir.
Snt1 = Sp + h(bN — £l —4S,)

Lip1 = I, + h(23%:t —al,)

Rps1 = Ry + h(aly)

MATLAB R2024a kullanilarak ¢oziimii yapildiginda Sekil 6.1, Sekil 6.2, Sekil
6.3 grafikleri elde edilir:
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6.1.2 SIR Modelin iki Adimli Sema (Implicit Two-Step Schema)
Sonrasinda Newton Yontemi ile Coziimii

ds

dt
seklindeki genel olarak ifade edilen

= f(S,I,R)

adi diferansiyel denklem i¢in yontem;

Sn+1 - Sn—l _ f(Sn+1 + Sn—l In+1 + In—l Rn—i—l + Rn—l)
2At 2 ’ 2 ’ 2
seklinde ifade edilir. Simdi ise sistemin ilk denklemi
ds BSI

ye yontemi uygulayalim.
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Sn+1 - S, v B(S7z+1-55n—1 )(In,+1—;-1n—1) B u( Sn+1 + Sn—l)
2At N 2

Burada terimler bir tarafa toplansin ve F; olarak adlandirilsin:

Fy = 20NAt — 555 (Sny1Tnsr + SngrIno1 + Sn1lngr + Sno1ln1)—
UAt(SnJrl + Snfl) - Sn+1 + Snfl =0

Simdi ikinci denklem g6z 6niine alinsin:

dI  pSI
=——al —ul
a - N
Bu denkleme yontem su sekilde uygulanir:
In—i—l - In—l _ E Sn+1 + Sn—l In+1 + In—l In-l—l + In—l In+1 + In—l

2AL N g g T )
Burada terimler yine bir tarafa toplansin ve Fj ile adlandirilsin:
F5 = %(Sn+1[n+l + Sn+1In_1 T Sn_1[n+1 + Sn—lln—l) - CL.At([n+1 w In—l)i
UAt(IrH»l - Infl) - In+1 + 1,1 =0

Son olarak tiglincii denklem gbz 6ntine alinsin.

dR
’ =al —uR
ve bu denkleme yontem uygulansin:
RnJrl - Rnfl _ In+1 + Infl Rn+1 + Rnfl
sar AT o ) 2 )

Diger denklemlerde yapildigi gibi terimler bir tarafta toplanip Fj ile ad-
landirilsin:

F3 = aAt(In+1 — In—l) — uAt(Rn+1 — Rn—l) — Rn+1 +R,_1=0

F1, F5, F3 denklemleri incelendiginde lineer olmayan bir sistem elde edildigi
goriiliir, dolayisiyla ilave bir yonteme ihtiyag vardir. Bu sistemi ¢ozmek icin
Newton yontemi kullanilacaktir. Fonksiyonlar matrisini olugturup Jakobien
matrisini bulalim.

F(S,1I,R) fonksiyonlar matrisini asagidaki gibi olugturuyoruz.

20N At — %(SnJrlInJrl + Snt1dn—1+ Sn—1lnt1 + Sn—1ln—1) — uAt(Spt1 + Sn—1) — Sn+1 + Sn-1)
%(Sn+11n+1 + Snt1ln—1+ Sn—1lnt1 +Sn—1ln—1) —ulbt(Iny1 — In—1) = Iny1 + In—1
alt(Iny1 —In—1) —ulDt(Rpy1 — Rn—1) — Rng1 4+ Rn1
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Fy, Fy, F3 fonksiyonlarimin kismi tiirevlerini bulahm. MATLAB R2024a
iizerinden ¢ozim yapilacagindan n + 1 zamam 1, n — 1 zamam ise 0 alinarak
kismi tiirevlere yazilmigtir.

b = _BN(I + Ip) — uAt — 1
6=~ 55 + 50

dFy __
dR 0

om0+ 1

%: %((Sl +50) —alAt —uAt —1

dFy __

dR — 0
dF3 __

ds — 0
dFs
Gp=alt

%z —ulAt —1

Buradan Jakobiyen matrisi su sekilde yazilir:

7%(11“0)%&71 — B2 (81 + So) 0
J(x) = | —E2L(I + Ip) BRL((S) + Sp) —aAt—uAt—1 0
0 alt —ulAt —1

Jakobien matrisi bulunduktan sonra MATLAB R2024a programi iizerinden
agagidaki formiil kullanilarak ¢éziim yapilacaktr.

a®) = z0=1 _ J(z) D (S, I, R)

MATLAB R2024a programindan ¢oziim yapildiginda Sekil 6.4, Sekil 6.5,
Sekil 6.6 grafikleri elde edilir.
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Sekil 6.6: SIR Model Newton
Coztimi (R)

6.1.3 SIR Modelin Runge-Kutta ile Coziimii

Tiiberkiiloz hastaliginin yayilmasina modelleyen SIR modelindeki denklemler
adi diferansiyel seklinde agagida yazilmistir.

ds

i f(t,S,I,R) (36)
dE

o= I

7 g(t,S,I,R) (37)
dr

il I

7 j(t, S, 1, R) (38)

Bu denklemler dordiincii derecen Runge-Kutta yontemi kullanilarak
¢oziilldiigiinde agagidaki denklemler elde edilmigtir.
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Spi1 = Sr + & (ki 4 2ks + 2ks + kq) h
Ir+l =1+ % (ll + 215 + 2l3 + l4) h
Ry =R, + % (m1 + 2mo + 2m3 +my) h

Denklemlerinde h zaman adimi olmak tizere k, [, m degerleri agagidaki yolla
bulunur.

ki =bN — 2%l _y5,
ll - ﬁS]GIT - aIr - UIra
my =al, —uR,,

kZZbN_%(ST"_kl%) (Ir+l1%)_u(sr+k12) )

b= F (S +k8) (b +h) ~a(l +05) ~u(l+03),
mgza(I,«—l—ll%)—u(Rr—le%),

ks =N — % (S, + ko%) (I + 125) —u (S, + k25)

ty = (S + ko) (I 1 1B) ~a (5 +o5) —u (1 + 1),
mgza(l,«—l—lg%)—u Rr—|—m2%),

kg =bN — £ (S, + k) (I +15%) —u (S, + ks) |

la= L2 (Sp+ksB) (I +138) —a (I + 138) —u (I + 132),
my = a (I +13%) — u (R, +msh),

Tiiberkiilozun yayilmasinda kullanilan SIR modelinin ¢oztimiidiir [3]. Bu
verileri MATLAB R2024a ortaminda kod seklinde yazip denklemin ¢oziimi
saglandiginda Sekil 6.7, Sekil 6.8, Sekil 6.9 grafikleri elde edilir.
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6.1.4 SIR Modelinin Niimerik Co6ziimlerinin Sonuglari

SIR modelinin ntimerik ¢oéztimlerinin sonuclarini Tablo 6.2’ de inceledigimizde
tim ¢ozlimlerin birbirine ¢ok yakin degerler oldugunu goriiyoruz. Newton
metodu ve Runge-Kutta metodu ile ¢ozlimlerini on binde birler basamagina
kadar yapildiginda ayni sonuclar verdigini goriiyoruz. Tablo 6.2’ ye
baktigimizda ise en fazla hata saymmizin 2020 yilinda, yuvarladigimizda 1302
kisi oldugu goze garpmaktadir. Hata oram olarak ise Tablo 6.4’e baktigimizda
2020 doneminde ylizde -14,58 oldugunu goériiyoruz. Tiim modellerin niimerik
¢ozliimlerini yaptiktan sonra COVID-19 etkisinin hata oranlarini nasil etk-
iledigini gérmiig olacagiz.

Parametreleri yerine koyup daha 6nce buldugumuz Temel Ureme Oram Ry
formiiliiniin degerini hesaplayalim.

B

Ry = =0.9668 < 1
u—+a
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Ry degeri 1’den kiigiik oldugundan hastaligin zamanla yok olacagi sdylenebilir.

Y1l | Gergek Vaka Sayisi | Euler Yontemi | New. Yontemi | R-K Yontemi
2005 20535.0 20535.0 20535.0 20535.0
2010 16551.0 16311.2199 16311.2282 16311.2282
2015 12772.0 12924.8206 12924.8341 12924.8341
2016 12417.0 12334.5829 12334.5971 12334.5971
2017 12046.0 11770.7 11770.7148 11770.7148
2018 11786.0 11232.0944 11232.1099 11232.1099
2019 11401.0 10717.7214 10717.7373 10717.7373
2020 8925.0 10226.5686 10226.5849 10226.5849
2021 8976.0 9757.6568 9757.6735 9757.6735
2022 9723.0 9310.0398 9310.0568 9310.0568
2023 9408.0 8882.8038 8882.8211 8882.8211
2025 - 8085.983 8086.0005 8086.0005
2030 - 6392.7854 6392.8029 6392.8029
2035 - 5055.9214 5055.9382 5055.9382

Tablo 6.2: Gergek Degerler ile SIR, Modeli Coziimleri

Y1l | Euler Hata Mik. | New. Hata Mik. | R-K Hata Mik.
2005 0.0 0.0 0.0
2010 239.7801 239.7718 239.7718
2015 -152.8206 -152.8341 -152.8341
2016 82.4171 83.4029 83.4029
2017 275.3 275.2852 275.2852
2018 553.9056 553.8901 553.8901
2019 683.2786 683.2627 683.2627
2020 -1301.5656 -1301.5686 -1301.5686
2021 -781.6568 -781.6568 -781.6568
2022 412.9602 412.9432 412.9432
2023 525.1962 525.1789 525.1789

Tablo 6.3: Gergek Degerler ile STR Modeli Hata Miktar: Tablosu(Gergek Deger-

Model Deger)
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086
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Y1l | Euler Hata Yiizde | New. Hata Yiizde R-K Hata Yiizde
2005 0.0000 0.0000 0.0000
2010 1.4487 1.4486 1.4486
2015 -1.1965 -1.1966 -1.1966
2016 0.6637 0.6717 0.6717
2017 2.2854 2.2852 2.2852
2018 4.6996 4.6995 4.6995
2019 5.9931 5.9930 5.9930
2020 -14.5833 -14.5834 -14.5834
2021 -8.7082 -8.7082 -8.7082
2022 4.2472 4.2470 4.2470
2023 5.5824 5.5822 5.5822
Tablo 6.4: SIR Modeli Hata Yiizdesi Tablosu(%)
o 10% Gergek Deger ve Ug Farkli Yontemin SIR Model Céziimii
‘ e S vode
2r SIR Model Newton-Raphson
+ SIR Model Runge-Kutta Coziimi
18
16
B 14T
§ 12

\ \
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I
2020
Zaman

|
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Sekil 6.10: SIR Modeli Coziimlerinin Grafigi

6.2 SEIR Modelin Niimerik Coziimleri

SEIR modelinin niimerik ¢ozlimleri yapilirken Tiirkiye'nin 2005’ten itibaren
her yil saglik bakanhg:r tarafindan yaynlanan verem savag raporu veri-
leri kullanilmigtir. N(0) degeri toplam popiilasyonu, F(0) kulugka dénemi
popiilasyonunu, R(0) degeri toplam niifus igindeki toplam iyilesen sayisini
ifade ederken S(0) degeri de tiim popiilasyondan hasta, iyilesen ve kulugka
doénemindeki popiilasyon ¢ikarildiginda bulunur, S(0) = N(0) — I(0) — R(0) —

E(0).

SEIR modelin ¢oziimiini yaparken kullanacagimiz parametrelerin degerleri

Tablo 6.5’de verilmigtir.
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Parametre | Tanim Deger
a Iyilesme oram 0.938
15} Temas orani 0.872
e Kulugkadan hastaliga gecis orani 1.428
u Oliim oram(Dogal) 0.0049
S(0) Hassas popiilasyon baslangig degeri 67.591.553
E(0) Kulugka dénemi popiilasyonunun baglangic degeri 14.852
1(0) Hasta popiilasyonunun baglangic degeri 20.535
R(0) Iyilesen popiilasyonun baglangic degeri 1.230.000

Tablo 6.5: SEIR Modelinde Kullanmilan Parametreler

6.2.1 SEIR Modelin Euler Coziimii
Kapal formda yazilan SEIR denklemleri
as

E_f(taSaEwLR) (39)
E
9 1,8, B, R) (40)
dt
dl
= E. 1 41
dt j(t, S, b 7R) ( )
% — w(t,S,E,I,R) (42)

ve baglangig degerleri S(0) = Sy, E(0) =Sy, 1(0) = Iy, R(0) = Ry olmak
iizere ele alinsin. Adim uzunlugu h = t,,41 — t,, olarak ifade edilir.

SEIR modelin denklemleri;
as BSI

Y 8, B, I,R) =bN — 225 4
= (LS B R) o —us (43)
dE 8SI

dIl

E:g(t,S,EJ,R):eE—uI—aI (45)
‘2—? — j(t,8,E,I,R) = al — uR (46)

dikkate alinsin.
Bu denklemlere Euler yontemi su sekilde uygulanir:
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Snt1 = Sp + h(DN — B3aln _43,)
Enp1 = En + h(252In —eE, —uE,)
I,y1 = I, +h(eE, —ul, —al,)
R,11 = R, +h(al,, — uR,)

MATLAB R2024a ortaminda ¢oziildigiinde Sekil 6.11, Sekil 6.12, Sekil
6.13, Sekil 6.14 grafikleri elde edilir.
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Coztimii (R)

6.2.2 SEIR Modelin iki Adimlh Sema (Implicit Two-Step Schema)
ve Newton Yontemi ile Coziimii

SEIR modelinin ilk denklemi ele alinsin:
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ds BS1

N - 22
dt N
ve diskrezasyon uygulansin:
Sn+1 - Sn—l B Sn+1 + Sn—l In+1 + In—l Sn+1 + Sn—l
_— N —_ — —
2At N =3l 2 () 2 )

Yukaridaki denklemin terimleri bir tarafta toplanir ve F; olarak yazilir:
Fy = 20NAt — %(Snﬂfnﬂ + Sny1dn—1 4+ Sn—1lnt1 + Sp_1ln—1)—
UAt(Sn—i-l + Sn—l) - Sn+l + Sn—l =0

Simdi ikinci denklem ele alinsin:

— =—— —¢FE —uF
it ~ N "
ve diskrezasyon uygulansin.
Enp1 = Eno1 _ E(Sm—l + Sn—1 )(In+1 + 11 )_e(En+1 + En1 )_u(En—i-l + En—l)
2At N 2 2 2 2

Bu denklemdeki terimler de bir tarafta toplanir ve Fy olarak ifade edilsin:
Fy =@—§Vt(5n+1ln+1 + Spt1ln—1+ Sn—1lny1 + Sn—1lpn_1)—
eAt(Eni1+En—1) —uAt(Epy1 + Ep1) —Eppi + Ep1 =0

U(;iincii denklem ele alinsin

ﬁzeEfquaI
dt

ve diskrezasyon uygulansin:

In+1 + In—l
2

Ly + 1y
2

Iny1—In1 Epnp1+ Ena
el (2 Sy ) —af )

Yine terimler bir tarafta toplansin ve F3 olarak isimlendirilsin:

F3 = eAt(En+1 + Enfl) — uAt(InJr] + Infl) — aAt(In+1 + Infl)—

In+1 +I,1=0
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Son olarak

dR
E =al —uR
denklemine diskrezasyon uygulansin:
RnJrl - Rnfl o In+1 + Infl Rn+1 + Rnfl
Y S S B A

Bu denklemdeki terimlerde digerlerinde oldugu gibi bir tarafta toplamr ve
Fy olarak adlandirilir:

Fy=alAt(l41 + Infl) — uAt(RnJr] + Rnfl) —Ryt1+R-1=0

Newton yontemi ¢oziim adimlarindan devam edelim. Fonksiyonlar matrisini
olugturup Jakobien matrisini bulalim.

F(S,E, I, R) fonksiyonlar matrisi agagidaki gibidir.

20N At — %(Sn+11n+l + Sng1ln—1+ Sn1lnt1 +Sn—1ln—1) — uAt(Sp41 + Sn—1) — Snt1 + Sn—1)

BzJAVt (Snt+1lnt1 + Sny1ln—1+ Sn—1lny1 + Sn—1ln—1) — eAt(Ent1 + En—1) —ulAt(Eny1 + En—1) — Eny1 + En_1
eAt(Eny1 + En—1) —ult(Int1 + In—1) — alDt(Int1 + In—1) — Int1 + In—1

alAt(Iny1r —In—1) —ulAt(Rny1 — Rno1) — Rny1 + Rn1

Fy, Fy, F3, F, fonksiyonlarmin kismi tiirevlerini bulalim. MATLAB R2024a
iizerinden ¢6zim yapilacagindan n + 1 zamani 1, n — 1 zamam ise 0 alinarak
kismi tiirevlere yazilmigtir.

B = BRI + Ip) —ulAt — 1 4=

G =5 (S1+ %) =0

by _BAL(T ) 42— —eAt —ult —1
G 5 S+ 50) =0

) an = et

9B — —uAt —aAt — 1 =0

%: alAt ‘fl%* —uAt —1

Bu kismi tiirevleri Jakobien matrisinde yerine yazalim.

— BRI+ Iy) — uAt — 1 0 Bﬁf (S1+ So) 0
J(l‘): BAt (Il + Io> —eAt —ulAt —1 52 S + So) 0
0 eAt —uAt —aAt —1 0

0 eAt —ult — 1
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Jakobien matrisi bulunduktan sonra MATLAB R2024a programi iizerinden
agagidaki formiil kullanilarak ¢éziim yapilacaktir.

a®) = z=1) _ J(2)-VF(S,E, I, R)

MATLAB R2024a programindan ¢oziim yapildiginda Sekil 6.15, Sekil 6.16,
Sekil 6.17, Sekil 6.18 grafikleri elde edilir.
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6.2.3 SEIR Modelin Runge-Kutta ile Coziimii

Tiberkiiloz hastaliginin yayilmasini ifade eden SEIR modeli denklemleri kapal
formda su sekilde yazilir:

o j.s.BLR) (47)
E
CiTt — g(t,S,E,I,R) (48)
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dal

— =4S, E, I 4
dt .7( 757 bl 7R) ( 9)
% =w(t,S,E,I,R) (50)

Bu denklemler doérdiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi kullanilarak
¢oziildiiglinde agagidaki denklemler elde edilir.

Sr+1 =5 + % (k1 + 2ko + 2ks + kq) h
Er+1 :Er +% (ﬂl + 2712 + 2713 + ’/l4) h
Lt =L+ § (42425 + 1) h

R,y1 =R+ % (m1 + 2mo + 2mg + TI”L4) h

Burada h zaman adimidir. Yukarida yer alan ¢ = 1,2, 3,4 igin k;, n;, 11, m;
degerleri su sekilde hesaplanir:

ky = bN — B5:le g,
ny = % —ekb,. —uFE,,
i =eE, —al, —ul,,
my = al, —uR,,

lo =e(E, + n1%)2— CL(IT + 11%) — u([r + 11%)

mo = a(l, +llg) — u([r + 11%)

k3 = bN — % (Sy + ko%) (I + 125) —u (S, + k25)

ns = % (ST +k2%) (IT + lg%) —e(E, +n2%) —u(E, —l—ng%)
I3 =e(B, +n2l) —a(l, + L) —u(l, + 1,2)

mz = a(l, + L) —u(l, +12)

~—

Tiberkiilozun yayilmasina dair SEIR modelin ¢éziimiidiir. Bu verileri
MATLAB R2024a ortaminda kod seklinde yazip denklemin ¢Oztimiini
yvaptigimizda Sekil 6.19, Sekil 6.20, Sekil 6.21, Sekil 6.22 grafikleri elde edilir.
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6.2.4 SEIR Modelin Niimerik Coziimlerinin Sonuglari

SEIR model i¢in niimerik ¢oziimlerinin sonuglart Tablo 6.6’y1 inceledigimizde
birbirlerine ¢ok yakin hatta hemen hemen aym oldugu gorilir. Newton
metodu ve Runge-Kutta metodu karsilastirildiginda ¢oziimlerin on binde birler
basamagina kadar ayni sonuglar verdigini goriiyoruz. Tablo 6.7’ ye baktigimizda
hatanin en ¢ok oldugu 2023 yilinda, vaka sayis1 yuvarlandiginda 41431 kisi iken
en cok hata degigiminin 2019-2020 arasinda oldugu goze garpmaktadir./ Sadece
2020 yilindaki degigim negatif olarak bulundu./ Covid etkisi goze garpmaktadir.
Parametreleri yerine koyup daha oénce buldugumuz Temel Ureme Oram Rg
formiiliiniin degerini hesaplayalim.

Be

———— =0.9216 < 1
(a+u)(e+u)

Ry degeri 1’den kiigiik oldugundan hastaligin zamanla yok olacag: soylenebilir.
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Y1l | Gergek Vaka Sayisi | Euler SEIR | New. SEIR | R-K SEIR
2005 20535.0 20535.0 20535.0 20535.0
2010 16551.0 16543.88 16543.8926 | 16543.8926
2015 12772.0 12504.2917 12504.311 12504.311
2016 12417.0 11821.9239 11821.944 11821.944
2017 12046.0 11176.4568 11176.4775 11176.4775
2018 11786.0 10565.9624 10565.9838 | 10565.9838
2019 11401.0 9988.6048 9988.6266 9988.6266
2020 8925.0 9442.6359 9442.658 9442.658
2021 8976.0 8926.3928 8926.4151 8926.4151
2022 9723.0 8438.2945 8438.3169 8438.3169
2023 9408.0 7976.8384 7976.861 7976.861
2025 - 7128.2169 7128.2393 7128.2393
2030 - 5381.465 5381.4862 5381.4862
2035 - 4064.2767 4064.296 4064.296

Tablo 6.6: SEIR Model I¢in Gergek Degerler ile Niimerik Sonuclar

Y1l | Euler Hata Miktar: | New. Hata Miktar: | R-K Hata Miktari
2005 0 0 0
2010 7.12 7.104 7.104
2015 267.7083 267.689 267.689
2016 595.0761 595.056 595.056
2017 869.5432 869.5225 869.5225
2018 1220.0376 1220.0162 1220.0162
2019 1412.3952 1412.3734 1412.3734
2020 -517.6359 -517.658 -517.658
2021 49.7055 49.5849 49.5849
2022 1284.7055 1284.6831 1284.6831
2023 1431.1616 1431.139 1431.139

Tablo 6.7: SEIR Model Icin Gergek Deger ile Niimerik Sonuclarm Hata Tablosu
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Y1l | Euler Hata Yiizde | New. Hata Yiizde | R-K Hata Yiizde
2005 0.000 0.000 0.000
2010 0.0430 0.0429 0.0429
2015 2.0960 2.0959 2.0959
2016 4.7924 4.7922 4.7922
2017 7.2185 7.2183 7.2183
2018 10.3515 10.3514 10.3514
2019 12.3883 12.3881 12.3881
2020 -5.7998 -5.8 -5.8
2021 0.5537 0.5524 0.5524
2022 13.2130 13.2128 13.2128
2023 15.2121 15.2119 15.2119

Tablo 6.8: SEIR Modeli Hata Yiizdesi Tablosu(%)

x10% Gergek Deger ve Ug Farkh Yéntemin SEIR Model Goziimii

—+— Gergek Degerler

4 —6— SEIR Model Euler

2 SEIR Model Newton-Raphson
—&— SEIR Model Runge-Kutta Géziimii

Degerler

0.8 [

0.6 -

04 L L L L L "
2005 2010 2015 2020 2025 2030 2035
Zaman

Sekil 6.23: SEIR Modelin Niimerik Coztiimlerinin Grafigi

6.3 BSEIR Modelin Niimerik Coziimleri

SIR ve SEIR modellerinde I, E ve R smiflarinin baslangic degerleri be-
lirlenmisti. B agilanan nufiisun baglangic degeri ise TUIK tarafindan
yaymlanan yenidogan niifusu dikkate alinarak belirlenmistir. S(0) degeri
S(0) = N(0) — B(0) — I(0) — R(0) — E(0) esitliginde gortldigi gibi tim
popiilasyondan hasta, iyilesen, agilanan ve kulucka donemindeki popiilasyon
gikarildiginda 63.095.153 olarak bulunmustur. Bu modelde dogum ve olim
orani esit olmadigindan toplam niifusun sabit olmadig1 goriilmektedir. Saglhk
istatislerindeki verilerden dogum oran1 0=0.01737 oldugundan bir yilda
popiilasyona eklenen birey sayisi n = Nb olarak hesaplandiginda n = 1.280.806
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olarak alinmigtir. Bu konuda doktora tezi caligmasi verileri dikkate alinmigtir
[39].

BSEIR modelin ¢6ziimiinii yaparken kullanacagimiz parametrelerin degerleri
Tablo 6.9’da verilmistir.

Parametre | Tanim Deger
a Iyilesme orani 0.935
B Temas orani 0.955
d Hastaliga bagl 6liim orani 0.03
e Kulucka déneminden hastaliga gegis orani 1.435
k Agimin etkisini yitirme oram 0.054
P Bagarili agilanma orani 0.948
u Oliim oran(Dogal) 0.0049

B(0) Agilanan popiilasyonun baglangic degeri 4.500.000
S(0) Hassas poptilasyon baglangic degeri 63.095.153
E(0) Kulucka dénemi popiilasyonunun basglangic degeri 14.852
1(0) Hasta popiilasyonunun baslangic degeri 20.535
R(0) Iyilegsen popiilasyonun baglangic degeri 1.230.000

Tablo 6.9: BSEIR Modelinde Kullanmilan Parametreler

6.3.1 BSEIR Modelin Euler ile Coziimi
BSEIR modelin kapali formu
dB

E:f(taBaSaE7lvR) (51)
95 4(t,B,S,E,IR) (52)
dt

E

% :j(taBaSaEvij) (53)
dI

N ZW(t,B,S,E,I,R) (54)
dt

d

O — 4(.B,5.5,1R) (55)

baslangi¢ degerleri B(0) = By, S(0) = So, E(0) = Sy, I(0) = Iy, R(0) = Ry
ile ele almsimn. Adim uzunlugu h = t, 1 — ¢, olarak alinsin. Bu kapali forma
Euler yontemi su sekilde uygulanir:

Bn+1 = Bn + hf(tnv Bn; Sru En»-[nv Rn)
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Sn+1 = Sp + hg(tn, Bn, Sn, En, In, Rp)
E,i1=E,+ hj(tn, Bn,Sn, En, I, Ry)
In-i—l - In + hw(tna Bn7 Sny E7 aIna Rn

Ryui11 = Ry + hq(tn, Bn, Sn, En, In, Ry)

3

BSEIR modeli denklemlerini hatirlayalim.
dB

= J(t.B.S, E,I,R) = np — kB (56)
I

S BSELR —kB+n(l-p) -1 _us (57

dt N

dE BSI

—_— = B,S,E, I = — — E

B jt.5.58.08)=" (ctu (59)

dI

E:w(t,B,S,E,I,R):eEf(aJrqud)I (59)

dR

ﬁzq(t,B,S,E,I,R):aI—uR (60)

BSEIR modeli denklemlerine Euler yontemi su sekilde uygulanir.

Buy1 = By + h(np — kBy,)

Spt1 = Sp +h(kBn, +n(1 —p) —
Eny1=E, + h(ﬁs#l" —(e+u)Ey)
Inyi=1,+h(eE, —(a+u+d)I,)
Ru11 = R, + h(al, — uR,)

,BS'],\III71 _ USn)

MATLAB R2024a programinda denklemler ¢oziildiigiinde Sekil 6.24, Sekil
6.25, Sekil 6.26, Sekil 6.27, Sekil 6.28 grafikleri elde edilir.
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6.3.2 BSEIR Modelin iki Adimh Sema(Implicit Two-Step Schema)
ve Newton Yontemi ile Coziimii

BSEIR modelinin ilk denklemine

dB
— =np—kB
at "
yontemi uygulayalim.
Bpt1 — Bn— B, B
+1 L — o — k( +1+ L)

2A¢ 2

Buradan terimler bir tarafa toplamir ve F} olarak adlandirihr. F; = 2.np. At —

kAt(Bpy1 + Bn—1) — Bug1+ Bpo1 =0

Ikinci denklem g6z 6niine alinsin:

as

dt

BSI
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denklemine yontemi uygulayalim.

SnJrl - Snfl Bn+1 + anl 5 SnJrl + Snfl In+1 + Infl

SnJrl + Snfl

= k( )+n(l—p)—+=(

L )

)—u(

2At 2 2 2

Onceki denklemde oldugu gibi terimler bir tarafta toplanilir ve Fy olarak
adlandirilir.
FQ = kAt(Bn+1 + Bn—l) + 2Atn(1 - p)f%(SnHInH + Sn+1In_1+

Sn71]n+1 + Sn71[n71> - UAt(Sn+1 + Snfl) - Sn+1 +8,-1=0

Simdi de benzer iglemler ii¢lincii denkleme uygulansin.

dE _ gSI
d¢ N
EnJrl - Enfl _ 5 SnJrl + Snfl InJrl + Infl En+1 + Enfl

(e+u)E

Buradan terimler F3 olarak adlandirilir.
F3 :%(Sn+11n+l + Spy1ln-1+ Sno1lng1 + Sno1ln—1)—

(e+u)At(En+1 + En—l) - En+1 +FE, 1=0

Dordiincii denklem dikkate alinsin

dI
I =eF —(a+u+d)l
In+1 — In—l _ e(En—i-l + En—l
2At 2
Ve terimleri bir tarafta toplayalim Fj diyelim.

Iy + In—l)
2

) — (a+u+d)(

Fy = eAt(EnJrl + Enfl) — (a +u+ d)At(In+1 — Infl) Iy +1,-1=0

Son denklem dikkate alinsin ve yéntem uygulansin.

dR
i al —uR
Rn+1 - Rn—l _ a(In+1 + In—l) N u(Rn+1 + Rn—l)
2At 2 2

Burada da F; olarak ifade edilsin.

Fs = aAt(Ini1 + In—1) —uAt(Ryp1 — Ry—1) — Rpp1 + R =0
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Newton yontemi ¢oziim adimlarina fonksiyonlar matrisini olusturup
Jakobien(.J) matrisini bularak devam ediyoruz. F(B,S,E, I, R) fonksiyonlar
matrisi agagidaki gibidir.
2npAt — k}At(Bn+1 + anl) — Bpy1+ Bn-1
kAt(Bn+1 —+ Bn—l) + 2At’n(1 — p)f%(sn+1ln+1 + Sn+1ln_1 —+ Sn_1]n+1 + Sn_1ln_1) — uAt(Sn+1 + Sn_l) — Sn+1 +Sn_1
%(Sw+lln+1 4+ Snt1ln—1+ Sn-1lnt1 +Sn—1ln-1) — (e + w)At(Epnt1 + En—1) — Eng1 + En_1

eAt(Eny1+ En_1) —(a+u+d)At(Int1 — In—1) — Ing1 + In—1
alAt(Ing1 + In1) —uldt(Rny1 — Rn—1) — Rny1+ R

Fy, Fy, F3, Fy, F5 fonksiyonlarimin  kismi tiirevlerini bulalm. MATLAB
R2024a {izerinden ¢oziim yapilacagindan n + 1 zamani 1, n — 1 zamani ise 0
alimarak kismi tiirevlere yazilmigtir.

N =0

g ar =0

an_ g 4P — kAt

Ay — B[+ Ip) — uAt — 1 a# =0

ddz;«z: _%(51 +50) ?1%:0

ary_ g B — BT + Ip)
= —(e+u)At — 1 “G= % (51 + 50)
g =

ar, 4= eAt

I — (a4 u+d)At -1 =0

g =0

5 _ g s — aNt

[ﬁ?: —ulAt —1

Jakobien matrisi(.JJ(z)) olugturalm.

—kAt—1 0 0 0 0
kAt —%(Il —‘r[o)—uAt—l 0 —B?]%t(sl—f—;go) 0
0 B2 (I + 1) —eAt —ult —1 BEL(S1 + So) 0
0 0 eAt —(a+u+d)At—1 0
0 0 0 alt —ulAt —1

Jakobien matrisi bulunduktan sonra MATLAB R2024a programi iizerinden
agagidaki formiil kullanilarak ¢éziim yapilacaktar.

x®) = k=1 _ J(2)-VF(B,S,E,I,R)

MATLAB R2024a programindan ¢oziim yapildiginda Sekil 6.29, Sekil 6.30,
Sekil 6.31, Sekil 6.32, Sekil 6.33 grafikleri elde edilir.
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6.3.3 BSEIR Modelin Runge-Kutta ile Coziimii

Tiberkiiloz hastaliginin yayilmasini modelleyen BSEIR modelindeki denklemler
kapali formda agagida yazilmigtir.

% — /(t,B,S,E,I,R) (61)
%f =g(t,B,S,E,I,R) (62)
% = j(t,B,S,E,I,R) (63)
% =w(t,B,S,E,I,R) (64)
%1: —=q(t,B,S,E,I,R) (65)

Bu denklemler dérdiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi kullanilarak
¢oziilldiiginde agagidaki denklemler elde edilmigtir.

Br—i—l = Br + % (Cl —|—2CQ —|—203 —|—C4)h
Sr1 = Sr + § (k1 4 2kz + 2ks + ka) h
ET+1 = ET + % (711 +2n2 +2ﬂ3 —|—n4)h
Ir+1 = I+ % (ll + 215 + 2I3 +l4)h

R.y1 =R, + % (my + 2mo + 2mg + my) h

Burada h zaman adimidir. Formiilde yer alan sabitler su sekilde hesaplanir:

c1 =np—kB,,

ki = kB, +n(l—p)— 2%l —ys,
ny = LSJGIT —(e+u)E,,

lh=eE, — (a+u+d)l,,

mi = al, —uR,,

cy =np — k(B +c1%),

ky = k(Br +c15) +n(l —p) — % (Sr+ k%) (L + %) —u (S + k%),
ng = % (S + k1 8) (I + 1h2) —e(Br +ni2) —w(E, +n12)

ly=e(E,. + nlg) —a(l, + 11%) —u(l, + llg)
mgza(Ir—l—llg)—u(Ir—&—ll%)

c3 =np — k(B, + c2%),

ks = k(Br + o) +n(l —p) = & (Sr + ko) (I + lo%) —u (Sr + ko)

ng = % (Sr Jer%) (I +lg%) —e(E, +n2%) —u(E, +n2%)

ls =e(Er +nol) —a(l, + b2) —u(l, + 122) my = a(l + %) —u(l, + 122)
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Cq an—k(Br+Cdg)7

ha = K(By +c3%) +n(1=p) = § (Sr + ks 5) (I +15) —u (S + hsg)
na= L (S, +ksh) (I +152) — e(E, + ns) — u(E, +nsh)

ly=e(E, +ns) —a(l, +13%) —u(l, +132)

my = a(l, + 132 — u(l, + 15%)

Daha sonra, yeni degerler su sekilde hesaplanir:

Byi1 =B, 4 %(c1 4 2¢ 4 2¢3 + c4),
Sri1 =Sy + B(ky + 2ks + 2k3 + ka),
E,i1 = By + 2(ny + 2ny + 2n3 + na),
L1 =1+ 2(1y + 215 4 205 + 1y),

R.y1 =R, + %(m1 + 2mo + 2mg + m4).

Tiberkiillozun yayilmasinda dair BSEIR modelinin ¢oztimtidir. Bu veri-
leri MATLAB R2024a ortaminda kod seklinde yazip denklemin ¢oziimiinii elde
edecegiz.
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Sekil 6.38: BSEIR Model Runge-
Kutta Coztimii (R)

6.3.4 BSEIR Modelin Niimerik Coziimlerin Sonuglari

BSEIR modelde niimerik ¢6ziimlerinin sonuglarimi Tablo 6.10’u inceledigimizde
birbirlerine ¢ok yakin oldugunu goriiyoruz. Tablo 6.11° e baktigimizda Newton
metodu ve Runge-Kutta metodu ile ¢éziimlerini on binde birler basamagina
kadar yapildiginda BSEIR modelde de ayni sonuclar verdigini goriiyoruz. Tablo
6.12” ye baktigimizda ise en fazla degigimin 2019’dan 2020’ye geciste COVID-
19 doneminde oldugu goze carpmaktadir. Hata oraninin en fazla degisimin bu
yillarda oldugu Tablo 6.12’de gbze carpiyor.

Parametreleri yerine koyup daha 6nce buldugumuz Temel Ureme Oram Ry
formiiliiniin degerini hesaplayalim.

Bek
(a+u+d)(e+u)(up+k)

Ry degeri 1’den kiiciik oldugundan hastaligin zamanla yok olacag:
sOylenebilir.

=0.904 <1
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Yil | Gergek Vaka Sayisi Euler New. R-K
2005 20535.0 20535.0 20535.0 20535.0
2010 16551.0 16153.4744 | 16153.4951 | 16153.4951
2015 12772.0 12541.6945 | 12541.7331 | 12541.7331
2016 12417.0 12024.0551 | 12024.0967 | 12024.0967
2017 12046.0 11567.3334 | 11567.3777 | 11567.3777
2018 11786.0 11168.6229 | 11168.67 11168.67
2019 11401.0 10825.2877 | 10825.3374 | 10825.3374
2020 8925.0 10535.0176 | 10535.0699 | 10535.0699
2021 8976.0 10295.8737 | 10295.9286 | 10295.9286
2022 9723.0 10106.3257 | 10106.3834 | 10106.3834
2023 9408.0 9965.2864 | 9965.3469 | 9965.3469
2025 - 0826.8006 | 9826.8676 | 9826.8676
2030 - 10355.083 | 10355.1733 | 10355.1733
2035 - 12457.5096 | 12457.64 12457.64

Tablo 6.10: BSEIR Modeli Icin Gergek Degerler ile Niimerik Coziimler

Yil | Euler Hata Miktar: | New. Hata Miktar: | R-K Hata Miktari
2005 0 0 0
2010 397.5256 397.5049 397.5049
2015 230.3055 230.2669 230.2669
2016 392.9449 392.9033 392.9033
2017 478.6666 478.6223 478.6223
2018 617.3771 617.33 617.33
2019 575.7123 575.6626 575.6626
2020 -1610.0176 -1610.0699 -1610.0699
2021 -1319.8737 -1319.9286 -1319.9286
2022 -383.3257 -383.3844 -383.3844
2023 -557.2864 -557.3469 -557.3469

Tablo 6.11: BSEIR Modeli I¢in Hata Miktar Tablosu
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Y1l | Euler Hata Yiizde | New. Hata Yiizde | R-K Hata Yiizde
2005 0.0000 0.0000 0.0000
2010 2.4018 2.4016 2.4016
2015 1.8032 1.8029 1.8029
2016 3.1645 3.1642 3.1642
2017 3.9736 3.9732 3.9732
2018 5.2382 5.2378 5.2378
2019 5.0496 5.0492 5.0492
2020 -18.0394 -18.0399 -18.0399
2021 -14.7044 -14.7050 -14.7050
2022 -3.9424 -3.9430 -3.9430
2023 -5.9235 -5.9241 -5.9241

Tablo 6.12: BSEIR Modeli Hata Yiizdesi Tablosu(%)

10  Gergek Deger ve Ug Farkli Yéntemin BSEIR Mod2, 4 {=] 7 @ @ 6}
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Sekil 6.39: BSEIR Modelin Coztimlerinin Grafigi

7 SIR, SEIR VE BSEIR MODELLERININ
KARSILASTIRILMASI

7.1 Niumerik Coziimlerinin Karsilastirilmasi

U¢ modelin kargilagtirma grafiklerinde Sekil 7.1, Sekil 7.2 ve Sekil 7.3’ e
gordiiglimiiz gibi modelin dinamiklerine gore ¢okga farklilar var. Gergek degerler
ise 2020 yilinda bir anda diiglise gecip sonra tekrardan yiikselerek modellere
yaklagmigtir. Her ne kadar COVID-19 déneminde tiiberkiiloz vaka sayisindaki
diigtis tiberkiilozun gelecegi acisindan 6nemliyse de bundan sonraki siiregte
gokga onemlidir.

60



.10* Gergek Deger ve Ug Farkl Modelin Newtom-Raphson M., 2 {1 @ € (i
Gergek Deger ve (g Farkli Modelin Euler

2 SEIR Model Newt
|—6— BSER Model N

Degerler
S

04
2005 2010 2015 2020 2025 2090 2035 04
= 2005 2010 2015 2020 2025 2030 2035

Zaman

Sekil 7.1: SIR, SEIR ve BSEIR Sekil 7.2: SIR, SEIR ve BSEIR
Modeli(Euler) Modeli(New.)

x10*

egerler

04
2005 2010 2015 2020 2025 2030 2035
Zaman

Sekil 7.3: SIR, SEIR ve BSEIR
Modeli(R-K)

Asgagida Tablo 7.1, Tablo 7.2, Tablo 7.3’ de veriler 2021 yilinda 'Tiiberkiiloz
hastaliginin Tiirkiye’deki seyrinin SIR, SEIR ve BSEIR modelleriyle incelenmesi
doktora verileri ile bizim buldugumuz degerlerin mutlak hatalar: karsilagtirmali
olarak verilmigtir. Kargilagtirilan veriler [39] doktora tezinden alinmigtir. Hata
oranlarinin ¢ok yakin seyrettigini Tablo 7.1, Tablo 7.2 ve Tablo 7.3’ de
gormekteyiz. Tablo 7.3’ de BSEIR modelde 2022 yili i¢in tez veririlene gore
farkin sadece 1 oldugu goriilmektedir.
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Y1l | Gergek Veriler | [39] Verileri | [39] Mutlak Hata | Euler SIR | Mutlak Hata
2005 20535 20535 0 20535 0
2010 16551 16306 245 16311 240
2015 12772 12894 122 12925 153
2016 12417 12300 117 12335 82
2017 12046 11733 313 11771 275
2018 11786 11192 594 11232 554
2019 11401 10675 726 10718 683
2020 8925 10182 1257 10227 1302
2021 8976 9713 737 9758 782
2022 9723 9264 459 9310 413
2023 9408 8836 572 8883 525

Table 7.1: [39] Tez Verileri, Euler SIR Coziim Verileri ve Hatalar

Yil | Gergek Veriler | [39] Verileri | [39] Mutlak Hata | New. SEIR | Mutlak Hata
2005 20535 20535 0 20535 0
2010 16551 16522 29 16544 7
2015 12772 12463 309 12504 268
2016 12417 11779 638 11822 595
2017 12046 11132 914 11176 870
2018 11786 10520 1266 10566 1220
2019 11401 9942 1459 9989 1412
2020 8925 9396 471 9443 518
2021 8976 8879 97 8926 50
2022 9723 8391 1332 8438 1285
2023 9408 7930 1478 7977 1431

Table 7.2: [39] Tez Verileri, Newton SEIR Coziim Verileri ve Hatalar
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Y1l | Gergek Veriler | [39] Verileri | [39] Mutlak Hata | BSEIR Verileri | Mutlak Hata
2005 20535 20535 0 20535 0
2010 16551 16404 147 16153 398
2015 12772 12649 123 12542 230
2016 12417 12111 306 12024 393
2017 12046 11635 411 11567 479
2018 11786 11220 566 11168 618
2019 11401 10861 540 10825 576
2020 8925 10558 1633 10535 1610
2021 8976 10306 1330 10296 1320
2022 9723 10105 382 10106 383
2023 9408 9952 544 9965 957

Table 7.3: [39] Tez Verileri, Runge-Kutta BSEIR C6ziimii Verileri ve Hatalar

SIR, SEIR, BSEIR modellerinin Tirkiye vakalari iizerinden ii¢ yontemle
¢oziimlerinin sonuclarini igeren tablolar Tablo 7.1, 7.2, 7.3’ de gosterilmistir.
2019 yilina kadar ii¢ modelinde gercek vakalara cok yakin degerler aldigini
gormekteyiz. 2019 yilinda hata oraninin artigini ve vaka oraninin ciddi azaldig
goriilmektedir.

COVID-19 pandemisi tiiberkiiloz hastalarinin tanisinda ve tedavi siirecinde
onemli aksamalara sebep olmustur. Bu da diinya genelinde tiiberkiiloz
vakalarinin tespit edilmesi ve izlenmesi acisindan biiyiik sorunlara yol agmigtir
[44]. Tlaca direncli tiiberkiiloz (TB) hastalar1 basta olmak iizere, TB tamsi
alan bireyler i¢in karsilagilan temel sorunlar arasinda ilag ve malzemelerin
iiretim ve nakliyesindeki aksakliklar, yetersiz beslenme, ruh saghgi desteginin
eksikligi, saglik tesislerine erigsimdeki kisitlamalar ve bu nedenlerden dolay1 te-
davinin diizenli olarak siirdiiriillememesi yer alir. Ayrica, TB’li yeni hastalarin
tespitinin zorlagmasi da 6nemli bir problem olarak degerlendirilmektedir. Bu
durum o6niimiizdeki yillarda tiiberkiiloz vaka sayisi artigi olacagi beklentisini
gliclendirmektedir [4].

Tiiberkiiloz Insidansi ve Modellerin Insidansi

insidans, insidans hiz1 veya insidans orani, bir niifusta belirli biz zaman dili-
minde hastaligin ya da hastaliklarin yeni vakalarin sayisini ifade eder. Sosyal tip
biliminde ve Epidemiyoloji de siklikla kullamlr [41]. Ornek olarak Tiirkiye’de
tliberkiiloz insidans: 25 dedigimizde bu Tiirkiye’de 1 yil icinde 100.000 kiside 25
kisinin tiiberkiiloz vakasina yakalandigini soyler.
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Turkiye'de Tuberkiiloz insidans Oraninin Yillara Gére Degisimi (2005-2023)

Toplam Olgu Hizi (Yuz binde)
= N
~ o
wn o

-
o
=)

12.5

10.0

Sekil 7.4: Tiiberkiiloz Tiirkiye Insidans(yiiz binde)

SIR, SEIR ve BSEIR’in niimerik ¢éziimlerini ayrintili olarak inceledik. Simdi
de Diinya Saglik Orgiitii'niin 2035 hedeflerinin neresinde oldugumuza bakalim.
DSO 2035 yilinda tiim iilkelere onerdigi hedef Tablo 7.4’de belirtilmistir. Hedef
2015’e gore TB insidansini yiizde 90 azaltmaktir. 2015 insidansi yiiz binde 16.2,
2035 yilinda ise hedef yiiz binde 1.62 oluyor [34]. Bizim ise 2035 vaka sayilari
tahminine gore insidanslarimiz Tablo 7.5’ deki gibidir.

TUIK’in ana senaryo verisinden 89.938.773 olarak almmustir [38].

Gostergeler 2020

2025 | 2030 | 2035

TB olum sayisindaki azalma | %35

%75 | %90 | %95

TB insidansindaki azalma %20

%50 | %80 | %90

Tablo 7.4: TB’yi Bitirme Stratejisi Hedefleri(End TB)[34]

Model Model Sonuglar: | Insidans (100.000°de)
SIR Model 5.056 5.62
SEIR Model 4.064 4.52
BSEIR Model 12.457 13.85

Tablo 7.5: 2035 Model Insidanst

DSO hedefleri yiiz binde 1.62 iken bizde modellerin en diisiik sonucu
yiz binde 4.52’dir. Bu modeller 2005 verilerinden yararlanilarak COVID-19
etkisi hesaplanmadan yapildi. COVID-19’da tiiberkiilozu olumsuz etkilediginden

hedeflere ulagilmasi zor duruyor.
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Model Kisi Sayisi | Insidans (100.000°de)
SIR Model 6.393 7.24
SEIR Model 5.381 6.101
BSEIR Model 6.393 7.24

Tablo 7.6: 2030 Yili Modellere Gére Insidans

DSO 2023-2030 Avrupa Bélgesi Tiiberkiiloz Eylem Planmmda ise 2030° da
2015’ e gore tiiberkiiloz goriillme sikhigini ytlizde 80 azaltmay1 hedeflenmektedir.
Diinya hedefleri arasinda da bu var [35]. Tiiik ana senaryoya gore 2030 yih niifusu
88.188.221 alindiginda insidans Tablo 7.6’deki gibi olmaktadir. 2005 insidans
degeri ise yiizde 80 azaldiginda 3.24 olmaktadir.

7.2 MATLAB R2024a Cozum Siirelerinin
Karsgilagtirilmasi

SIR, SEIR ve BSEIR modellerinin ¢o6ziimlerinin MATLAB R2024a or-
taminda zaman adimi h = 0.0001, n = 30 (2005-2035) alindiginda 100
farkli ¢oziim yapilip CPU time ile siireler hesaplanip ortalamalar alinmigtir.
Tablo 7.7’deki stirelerin modele ve ¢ozliim yontemine gore farklilik gosterdigi
goriilmektedir. Euler yonteminin en hizli Newton yontemi ise en yavas oldugu
goze carpmaktadir.

Model | Euler Yontemi (s) | New. Yontemi (s) | R-K Yontemi (s)
SIR 0.033 0.924 0.223
SEIR 0.0363 1.087 0.327

BSEIR 0.039 1.196 0.465

Tablo 7.7: SIR, SEIR, BSEIR Modellerinin C6ziim Siirelerinin Kargilagtirilmasi

8 SONUC

Bu caligmada, tiberkiiloz hastaligimin SIR, SEIR ve BSEIR modelleri kul-
lanilarak farkli ntimerik c¢oztimlerini elde edildi. Modeller arasindaki hata
oranlarini incelendiginde elde edilen sonuglar, ayni modelin farkli niimerik
yontemlerle ¢éziimlendiginde ¢ok yakin degerler verdigini gosterdi. Ancak, farkh
modeller kiyaslandiginda, her bir modelin dinamiklerinin farkli olmasindan
dolay1 sonuglar arasinda belirgin farklar gézlemlendi.

Caligmamizda ayrica COVID-19 pandemisinin tiiberkiiloz hastalig:
iizerindeki olumsuz etkilerini degerlendirildi. Pandemi dénemi, uzun yillardan
sonra ilk kez tiiberkiiloz vaka sayilarinda ve insidans oraninda artiga yol acti.
Ozellikle matematiksel modellerin ¢oziimlemelerinde en biiyiik hata degigimleri
bu dénemde gergeklesti. Tablo 8.1’i inceledigimizde 2019-2020 yillarinda en
fazla degisimin BSEIR modelde oldugunu goérmekteyiz.
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Model | 2019 (%) | 2020 (%) | Degisim (%)
SIR 5.99 -14.58 -20.57
SEIR 12.38 -5.79 -18.17

BSEIR 5.04 -18.03 -23.07

Tablo 8.1: Modellerin 2019-2020 Hata Degisim Tablosu

Elde ettigimiz bulgular, DSO'niin 2015’te belirledigi tiiberkiiloz hedefleri
dogrultusunda, matematiksel modellerin mevcut durumu daha net bir gekilde
gbrmemizi sagladi. Bundan sonra yaganacak herhangi bir pandeminin benzer
tiirden hastaliklar icin matematiksel modellerin hata oranlar: iizerinden ¢ikarim
yapilabilir. Bu da yasanacak pandemilerin diger hastaliklara etkisini en aza
indirmek i¢in bir senaryo niteliginde olacaktir.
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Sekil 8.1: Gergek Vakalar ve Farkli Modellerin Kargilagtirilmasi

Sekil 8.1’de goriildiigii gibi, 2020 6ncesinde model degerlerine oldukga yakin
seyreden gercek vaka sayilari, 2020 yihindan sonra BSEIR ve SIR modelleri
arasmda bir konumda kalmigtir. Bu durum, hastaligin gelecekte nasil bir seyir
izleyecegi konusunda énemli ipuclar: sunmaktadir. Ug modelin 2035 DSO hede-
flerine ulagmada zorluk yasadigim gosterdik. Ozellikle, bu matematiksel mod-
ellerin sonuclarmm, DSO ve Avrupa iilkelerinin 2023-2030 hedeflerine kiyasla
hala uzaginda kaldigimi gozlemledik.

Modellerin kararlilik analizlerinde elde edilen Ry degerlerinin 1’den

kiiciik olmasi, hastaligin kontrol altina alinarak giderek azalacagina dair
olumlu bir gosterge sunmaktadir. Daha Once yapilan benzer caligmalarla
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kargilagtirildiginda, kullanilan gergek veriler ile bizim model verilerimiz
arasindaki mutlak hatanin kabul edilebilir diizeyde oldugunu da tablo ile
gosterdik. Ayrica modellerin niimerik ¢bztimlerinin MATLAB R2024a tlizerinden
yapilirken CPU degerleri tizerinden stireleri bulundu. Euler ¢6ziim stiresinin
¢ok hizli oldugu buda iglem adimlarinin kisa oldugunu Newton metodunun ise
en yavas olan olarak Jakobien matrisinin tersi alinip her adimda tekrarlanmasi
stireyi yavaglattigini soyleyebiliriz.

Bundan sonraki agamada, hasta sayilarimin hangi model veya denklemle
daha iyi Ongoriilebilecegi arastirilabilir. Ayrica, hastaligin seyrine dair giincel
verilerle bu modellerin dogrulugu arttirilabilir ve DSO hedeflerine ulagma
yolunda yeni stratejiler belirlenebilir.
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