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SISTEMLERININ COZUMLERI UZERINE BAZI SONUCLAR

Ali ihsan SEKMEN

Silleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmigsman: Prof. Dr. Yilmaz CEVEN

Bu tez calismasi, noétrosofik kare matrisler ve nétrosofik lineer denklem
sistemlerinin ¢6ziimleri iizerinedir. Birinci boéliimde, noétrosofi kavrami
hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimde, tez ile ilgili kaynaklarin 6zetleri verildi.
Ugiincij bolimde, norm kavrami, notrosofik kare matrisler, notrosofik
Diophantine denklemler, notrosofik denklem sistemleri ve Cramer kural
verildi.

Tezin asil kismini olusturan son boéliimde, kisaltma kuralinin nétrosofik reel
sayllarda hangi durumlarda dogru oldugunu gosteren bir teoremle baslandi.
Devaminda iki nétrosofik sayinin boélimiinin hangi durumlarda yeni bir
notrosofik say1 olacagi detayli olarak gosterildi. Sonrasinda bir bilinmeyenli bir
notrosofik lineer denklemin ¢6ziim durumlari incelendi. Sonra bir kare matrisin
determinanti hesaplanarak ve bir kare matrisin tersinir olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar verilerek, cok bilinmeyenli denklem sistemlerinin ¢6ziim
kosullar arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Notrosofik matrisler, Notrosofik lineer denklem sistemleri,
Notrosofik kare matrisin determinanti, Notrosofik kare matrisin tersi
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This thesis is on neutrosophic square matrices and solutions of systems of linear
equations. In the first section, information was given about the concept of
neutrosophy. In the second section, summaries of the sources related to the
thesis were given. In the third section, the concept of norm, neutrosophic square
matrices, neutrosophic Diophantine equations, neutrosophic equation systems
and Cramer’s rule were given.

In the last section, which constitutes the main part of the thesis, we started with
a theorem that shows in which case the abbreviation rule for neutrosophic real
numbers is true. We then detail in which cases the division of two neutrosophic
real numbers yields a new neutrosophic number. Then, the solution cases of a
neutrosphic linear equation with one unknown were examined. After
calculating the determinant of a square matrix and giving the necessary and
sufficient conditions for a square matrix to be invertible, the solution conditions
of the systems of equations with the number of unknowns equal to the number
of equations were examined.

Keywords: Netrosophic matrices, Neutrosophic systems of linear equations,
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

acA
agA
a|b
athb

a

C
C[1]
detM

a, A kiimesinin elemanidir
a, A kiimesinin elemani degildir

a sayisl b sayisini boler

a sayisl b sayisini bolmez

a sayisinin eslenigi

Kompleks sayilar kiimesi
Notrosofik kompleks sayilar halkasi
M matrisinin determimanti
Notrosofik bilinmeyen

M matrisinin tersi

«v saylisinin normu
Reel sayilar kiimesi

Notrosofik reel sayilar halkasi
Rasyonel sayilar kiimesi
Notrosofik rasyonel sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi
Notrosofik tam sayilar halkasi



1. GIRIS

Klasik mantik olarak da isimlendirebilecegimiz iki degerli mantik sisteminin
yetersiz kalmasi, icinde herhangi bir nedene ve ya nedenlere bagli olarak
belirsizliklerin bulundugu durumlara cevap vermekte zorlanmasi sonucu yeni
arayislar olmustur. Smarandache belirsizlik kavramin1 da isin igine katarak
notrosofik mantik kavrami ile bu arayisa cevap sunmustur. Latince neuter ve
Grekge sophia kelimelerinin birlesimi olan nétrosofi nétral diisiince anlamina
gelmektedir. Notrosofide bir olgu, birbirinden bagimsiz olarak dogru olma
derecesi, yanlis olma derecesi ve belirsiz olma derecelerine sahiptir. Mutlak
dogrunun az oldugu, belirsizliklerin ve siiphenin hep var oldugu bir ortamda
notrosofi dogru ile yanlis arasindaki noétral boélgeyi doldurdu. Bu ag¢idan
bakarsak notrosofi, kararsiz degiskenler arasindaki kararliligl ya da kararl

degiskenler arasindaki kararsizigi 6l¢meyi de sagladi.

Zadeh tarafindan ortaya atilan bulanik kavrami ile birlikte bulanik kiime ve
bulanik mantik kavramlari Smarandache tarafindan sunulan nétrosofi
kavramiyla birlikte daha da genellesti. Bulanik kiime genellestirilerek notrosofik
kiime, bulanik mantik genellestirilerek nétrosofik mantik kavramlar1 gelisti.
Sanayi, miihendislik, yapay zeka, siyaset, sosyoloji gibi bircok alanda nétrosofi
kulanilarak belirsizliklerin oldugu durumlar daha iyi yonetilmis ve daha dogru

kararlar alinmistir.

Notrosofi teorisinin kullanilmasi ile nétrosofik grup, nétrosofik sayilar teorisi,
notrosofik halka, nétrosofik cisim ve nétrosofik vektdr uzayi gibi cebirsel
yapilar da gelistirilmistir. 1> =1 esitligini saglayan belirsiz bir I elemam
cebirsel bir kiimeye ekleyip I y1 bir ikili islemle yapinin her bir eleman ile

birlestirerek nétrosofik cebirsel yapilar iiretilmistir. Ornegin, (R,+,><) bir halka
ve (RUI)={x+yl: X,y €R} olsun. (<Ru1>,+,x) cebirsel yapisina R ve I ile

uretilen bir notrosofik halka denilir ve kisaca R[I] ile gosterilir. Gelistirilen

yapilardan biri de nétrosofik lineer cebir teorisidir. Notrosofik lineer cebir



teorisinin temelleri 2010 yilindan sonra atilmistir. Simdiye kadar notrosofik
matrisler, notrosofik kare matrislerin determinantlar;, noétrosofik lineer
denklemler ve denklem sistemleri, notrosofik lineer Diophantine denklemleri,
notrosofik vektodr uzaylar1 ve notrosofik kongriianslar gibi baz1 temel konular

incelenmistir.

Bu tezde 6nce norm kavrami, nétrosofik kare matrisler, nétrosofik Diophantine
denklemler, notrosofik denklem sistemleri ve Cramer kurali verildi. Daha sonra,
tezin asil kismini olusturan son boliimde, kisaltma kuralinin nétrosofik reel
sayllarda hangi durumlarda dogru oldugunu gosteren bir teoremle baslandi.
Devaminda iki nétrosofik sayinin boélimiinin hangi durumlarda yeni bir
notrosofik say1 olacagl detayli olarak gosterildi. Sonrasinda bir bilinmeyenli bir
notrosofik lineer denklemin ¢6ziim durumlari incelendi. Sonra bir kare matrisin
determinanti hesaplanarak ve bir kare matrisin tersinir olmasi icin gerekli ve
yeterli kosullar verilerek, ¢ok bilinmeyenli denklem sistemlerinin ¢6ziim

kosullar1 arastirildi.



2. KAYNAK OZETLERI

Zadeh (1965), bulanik kiime (fuzzy set) kavramini ve Atanassov (1986), sezgisel

bulanik kiime (intuitionistic fuzzy set) kavramini sunmuslardir.
Notrosofi, Smarandache tarafindan 1980 yilinda temelleri atilan felsefe dalidir.

Smarandache (1998), nétrosofik mantik , nétrosofik kiime ve notrosofik olasilik
kavramlari tizerine ¢alismistir. Notrosofik kiime (neutrosophic set) ve belirsizlik

/ notralite derecesini tanitmistir.

Kandasamy ve Smarandache (2006a), I belirsizlik elemanini1 kullanarak x+ y/

seklindeki noétrosofik sayilar1 ve devaminda nétrosofik grup cebirsel yapisin
tanitmislardir. Bu cebirsel yapi ile ilgili 6zelliklerin incelendigi teoremler

vermisler ve érnekler sunmuslardir.

Kandasamy ve Smarandache (2006b), notrosofik halka ve bu halka lizerinde

bir¢ok teorem ve bunlarin uygulamalarini sunmuslardir.

Bu calismalarin akabinde nétrosofik cebirsel yapilara ilgi artmis ve bircok

arastirmaci bu konular hakkinda makaleler yayinlamistir.

Conrad K. (2019), Gauss tam sayillar kiimesi iizerinde c¢alismistir.

Z[i]={x+yi: x,y €Z} Gauss tam sayilar kiimesinde bélme algoritmasi, Euclid

algoritmasi, modiiler aritmetik gibi konular1 arastirmis, bir¢ok teorem

sunmustur.

Ceven ve Tekin (2020), <Z U I> notrosofik tam sayilar halkasini incelemislerdir.

Notrosofik tam sayilar halkasinda, nétrosofik tam sayilarin normu ve normun



ozellikleri lizerinde durmuslardir. Verilen o0zellikler ispatlanmis ve
orneklendirilmistir. Ayrica nétrosofik tam sayilar halkasinda bélme algoritmasi
ve notrosofik asal say1 kavrami verilmis ve bu verilen kavramlarla ilgili 6rnekler

sunulmustur.

Yurttakal ve Ceven (2021), makalede Z[I] notrosofik tam sayilar halkasinda bir

denklik bagintis1 incelemisler ve Z[I ] tam sayilar halkasinin bir pargalanmasini

elde etmislerdir. Sonra siralama bagintis1 tanimlayip nétrosofik tam sayilar

halkasinda pozitif ve negatif olma durumunu ve Z[I ] da siralama kavramlarini

incelemislerdir. Ayrica bir pozitif notrosofik tam sayinin faktoriyelinin nasil

hesaplandigl ile ilgili bilgiler sunmuslardir.

Abobala (2020), notrosofik lineer denklemler ve noétrosofik quadratik
denklemler tlizerine ¢alismis ve Ornekler vermistir. Ayrica refined notrosofik

denklemlere de yer vermistir.

Abobala vd. (2021), makalede ilk olarak notrosofik kare matrislerin
determinanti ve determinantin Ozelliklerini incelemisler ve Ornekler
vermislerdir. Ardindan nétrosofik kare matrisin tersi incelenmistir. Ayrica
nilpotent matris, idempotent matris ve ortogonal matris kavramlari
tanimlanmis ve incelenmistir. Notrosofik kare matrisin kosegenlestirilmesi ve
son olarak da, notrosofik kare matrisin 6zdeger ve 6zvektorleri ile ilgili teorem,

ispat ve 6rneklere yer verilmistir.

Sankari ve Abobala (2020), makalede, notrosofik tam sayilar halkasinda iki
degiskenli lineer Diophantine denklemlerin ¢oziilebilirligi icin gerekli kosullar:

incelemisler ve ¢esitli 6rnekler vermislerdir.

Alhasan (2021), notrosofik lineer denklem ve denklem sistemleriyle ilgili bazi
tanimlar, teoremler ve 6rnekler vermistir. Ardindan nétrosofik lineer denklem

sistemlerinin Cramer kurali ile ¢6ziimiinii incelemistir.



Abobala (2021), Noétrosofik tam sayilar halkasinda kongriianslar, Euler teoremi,
boliinebilirlik kavramlarini incelemis, Pell denkleminin ¢6ziimu ile ilgili bir

algoritma vermistir.



3. NORM KAVRAMI, NOTROSOFiK KARE MATRISLER VE NOTROSOFiK
DENKLEMLER

3.1 Norm Kavrami

Bu kisimdaki bilgiler Ceven ve Tekin (2020) kaynagindan alinmistir.

(R,+,.) bir halka ve I ise I* =1 esitligini saglayan bir belirsizlik eleman1 olsun.

<Ru1>:{a+b1: a,beR} kiimesi, R deki ikili islemler altinda, I ve R ile

uretilen bir notrosofik halka olarak adlandirilir.

<Ru1> ifadesi, kisa olmasi i¢cin R[I] olarak gosterilir.

Yukaridaki tamima gére, (ZUI)={a+bl: a,beZ} kiimesi notrosofik tam
sayilar halkasidir ve Kisaca Z[I] ile gosterilir. <Q U I> = {a +bl: a,be Q} kiimesi
ise notrosofik rasyonel sayilar halkasidir ve kisaca @[1 ] ile gosterilir.

(Rul)={a+bI: a,beR} kiimesi de nétrosofik reel sayilar halkasidir ve kisaca

R[I ] ile gosterilir.

Tanim 3.1.1 x:a+ble@[l] olsun. a+b—>bl notrosofik rasyonel sayisina

x'in eslenigi denir ve x ile gosterilir. x=a+ bl notrosofik rasyonel sayisinin

normu N(x)=x.X=a(a+b) seklinde tanimlanur.

Onerme 3.1.1 x=a+bleQ[I] ve y=c+dl €Q[I] olsun.
(i) N(x)eQ,

(ii) xeZ[I] ise N(x)€eZ,

(iii) N(x)=0<a=0 veya a=-b,

(iv) aeQ= N(a)=a’,

(v) N(bI)=0,



(vi) N(Ay)zN(x)N(y) ,

(vii) x#0ve N(x)=0 ise le@[l] :
X

(viii) yiOveN(y)iOiseN[%j:%

ispat: (i)-(v) tanimlardan kolayca gosterilir.

(vi) N(xy)=N((a+bI)(c+dI))
= N(ac+(ad+bc+bd)I)
=ac(ac+ad+bc+bd)
=a’c® +a’cd +abc® +abcd
=(a2 +ab)(c2 +cd)

=N(x)N()

(vii) x:a+bIeQ[1] olsun. Bu durumda

1_i:a+b_ b e
¥ xr N NG S

oldugu goriliir.

(viii) x=a+ble@[l] olsun.

R

oldugu icin,



R CRECE

elde edilir.

Tanim 3.1.2 x,ye Z[l] olsun. y =xz olacak sekilde bir z ndtrosofik tam sayisi

var ise x sayisi y sayisini boler denir ve x|y ile gosterilir. x ve z’ye y ’nin

bolenleri denir.

Ornek 3.1.1
(i) 3=(3-2I)(1+2I) oldugu i¢in 1+21/|3 ve 3—21|3 dir.

(i) Z[I]da 2+71, 3+5I sayilarini ele alalim.

3+51 _ (3+51)(9-71) :2_7_£I¢Z[1] oldugu icin 2+71, 3+5I 'y1 Z[I]’da
2+71 (2+71)(9-71) 18 18

bolmez.

Teorem 3.1.2 (Bolme Algoritmasi) u,veZ[I] ve v#0 olsun.

u=qv+r, N(r)| < |N(v)| olacak sekilde ¢,r € Z[I] vardur.

ispat Le Q[/] ‘dir. e (x,y€Q) olsun. m,neZ sirasiyla x,y 'ye en
% 1%

1 1
yakin tam sayilar olsun. O zaman |x—m| < S ve ly—n|< 5 yazilabilir. g =m+nl

alalim. O zaman,

N(E—qj:N((x—m)+(y—n)I)

%



Buradan,

(|-
14 v

_ ‘N(u —~ qv)‘
N ()
<1 oldugu icin,

‘N(u - qv)‘ < ‘N(v)‘ elde edilir. u—qgv=r yazilirsa sonuca ulagilr.

Ornek3.1.2 u=5+61 , v=3+2I olsun.

u 5+61 (5+6I1)(5-2I) 25+81 25 8
Z= = = =—+—1=x+yl
v 3421 (3+20)(5-21) 15 15 15

m=2 , n=1 alimr. Buradan ¢g=2+1 ve r=u—qgv=—1-3I olur.

Z[l] ve Z'deki b6lme algoritmalar: arasinda énemli bir fark olduguna dikkat

edilmelidir: Z[/]’da bolim ve kalan tek degildir.

Ornek 3.1.3

8+61=(3+2I)(2+1)+2-31 ve |N(2-3I)=2<|N(2+1)=6
seklinde yazilabilir. Ayrica,

8+61=(3+2I)(4—1)—4+3 ve |N(—4+3I)=4<|N(4-1)=12

seklinde de yazilabilir.
3.2 Notrosofik Kare Matrisler

Bu kisimdaki bilgiler Abobala vd. (2021) kaynagindan alinmistur.

Tanim 3.2.1 (Notrosofik matris) K[I] bir nétrosofik cisim, 1<i<m ve 1< j<n

icin a; € K[I] olmak tizere, M, = [aij] matrisine bir nétrosofik matris denir.



Tanim 3.2.2 A ve B, nxn tipli reel elemanli kare matrisler olmak tlzere
M=A+BI matrisi nxn tipli bir notrosofik kare matristir. M matrisinin

determinanti,

detM=detA+1[det(A+B)—detA]

olarak tanimlanir.

Tanim 3.2.3 A ve B, nxn tipli iki reel kare matrisler olmak tizere M = A+ BI,

nxn tipli noétrosofik kare matris; S, ve S,, nxn tipli iki reel kare matrisler
olmak tizere S =S, +S5,I, nxn tipli notrosofik kare matris; U, ise nxn birim

matris olsun. M tersinir bir matristir ancak ve ancak SM=M.S=U, dir.

Teorem 3.2.1 A ve B, nxn tipli iki reel kare matris olmak tizere M =A+ BI
notrosofik kare matris olsun. M tersinirdir ancak ve ancak A ve A+ B

matrisleri tersinir matrislerdir. M nin tersinir olmasi1 durumunda
M7 =" +1[(A+B)" -4 |

olur.

ispat A ve A+B tersinir matrisler ise o zaman (A+B)_l , A™' vardir. Bu

durumda M =A™ +I[(A+B)_1 —A’lJ oldugunu ispatlayalim.
MM =(A+BI) (A" 1] (4+B) " a7 )
=AA™ +1[ A(A+B)" ~AA™ +BA" +B(A+B) " ~BA™ |
=U,,,+1|(4+B)(4+B)" U, |
Uy +1[U, = U, |2, =M 7'M

oldugundan M matrisi M matrisinin tersidir.

Simdi M nin tersinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda M.S=SM =U,
esitligini saglayan bir S =S, + 5,/ matrisi vardur.

M.S=(A+BI)(S,+S,I)

10



= AS, +1[(A+B)(S, +S,)-AS, |
=V + 0, =SM

0 zaman sunu elde ederiz,

(a) S,A=AS =U

bu durumda A tersinirdirve A™' =S, dir.

nxn’

(b) (A+B)(S,+S,)—AS, =(S,+S,)(A+B)-S,A=0,, buradan

(S,+S,)(A+B)=(A+B)(S,+S,)=AS,=U,,, olur. Bu A+B nin tersinir

oldugunu gosterir.
Teorem 3.2.2 M tersinir matristir ancak ve ancak detM =0 dir.

ispat Teorem 3.2.1 den M nin tersinir olmasinin gerek ve yeter kosulunun

A+B ve A nin tersinir olmasi gerektigini biliyoruz. Bu yiizden

det(A+B)#0, detA#0 dir. Bu da detM =detA+1|det(A+B)—detA]=0

oldugu anlamina gelir.

Uyari 3.2.1 Bu teoremin tam olarak dogru olmadigy, tezin 4. kisminda Teorem

4.6 ve ornek 4.5(iii) ile gosterilmistir.

Ornek3.2.1 M

1 -1+1 1 -1 0 1 . . L
= + g notrosofik matrisini
I 2+1 0 2 1 1

0 1
olur.

10
(a) detA=2,A+B=L 3},det(A+B)=3, detM =2+1[3-2]=2+1#0

1 -1
diistinelim. Burada Az[o 2} , B

oldugundan teoreme gére M tersinir matristir.

1
(b) A'=
0

, (A+ B)f1 =l 1 elde edilir, buna gore

= =
W= O

11



T I IO O R
M= At wd[(aB) - |2 2 e 2= 2
I 1| I
0 =| |-= —=| [-21 =——1
2 3 6l L3

oldugu goriliir.

(c) MM™' :{1

0
0 J =U,,, oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.2.3 A,B nxn reel kare matrisler olmak lizere M =A+BI, nxn

tipli notrosofik kare matris olsun.
() M' =4 +1[(A+B) -4’ |

(ii) M nilpotenttir ancak ve ancak A ve A+ B nilpotenttir.

(iii) M idempotenttir ancak ve ancak A ve A+ B idempotenttir.

ispat (i) r lizerinden matematiksel tiimevarim kullanilarak ispatlanabilir: r =1
icin 6nermenin dogru oldugu agiktir. r =k icin 6nermenin dogru oldugu kabul

edilsin. r=k+1 i¢in dogru oldugunu asagidaki gibi ispatlanabilir:

M=t M= (A1 [ (a+BY - A% )(A+BI)
= A+ 1| AB+(A+B) A+(A+B) B-A"A-A"B|

= A 1[(A+B)" (A+B)- A" |

= AT 1] (A+B) T - At |
(ii) M nilpotenttir ancak ve ancak 3 re N* icin M" =0 dir. Budurumda
A +I[(A+B)r —A’} =0 dir. Buradan A"=(A+B) =0 olur. Bu da A ve

A+ B nin nilpotent oldugunu gosterir.

(iii) Ispati (ii) deki ispata benzerdir.

Teorem 3.24 M =A+BI ve N=C+DI iki nxn notrosofik kare matris

olsun.

(i) det(M.N)=detM.detN,
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(ii) det(M’l) =(detM )7l ,
(iii) detM =1 ancak ve ancak detA=det(A+B)=1

dir.

ispat (i) M.N=AC+I[BC+B.D+AD]

=AC+I[(A+B)(C+D)-AC]

oldugundan

det(M.N)=det(AC)+1|det((A+B)(C+D))-det(AC) |
=det A.det C+1I| det(A+B).det(C+D)—det(AC) |

=det A.det C+1| det(A+B).det(C+D)—det A.det C |

= (det A+ I[det(A+B)—det A]).(det C+1[det(C+D)—det C ])

=detM.det N

olur.

(i)  det (MM‘I) =det(U,,,)=1 olup buradan detM.det (M‘1 ) =1 yani
det(M™)=(detM)" elde edilir.
(iii) detM =1 olmas1 detA+1 [det(A +B)—det A] =1 olmasi demektir. Bu da

det A=det(A+B)=1 esitligini gerektirir.

Not: (iii) Bolimiundeki sonug kolaylikla asagidaki gercege genellenebilir:
detM =det A ancak ve ancak detA=det(A+B).

Tanim 3.2.3 A ve B iki nxn kare matris olmak izere M = A+ BI bir nxn

nétrosofik kare matris olsun. M ortagonaldir ancak ve ancak M.M" =U,

dir.

Teorem 3.2.5 M = A+ Bl bir nxn notrosofik matris olsun.

(a) M ortogonaldir ancak ve ancak A , B ortogonal matrislerdir.

(b) M ortogonalise detM e{l,—1,—1+21,1-2I} dir.
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ispat:
(a) M ortogonal notrosofik matristir ancak ve ancak M" =M ™" dir. Buradan

su esitlik ckar: A" +B'1=A" +I[(A+ B)_1 —A’l} . Boylece A'=A" ve
(A+ B)f1 =B"+A" =B"+A" =(A+ B)T esitlikleri elde edilir, ispat tamamlanur.
(b) M ortogonal ise det(M M T) =det(U,,,)=1 esitligi elde edilir. Buradan

detM.detM" =1 ve (detM)2=1 olur, béylece detM e{l1,—1,—1+21,1-21}

oldugu goriliir.
3.3 Notrosofik Diophantine Denklemler

Tezin bu kisminda sadece Diophantine denklemlere ait bilgiler verilmistir.
Sankari ve Abobala (2020) kaynagindan yararlanilmistir. Tezin 4. kisminda

notrosofik denklemlerin geneli hakkinda detayh bilgi ve sonuglar aktarilacaktir.

Tamim 3.3.1 Z[I|={a+bl:a,beZ} tam sayilar halkasi olsun. ki degiskenli

lineer Diophantine denklem asagidaki gibi tanimlanir:

AX+BY=C ; ABCeZ[I]

Teorem 3.3.1 Z[I|={a+bl:a,beZ} tam sayilar halkasi olsun.
X=x+x, ,Y=y+y,l , A=a,+a,] , B=b+b,] olmaklizere,

AX +BY =C iki degiskenli nétrosofik lineer Diophantine denklemi asagidaki
iki klasik Diophantine denkleme denktir.

() ax+by =¢

(ii) (al +c12)(x1 +x2)+(b1 +192)(y1 + yz) =c +c,

ispat: AX +BY =C ‘in (i) ve (ii) yi icerdigini gostermek yeterlidir.
AX + BY = C denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

(al +a21)(x1 +le)+(b1 +l)2])(y1 +y21) =c +c,/
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[alx1 +b,y, ] + [a1x2 +a,x, +a,x, +by, +b,y, +b2y2]1 =c +c,l
Buradan,
a,x, +by, = ¢, denklem (i) ve a,x, +a,x, +a,x, +b,y, +b,y, +b,y, =c, elde edilir.
Denklem(ii) yi elde etmek icin, ax, +a,x, +a,x,+by,+b,y, +b,y, =c, ye
denklem (i) eklenir.
ax, +by +ax,+a,x +a,x,+by,+b,y +b,y, =c, +c,
(a1 +a2)(x1 +x2)+(bl +192)(y1 +y2) =c +c,
denklem (ii) elde edilir.

Teorem 3.3.2 Z[I]|={a+bl:a,beZ} tam sayilar halkasi olsun.
X=x+x, ,Y=y+y,l , A=a,+a,] , B=b+b,] olmakiizere,
AX + BY =C iki degiskenli Diophantine denklemi ¢6ziilebilirdir ancak ve ancak

(a.b, )‘ ¢, ve (a,+a,.b+b, )‘ ¢, +c,dir.

ispat: Teorem 3.3.1'e gore Z[I] daki AX+BY=C nétrosofik lineer

denkleminin ¢éziimiini bulmak igin, Z deki asagidaki iki Diophantine denklem
coziilebilir.

(1) ax, +by =c

(i) (a,+a,)(x+x)+(b+b,)(n+y,)=¢ +c,

Z de denklem(i) ¢oziilebilirdir < (.5, )|¢, dir.

Z de denklem(ii) ¢oziilebilirdir < (g, +a,.b, +b,)|c, +c,

Bdoylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.3.1
(@) (2+21)X +(3+41)Y =5+5I nétrosofik Diophantine denklemi ¢oziilebirdir,

ginkii; (2,3)|5 ve (4.7)|10 dir.
(b) (2 + 31) X + (4 + 51) Y =5+1 notrosofik lineer denklemi ¢oziilebilir degildir,

clinkd; (2,4) 15 dir.

15



Not: Z[I|={a+bl:a,beZ} tam sayilar halkasi olsun.

X=x+x,0 ,Y=y+y,l , A=a +a,] , B=b+b,] olmakiizere,

AX +BY =C iki degiskenli Diophantine denklemi c¢o6ziilirken asagidaki
adimlar takip edilir.

(a) Teorem 3.3.2 ile ¢oziilebilirligi kontrol edilir.

(b) ax,+by, =c, denklemi ¢ozilir.

(@ (a,+a,)(x+x)+(b+b,) (v +y,)=¢ +c, cozilir.

(d) x,,y, hesaplanir.

Ornek 3.3.2 (2+2DX+ (3+4I)Y =5+5] nétrosofik  Diophantine

denklemini yukarida belirtilen adimlara gore ¢ozelim.

(a) Gozilebilirdir, ¢iinkii (2,3)|5 ve (4,7)/10 dir.

(b) 2x,+3y, =5 denklemi Z de klasik Diophantine denklemdir. C6ztimlerden
biri x, =4,y =-1 dir.

(©) (2+2)(x+x,)+(3+4)(y, +y,)=5+5

4(x,+x,)+7(y +y,)=10  Klasik Diophantine denkleminin bir ¢oziimii
(x+x,)=-1, (y+y,)=2 dir.

(d) x,=-5,y, =3 olur.

Buradan,  (2+2/)X +(3+4/)Y=5+5]  denkleminin  bir  ¢dziimii

X =4-5I,Y=-1+31I olur.
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3.4 Notrosofik Denklem sistemleri ve Cramer Kural

Tezin bu kisminda, iki bilinmeyenli nétrosofik denklem sistemlerinde Cramer
kuralinin kullanimi ile ilgili bilgi verilmistir. Alhasan (2021) kaynagindan

yararlanilmistir.

(ay, +b,1)x+(ay, +b,I)y=c, +d,I
(ay, + b, I)x+(a,, +by,l)y=c,+d,l
denklem sisteminde,

A a, +b,I a,+b,l
B a,, +b, I a,+b,I

det(A): a, +b,I a,+b,l

a,, +b,, I a,+b,I

c,+dl a.,+b,I a.,+b.1 c +d]l
det(x) B c1 +d11 0112 +b121 ’ det(y) B a11 +b111 c1 +d11 olur.
2 2 22 22 21 21 2 2

det(A)=a+bI oldugu kabul edilirse, asagidaki durumlara dikkat edilir.

1. det A#0 veya a#0 veya a#—b ise, sistemin asagidaki formiillerle verilen

tek ¢6ztimi vardir:

_ det(x) _det(y)
“det(4) * 77 det(4)

2. a=0 veya a=-b ise sistem ¢oziimsiiz.
3. det(A)=0+0I ise, iki durum olur,
i) det(x) ve det(y) den birisi 0 (sifir) degilse, sistem ¢oziimstizdir.

ii) det(xl. ) =0+0/[; i=1,2,..,n ise, sistemin sonsuz ¢é6zlimii vardir.

Uyar1 3.4.1 Cramer kuralinda x ve y bulunurken bdlme islemi yapilmaktadir.

Tezin 4. bollimiinde Teorem 4.2 de bélme islemiyle ilgili detayli bilgiler ve 6rnek
4.2 de bu durumlara ornekler verilmistir. Bu durumda yukarida belirtilen
maddelerde bazi hatalar vardir. Boyle denklem sistemlerinin olasi ¢6ziim

durumlarinin analizi i¢in, tezin 4. b6liimiinde yer alan Sonug 4.2 incelenmelidir.
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Ornek 3.4.1
(2+1)x+3y=5+I

(3-2I)x+2y=I

denklem sisteminin ¢6ztimiini bulalim,

2+1 3 2+1 3
A= ve det A= =4+21-9+61=-5+81#0+01 dir.
3-21 2 — 2
5+1 3 2+1 5+1
detx = =10-1 , dety= =-15+12] dir.
2 3-21
deetxz 10-1 _ 9.t Veyzdetyz—15+121=3_41 olur.
detA -5+8I detA -5+8I

Coziimiu dogrulamak igin, x ve y degerleri ilk denklemde yerine konulursa
sagladig goruliir:
(2+1)x+3y=(2+1)(-2+5I)+3(3—4I)

=—4-2[+10[+51+9-121=5+1 .

Ornek 3.4.2
2Ix+7y=1

3Ix+y=21 Denklem sisteminin ¢éztimiini bulalim,

21 7 21 7 ..
A= , detA= =21-211=0-191, detA=a+bl i¢cin a#0 ve
31 1 31 1

a#—b ise durumunu saglamiyor.
1 7
detx =‘21 1‘ =1-141=0-13] olur. O zaman,

_detx _0-131
detA 0-19I

(Tanmimsiz) oldugu i¢in sistem ¢oztiimsuzdiir.

Uyar1 3.4.2 Alhasan (2021) makalesinde, bu sorunun ¢oziimii bu sekilde
birakilip ¢6zlimsiizdiir denilse de, aslinda bu sorunun ¢6ziimi vardir. Tezin 4.
bolimiinde Teorem 4.2 de bolme islemiyle ilgili hiikiimler ve Teorem 4.7 ve
Teorem 4.8 de denklem sistemlerinin ¢6ziim durumlar ile ilgili hiikiimler
incelenirse, bu soruda verilen denklem sisteminin bir ¢6ziimii asagidaki gibi

olur:
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X :% sayisini ele alalim. Bu bdlme isleminin [m+nl: m+n:g, m,neR)

kosulunu saglayan sonsuz sayida m+nl seklinde ¢6zimiu vardir. Bir 6rnek

verilecek olursa, x = 131 bo6lme isleminin sonug¢larindan bir tanesi x = 10 + iI
191 19 19
olabilir.
21 1
dety= =1 y= dety = 1 olur. Bu bolme isleminin de
31 21 detA 191

(m+n1: m+n =I—;, m,n e Rj kosulunu saglayan sonsuz sayida m+nl seklinde

¢O6zimi vardir. Bir 6rnek verilecek olursa y = % — %I olabilir.

Bulunan bu x ve y degerleri, denklem sisteminde yerine konulursa,

denklemleri sagladig1 goriliir.

19 19 19 19 19 19 19

31(%1+%1j+[—i1j @I+il—il=§l=21 ikinci denklemi de

Zl(ﬂ+ilj+7(—ilj @I+£I—l1 =£1 =1 birinci denklemi saghyor.

19 19 19 19 19

saglyor.

Ornek 3.4.3
(2+1)x+3y=5+I
(3-2)x+y=I

denklem sisteminin ¢éztimiini bulalim,

2+1 3
A= , detA=
3-21 1

Bu durum, detA=a+bl da, a#0 ve a#—b olmalidir kosulunu saglamiyor.

(a=-7, b=7 ve budurumda a=-b)

2+1 3
3-21 1

‘:2+1_9+6I:—7+7I olur.

Bu yiizden ¢6zim yoktur.
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Uyan 3.4.3 Burada gercekten bu denklem sisteminin ¢éziimi yoktur. Ama
sebebi det A=a+ bl daki a#—b olmalidir kosulu degildir. Tezin 4. boliimiinde
bir denklem sisteminin ¢ozilebilir olma sartlari, Teorem 4.7 ve Teorem 4.8 de

belirtilmistir. Burada, soru 6zelinde, eger Cramer kuralini uygularsak,

5+1 3
detx = 1=5+I—31=5—21
X = detx _ 5-2/ olur. Burada b2l ¢R[I] dir. Tezin 4. kisminda Teorem
detA -7+7I —7+71

4.2 de bolme islemi ile ilgili bilgiler incelendiginde bu gortlecektir.

Ornek 3.4.4
(2+1)x+(1+1)y+(3-1)z=2+1
(-1+1)x+(3-21)y+(1+31)z=4+2I
(3+21)x+(4-1)y+(2-3I)z=5-1

denklem sisteminin ¢6ztimiini bulalim,

241 141 3-1 2+1 1+1 3-1
A=|-1+1 3-21 1+31|, detA=|-1+1 3-21 1+43[|=-30+211,
3+21 4-1 2-3I 3+21 4-1 2-3I
241 1+1 3-1 241 2+1 3-1
detx=|4+21 3-21 1+3[|=4+29], dety=|-1+1 4+2] 1+3[|=-35-31]
5-1 4-1 2-3I] 3+21 5-1 2-3I

2+1  1+1 2+1
detz=|-1+1 3-2I 4+2I|=-11+141 olur.Buradan,
3+21 4-1 5-1

L _detx _ 4+291 -2 477

" detA -30+21] 15 135
_dety -35-311 7 21

Y detA 304211 6 6
Cdetz -11+141 11 7

zZ= = =
detA -30+21/ 30 10

—2 4777 37,11 7
(x,y,2)=| =201, 24200, — -1
15 135°6 6 ' 30 10

olur.
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Coziimlin dogrulugunu test etmek icin, bulunan x, y ve z degerleri ilk

denklemde yerine konulursa,
(2+1) I +(1+1) 7,37, +(3-1) 7 =241 sagladig
15 135 6 6 30 10

gorultr.

Ornek 3.4.5
(2+1)x+(1+1)y+(3-1)z=0
(-1+1)x+(3-2I)y+(1+31)z=0
(3+21)x+(4-1)y+(2-3I)z=0

denklem sisteminin ¢dziimiinii bulalim,

2+1 1+1 3-1 2+1 1+1 3-1
A=|-1+1 3-21 1+31|, detA=|-1+1 3-2I 1+3[|=-30+21]
3+21 4-1 2-3I 3+21 4-1 2-3I
0 1+1 3-1I 2+1 0 3-1
detx=|0 3-2I 1+3[|=0, dety=|-1+1 0 1+3I|=0
0 4-1 2-3I 3+21 0 2-3I
2+1 1+1 O
detz=|-1+1 3-2I 0|=0 olur.Buradan,
3+21 4-1 O

X:detxzo , y:dety: ’ z:detZ:O
det4 det 4 detA4

(x,y,2)=(0,0,0)

olur.
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4., NOTROSOFIiK KARE MATRISLER VE NOTROSOFIK LINEER DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMLERI UZERINE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde, Ceven ve Sekmen (2023) tarafindan yayinlanan “On Neutrosophic
Square Matrices and Solutions of Systems of Linear Equations” isimli makaleye

yer verilmistir.

Teorem 4.1 «,f,y €R[I] olsun. af=ay ve N(a)=0ise f=y du.

ispat: a=a,+a,l, f=B+B,1, vey=y,+y,] olmak lizere aff=ay ve
N(a)#0 olsun. N(a)=a,(a,+a,)#0 oldugui¢in a, #0 ve o +a, #0 olur.
aff =ay olduguicin (, +a,I)(f,+f.1)=(o, + oI ) (7, + 7,1 )=

a B +((a+a)(B+B)-af) ] =ay +((a+a,)(r, +7,)—an )] olur.
Buradan, ¢, =7, ve a, #0 oldugu icin S =y, elde edilir. Aym sekilde
(a,+a,)(B+B)=(a,+a,) (7, +7,) ve o+, #0 oldugu icin B+ B, =y +7,
elde edilir. Bir onceki adimda elde edilen S =y, esitligi kullanilarak g, =y,

olur. Sonug olarak, =y oldugu gorilir.

Tanim 4.1 0¢a+b1,c+d1eR[1] olsun. c+dI =(k+t)(a+bl) olacak sekilde

bir k -+t eR[I] notrosofik reel sayisi var ise o zaman a+bl boler c+dl yi

c+dl

denir ve a+bl | c+dlI olarak gosterilir. Bu durumda ¥;
a+

=k+1t eR[I] olur.

R[] bolme islemine gore kapali degildir. iki nétrosofik saymin bolimii bir

notrosofik say1 olmayabilir.

Ornek 4.1 10+5/=(2+3I)(5-2I) oldugu i¢in 2+3/|10+5/ dir. Fakat

2+41 =(k+tl)(1-1) olacak sekilde bir k+# notrosofik sayisi yoktur. Bu

durumda 1-7 12 +4[ dir.
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y+ol
a+pl

Teorem 4.2 0= a+pl, y+5I1 eR[I] vex= icin

) ) _r ao — Py c
1)N(a+ﬂ])¢01sex—a+—a(a+ﬁ)l R[I]

ii) N(a+BI)=0ise,

a)a=0, y#z0isex= y+ol =7+51$R[1]

a+pl pl
b) a=0, y=0ise x= y+ol :£:m+nleR[l] m+n:£
a+pl Pl p
) f=—a#0, y+6#0isex= y+ol _ y+ol R[]

a+pl a-al

O f=-ar0, y=—520isex=20L V7L _V 1 R[I] (neR)
a+pl a-al «

ispat: i) N(a+pI)=a(a+B)#0 olsun. O zaman a#0 ve a+ =0 olur.

Buradan sunu elde ederiz,

. y+ol
a+ Pl

_(y+oI)(a+p-pI)

(a+pI)(a+pB-pBI)
_ y(a+pB)+(as-py)I

N(a+pI)
_r, ad=py
_a+a(a+ﬂ)IE]R[l]

ii) N(a+pI)=a(a+f)=0 olsun. 0 zaman o =0 veya a+4=0 dir.
( @+ pBI#0 oldugu icin, o ve g ikisi birden sifir olamaz.)

ilk olarak a¢=0 ve a+ £ #0 olsun.

1
o y+0

=m+nl olacak sekilde bir m+nl e R[I] var ise,
a+ Pl

ma =y ve (m+n)(a+f)=y+35 olmaldir.

a) =0 icin eger y #0 ise, ma =y olacak sekilde bir m e R yoktur.
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y+ol

Yani, y # 0 olmasi durumunda x= ¢ R[] dir.
b) a=0 ve y=0 ise, ma=y esitligi her meR igin dogru olur.

(m+n)(a+pB)=y+6 esitliginden m+n= O elde edilir. Boylece m+n= o

olmak iizere, x = y+ol _ol _ m+nl eR[I] olur.
a+pl Pl
c) a#0 ve a+ =0 olsun. O zaman f=-« elde edilir. ma =y esitliginden
m=2 elde edilir. (m+n)(a+pB)=y+5 esitliginden, (Z+nj.0 =y+J olur. O
a a
zaman y+0 #0 ise (Z+nj.0= y +06 olacak sekilde bir neR olmaz. Buradan
a
y+08 #0 olmak lizere, x = ol 40! ¢R[I] olur.

a+pl a-al
d) y+0 =0 ise, (l+n).0: y +0 esitligi her neR i¢in dogrudur. Bu durumda
a

1 —vl
herneRi(;in,x=7/+5 _r77 =1+nIeR[I] olur.

a+ pl a-al a

Ornek 4.2 ﬂ:2—116]1%[1],
1+17 2

2 R[] ,;—jzm+nleR[l] (m+n=2

oldugu durumda), %eR[l] ,her neR icin 2_211 =2+nl eR[I].

Teorem 4.3 0+ a, € R[I]olmak iizere ax = A bir nétrosofik lineer denklem
olsun.

i) N(a)#0 ise, ax = denkleminin R[/] da tek ¢dziimii vardir ve ¢dziim

_ap
N(a)

ii) N(a)=0 ve a|B ise, ax= denkleminin R[] da sonsuz ¢8ziimi vardr.

X olur.

iii) N(a)=0 ve a { B ise, ax = denkleminin R[/]da ¢6ziimii yoktur.

ispat: Teorem 4.2 den ispat agiktir.
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Ornek 4.3 i) (2+3I)x=4-1 Nétrosofik lineer denklemini disiinelim.

(2+31)(4-1)

N(2+31)=10#0 ve 2+3I =5-3] oldugu i¢in x = N (2+31)

=2——] olur.
5

ii) (1-7)x=3-3I denklemi icin, 1-7#0, N(1-1)=0 ve 1-1|3-3I oldugu
icin denklemin sonsuz sayida ¢o6zimi vardir. x=a+bl olsun. O zaman

(1-1)(a+bI)=3-3I oldugu icin a—al =3-3[ elde edilir. Buradan, a=3,
beR oldugu goriiliir. Bu durumda ¢dziim kiimesi {3+5I :b e R} olur.
iii) (1-7)x=2+1 Nétrosofik lineer denklemini digsinelim. 1-7=0 ,

N(1-1)=0ve 1-1{2+1 dir. (1-1)(a+bI)=2+1I olacak sekilde bir nétrosofik

a+bl sayisi olmadigi i¢cin denklemin ¢6ziimi yoktur.

iv) 2Ix=4I denkleminin ¢6ziim kiimesi {m+nl :m+n=2, m,neR} dir.

R deki ax+by=c (a#0 veyab+0) denklemini disiinelim.

i) b#0 ise ¢oziim kiimesi {(x F _baxj IX€E R}

ii) a #0 ise ¢oziim kiimesi {[C_by , yj: y ER} dir.
a

Simdi iki degiskenli bir notrosofik lineer denklemin ¢6ziimiinii arastiracagiz.

Teorem 4.4 «,f,ycR[I]vea#0, f#0 olmak iizere ax+pfy=y iki

bilinmeyenli bir nétrosofik lineer denklem olsun.

i) N(a)#0ise ¢oziim kiimesi {%, y]‘y e ]R[I]} ,

ii) N(,B);éO 1se ¢Oziim kiimesi {x,w]‘xeﬂql]},
i) N(a)=0ve N(f)=0ise

a) p | y —ax durumunu saglayan biitlin x ler i¢in sonsuz sayida y € R[l ] vardir,
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b) B 1  —ax durumunu saglayan x igin y € R[7] yoktur,
veya
C) a| y — [y durumunu saglayan biitiin y ler i¢in sonsuz sayida x € R[l ] vardir,

d) a t y— By durumunu saglayan y i¢in x € R[7] yoktur.

ispat: i) N(a)=0 ise, xz}/—aﬁy:(ﬂf—aﬂ&y)&:(7]:,,(5;’))5ER[1] olur. 0

Rl

zaman, ¢oziim kiimesi {[%, y}‘y € ]R[I]} olur.

ii) N () # Oigin, ispat (i) ile benzerdir.

yrax elde

iii) N(a)=0 ve N(B)=0 olsun. ax+py=y denkleminden y=

edilir. Bu durumda, Teorem 4.3 ile

Her xeR[I] igin S|y —ax ise, 0 zaman sonsuz sayida y = y— X

eR[I] vardr.

Fakat xe R[] i¢in B 1y —ax ise, 0 zaman R[I] da y=1"%

yoktur. Buradan
(a) ve (b) dogru olur. Benzer sekilde (c) ve (d) dogrudur.

Alhasan Y. A, Types of System of the neutrosophic linear equations and Cramer’s
rule isimli makalesinin 3.1 béliimiindeki analizine gore, iki bilinmeyenli her

notrosofik lineer denklem ¢oziilebilirdir. Fakat teorem 4.4 ten gorildigi lizere

bazi denklemler ¢6ziimstiz olabilir.

Ornek 4.4 i) (1+7)x+(2—1)y=1+2I denklemini diisiinelim. N(2-1)=2#0

ve 2—1=1+1 oldugu i¢in her x e R[] icin,

1+21 1+1

y= X
2—-1 2-1

L (L3,
2 2 2 2

olur.
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ii) 2Ix+3Iy=41 denklemini digsinelim. N(2/)=0 ve N(3I)=0 dir. Bu

4] -21Ix

durumda, her xeR[[] i¢in y= ve 31|41 -2Ix oldugu i¢in sonsuz

sayida ¢oziim vardir. Ornegin, x =0 icin, y = a+bl (a +b= %j ¢oziumleri olur.

Ciinkii % = {a +bl R[]

a+b:ﬂ} dir.
3

i) 2Ix+3ly=1+4/ denklemini diisinelim. N(2/)=0 ve N(3I)=0 oldugu

gorilir. Bu durumda, her x e R[/] igin y:$ ve 31 {1+41-2Ix oldugu

icin bu denklemin ¢6ziimii yoktur.

Abobala vd. (2021) de, M = A+ BI matrisinin determinanti, A ve B bilesenleri
bakimindan bir tanim olarak verilmisti. Bu o6zellik, asagida teorem olarak

verildi.

Teorem 4.5 A ve B, nxn reel matris ve M = A+ BI olsun. M nin determinanti,

detM =det A+ (det(A+ B) —detA)I dir.

ispat: M=A+BI = [mij ]zxz VA= [a.. }M ve B= [bi}lxz olsun. O zaman,

ij
det(M) =my, My, —m,,m,,
=(a,, +b,,1)(ay, +b,,I)—(ay, +b,,I)(a, +b,,I)
=0,,0,, =00y, + (011b22 + bllaZZ + b11b22 - a12b21 - b1zaz1 - b12b21 )1

=0y,0,, — 0,0, +

(011b22 + b11azz + b11b22 +0a,ay, + 0,0y, —4,ay, —04,,0,; — a12b21 - blzaz1 - b12b21 )I
=0,,0dy, —a,,dy, _((an + b11 )(azz + bzz ) _(a21 + b21 )(alz + b12 ) - (anazz —a,,0,5, ))I
=det A+(det(A+B)—detA)I

olur.
Boylece n=2 i¢in iddia dogrudur. Simdi n-1 i¢in iddianin dogru oldugunu

kabul edelim. O zaman 1. satirin kofaktor agilimiyla,
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det(M)=m,M,, +m,M,, +..+m, M, dir. Burada M,;, m,=a,, +b, I (1<j<n)
nin kofaktériidir. M,; ,A,; ve B, matrisleri sirasiyla M , A ve B matrislerinin 1.
satir ve j. siitunlarmin silinmesiyle elde edilen (n—1)x(n—1) altmatrisler
olsun. M;; = A, +B, I ve

M, =(-1)" detM;, =(-1)"”(det 4, +(det(4;, + B;, )~ det 4, )1

oldugu goz ontine alinarak asagidaki islemler yapilir.

det(M)=m,,(det 4, +(det(4;, + B, ) ~det 4, )1)
—m,, (detA'12 +(det(4,+B],)- detA;Z)I)
+otm, (1) (det 4, +(det(4;, + B, )~ det 4, )1)
=m,, det A, —m,,det A, +..+m, (-1) " det A,
+(m,, det(A,, +B,,)-m,,det(A,,+B,, )+..+m,, (-1) " det(4,, +B,,)
_(mn det A, —m,,det A, +..+m,, (~1)"" det A;n))z
=det A+(det(A+B)—detA)I

Boylece, teorem her neZ" icin dogru olur.

M™" matrisinin varligini incelemek icin asagidaki teorem yazilabilir. Ama éncesi
suna dikkat edelim, herhangi bir a+bl € R[] i¢in N(a+bI)=0 ise a(a+b)=0
elde edilir. Boylece a=0 veya a+b=0 olur. O zaman a+bl notrosofik sayis},

bl veya a—al seklinde bir nétrosofik sayi olur.

Ayn1 zamanda, Tanim 3.1.1, Onerme 3.1.1.(vi) ve Teorem 4.5 ile M= A+ BI

olmak iizere, N(det M)=det A.det( A+ B) oldugu goriilir.

Teorem 4.6 A ve B, nxn reel matris ve M = A+ BI olsun. O zaman,

N (det M ) #0 ancakve ancak M tersinirdir.
ispat: N(detM)#0 olsun. O zaman, detA=0 ve det(A+B)#=0 oldugu elde

edilir. Buradan detM =0 olur. M.Adj(M)=detM.I, oldugu biliniyor. Buradan
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_ 1
detM

1
detM

M Adj(M)=1, olur. K Adj(M) olsun.

1 detM detM
detM detM.detM N(detM)

GR[I] oldugu icin, K matrisinin biitiin

entrileri nétrosofik reel sayilardir ve K =M dir. Béylece, M tersinir matristir.

Karsit taraftan bakarsak, M tersinir matris olsun. O zaman MN =NM =1 olacak
sekilde bir N=C+ DI notrosofik matrisi vardir. Buradan (A + BI)(C + DI) =1 ve
(C+DI)(A+BI)=I, oldugu i¢in AC=CA=1,ve

(A+B)(C+D)=(C+D)(A+B)=I, elde edilir. Béylece 4 ve A+B tersinir reel
matrislerdir. Bu durumda, detA=0 ve det(A + B) #0 oldugu icin,

N(detM)=det A.det(A+B)#0 olur. $una dikkat edelim, N(detM)=0 olmasi

durumunda ( bu detM =0 olmasini icerir ), M nin tersinir oldugunu kabul

edelim. O zaman M.M "' =1 _oldugu i¢in det(M.M’l)zl elde ederiz. Buradan
det(M).det(M’1 ) =1 olur. O zaman,

N(det(M).det(M’l))=N(detM).N(detM’1)=N(1)=1 esitligi dogru olmaz.
0

Boylece M tersinir matris olmaz.

1+1 3-1

Ornek 4.5 i) M={ 0 0 } olsun. N(detM)=N(0)=0 oldugu igin, M

tersinir degildir.

2—-1 1+1

ii) M:{ 3 I} olsun. detM=-3+1#0 ve N(detM):6¢0 dir. Boylece

M tersinir matristir ve
M- = 1 4] -1-1
-3+1|-3 2-1

:(—3+_12)(_—12—1)'[i}; _21—_11}
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1 4] —1—1}

:5'(_2_1)'{—3 2-1

1 {—121 2+41}

T 616431 —4+1

olur.

31 0
iii) M:[O 21} olsun. O zaman detM=6[#0 ve N(detM)=0 olur.

Teorem 4.6 ile M nin tersi olmaz. Ikinci bir yol olarak, M matrisinin

M_l_a+b1 c+dl
e+ fl g+hl

} gibi bir tersi var ise, M.M ™' =1 oldugu i¢in 3I(a+bl)=1

ve 21(g+h1)=1 elde edilir. Fakat teorem 4.2 ile yukaridaki esitlikleri saglayan

a,beR ve g,heR yoktur. Boylece M matrisinin bir tersi yoktur.

Uyar1 4.1 Teorem 4.6 ve Ornek 4.5.(iii) ile det M#0 durumu, M nin tersinir
matris olmasi i¢in yeterli degildir. Bu ylizden, Abobala vd (2021) makalesinde

verilmis olan teorem 3.4 biitliniiyle dogru degildir.

Simdi, A ve B nxn reel matris olsun ve C=D+EIl nx1 siitun vektor olsun ve

M = A+ BI olsun. MZ =C notrosofik lineer denklem sistemini diisiinelim.

Teorem 4.7 N(det M) #0 ise MZ =C notrosofik lineer denklem sisteminin tek

¢6ziimil vardir ve bu ¢éziim Z=M"'C dir.

ispat: Teorem 4.6 ile, M tersinir bir matristir. MZ=C yi M ile soldan

carparak, Z=M"'C elde edilir. Eger Z, ve Z,, MZ=C nin iki ¢6zimi ise, o

zaman MZ, = MZ, olur. Soldan M ile ¢arpilarak Z, = Z, elde edilir.

Asagidaki sonug, M=A+BI ve C=D+EI olmak tizere, A, B, D, E bilesenleri
ile MZ =C notrosofik lineer denklem sisteminin ¢ozim vektori Z=X+YI yi

aciklar.

30



Sonuc¢ 4.1 A ve B, nxn reel matris ve Dve E, nx1 reel slitun vektor olsun.

M=A+BI, nxn matris ve C=D+EI, nx1 siitun vektor olsun. N(detM);tO
ise, MZ=C notrosofik lineer denklem sisteminin ¢oziimi Z=X+YI

vektoriidiir. Burada X =A"'D ve Y=(A+B) (D+E)-A"D dir.

ispat: Teorem 4.7 ile Z=M"'C elde edilir. Buradan Teorem 3.2.1 kullanilarak,
Z=X+YI
=M'C

:(A_1 +((a+B)" —A‘l)l)(D+EI)
= A"D+(A"E+(A+B) ' D-A"D+(A+B) E-A"E)I
=A"D+((4+B)" (D+E)-A4"D)I

elde edilir.

Ornek 4.6 (2-1)Z, +(1+1)Z,=1+2I
3Z, +41Z,=3+41]
denklem sistemini diisiinelim. Burada,
2—-1 1+1 2 1 -1 1 1+21 1 2 Z | .
M= = + I ,C= = + l,7Z= dir.
3 4] 30 0 4 3+41 3 4 Z,
|G W —
A B D E

-121 2+41
Teorem 4.7 kullanilirsa, M~" = 1
6+31 —-4+1

oldugu icin,
1 2 g

Y= 1 - g 110 -1
Z=M"C= elde edilir. Sonu¢ 4.1 kullanilirsa, A~ =— ,
-1+21 3|-3 2

-1 1] 4 -2 o
(A+B) =l 3 1 oldugu icin,

X:AID{ 1} , Y:(A+B)‘1(D+E)—A10=m elde edilir.

1
Buradan, Z=X+YI = olur.
-1+21
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Teorem 4.7 ve Sonucg 4.1 de, N(detM);tO oldugunda MZ =C nétrosofik lineer
denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi arastirilmistir. N (detM):O oldugunda M

nin tersi olmadig icin, M~ kullanilarak bir ¢dziim bulunamaz. N(detM):O

olmasi durumunda asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.8 det M =0 fakat N(det M) =0 ise MZ=C notrosofik lineer denklem

sisteminin ya birden fazla ¢6ziimii vardir ya da hi¢ ¢6ziimii yoktur.

ispat: detM=0 ve N(detM)=0 oldugu i¢in Cramer kuralini kullanabiliriz.

) det M. ] }
Z ¢ozumiinin i -ninci bileseni Z, = L olur. Burada, i =1,2,...,.n olmak tizere

detM

M., C vektoriyle M nin i -ninci sitununun yer degistirilmesiyle olusan
matristir. detM|detMi olacak sekildeki biitiin i-ler icin, teorem 4.2 ile Z, e]R[I]

dir. Buradan MZ =C bir ¢6ziimden fazlasina sahiptir. det M { det M, olacak bazi

i-lericin Z, ¢ R[I] dir. Boyle bir durumda MZ =C nin ¢6ziimu yoktur.

Ornek 4.7 3IX+(1+1)Y =6l
21Y =41
sistemi icin,

31 1+1 61 o |
M:{O 21]CZLI]dethﬂ;tO,N(detM):Od1r.Ik1nc1denklem11e

Y= % =p+ql (p +q=2,p,qe R) elde edilir. ilk denklemde yerine konularak,

sz olur. Bu durumda, p=0 ise, 3I|(4—q)I ve X:(

4-q)l
D gy
I

dir. (p#0 igin, 31)(—p+(4—q)1 oldugu i¢in ¢6ziim olmaz). Buradan, p+q=2

oldugu icin, g=2 ve Y =2I elde edilir. Boylece verilen nétrosofik lineer

denklem sisteminin ¢6zimii

ngz u+vl:u,velR, u+V=g
3] 3
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Y=2I

olur.

Reel lineer cebirde, det A#0 oldugunda, AX =B sisteminin yalniz bir ¢ézimi

olduguna dikkat edelim.

Ornek 4.8 3IX+(1+1)Y =6l

21Y =1+41

sisteminde, 2/ 1 1+ 4] oldugu i¢in ¢6ziim yoktur.

Sonu¢ 4.2 M nin nxn notrosofik matris ve C nin nx1 siitun vektér oldugu
MZ =C sistemini diistinelim.

i) N(detM);tO ise, MZ =C notrosofik lineer denklem sisteminin tek ¢6ziimii

vardir. (Teorem 4.7)

ii) detM=0 fakat N(detM)=0 ise, MZ=C notrosofik lineer denklem

sisteminin ya birden fazla ¢6ziimii vardir ya da ¢6ztimi yoktur. (Teorem 4.8)
iii) detM =0 ise, MZ =C denklem sisteminin ya birden fazla ¢6ziimi vardir

ya da ¢6ziimi yoktur.

Uyar1 4.2 Sonug 4.2 ve yukaridaki érnekleri géz oniine aldigimizda, Alhasan’in
makalesindeki bolim 4.2 deki belirtmis oldugu bazi sonuglarda ve bazi
orneklerde hatalar oldugu goriiliir. Alhasan’in makalesindeki 6rnek 4.2.2 deki
2Ix+7y=1

3Ix+y=21

sisteminin ¢6zlimsiiz oldugu belirtilmisti, halbuki sonsuz sayida ¢6ziimii vardir:

131
X=——=<u+vl
191

uvelR, u+v:E
19

1
=——1
T

olur.
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5. SONUC VE ONERILER
Bu tez g¢alismasinda notrosofik kare matrisler ve noétrosofik lineer denklem
sistemlerinin ¢oziimleri lizerine ¢calisilmistir. Elde edilen bazi sonuglar asagidaki

gibi 6zetlenebilir.

a=a-+bl nin eslenigi ¢ =a+b—>bl dir.

a=a+bl nmnormu N(a)=a(a+b) dir.

M = A+ BI matrisinin determinanti det M =det A+ 1 [det (A + B) —det A] dir.

M = A+ BI matrisinintersi M '=A"+1 [(A + B)_l - A*I} dir.

a, B,y €R[I] icin N(a)#0 ve af=ay ise f=y dir.

0=a+pl, y+SIeR[I] ve x=2* icin,

. . 7 aod — Py
i) N(a+,81)¢01sex—a+—a(a+ﬂ)le]R[I]

ii) N(a+pI)=0ise,
y+ol  y+0ol
a+pl Pl

y+ol =ﬁ=m+nleR[l] m+n=é
a+pl  pl L
y+512y+51¢R[1]

a+pl a-al

a)a=0, y#0isex=

zR[I]

b) =0, y=0isex =

)f=—a#0, y+0+#0isex=

d)f=—a#0, y=—0#0isex= y+ol :y_ylzl+nIeR[l] (neR) dir.
a+pl a-al «
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O=a,fe R[l] icin ax = f notrosofik lineer denkleminin ¢6ziim durumlar:
asagidaki gibidir:

a.p
N(a)

ii) N(a) =0 ve a| B ise ax =S denkleminin R[/] da sonsuz ¢bziimii vardir.

i) N(a)#0 ise ax=f denkleminin R[/] da tek ¢oziimii vardir x =

iii) N(a) =0 ve a { S ise ax = 8 denkleminin R[] da ¢oziimii yoktur.

a, By e ]R[I] ve a #0, f#0 olmak lizere ax+ fy =y iki bilinmeyenli bir

notrosofik lineer denklemin ¢6ziim durumlari asagidaki gibidir:

i) N (&) # 0 ise ¢oziim kiimesi {[%, y]‘y gl ]R[I]} ;

ii) N () # 0 ise ¢oziim kiimesi {[x,ml‘x € ]R[I]},
N(p)
iii)) N(ar) =0 ve N(B)=0 ise,
a) S | y —ax durumunu saglayan biitiin x ler i¢in sonsuz sayida y € R[I ] vardir,
b) 1 y —ax durumunu saglayan x i¢in y € R[7] yoktur,
C) a| y — By durumunu saglayan biitlin y ler i¢in sonsuz sayida x € R[[ ] vardir,

d) a t y— By durumunu saglayan y i¢in x € R[l ] yoktur.

A ve B nxn reel matrisler ve M = A+ BI notrosofik reel matris olmak tizere,

M tersinirdir ancak ve ancak N(detM )0 dur.

N(detM )#0ise MZ = C notrosofik lineer denklem sisteminin tek ¢oziimii

vardir ve bu ¢éziim Z =M ~'C dir.

detM #0 ama N(detM) =0 ise MZ =C notrosofik lineer denklem sisteminin

ya birden ¢ok ¢6ztimii vardir ya da ¢6ziimi yoktur.
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det M =0 ise MZ =C notrosofik lineer denklem sisteminin ya birden ¢ok
¢O6zimi vardir ya da ¢ozlimii yoktur.

A ve B, nxn reel matris ve Cve D, nx1 reel stitun vektor olsun. M=A4+BI,
nxn matris ve C=D+EI, nx1 siitun vektor olsun. N(detM)=0 ise, MZ=C

notrosofik lineer denklem sisteminin ¢6ziimii Z = X +YI vektoriidiir. Burada

X=A"DveY=(A+B) (D+E)-A"D dir.
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