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Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Aralik 2024, 52 sayfa

Bu tezde, s-konveks fonksiyonlar kullanilarak Riemann-Liouville kesirli integraller iceren
Newton tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ek olarak, Holder ve Power-mean esitsizlikleri
yardimiyla yeni Newton tipli esitsizlikler igeren sonuglar bulunmustur. Ayrica, elde edilen
sonuglarin 6zel durumlari, literatiirdeki calismalara bir genelleme olarak verilmistir.

Anahtar sozciikler: Newton Tipli Esitsizlikler, Riemann-Liouville Kesirli Integralleri,
s-Konveks Fonksiyonlar.
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ABSTRACT

FRACTIONAL NEWTON TYPE INEQUALITIES FOR s-CONVEX FUNCTIONS

Davut ALEMDAR
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK
December 2024, 52 pages

In this thesis, Newton type inequalities including Riemann-Liouville fractional integrals
are obtained by using s-convex functions. Moreover, new Newton type inequalities are
obtained by using Holder and Power-mean inequalities. Furthermore, special cases of the
obtained results are given as a generalization to the studies in the literature.

Keywords: Newton type Inequalities, Riemann-Liouville Fractional Integrals, s-Convex
Functions.
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1. GIRIS

Esitsizlikler, matematiksel analizde iki veya daha fazla ifadenin biiyiikliik, kiiciikliik ya
da esit olmama durumunu gostermek amaciyla aciklanan bir kavramdir. Matematigin
bir ¢ok alaninda; analiz, cebir, geometri ve diger pek cok alt alanda 6nemli bir yere
sahiptir. Bu tiir ifadeler, belirli bir iligkiyi tanimlamak ve sistemler arasinda sinir koymak
icin gelistirilmistir. Ornegin, optimizasyon problemlerinde belirli bir degiskenin veya
fonksiyonun minimum ya da maksimum degerini bulmak amaciyla, esitsizlikler temel
araclardan biri olarak kullanilir. Bunun yam sira, esitsizlikler farkli fonksiyonlarin belirli
bir aralikta nasil davrandigini anlamak icin de kullanilir ve bu sayede bircok uygulamada

Oonemli bir yer tutar.

Esitsizlikler tizerinde yapilan calismalar, genellikle fonksiyonlarin sinir degerleri,
ortalamalar veya diger matematiksel 6zellikleri tizerinde bir ¢erceve sunarak analizlere
katki saglar. Matematiksel teorilerin gelistirilmesinde oldugu kadar miihendislik, ekonomi
ve fizikte de bu ifadelerden genis 6l¢iide yararlanilmaktadir. Newton tipli esitsizlikler gibi
ozel tiirler, diferansiyel denklemler, optimizasyon ve daha pek ¢ok alanda 6zel uygulama
alanlar1 bulur. Esitsizliklerin 6zellikleri ve sinir kosullar tizerine yapilan bu ¢alismalar,
yalnizca teorik bir ¢ercevede kalmaz; ayn1 zamanda ¢ok genis bir pratik uygulama alanina

sahiptir.

Esitsizlik alaninda yapilan ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan kaleme alinan "Inequalities” kitabidir [1]. 1934 yilindan sonra elde edilen yeni
esitsizlikleri igeren "Inequalities" adli kitap 1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman
tarafindan yayimlanmigtir [2]. 1970 yilinda Mitrinovi¢’in yayimladig: yukarida sozii edilen

iki kitapta yer almayan konular1 "Analitic Inequalities" isimli kitabinda yer vermistir [3].

Konveks analiz, matematikte konveks kiimeler ve konveks fonksiyonlar tizerine odaklanan
bir alt alandir. Konveks bir kiime, bir uzay igerisindeki herhangi iki nokta arasindaki

dogru parcasinin tamamen kiime icinde kaldig1 bir kiime olarak tanimlanir. Bu tiir



kiimelerin 6zellikleri ve yapisal analizi, konveks analiz ¢alismalari i¢in temel teskil eder.
Benzer sekilde, bir fonksiyonun konveks olmasi, belirli kosullar1 saglamasiyla iligkilidir;
ornegin, bir fonksiyonun grafiginin altindaki bolge her zaman egrisel veya dogrusal bir
cizgiyle iist sinirlandirilabilir durumdaysa bu fonksiyon konvekstir. Konveks fonksiyonlarin
tiirevleriyle olan iligkisi ve optimal deger arayisindaki kullanimi, konveks analizi oldukca

onemli bir ara¢ haline getirir.

Konveks analiz, optimizasyon teorisi, ekonomi, miihendislik ve matematiksel fizik
gibi bir¢ok alanda énemli bir yer edinmistir. Ozellikle dogrusal ve dogrusal olmayan
programlama, optimizasyon problemleri ve ekonomi modellemesi gibi alanlarda konveks
yapilarin analizi ve bu yapilarin nasil optimize edilecegi iizerine ¢alismalar yapilmaktadir.
Konveks fonksiyonlar, minimum ve maksimum noktalarini belirleme, tiirevleriyle arama
siireclerini basitlestirme gibi Ozellikleriyle dikkat ¢eker ve hesaplamali matematik ile
teorik matematikte siklikla kullanilir. Ayrica, konveks analiz, dier bircok matematiksel
yontemle birleserek daha karmasik yapilarin ve sistemlerin anlagilmasinda yol gosterici bir

rol iistlenir.

Kesirli analiz, matematigin kesirli tiirevler ve kesirli integraller iizerine odaklanan bir alt
dali olarak dikkat ceker. Klasik tiirev ve integral kavramlarinin genellestirilmesiyle ortaya
cikan kesirli analiz, daha karmasik dinamik sistemlerin ve siireclerin daha iyi anlagilmasina
olanak tanir. Bu baglamda, kesirli tiirevler ve integraller, belirli bir siireye yayilmis
bellek etkisi gibi fenomenerin modellenmesi i¢in kullanilir. Geleneksel tiirev ve integral
islemlerine gore daha esnek ve genis bir kullanim alanina sahip olan bu yap, cesitli bilimsel
alanlarda uygulamali olarak kullanilmaktadir. Saygin matematikg¢ilerden biri olan Newton
1661 de vebadan ka¢gmak icin ailesiyle gittigi ¢iftliklerinde kaldig: iki yil igerisinde tiirev
ve integral lizerine ¢caligmalar yapmustir. Fakat bu calismalarini hemen yayimlamamustir.
Newtondan habersiz olarak Leibniz ise tiirev ve integral tanimlar iizerinde ¢alismis 1684

ve 1686 yillarinda yayimlamistir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarinin temeli ise 1695°te Leibniz’in L’Hospital’e
"Tam sayil1 mertebeden tiirevlerin anlami tam sayili olmayan tiirevlere genisletilebilir mi?"
surusunu sordugu bir mektupla baglar. Bu mektuba L’Hospital ise "1/2. mertebeden olursa

ne olur?” sorusu ile cevap vermistir. Leibniz "ileride bir giin ¢ok giizel sonuclara yol



acacak ancak simdilik bir paradoks" demistir. Bu mektuptan sonra kesirli tiirev ve integral
bircok matematikgi icin ¢alisma alan1 olmustur. Ancak kesirli tiirev ve integral tanimlarini

ilk olarak Liouville ele almigtir.

Kesirli analizde, en yaygin kullanilan tanimlardan biri Riemann-Liouville kesirli tiirevi
ve integralidir. Bu tiir tanimlar, klasik tanimlardan farkli olarak fonksiyonlarin ge¢cmis
degerleriyle daha genis bir iligki kurmayr miimkiin kilar. Boylece fizik, miihendislik,
biyoloji ve ekonomi gibi alanlarda ¢ok cesitli sistemler modellenir ve analiz edilir. Ayrica,
kesirli diferansiyel denklemler, kaotik sistemlerin incelenmesi ve kontrol teorisi gibi bir¢ok
alanda derin bir etki yaratmistir. Kesirli analizin uygulamalari, sadece teorik ¢alismalarda
degil, ayn1 zamanda pratik problemler ve miihendislik sistemlerinin ¢éziimiinde de biiyiik

Oonem tagimaktadir.

Kesirli hesabin popiilaritesi son yillarda bilimin cesitli alanlarindaki genis uygulama
yelpazesinden dolayr artmistir. Kesirli hesabin onemi goz Oniine alindiginda, kesirli
integraller igin cesitli operatorler dikkate aliabilir. Ornegin, Erden ve ark. tarafindan
belirli bir kuvvette mutlak degerdeki ilk tiirevi aritmetik-harmonik olarak konveks olan
fonksiyonlar i¢in ¢esitli Newton tipli esitsizlikler elde edilmigtir [4]. Buna ek olarak,
Sitthiwirattham ve ark. tarafinfan bazi Newton tipli esitsizlikler, diferansiyellenebilir
konveks fonksiyonlar icin Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanilarak ispatlanmistir
ve sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in cesitli Riemann-Liouville kesirli Newton tipli
esitsizlikler sunulmustur [S]. Yine bu konuda yapilmis olan bir¢ok ¢alisma icin [6, 7, 8, 9,

10, 11, 12] refreranslarina bakilabilir.

Newton-Cotes kareleme kurali, Simpson’1n ikinci kuralinin temelini olugturur. Bu temelden
haraketle elde edilen sonuc¢larin Newton tipli esitsizlikler oldugu literatiirden bilinmektedir.
Newton tipli esitsizlikleri dikkate alan bircok matematik¢i olmustur. Ornegin, Gao ve Shi
tarafindan ikinci tiirevleri konveks olan fonksiyonlar i¢in baz1 Newton tipli esitsizlikler
ispatlanmistir [13]. Luangboon ve ark. tarafindan kuantum integrallerle birkag Newton
tipli esitsizlik olusturuldu [14]. Noor ve ark. tarafindan [15] ve [16] kaynaklarinda
sirastyla harmonik konveks ve p-harmonik konveks fonksiyonlarla baglantili Newton tipli
esitsizlikler ispatland1. Ustelik Ali ve ark. tarafindan kuantum tiirevlenebilir konveks

fonksiyonlar icin bazi Newton tipli esitsizlikler elde edildi [17]. Ayrica, Erden ve ark.



tarafindan Newton tipli kareleme formiiliiniin ¢esitli hata tahminleri, sinirli varyasyon ve
Lipschitzian fonksiyonlar1 ile sunulmugtur [18]. Newton tipli esitsizliklerle elde edilmis

bazi sonuclar i¢in [19, 20, 21] referanslarina bakilabilir.

Bu tezin amaci olarak ise su siire¢ gbz oniinde bulundurulabilir. Literatiirde Hezenci
ve Budak tarafindan Riemann-Lioville kesirli integralleri iceren birinci tip Newton
esitsizlikleri elde edildi [22]. Ayrica Hezenci ve ark. tarafindan Riemann-Lioville kesirli
integralleri i¢in ikinci tip Newton esitsizlikleri elde edildi [23]. Bu tezde elde edilen
Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren birinci tip Newton esitsizlikleri i¢in s-konveks

fonksiyonlar kullanilarak genellestirilmis, yeni esitsizlikler ve sonuglar elde edilmistir.

Bu tezin bu bdliimden sonra gelecek olan ikinci boliimiinde tez boyunca kullanilmig
olan temel tanim ve teoremler verilir. Ugiincii boliimde ise literatiirde elde edilmis olan
birinci tip Riemann-Lioville kesirli integralleri iceren Newton tipli esitsizlikler verilir.
Dérdiincii boliimde ise literatiirde elde edilmis olan ikinci tip Riemann-Liouville Kesirli
integrallerini iceren Newton tipli esitsizlikler verilir. Tezin besinci boliimii ise bu tezin ana
boliimiinii olusturmaktadir. s-konveks fonksiyonlar kullanilarak elde edilen Newton tipli
esitsizlikler elde edildi. Bulunan esitsizliklerde parametrelerin 6zel secimleri ile literatiirde
hangi ¢aligsmalar1 genellestirdigi verilmektedir. Ayrica sonuclar ve Oneriler boliimiinde
ise okurlara burada elde edilmis sonuglarin 6neminden ve gelecekteki yapilabilecek

calismalardan s6z edilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu boliimiinde tez boyunca kullanilan temel tanim ve teoremler verilir.

Tanmm 2.1 (Konveks Kiime). L bir lineer uzay ve A C L olmak iizere Vsr,y € A i¢gin
B={z€eLlL:z=ox+(l—a)y, 0 <a <1} CA ise A kiimesine konveks kiime denir.
Eger z € Bise z = ax+ (1 — a)y esitligindeki > ve y nin katsayilar igin ot + (1 — o) = 1
bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki &, 1 — o yerine
o + B = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan o, 8 reel sayilari alinabilir. Geometrik
olarak B kiimesi u¢ noktalari s ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva

eden kiimedir [24].

Tamm 2.2 (J-Konveks Fonksiyon). A, R de bir aralik olmak iizere her s,y € A i¢in

o(#12) <ot re0)

sartin1 saglayan bir @ fonksiyonuna A itizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir [3].

Tanim 2.3 (Kesin J-Konveks Fonksiyon). Her s¢,y € A ve s # y igin,

o (#12) <ot e0)

esitsizligi saglaniyorsa, @ fonksiyonuna A iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir [3].

Tanim 2.4 (Konveks Fonksiyon). @ : A C R — R fonksiyonu, s,y € Ave n € [0, 1] igin

oMo+ (1=1)y) <no()+(1-n) o) (2.1)

esitsizligi gecerli ise @ fonksiyonuna konveks fonksiyon olarak isimlendirilir. Esitsizlik

tam tersi oldugunda @ fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [25].



Tanm 2.5 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon). R, = [0,), @ : Ry — R bir

fonksiyon ve 0 < s < 1 olsun. a® 4+ 3° = 1 olmak iizere Vc,y € R ve her a, 8 > 0 icin

o (o + By) < @0 () + o () (2.2)

esitsizligi gecerli ise @ fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Birinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi KS1 ile tanimlanir [26].

Tamm 2.6 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon). o :R, - R ve 0 < s < 1

olsun. o, >0, a+ 8 = 1 olmak iizere Vs¢,y € R, i¢in

o(ax+By) <ad’w(x)+po(y) (2.3)

esitsizligini saglayan  fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi K? ile gosterilir [26].

Burada birinci anlamda ve ikinci anlamda s konveks fonksiyon tanimlart s = 1 icin konveks

fonksiyon elde edilir.

Tamm 2.7 (h-Konveks Fonksiyon). /2 : A C R — R pozitif bir fonksiyon olsun. ¥,y € A,

o € (0,1) olmak tizere
o(ax+(l—a)y) <h(a)o(x)+h(l—a)o(y) (2.4)

kosulunu saglayan @ fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirdigi

takdirde & fonksiyonuna h-konkav fonksiyon denir [27].

Tanim 2.8 (Quasi-Konveks Fonksiyon). S C R" bostan farkli bir kiime ve @ : § — R bir

fonksiyon olsun. Vsz,y € Sve A € [0, 1] i¢in

O(Ax+(1—21)y) <max{o(x),0(y)} (2.5)
sartin1 sagliyorsa @ fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir.
Ayni kosullar altinda

®(Ax+(1—21)y) >max{w(x),o(y)} (2.6)

6



ise @ fonksiyonuna quasi-konkav fonksiyon denir [28].

Tanim 2.9 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon). ® : A — R bir fonksiyon ve V¢, y € A olsun.

o <%T+y) < max{o (), ()} 2.7

esitsizligi saglaniyorsa @ fonksiyonuna J-quasi-konvekstir denir [28].

Tamm 2.10 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon). ® : A — R bir fonksiyon olsun. y > sz,
0 > 0 kosullart altinda Vs¢,y,y+ 6 € A ve Va € [0, 1] olmak tizere

(@ (o +(1-a)y) + o ((1 - @) x+ay)] <max{o(x),0(y)}  (2.8)

| =

esitsizligi saglaniyorsa @ fonksiyonuna Wright-quasi-konvekstir denir [28].
Tamm 2.11 (log-Konveks Fonksiyon). ® : A — R ve A C R aralik olsun. Vsz,y € A ve
o € [0, 1] olmak iizere

o(ox+(1—a)y) <o%(x) o %) (2.9)

esitsizligi saglaniyorsa @ fonksiyonuna log-konvekstir denir [25].
Tanim 2.12 (r-Konveks Fonksiyon). ® pozitif bir fonksiyon olsun. Vs, y € [k, k3] ve

A €10,1] i¢in

0rt(1-2)y) <] PO ATU=M0"R), r0 (2.10)

A 1-1
(@) @), r=0
esitsizligini saglayan @ fonksiyonuna [k, k»] aralifinda r-konveks denir [29].

Tanmm 2.13. » € R, i¢in gamma fonksiyonu,

I'(»)= /we_nn”_ldn
0

olarak tamimlanir.

gamma fonksiyonunun

C(sc+1) =2 (%), x€RT

7



gibi ozellikleri vardir [30].

Tamim 2.14. Beta fonksiyonu », y € R™ igin

1
— -1
B(m)z/O n* !t (1-n)""dn
olarak tanimlanir.

Beta fonksiyonu, gamma fonksiyonu cinsinden

() TO)

B(s,y) = m,

%,y €RT

olarak yazilir [30].

Tanim 2.15. o € L[k}, k], K1, K € R’yi kj < k» ile ele alahm. @ > 0 mertebesinden

o - . N A .
+@ ve Jo o Riemann-Liouville kesirli integralleri sirastyla

T 0() = ﬁ/:(%—n)“‘l o(m)dn, x>k

veE

S 00 = gy [ =" wlman. x<r

biciminde verilir [31, 32].

Tanim 2.16 (Integraller icin Holder Esitsizligi). p > 1 ve %4—5 =1, 0 veg, [k, k]

araliginda taniml reel fonksiyonlar olsun. @ € L, [k1, k2| ve g € L, [k, K] olsun.

[ o ([t

esitsizligine Holder Esitsizligi denir [33].

Ayrica Holder Egitsizliginin 6zel bir sonucu olarak verilen power mean Esitsizligi asagidaki

gibi ifade edilmektedir.



Tanmm 2.17 (Power Mean Esitsizligi). ¢ > 1 olsun. Ayni zamanda @ ve g, [Kj, K]

araliginda tanimli reel fonksiyonlar olsun. Eger @ € L[k, k] ve g € L, [Ki, K] ise

[MlaGaseatae= ([lotorax) " ( [TlaGallsoarax)

esitsizligi saglanir [33].

Esitsizlik teorisi, matematigin bir¢ok dalinda ¢ok sayida uygulamaya sahip, énemli bir
konudur. Bir¢ok matematik¢i Hermite-Hadamard, Simpson ve Newton tipli esitsizlikleri
izerine calismalar yapmigs ve bunu genellestirmek adina s-konveks fonksiyonlar,
yari-konveks fonksiyonlar, /og-konveks fonksiyonlar vb. dahil olmak iizere cesitli
fonksiyon siniflari icin genisletmekle ¢ok ilgilidirler. Son yillarda kesirli analiz, konveks
fonksiyonlar iizerindeki esitsizlik teorisinin bir dizi alaninda ispatlanmig uygulamalari
nedeniyle ilgiyi artirmistir. Hermite-Hadamard tipli esitsizlik, Simpson tipli esitsizlik ve

Newton tipli esitsizlik kullanilarak yeni formiillerin sinirlar1 elde edilebilir.

Simpson tipli esitsizlikler Simpson kurallarindan tiiretilir ve agagidaki esitsizlik bi¢cimini

alir:

i. Simpson’in 1/3 kurali veya Simpson’in kareleme formiilii:

/:a)(z)d%z Kzg'q [a)(iq)+4w (Kl—;Kz) +a)(1<2)}

seklindedir [34].
ii. Simpson’in ikinci formiilii, genellikle Simpson’in 3 /8 kurali veya Newton-Cotes

kareleme formiilii olarak bilinir:

/:Za)(%)d%

1

— 2 2
- 2 il {a)(lq)-l-&o (%) +30 <%> +a)(K‘2)} :

bi¢cimindedir [34].

~

Klasik Simpson tipli esitsizligi asagidaki gibidir:



Teorem 2.18. Eger o : [x1, k2] — R, (K1, k») iizerinde dordiincii mertebeden tiirevlenebilir

ve siirekli bir fonksiyon ve H o™ H = sup |0@W (%)‘ < oo, olsun bu durumda
° xe(ky,k)
1 K1+ K2 1 /Kz
— | 4o ® — o(x)d
Lot (555) et i

1
< ol
= 2880Hw LK)

esitsiziligi gecerlidir [35].

Klasik Newton tipli esitsizligi asagidaki gibidir:

Teorem 2.19. @ : [k, k] — R ,(k}, k») iizerinde dordiincii mertebeden tiirevlenebilir

ve siirekli bir fonksiyon olduguna ve H o™ H = sup
= xe(Kk)

o® (%)’ < oo olduguna dikkat

ediniz. O zaman esitsizlik:

1 2 2 1 K2
’§ {w(m)+3a) (@) +3w (#) +a)(1<2)} ~Ners /Kl a)(%)d%‘

1
" chalelL s o
= 6480Hw (=K

seklindedir [21].

Diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar i¢in iyi bilinen Riemann-Liouville kesirli

integralleri yardimiyla bazi Newton tipli esitsizlikler asagidaki sekilde verilmektedir:

Teorem 2.20. o : [k, k] — R siirekli bir fonksiyon (k, k) ve @' € L; ([k1, k»]) olsun.

|@’| fonksiyonu [k, k»] tizerinde konveks olmak iizere, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

'é [a)(lq) +30 (%) +30 (%21@) +a)(1c2)}

I'(a+1) o a
_ W [jKl+w(Kz)+JK2_w(K1)]‘
(K — K1)

< 5 (Q1 (&) +Q (@) + Q3 () [0 (k1)| + |0’ ()] -

10



Burada,

1
3
Q (a) zgln“—é\dn
200 (1\1+% 1 1 in(§)
ﬁ (g) *+ (a+1)306+1 24 0<a S h_[(i)?
I in(4)
3
Q) (a) zlfln“—%\dn
3
20!-&-]71 1 ll’l(%)
Tar1)3e 6 0<a<ln(%),
_ ) 20 o\t 1ot In(y) In
=1 ai(2) “t GgipeT 2 mgi <a<
1_p0+1 1 In é;
(a+1)3a+l +67 ln(%) < a,
Qs (a)

30!+1_206+1 o l
(130T — 247

20 (z)l-i-é + pa+l | g0+l 35
8

o+1 (a+1)3o€+1‘ — 24>

seklindedir [36].

11




3. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI iCIN
BIRINCI TIP NEWTON ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde oncelikle bir esitlik verilecektir. Bu esitlik kullanilarak Hezenci ve Budak
tarafindan elde edilen birinci tip Riemann-Lioville kesirli integrallerini icereren Newton

tipli esitsizliklere ulagilir [22].

Lemma 3.1. o : [k}, k2] — R, fonksiyonu (kj, k») aralifinda tiirevlenebilir olsun ve

o' € L [y, k] olacak sekilde siirekli bir fonksiyon ise, 0 zaman dzdeslik

% {0)(1('1) +30 (@) +30 (Kl +32K2> +(D(K2)}

20-I0 (@ +-1)
(102 — K1)*

K — K
_k 1[A1+A2]

{JM@(K1)+J%+Q)(K2)}
2 2

seklindedir. Burada

2
3

A= (0= 1) [of (Bt 20) - @' (B 252) [ an
0
1

o= e [ (B 50) o (150
3

bicimindedir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla

SIS

12



SHERIIESEES)

_|_—
2(ky — K1)
2

3

20 a1 n 2—-1 n. . 2-1
KZ—KIO/n {w(zxz-i- ;K +o 21<1+ 5K dn

(@ (k1) + @ (K2))

elde edilir. Benzer sekilde
2— 2—
m*—1) [w’ (gxz+ 2”1<1> —o (gKIJr znxz)}dn (3.2)

e () ) b))

1
2o o—1 n 2—-n1 n 2—
Kz—rqz/n [(D(2K2+ 2 Kl>+w(2Kl+ 2 KZ)}dn'

3

Ay =

u\N\
—_

(3.1) ve (3.2) toplanirsa

A1+ As (3.3)
. 1 2K+ K K|+ 2K
=26 x) {w(:q)+3a) (—3 )+3a) (—3 >+a)(1<2)]
1
__ 2@ a1 (M 221 n.,2-m
K2_K_]O/T[ |:w(2K2+ 5 K1)+a)(2K1+ 5 Kz)}

elde edilir. 1 € [0,1] igin 3 = i + 251k ve y = Ty + 2,0k, degisken degisimi

yapilirsa (3.3) esitligi asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

AL+As (3.4)
e 000 30 (22 130 (E22) )
g [ 7 o+ 320 000
]

(3.4)’1n her iki tarafini % ile carpilirsa, Lemma 3.1 in ispat1 tamamlanir.

13



Teorem 3.2. Lemma 3.1 varsayimlarinin gegerli olmak iizere ve eger |@’| fonksiyonu

[k1, k2] araliginda konveks ise, bu durumda

‘% [a)(iq)+3a) (@) +3w (%ZKZ) +a)(1<2)] (3.5)

20T (@ 4-1)
(k2 — K1)*

< B (@1 (o) + 2 (@) [|of ()] + [0 ()]

V’%Kz—“’("”*j%ﬁ"(’@”

Newton tipli esitsizligi saglanir. Burada

Q () = /3
0

ve |
1 1 1 2\ %!
Q - 1— o = - — — _ — .
2(@) z/( n*)dn = 3 a+1+a+1(3)
3

Ispat. Lemma 3.1 ifadesindeki esitligin mutlak degeri alinirsa

‘é [a)(iq) +3w (w) +3w (%21{2) +a)(1<2)] (3.6)

27T (e + 1)
(10 —K1)*

2
K —K :
§2 1/
4
0

2 — 2—
o’ (gxfr 2”1q)‘+‘co’ (gk’]—l— 2”1@)” dn

| Ftin 0w ()|

1
a_—
n“- 4

14



elde edilir. |@’| fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan

‘% [a)(Kl)+3a) (2K13+K2) +3w (Kl +32K2) +w(1<2)]

27T (a+1)
(k2 — K1)*

2
3
Ky — Kj
<
L
0

|0)’<K1)‘+2_Tn|a)’(1(2)‘]dn

|:j1(<)f+x2w<7(1)+g71?1‘+1<2+(0(1(2):| ‘
2 2

3| B+ 25w )

_|_

+
m\m\}_ Nl:
—
|

1) | Fa (e + 257 0! (1)

+ g|w’(K1)\+2_Tn|w’(K2)\} dr[}

=28 (@) @)+ (@) [ (k)] + [0 ()]

olur ve ispat tamamlanir. O

Teorem 3.3. Lemma 3.1 varsayimlar1 gecerli ve llj + é = 1 olmak iizere, g > 1 icin |@’|

fonksiyonu [k, k»] araliginda konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

‘l [0)(K1)—|—3(0 (ZKI;LKZ) +3w (Kl J;ZKZ) +a)(1<2)] (3.7)

8
20T (@ 4-1)
(k2 — K1)®

2

3
Ky — Kj o 1
< i
=73 /” 4

0

jg+K2w(Kl)+jg+Kz+w(K2)} ‘
L 2 2

p
p

dn

(\a)’(rcz)|q+95;m/(,q)‘q)é+ (\w’(m)lq;S!m’(m)\q)é]

1
+ /(l—n“)”dn

(510 (k)| + 7|0 ()[1\ 7 (5]’ (k)| + 7|0 ()| 7
| (et Tl Y (slel e Tle Y |

Newton tipli esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. Holder esitsizligi (3.6) ifadesinde uygulanarak

‘% [a)(Kl)+3a) (2K13+K2) +3w (Kl +32K2) +w(1<2)]

205*11—‘(06—{—1) o "
_ W |:j1<lJ2rr<2(D(K1)+jK142rK2+(D(K2):| ‘

2
K — K /
S2 1 /
4
0

p

P
dn

|
a—_
=y

; n -n_\/
X /a)/(EK2+ 5 K1> dn
0
, 1
3 P 2
+ /77 —7| @
0
) 1
/ n. . 2-n 1\
/ —i
X /a)(21q+ > K2> dn
0
1
1 P
+ /\n“—ll”dn
2
3
1
1 g q
(n 2—-n
X /(1)(21(2—{- 5 K'l) dn
2
3
1
1 P
+ /\n“—ll”dn
2
3
1
1 ‘ q
2 —
X /(D/(gKl—f— anz> dn
2
3

elde edilir. |@’|? fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan

‘% [w(xl)+3a) (2K1;L Kz) +3w (Kl JEZKZ) +w(1<2)}

20-1 1
B _(a+a ) jgﬂsz('(l)'f'jgﬂz 60(1(2)
(KZ Kl) 2 7+

16



" +5]0’ (k)|

2 i
[(n 21
/(5\(0/ z)q+Tw’(K1)|q)dn)
0
, 1
P P
3 . lp
/77 — 7| @n
0

o' (1) " +5 | (1) |

)+

:(wm) 9

1
1 p
e

)

9

"+ 7]0" ()|

|

(5|a) K) \q+7|a) (%1 |q) +(5|a)’(1<1)

17
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bulunur ve ispat tamamlanr. [

Teorem 3.4. Lemma 3.1 varsayimlar gegerli olmak iizere ve |@’|, ¢ > 1, fonksiyonu

[K1, k»] araliginda konveks fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki Newton tipli esitsizlik

saglanir:

oo () () o] on

27T (o + 1)
(ko — k1)
K2 — K1

@ @) [ @0 ()] + 24 (@) 0 (k)]

|

T (@ () [[szs(a) o ()| + Qg () [ (1) ]

[ﬂfz"z—“’<"l>+~7ﬁ;mw<"2’u

<

T

Q=

+ Q3 (a) |0 (k1) 7+ Qu () | @ (12)|]

Q=

+[Qs (o) |0 (k1) + Q6 () | @ (K2)|7] ‘11] } .

Burada, Q; (o) ve Q; (o) Teorem 3.2 ifadesinde tanimland1 ve

Q; (a)
2
3 n 1
_ (M e_ !
- / 2 ‘" 4“1"
0
142 o+2 In(§
2(%1]2) (1) "+ 2(a1+2) (3)" "% O<a< 1HE§§’
1 1 2y 042 ln(l)
36 2(at2) (3) . ln(%) <o
.Q.4 (OC)

1+ +1
(D) g (3)° 0o )
+ 1 1+2 1 2y 042 3 ln(g)’
_ " 2(a+2) (Z) T 2(a+2) (?) T 367
+1 +2 In(1
A @ i <e




ln 5 | 1 o) a+2
_ 21 _n% = — — 2

.Q.S((X)—Z/z(l n )dn 36 2(a+2)+2(a+2) (3) ’
3

T at3 1 (2 ot 1 2\ “*?
36 2(a+1)(a+2)  a+1\3 2(a+2)\3 '

Ispat. (3.6) de power-mean esitsizligini uygulanirsa

‘é [a)(iq)+3a) (ZKI;LKZ) +3w (Kl +32K2> +a)(1<2)]

2T (a+1)
(k2 —K1)*

K> — Kj
<
cmnlf,

| Tiin 0w 78m 0 ()|

1
=3

Q=

Q=

19



1
=3

1
+ /In“—lldn
2
3

q

2_
o (glﬂ + 2”1@)

1
< | -1l
2
3
bulunur. |@’|? fonksiyonu konveks fonksiyon oldugundan

‘é [a)(rq)+3w (21{1;,{2) +3w (Kl zsz) +a)(1<2)}

29710 (a + 1)
(k2 —K1)*

2
K —K /
S2 1 /
4
0

T 0(k)+ T8 0|

1
=3

1
n“—z‘dn

X
o\u\w
=
IS}
|
TN

Wi
—_
|
Q=

T

20



1
2 —
X /|n°‘—1|{g|w’(iq)\q+7n\w’(1<2)|q dn
2
3

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.
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4. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI ICIN IKINCI
TIP NEWTON ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde oncelikle bir esitlik sunulur. Bu esitlikten yararlanilarak Hezenci ve ark.
tarafindan elde edilen ikinci tip Riemann-Lioville kesirli integrallerini icereren Newton

tipli esitsizlikler verilir [23].

Lemma 4.1. o : [k}, k2] — R, fonksiyonu (kj, k») aralifinda tiirevlenebilir olsun ve

o' € Ly [y, k] olacak sekilde siirekli bir fonksiyon ise

é [(D(K’])—I—3(D (@) +3w (%21{2) +C0(7<2)]

29I (a4+1) [, K1 + K o K| + K
- ® ®
(ko — K1) ® {‘Zﬁ ( 2 >+ e ( 2 )}

= KZZK] [Al +A2].

esitligi elde edilir. Burada

seklindedir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla

\w\.—
=
IS

A = 4.1)

X
| — R )
e,
N
[
o |+
=
i
+
—_
o |
=
A
~__
|
T~
[
o |+
]
—_
| |
=
2
~__
_ 1
QU
=



2
Kz—Kln

1+ 1-— 1+ 1-—
X{(D( 2”1(2-1— 2171(1)-1—0)( 2nK1+ 2”1(2):|
o—1
Kz—Kl/n
+ — 1+ 1-—
x{a)( 2”1<2+ an1)+w( 2n1q+ anczﬂdn

o 2 1\“ o K] + 2K P 2K1 + K>
K —K \3 3 3

1

1
3

0

3
20 o—1
Kz—Kl/n
0
I+n 1—n I+n 1—-7n
x{a)( 5 K+ 5 K1)+a)( > K1+ > Kz)}d?‘l

elde edilir. Benzer sekilde

1+ 1— 1+ 1-—
a)’< 2nK2—|— 2n1q>—a)’< 2nK1+ zn@)}dn
2 N\N* 3
e o)+ ()] - KZ_K1(<§) —z)

{ (’“22"2) o))

1 + n -1 l1+n 1-n
x{a)( > 1<2+ 5 K1)+a)( > K1+ 3 K )| dn
esitligine ulagilir. (4.1) ve (4.2) kullanilarak

A+ A
1
2(1(2— Kl)

X {a)(m)+3w (2K1;Kz) +30 (Kl 221{2) +w(1<2)}

23
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1

. 200 /nal
K2 — K1
0

1+ 1-— 1+ 1—
xlw( 2”1<2+ 2171q>+a)( 2n1q+ ZnKzﬂdn

esitligi bulunur. n € [0,1] i¢in 3 = HTT’KZ +1 Sl vey = 1+n Ki + 1k, degisken

degisimi kullanilarak (4.3) esitligi

A+ Ay 4.4)
_ —2(K21_ - {a)(m) +30 (—2K1;L Kz) +3w (—Kl +32K2) + CO(Kz)]
T a(412) c0(212)
bi¢iminde yazilabilir. (4.4) denkleminin her iki taraf 2 4 L ile ¢arpilarak Lemma 4.1
ifadesinin ispati tamamlanmis olur. [
Teorem 4.2. Lemma 4.1 ifadesinin sartlarim gecerli olsun. |@’| fonksiyonun

[K1, ko] tizerinde konveks oldugu varsayilsin. Bu durumda
1 2K + K K + 2K
'g [w<K1)+3(U (sz) +3w (1T2> —|—(1)(K'2)] 4.5)

R e L |

< 25 @ (0) + 9 (0) | (k)] + 0 (2]

kesirli Newton tipli esitsizligi elde edilir. Burada,

3 1\ ot
- -
oc+1(3> ’
0

—_

ve

24



seklindedir.

Ispat. Lemma 4.1 ifadesinin mutlak degeri kullanilarak
1 2K1+ K K] + 2K
‘g [w(m)+3a)< = 2>+3a)< R 2)+w<:<2)] (4.6)

24°I0(a+1) [, K1 + K o K+ 15
e [ (158 e (250

[ (5t ) o (520 500

Jin}

esitsizligine ulagilir. |@'| fonksiyonu konveks oldugundan

'% {w(:q)+3a) (21{1;’(2) +3w (Kl 227@) +a)(1c2)]

_2“‘1F(a+1) o g K1 + K LT K| + K
(KZ . KI)OC K1+ 2 K> — 2




esitsizligi elde edilir. Bu da Teorem 4.2 ifadesinin ispatini tamamlar. [
Sonug 4.3. Teorem 4.2 ifadesinde o = 1 alinirsa

'% |:0)(K1>+3(1) (@) +3w (%ZKZ) +a)(1<2)}

K

— ‘fwﬁﬂdn

K2 — Kj
K

1
25(1(2 — Kl)

= e L@ (k)] +]o ()]

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlik Sitthiwirattham ve ark. [5] tarafindan elde edilen

esitsizliktir.

Teorem 4.4. Lemma 4.1 ifadesinin kosullar1 gecerli olsun. |®'|?, g > 1 fonksiyonu [k, k]

tizerinde konveks olsun. Bu durumda, % + Cl] = 1 olmak tizere

‘% {a)(lq) +3w (@) +3w (%21{2) +a)(1<2)} 4.7)

2470 (a+1) [, K1+ Ko o K| + K
e | Ao (152 oo (250

1
_ K-k 1 1\ P\ »
- 4 (ap+1)\3

§ (ﬂw%nﬂ%+ﬂwmxgw)2+(ﬂwmxgw+5mf@gw)é]

36 36

1
p

31’
n“—z dn

1

+ /
1
3

) <srw/<xz>\4+\w'<m>\qy+<5|w/<x1>\4+\w'<xz>W>3]}

9 9

seklindeki Newton tipli esitsizlik elde edilir.

Ispat. (4.6) ifadesinde Holder esitsizligi uygulanirsa

'% {a)(icl)+3co (@) +3w (%21{2) +a)(1<2)]

2470 (a+1) [, K1 + K o K| + K
| o (M) e (M5

(2 — K1)

26



1
3
(1+n  1-m /[
x/w<21c2+21<1 dn
0
1
% P
+/|n°‘!”dn
0
1
! a
J(1+n  1-m [
x/a)<21<1+21< dn
0
1
1 p
3[7
o
——| d
+/n 3| 4N
1
3
1
/ 1+7 1-7 4 '
, _
x/a)<21<2+21<1)dn
%
1
1 » P
+/n°‘—— dn
1
1
1 1 1 a '
X /w<+n ZnKz) dn

bigiminde yazilir. |@’|? fonksiyonunun konveksliginden yararlanilarak

’% [a)(iq)+3w <2K13+K2> +3w (Kl +32K2) +a)(1<2)]

_2“‘1F(oc+1) @ o KTR N K| + K
(Kz—Kl)a K1+ 2 Kz— 2

Kz_ “ /n“”dn

)4
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Q=

<=

Q=

700 (k)| +5]0' (k)|7\ 7 | (710 (k)| +5]0 ()| ¥
< : 36 1 ) +’< : 36 : ) ]

<=

3

n% =] dn

+
w\»—\_

(5|w'<1<2>|:+|a>'<1q>|q>5+ <5lw’<'<1>|q9+|w’<’<2>'q>‘l’] }

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.5. Teorem 4.4 ifadesinde o = 1 alinirsa, (4.7) esitsizligi

‘% [w(:q)+3(o (@) +30 (%ZKZ) +w(1<2)]

1
K2 —Kj

7w(n)dn

Ki

K — K| 1 NP5\
< = + (=
<= 6) ()

X [(5|a)'(K2)’q+ !w/(Kl)\q>fli+ (5|(o’(;<1)|q+ ’CO’(KZ)\QY,]

9 9

. (ﬁ (%)pﬂ)é
(

700 ()4 +5]0 (k)| \ 7 (7]@ (k)] + 5|0 (k)] 7
X[( 35 1)+( T 2)”

esitsizligine doniigiir. Burada g > 1, 1%4-%1 =1 seklindedir.

Teorem 4.6. Lemma 4.1 varsayimlari gegerli olmak iizere ve g > 1 igin |@’|? fonksiyonu

[k1, k2] tizerinde konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

’% [co(K1)+3co (@)Jﬁa)(’q +32K2>+(0(K2)} (4.8)

o—1
e ne(742) (3]

(k2 — K1)

e {(91 (e0)' s [[93 (@) |0 ()| + Q4 (@) | @ (31)]]

+(@ ()" ﬁ%(a) o (12)[* + Q6 (@) @' (x1) ]

Q=

IN

T

+ [0 (@) o (k)| +-Q4 () |0 (1) |

Q=

+ Q5 (o) |’ (k1) + Q6 () |0 (K2)|] ;] }

seklindeki Newton tipli esitsizlik saglanir. Burada Q; (&) ve € (a) Teorem 4.2 ifadesinde

verilmistir ve

Qs (@) = 0/3 <1+Tn) ntdn = ¢y iOIC;EZc+2) (%) ““,

29




o o+l
1-n n%dn = 200+5 1 ,
2 6(a+1)(a+2)\3

seklindedir.

Ispat. Power mean esitsizligi, (4.6) ifadesine uygulanirsa

'é[a)(’fl)‘i—?’a) (21{1;’(2)+3a)(K122K2)+w(K2)]
24°I0 (a+1) [ ., K| + K> o K| + K
e [ (150 e (250

| -1
K K / q
2 — K]
<2 B [man
0

30



N

1
3
_ q
X /|Tla’ (0/(1+n'<2+1 nKl) dn
2 2
0
) "
+ /In“ldn
0
1
1 q
_ q
X /|n°‘! w/<1+nK1+1 nKz) dn
/ 2 2

Q=

q
dn

2 2

a)’<1+niq+1_n1<2)

seklindeki esitsizlige ulagilir. |@’|? fonksiyonunun konveksligi yardimiyla

‘é [a)(rq)+3a) (ZKI;L,Q) +3w (Kl 22’(2) +a)(1<2)}

22°Ir(a+1) [, K+ 10 “ K| + K
e e (137 rae (0]
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1[5 (o) [0 (k)] + Q6 (1) @ ()| ] 5} }

esitsizligi bulunur. Boylece Teorem 4.6 ifadesinin ispati tamamlanmis olur.

Sonucg 4.7. Eger Teorem 4.6 ifadesinde o = 1 segilirse, g > 1 i¢in

K2

% {w(KIHBw (ZKI;L’Q) e (Kl +32K2) +a)(r<z)} - K /w(n)cm
K—K J

- 12

’ { Kll‘w/(KZ)ngﬂwl(M)‘q);Jr(11’a"(Kl)‘qlzﬂw’(Kz)!q)‘]’]
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17\ =7
3

x [(973 o ()" + 251 |‘”/(K1)|q) | + (973 | (x1)|? +251 |w’(1<2)|q> ;]

576 576

esitsizligine ulagilir.
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5. s-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN BiRINCI TIP NEWTON
ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde Boliim 3’te verilen Lemma 3.1 kullanilarak yeni sonuglar verilecektir.

Teorem 5.1. Lemma 3.1 nin kosullar1 saglansin. Eger |@’| fonksiyon [k, k»] araliginda

s-konveks ise, bu durumda asagidaki kesirli Newton tipli esitsizligi vardir:

‘% [a)(Kl)+3w (2K13+1<2>+3w<1<1 +321<2>+w(’(2)} 5.1)

291 (a+ 1)

(e — K1)
<2 ; L) (0,5) + Y2 (06,8) + Y3 (@,5) + Yo (,5)) [ ()] + |0 ()]

{jpgf;@_w(K1)+j;?f;Q+w(K2)]‘

Burada,

Tl(aas)
2
3 s .
— —_— a_—
- /(2) L 4"[”
0
( s+1 Ots+1
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(-G ) e (-G

Ve

olarak tamimlanir.

Ispat. Lemma 3.1 ifadesindeki esitligin mutlak degeri alinirsa

‘% [a)(Kl)+3a) (2K1;L Kz) +3w (Kl JEZKZ) +w(1<2)} (5.2)

27T (a+1)
(1 —K1)*

[j,?p@w(iq)nLng w(Kz)]
7 el

2 — 2 —
X Hw/<gxz+ nxl)‘+‘w/(gxl+ anQ)Hdn

2_
0% (gKl—i— 2”K2> ]d?’]}

bulunur. |®'|’nin s-konveksligi kullanilarak agagidakiler elde edilebilir:

‘% [a)(icl)+3a) (2K13+K2) +3w (Kl JEZKZ) +w(1<2)}

27T (a+1)
(1 —K1)*

{j,%w(m)—f—f:% w(Kz)]
2 A
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_k ; 0y (o, 5) + X0 (0,8) + X5 (00,5) + Ta (@,5))

x [ (k)] + | (k)] -

Boylece ispat tamamlanir. [
Sonuc 5.2. Teorem 5.1 de s = 1 segilirse, bu durumda

‘% [a)(iq)+3a) <2K13+K2)+3a)(’<1 J;Z’Q)Jra)(@)} (5.3)

20T (@ 4-1)
(k2 —K1)*

2B (@1 (@) + B (o) [|of ()| 4+ ()]

V%—“’“‘””%ﬂ’(’@”

<

Burada,

b (@)

2

. |
o

= ——|a

/n 4' n

0
200 (1) 1+g 1 (2yatl g In(7)
an (@)t (3 -6 0<06<—1né),
1 1 2y 0+1 ln(l)
s—arm(3) n(Z) < %

D, (a)

1 1 1 /2\%"!
= 1-n"dn=-—-—— 4+ (= _
/< n)dn 3 a+1+a+1(3)

Bu esitsizlik Hezenci ve Budak tarafindan [22] de verilmistir.

Sonug 5.3. Teorem 5.1 ifadesinde o = 1 segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

‘é[(o(rq)n%w (21(‘13—1-1(2)_’_30)(1(1—;21(‘2)+w(K2)] (5.4)

36




K>

/w<n)dn

Ki

(Y1 (1,8)+ Yo (1,s)+Y3(1,s)+Ysq(L,s))

1
K2 — K

K — K
SZ 1

<[l ()| [ ()]

Burada,

T [22s+3 (s+11)(s+2)] * (;)”1 (12(sisl+)(2~v+2)) ’

Yo (1,s)

B s—6 AN 7
p 2(s+1)(s+2)+<§) G+ (5+2)

(2 st 5526
3 6(s+1)(s+2)

Ve

1 1 4s+2 4s+1
5[(s+1)(s+z)+3s+2(s+2)_3s+1(s+1) '
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Sonu¢ 5.4. Teorem 5.1 de o = 1, s = 1 secerek, Sitthiwirattham ve ark. [5, Remark 3]

tarafindan ispatlanan asagidaki esitsizlik elde edilir:

‘é {w(K1)+3w (ZKI;FKZ) +3w (Kl 227@) +a)(1<2)]

K

— fwmwn

K2 — K
K

1
25(1('2— K'l)

< PR (107 ()| + o ().

Teorem 5.5. Lemma 3.1 kosullarinin saglandigini ve |@’|? fonksiyonunun (burada ¢ > 1)
[K1, k»] aralifinda s-konveks oldugu varsayilsin. O halde asagidaki Newton tipli esitsizlik

gecerlidir:

'% [a)(xl)+3(o (2K1;K2>+3w<'q+32k2)+a)(1<2)] (5.5)

27T (o +1)
(12— K1)*

2
K —K ;
§2 1 /
4
0

(s ) o

[Jff;,cz_a)(m)Jrj,?f;Kuw(Kz)] ‘

o 1p
-7 dn

s+1 é
I = (S1+ 1) 25+1 . (%) ] |(D/(K1)‘q>
s+1
n <2s (sl+ 3 95+l _ <g) ] ‘(DI(K2)|q

1 2\, g
o (5) o)

1 .
1
AV 4
* !O LR I Py
3

1 4\ 1! , g
“agen |(5) o) |
1 o) s+1 ,
sorm |- ()
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1
* 25(s+1)

(3)" = o) ‘1’] }

Ispat. (5.2) esitsizliginde Holder esitsizligi kullanilirsa,

‘% [a)(lcl)+3a) (ZKI;LKZ) +30 (Kl J;zkz) +w(1<2)]

270 (a+ )
(e — K1) ®

2
K —K /
§2 1 /
4
0

1,11
Burada, >t = 1 dir.

T () T8 0]
2 2

p

o 1p
U dn

-

A .
X /a)/(EK'z—f— > K]) drl
0
vy
+ /71 _4_1 dT[
0
1
2 1
3 n 2 .
, JE—
8 /w(2K1+ 2 Kz) an
0
| 1
+ /\n“—llpdn
2
3
1
1 n - .
(1 _
) /w(2K2+ 2 Kl) an
2
3
1
1 P
+ /\n“—l[pdn
2
3
1
1 q q
(N 2—-n
X 2/0’(27(1+ 5 Kz) dn
3
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esitsizligi elde edilir. |@’|? fonksiyonunun s-konvekslik dzellikleri géz oniine alindiginda,

asagidakiler kolayca bulunur:

‘% {w(m)+3w (2K1;K2> +3w <K1+32K2> +a)(1<2)1

24°I0(a+1) [, o
 (o—K)® [j'q;'cz—w(’q)+‘7K1§K2+w(’(2)}'
, 1
K> — Kj / 1|7

< L ——
<2 O/n 2| dn

Q=

x /%((g)sw’<1<2>|‘1+(27")s|w'<x1>q)dn
0

=

Q=

=
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1

1 o) s+1 /
| (e (3) oo
s+1 q
+ m 25+1 — (g) ] |w’(1<1)\q>
s+1
+ (m 25+ <g) ] o' (k)|

1 o) s+1 . é
e (3) or) ]

1
+ /(1 —n%)"dn
2
3

() o
e [ o) |

1

1
25(s+1)

1 R S PO A i NPT
25(s+1) 3 !
1
1 4\ ’
- - 1 / q )
Iy (3) ]‘w (1) ) ]}
Bu da ispati tamamlar. [

Sonug 5.6. Teorem 5.5 de s =1 secilirse, Hezenci ve Budak [22] tarafindan sunulan

asagidaki esitsizlik elde edilir:

’é[a)(mwﬁa) (21(13-#1(2)_'_3(0(1(1-221(2)_’_0)(1(2)} (5.6)

20710 (o 4+1) [ g o
— W {j,q;,cz_w(m)%fq;xuw(;cz)} ‘

K> — Kj
<
cmonl( ),

' ()7 + 5|0 (k)[\ 7 . (o (k)] + 5|0 (k)] ¥
o[t slel )" (1o sle st |
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=

1
+ /(ln“)”dn)

(510 ()7 +7 |0 ()[1\ 7 (5] (k)| + 7|0 ()[4 7
| (Blet Tl (Slef e Tle' )

Sonug 5.7. Teorem 5.5°de o = 1 alinirsa agagidaki esitsizlik elde edilir:

’% {w(lq)-%w (2K1;K2)+3w('€1 221{2)-1-@(1(2)} (5.7)

[

s+1 %
+2s (s1—|— 1) 2~ G) ] ‘w/('(l)r])
1 AT
(23(S+1) " (5) ] ‘w <K2)}q
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Sonuc 5.8. Teorem 5.5 ifadesinde s = o = 1 secilirse, Hezenci ve Budak [22] tarafindan
sunulan asagidaki esitsizlik elde edilir:

’% {w(rq)+3co (21{1;'(2) +3w (Kl +32K2> +a)(1<2)}

K

2
1
— 0} d
Q_m! (n)dn

1

1
_ K — Ki 1 l p+1+ i p+1 P
- 4 p+1|\4 12

y [(lw%m)\us!w'(m)w)é+ (|m/<xl>‘q+5,w,(,(2)|q);]

9 9
1 /1\7"! ’
*(m(%) )
5|o (k)| +7]0 (k)| 7 (Slaf (k)] +7 |0 (k)] ¥
X[( '+ 1>+< 1 2)”
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Teorem 5.9. Lemma 3.1 min kosullar1 saglanirsa ve |@’|? fonksiyonu (burada g > 1)

[K1, K»] tizerinde s-konveks ise, bu durumda agagidaki Newton tipli esitsizlik elde edilir:

‘é[a)(m)Jﬁa) (2’“1;"72)%@(’“22’“2)+w(1<2)] 5.8

2010 (a4 1
o [ Fn 000 TG 0]

Z {(da(a))lé[[Ma,s)\w’(r<2>|q+rz<a,s>\w’@q)!qﬁ

|

+ (@ () [[Yg,(a,s) o' (ko) |7+ Y3 (t,5) | @' (x1)|]

Q=

+ T2 (a,s) }a)'(Kl)\quYl (a,s) |a)’(1<2)\q}

Q=

+ Y4 (at,s) |0 (k)T + X3 (t,5) |w’(1<2)“1};} }

Burada Y (a,s), Y2 (a,s), Y3(a,s), Y4 (o,s) Teorem 5.1 de tanmmlanmustir ve ®; (),
P, () ise Sonug 5.2 de verilmistir.

Ispat. (5.2) esitsizliginde power-mean esitsizligi kullanilirsa,

‘é [a)(iq)+3a) (ZKI;L’Q) +3w (Kl J;zkz) +w(1<2)]
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205—11—*<a_|_ 1)
(1 —x1)*

<K’2—K'1 /
- 4

|:jg+1<20)(1(1)+\7;?]‘+x2+w(1(2):|‘
2 2

1
1-3

W

1
n“—z‘dn

Q=

2
3
a L (N 2—1n 4
X /17 4Ha) (2K2+ > K) dn
0
} 1=
1
a—_
+ /n 4dn
0
2 1
5 | . - . a
X /T]O‘_Z ‘w/<5’q+ > 1(2) dTI
0
1
+ /In“—lldn
2
3
1
1
/ “_ 1o (Lo + =Tk Y
X ln 2 2 > 1 n
3
1
+ /\n“—lldn
2
3
1
/ o Al — 1 '
-1 i
X /In I‘w <21<1+ 5 m) dn

bulunur. |@’|? fonksiyonunun s-konveks oldugu goz dniine alindiginda,

’% [(D(K'l)—l—?)a) <2K13+K2> +3w (Kl 221{2) +co(1<2)]

2(X—ll—*<a+ l)
(KZ_Kl)a

2
K — K /
§2 1 /
4
0

T () T8 0]
2 2

1
1=

1
na—zldﬂ
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X
—
I o\ww

elde edilir. Bu da ispati1 tamamlar. [
Sonug 5.10. Teorem 5.9 de s = 1 secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

'% [w(lcl)+3w (2K1;LK2>+3a)<K1+32K2)+w(K2)} (5.9)

27T (a+1)
(2 — Kp)"

<:“_“{@ﬂmﬂQ{HMWUmm@wumﬂmnm%mwﬁ

[T 000+ 000)
2 2

=73
4-nﬂa4nw%mﬂq+rma4ﬂw%@nﬂﬂ

+(Da (o)) [[Ya (e, 1) |@ (1) + T (e, 1) | (1))

+ [Ya (e, 1) |0 (k)" + T3 (0, 1) |0 (12) ] ‘11] }
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Burada, ®@; (a) ve @, (¢) Sonug 5.2 de verilmistir ve

In(3)’
1 1 2\ 0+2 ln(l)
36~ 2(at2) (5) 1n(§) <@
YZ(OC71)
2
F2-n 1
o
- [ =% —-|d
250 e =g
0
2 1 ]+é 1 2y o+1
arr (2) “tam (3) 0< <)
a+l (1)”%_ 1 (2)‘”2_1 In(3)’
_ 2(a+2) \4 2(a+2) \3 36
i_# (2)(X+1 4 1 (g)OH-Z ll’l(%) <
\ 36 a+1\3 2(a+2) \3 ) ln(%) ’
Y3(OC,1)

1 2
I B R I L2\
- 2/2(1 AN = 36~ 3 av2) P 2iat (3 !
3

Ty (
I
= /;n(l—n“)dn
/2
?

B l_ a+3 N 1 %a—kl_; % o+2
36 2(a+1)(a+2)  o+1\3 2(a+2)\3 '

Bu esitsizlik Hezenci ve Budak tarafindan [22] de verilmistir.
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Sonug 5.11. Teorem 5.9 de o = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

‘% [a)(Kl)+3a) (ZKI??L Kz) +30 (Kl +32K2) +w(1<2)] (5.10)

1
K2 —Kj

7w(n)dn

Ki

Q=

_ -2
) K24K1{(1274) 10910/ )]+ 1) o )]

+ [Yz(l,s) |(1)/(K1)‘q—|—Y| (l,s) ‘w/(K2)|q];]

Q=

1-1
+< ; ) " {h}(lvé‘)’w/(Kz)‘q+T4(1as)‘a’/(’q)m

I

Burada Y (l,s),Y2(1,s),Y3(1,s) ve Y4(l,s) notasyonlari Sonu¢ 5.3 ifadesinde

Q=

+ [Y4(1,s) ‘a)/(m)}q—FYS(laS) ‘a’l(’Q)’q]

verilmistir.

Sonug 5.12. Teorem 5.9’de ov = 1 ve s = 1 alarak segilirse (5.8) esitsizligi Hezenci ve

Budak tarafindan elde edilen,

‘é [a)(rq)+3w (ZKI;LKZ) +3w (Kl §2K2) +a)(1<2)}

K2

/w(n)dn

Ki

< K> — Kj H 1_%
- 72 8

» [(251""'("2>'q+973|w’<'<1>|q);+ (251|w'(1<1)|q+973|w’(1<2)|q);]

1
K2 — Kj

576 576
70 (k)| + 110 (k1)]? 0 70" (k)| + 11|00 (k2)|? 0
+ 18 + 18 ’

esitsizligine doniigiir.

47



6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde birinci tip Newton tipli esitsizliklerin kesirli integral operatorii ile ¢alisiimasini
genellestirmesi amaciyla Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanilmigtir. Birinci
tip Newton esitsizlikleri, analizde ve uygulamali matematikte 6nemli yer tutan ve
fonksiyonlarin karsilagtirilmasina yardimer olan esitsizliklerdir. Ancak bu calismada,
Newton tipli esitsizlikler, s-konveks fonksiyonlar kullanilarak yeni genellestirilmis

esitsizlikler elde edilmistir.

s-konveks fonksiyonlar, konvekslikte Onemli bir yere sahip olup, fonksiyonlarin
karsilagtirllmasin1 daha genis bir pencerede inceler. Bu fonksiyonlar, genellikle cesitli
siniflarda yapilan esitsizliklerin elde edilmesinde kullanilir. Calismada, Newton tipli
esitsizliklerin s-konveks fonksiyonlar ile birlestirilmesiyle, daha genel esitsizlikler elde
edilmistir. Bu yeni esitsizlikler, matematiksel analizde daha genis bir uygulama alani
bulabilir, ¢iinkii s-konveks fonksiyonlar, klasik konveks fonksiyonlardan daha genel bir

yaptya sahiptir.

Gelecekteki arastirmalar i¢in, bu konuda daha fazla inceleme ve yeni caligmalara yon
verilmesi miimkiindiir. Ornegin, farkli konveks fonksiyon siniflar1 i¢in genellestirilmis
kesirli Newton tipli esitsizlikler elde edilebilir. Bunun iizerine yapilabilecek yeni calismalar,
daha farkl esitsizliklerin elde edilmesine ve bir fonksiyonun integrali i¢in yeni sinirlar elde
edilmesine olanak taniyabilir. Ayrica, yeni integral esitsizliklerinin tanimlanmasi, hem
teorik hem de uygulamali matematikte literatiire katki saglayabilir. Ornegin, miihendislikte,
fizikte, ekonomi gibi farkli branglarda daha dogru sonuglar elde edilmesini saglayabilecek

yeni esitsizlikler kesfedilebilir.

Bu tezde 6zellikle Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren birinci tip Newton tipli
esitsizlikler i¢in kullanilan s-konvekslik, gelecekteki ¢alismalarda ikinci tip Newton tipli
esitsizlikler i¢in de uygulanabilir. Ve yeni bir ¢aligma alan1 olabilir. Ayrica literatiirde

kullanilan bir¢ok kesirli integral operatorii icin de benzer calismalar yapilabilir.
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Sonug¢ olarak, bu calisma, kesirli integrallerin ve konveks fonksiyonlarin bir arada
kullanilmasi, daha kapsamli esitsizliklerin gelistirilmesine olanak saglamaktadir. Gelecek
aragtirmalar bu alanda yapilan katkilar1 genisleterek, daha fazla fonksiyon simifi i¢in

genellestirilmis esitsizliklerin kesfedilmesini saglayabilir.
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