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OZET
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullamlms bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalan ile birlikte

agsagida sunulmugtur.

Simgeler Acqiklama

r(X) X matrisinin ranki

oyf Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Es. Esitlik

Bkz. Bakiniz

Kisaltmalar Aciklama

ECOB En Cok Olabilirlik

EKK En Kiigiik Kareler



1. GIRiS

Bagimsiz degiskenler ile bagimli degisken arasindaki dogrusal iligkiyi agiklayan
regresyon modeli genelde belirli bir 6rneklemden yararlamlarak elde edilir. Burada
asil amag dogrusal regresyon modelinin parametrelerini elde etmektir. Bu noktada iki
yontem izlenebilir. Birincisi sadece orneklemdeki bilgiyi kullanan klasik analiz
yontemi, ikincisi ise parametrelere iligkin Onsel dagilimlar konusunda bazi
varsayimlarda bulunarak bunu 6rneklem bilgisiyle birlestirip parametrelerin sonsal

dagilimini belirleyen Bayes analiz yontemidir.

Hata terimlerindeki normallik, bagimsizlik ve egvaryanshiliktan ortaya ¢ikan
degisiklikler genellikle c¢esitli yontemlerle belirlenebilir. Daha once yapilan
calismalar bu dogrultuda olmustur. Zellner ve Tiao (1) bagimsizlik kosulu
saglanmayan regresyon modelinin Bayes analizini yapmistir. Mouchart (2),
calismasinda, bilinmeyen ortalamalari tahmin ederek hata terimlerini elde etmistir.
Uygulamada, hata terimleri Normallik varsayimini saglamayabilir. Birgok
aragtirmaci bunun farkina varmistir. Bunlarin iginde Newcomb (3), Jeffreys (4),
Fama ve Roll (5), Box ve Tiao (6), Praetz (7) gosterilebilir. Newcomb ve Jeffreys
calismalarinda, dagilimlarin kesikli karigimlarimi kullanmiglardir. Box ve Tiao gli¢
dagilimlarm analiz ettiginde Fama ve Roll duragan Paretian dagilimlar sinifim
dikkate alir. Praetz tarafindan dikkate alinan Normal dagihmla sirekli dagilimlarin
karigimi, bagimsiz her biri ayni tek degiskenli Student-t dagilimina sahip hata
terimlerine gotirir. Ayrica Jeffreys (4) bagimsiz, her biri aym tek degiskenli
Student-t dagihmina sahip hata terimli regresyon modelinin analiz sonuglarini

vermistir,

Bu c¢alisma hata terimlerinin iki farkli dagilim varsayimina gore ¢oklu regresyon

modelinin Bayes analizine dayanmaktadir.

Ikinci boliimde Bayes analizinin genel yapisi iizerinde durulacaktir. Bilgi igermeyen
onsel dafihm ve sonsal dafihm hakkinda bilgiler verilecektir. Bayes analizi

istatistiksel ¢ikarsama ve karar vermede klasik yaklagimdan orneklem bilgisini



kullanmas: ile farkli olan bir yaklagimdir. Omeklem bilgisi elde edilir ve 6teki
bilgilerle birlestirilir. Bilgiyi birlestirme yontemi Bayes teoremidir. Sonugta elde
edilen bilgi birlesimi, sonu¢ ¢ikarsama ve karar verme i¢in bir taban olusturur.
Uglincii boliim, ¢oklu regresyon modelinin analizinde gegen bazi dagiimlar ve
kavramlardan Cok Degiskenli Student-t dagilimi, Ters Gamma dagilimi, OLS tahmin
edicileri ve Gauss Markov teoreminin tanitilmasini igermektedir. Dordiincii bsliimde
Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahip hata terimli dogrusal regresyon modelinin
Bayes ve klasik yontemle analizi verilecektir. Beginci ve altinci boliimlerde, Cok
Degiskenli Normal dagilima sahip hata terimli dogrusal regresyon modelinin Bayes
analizi ve bolim dért ve bolim besteki analiz sonuglan verilecektir. Yedinci boliim
olan sonug¢ boliimiinde ise bu iki farkli varsayima dayanan regresyon modelinin

Bayes analiz sonuglan {izerinde durulacaktir.



2. BAYES ANALIizZi

Bayes teoremi istatistiksel sonu¢ ¢gikarsama yontemidir. Sonug, istatistiksel analizin
yalnizca bir agamasi oldugundan tekrar modele ve analize doniiliir. Bu yizden

aragtirmaci aragtirmanin adimlarinda bu sonucu kullanir.

Istatistiksel sonu¢ yontemleri arasindaki fark, Bayes teoreminden elde edilen
sonugtan kaynaklanir. Bilimsel aragtirmalar ig¢in Bayes analiz kurali verilerek

ozellikleri izerinde durulmus olunur.

Bayes analizi verideki biitiin bilginin kullanilmasiyla gergeklestirildiginden verilen
model otomatik olarak analiz edilmis olur. Sonuglarin uygunsuzlugu yontemin
yetersiz olmasindan ¢ok yaklagimlarin uygunsuz olmasindan kaynaklanir. Bu sebeple
onsel dagilim, modelin biitiin boliimlerini igerdiginden uygun sonug ortaya gikar. Bu
yontem herhangi bir olasilik modeline kolayca uygulanabilir. Uzerinde durulan
modelin matematiksel uygunlugunun ¢ok az énemi olur bu yiizden modelin bilimsel
degeri daha onemlidir. Ornekleme teorisinde karsilasilan uyumsuz problemlerden
dolayt tahmin edicilerin se¢imi ve onlarin giiven arabklarimn olusumu mumkiin

olmayabilir.

Bayes analizinde, bilgi iceren yada bilgi icermeyen onsel dagilimla ilgili yaklagimlar
acik bir sekilde ortaya koymanin yolu yeterli olma kosuludur. Baz1 6énsel dagilimlar
hakkindaki bilgi biitiin sistemlerde uygulandigindan kullanilabilir. Ornegin veri
Normal dagilan bir 6nsel dagilima sahip, her bir gozlemde bagimsiz, ayni varyansa
sahipse ornekleme teorisi yontemi ve Bayes analiz yontemi uygulanabilir. Fakat
artiklar iizerindeki bir ¢aliymadan sonra modelin yetersizligi s6z konusu oldugunda
ilk modele az miktarda kisitlama getirilerek verinin tekrar analizi istenebilir. Eger
verinin Normal dagilmadigi tahmin ediliyorsa analizi oOrnekleme teorisiyle
sonuglandirmak zordur. Bu yiizden Bayes analizi ile bilinmeyen parametre

tahminleri kolayca yapilabilir.



Bayes analiz yonteminde klasik analiz yontemden farkhh olarak bilinmeyen ©
parametresinin f(0) ile gosterilen 6nsel dagilim ek bilgisine sahip olundufu kabul
edilir. Omeklem bilgisi, £(0]x) ile gosterilen © parametresinin sonsal dagilimini

bulmak igin kullamlir. Bu dagilim f(x|®0), x verilerinin oyf olmak tizere

£0]x) = — 1O

[fex|0)(B)d0

[2.1]

esitligi ile bulunabilir. Es. 2.1 ile verilen ifade
f(x)= [ £(x|0)f(8)d0

olmak tzere,

_f(x[0)f(8)

f(B]x
(8]x) v

[2.2

biciminde yazilabilir. Es. 2.2°de yer alan f(x) g¢arpim sabiti oldugundan sonsal

dagilimin ekline etki etmez. Bu nedenle
f(0]x) o f(x]0)f(0) [2.3]

olur. f(x|0) ifadesinde 6 bilinmeyen parametredir. Bu yiizden f(x|8) olabilirlik
fonksiyonu olarak da adlandinlir ve L(B]X) ile gosterilir. Eg. 2.3°deki Bayes

formiili,

£(8]x) oc LO| X)E(©) [2.4]



bigiminde yazlabilir. Bu durumda sonsal dagilimin 6nsel dagilim ve olabilirlik
fonksiyonu ile orantii oldufu soylenebilir. Olabilirlik fonksiyonu ¢arpanlarina

ayrilarak
L(©]x)=L(8,5(x))g(x)

olarak yazilabilir. Yukandaki ifadede yer alan S(x) 6meklemden alinan x verisinin
bir fonksiyonudur ve yeterli istatistik olarak adlandirilir. © parametresiyle ilgili
butiin bilgi, bu istatistik ile saglamir. g(x) iafadesi de parametreden bagimsiz bir

sabittir. © parametresinin sonsal dagilimi L(0] x)=L"(8,S(x))g(x) olmak iizere,

£(0] ) = L (O.SC)e)F®)

j L'(8,S(x))g(x)f (8)do

bigiminde yazilabilir.

Yeterli istatistiin olmadigt durumlarda 6 parametresiyle ilgili bilgi, olabilirlik
fonksiyonunun g¢arpanlari arasinda yer almayan Bayes istatistikleri ile saglanir.
Ayrica 6érneklemden alinan farkh bir x verisi sonsal dagilimi saglarsa onsel dagilim
gibi ele aliur ve yeni olabilirlik fonksiyonu L(6|x) ile yeni sonsal dagilimi
hesaplamak igin kullanilir. Fazla veri orijinal 6nsel dagilim etkisini azaltirken

olabilirlik fonksiyonunu baskin kilar.

Ornek :

0 parametresi Normal dagilimin bilinmeyen kitle ortalamasi ve o® parametresi

bilinen kitle varyansi olmak tizere © parametresinin onsel dagilim;,

£(O)=1, —e/250<c/2



olsun. x,,X,,...,x, degerlerinin olabilirlik fonksiyonu,

L(6]|x)= H\/——etp{ [x‘;e}z}

olarak yazilabilir. Yine x, —6 =(x, —X)+(X—6) esitligi kullanifarak
D (x,—0) =) (x,~X) +n(X-6)’
1=l 1=}

elde edilen ifadede sadece son terim 6 parametresine dayandigindan

L(Glx)xexp{—l/.{ x-6 Jl

olur. L(B]x) olabilirlik fonksiyonunun dagilimi N[G c’/ n] ile gosterilen Normal

dagilim olur. Bayes analizinden 6 parametresinin sonsal dagilimi

' -3 |1
F(O]X) % e J—1/ [ } 2 c/2<6<ce/2
%) XP} O/\/H c © ¢

olarak bulunur. Yukaridaki sonsal dagilim budanmig Normal dagilimdir. Cok buyiik
¢ degerleri igin (8] X) ~N[Y,G: / n] olur.



2.1. Bilgi Verici Olmayan Onsel Dagihmlar

Bayes analizinde 6meklem bilgisini elde etmeden 6nce, parametreyle ilgili 6nsel
dagilim bilgisinin mevcut oldugu kabul edilir. Cofu zaman bu bilgi yetersiz

oldugundan dolayi asagida verilen yontemlerden biri uygulanir.

i. Laplace metodu uygulanir ve biitin 6 parametrelerinin tekdiize dagildig: kabul

edilir.

ii. © parametresinin sonsal dagilmimi elde etmek igin olabilirlik fonksiyonu
aracih@iyla veriyi saglayan onsel dagilim secilir. Bu tir 6nsel dagilimlar bilgi

icermeyen yada belirsiz (vague) onsel dagilimlar olarak adlandirilirlar.

Mad. i’de 6 parametresi ne olursa olsun 6nsel dagilimin tekdiize dagilim oldugu
kabul edilir. Fakat her zaman bu uygun olmayabilir. Bu durumda bilgi icermeyen

onsel dagilim yaklagimi kullanilir.

© parametresinin belirsiz degeriyle ilgili 6nsel dagiliminin tekdize oldugu kabul

edilsin. Bu durumda 6 parametresinin onsel dagilimi
f(8) =tekdiize
ile gosterilir.

3, 6 parametresinin herhangi bir fonksiyonu olsun. Eger 6 parametresinin onsel
dagilimi tekdiize ise genelde 8 fonksiyonunun onsel dagilim: tekdiize degildir. Bu

durumda 6 parametresinin onsel dagiliminin tekdiize oldugu gercegi gérmezlikten

gelinir ve bagka bir dagilimdan degisken degistirme teknigi kullanilarak

_ ¢ B
L=t L



¢ eonldB
=f.(f (B))I " [2.6]

ifadesiyle verilen B fonksiyonu i¢in bir 6nsel dagthm segilir.

Mad. ii ile tammlanan Onsel dagilim bir tanedir. Olabilirlik fonksiyonu sonsal
dagilim iizerinde baskindir ve sonsal dagilim belirsiz onsel dagilim ve olabilirlik
fonksiyonu ile orantilidir. Bu nedenle olabilirlik fonksiyonunun incelenmesi gerekir.
Olabilirlik fonksiyonunun Sekil 2.1 ile gosterilen farkll Gi¢ tane veri kiimesine

dayandig: kabul edilsin.

L©®]x)
A

v

Sekil 2.1. Ug farkli veri setine bagli olabilirlik fonksiyonu

Bilgi igermeyen oOnsel dagilim yaklasim: igin, olabilirlik fonksiyonu ile orantili
olarak alman O degeriyle ilgili tamamen tarafsiz olunmas! gerekir. Bu nedenle
x =x, kadar x =x, yada x =x, ile gosterilen farklt 6rneklemlerin 6 degeriyle ilgili
tam bilgiyi icermesi anlamina gelir. Bu nedenle orneklemden alinan olabilirlik
fonksiyonlarinda tarafsiz olunmalidir. O halde © parametresine iliskin Onsel

dagilimin giivenilirlidi hakkinda ne soylenebilir?

Yukaridaki grafikte L(0]X,)’iin yayilmast L(6]X,) den daha azdir. L(8]X,) 'nin

yayilmast da L(]X,) 'den daha azdir. Bu olabilirliklerin her biri i¢in 6 parametresi

—o0 < 0 < oo araliginda deger alir.



Ayricaa bu iig olabilirlik fonksiyonunun yiiksekliklerine iligkin her hangi bir kiigiik

deger olmak iizere
L®O|x)>a igin L'®]x)=L0O|x)
L] x) <o igin L'®|x)=0

olarak tammlansin. Omek olarak Sekil 2.2

L'(®]|x)

A

1 B : >0

Sekil 2.2. Ug farkl: olabilirlik fonksiyonunun o viikseklik degeri

almabilir. Eger a yeteri kadar kiigiikse L'(0]|x)~L(0|x) olur. Artik 6nsel dagilim,
olabilirlikler arasinda tarafsiz oldugundan gercek 6 degerinin, 6, ve 6, arasinda
oldugu kadar ©, ile 6,, 6, ile O, arasinda olmasi onsel dagilim olarak s6z

konusudur.
P, <0<0,)=P0,<0<8,)=P(O, <0<6,)
ornekten

0,-6,#0,-0,#6,-6 [2.7]
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oldugundan © parametresi tekdiize dagilimindan gelmez. Olabilirlik fonksiyonu
bakimindan f(B) ile gosterilen © parametresinin belirsiz 6nsel dagilimiyla ilgili

istenen tekdiize dagilmamasidir.
Olabilirlik fonksiyonlar: agagidaki gibi oldugu kabul edilsin.

L®]|x)

T

[ / 0
/8, 0\ /b, 6/\0. 0\

v

Sekil 2.3. Ug farkl olabilirlik fonksiyonunun o yiikseklik degeri

Eger olabilirlik fonksiyonu bu sekilde olursa orneklemden gelen bilginin etkisi
sadece, olabilirlik fonksiyonunun konumunu degistirmektir. Bu durumda olabilirlik
fonksiyonunun degisen veri oldugu soylenebilir. Es. 2.7°deki esitsizlik tekrar ele

alindiginda bu esitsizlik

0,-0,=0,-0,=0,-6,

bigiminde esitlige doniisir ve bundan dolayr © parametresinin onsel dagilimi
tekduze olur. Bu bilgiler yaklagik olarak bilgi igermeyen onsel dagilim yaklasimini

agiklar. Bilgi igermeyen Onsel dagilimin bilinen kullanimi asagidaki gibi verilir:
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0 parametresinin g(0) ile gosterilen parametre donigiimiiniin bulundugu varsayilsin.
g(8) igin olabilirlik fonksiyonu degisen veridir ve 6nsel dagilimi ise burada c bir

sabit olmak iizere

£ (g(0)) =tekdiize

f(g(®) =c

olarak yazilir. ® parametresinin bilgi icermeyen onsel dagilimi Es. 2.6’daki ifadenin

kullanilmas:

dg(0)

£(0) =
="t

yada

[2.8]

f(e)xldg(e)‘

do

ile seklinde elde edilir.

Ornek :

0 parametresi Normal dagilimin bilinmeyen kitle ortalamasi ve o° parametresi

bilinen kitle varyansi olmak {izere 0 parametresinin olabilirlik fonksiyonu,

Lotsy< o {222 |
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olarak yazilir. Bu fonksiyon zaten degisen veridir (X nin farkli degerleri igin bagka
bir degisme olmadan L(6]x) olabilirlik fonksiyonunun konumu degisecek). Bundan

dolay, aranilan parametre doniigiimii
g(6)=6
olur. Bilgi igermeyen 6nsel dagilimdan c bir sabit olmak tizere f(8) =c olur.

Ornek :

u parametresi Normal dagilimin bilinen kitle ortalamasi ve ©° parametresi de

bilinmeyen kitle varyans: olmak tizere O parametresinin olabilirlik fonksiyonu,

n 3

- X, —H .

s = E -—-———( H) olmak tizere
=1 n

L(8|x) %67 exp[——}%;—}

olarak yazilabilir. Burada L(6|x) olabilirlik fonksiyonu degisen veri olmadigindan
0 parametresinin bilgi igermeyen 6nsel dagilim da tekdiize degildir. Bundan dolay:

L(8|x) olabilirlik fonksiyonu s" ile L(8]x) ¢arpilarak

s I ns’
uemx[—,ﬂexp[“ﬁ} |
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yazilir. Ayrica olabilirlik fonksiyonu In6 ile tekrar olusturularak
n
L(In8]|x)exp {n (Ins-1n6) 5P [2 (Ins—In 9)]}

ifadesi elde edilir. Burada In6® parametre doniisiimiidiir ve bilgi igermeyen onsel
dagilimi tekdiizedir. O halde olabilirlik fonksiyonuartik degisen veridir. Boylece 0

parametresinin bilgi icermeyen 6nsel dagilim

dinB

f(0)
(8)x I

1
0

olup, 6 parametresinin sonsal dagilim

£(8]x) = LB x)E(B) =67 exp[—%}

elde edilir. Yine f(0|x) ile verilen® parametresinin sonsal dagiliminin oyf

olabilmesi i¢in gerekli sabit,

JG"“' e\p[—ns /26° ]d8~r(“ ")t ns’ ) h

S
1 - N

272 (s 2)
- (nS:)n':

olarak bulunur. Buradan 6 parametresinin sonsal dagilim1

(15‘)n ) s nsz
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olur. Burada gs_ ifadesi yerine ¥ yazilirsa elde edilen sonug n serbestlik dereceli

ki-kare dagilimidir. Bu ise bilinen 6rnekleme sonucudur.

Burada anlatilan yontem, bélim dort ve beste Bayes analizlerinde parametrelerin

bilgi icermeyen Onsel dagilimlarinin elde edilmesinde kullaniimagtir.
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3. BAZIDAGILIMLAR VE KAVRAMLAR
Bu bolimde, dordiincii ve besinci boliimlerde ¢oklu regresyon modelinin Bayes
analizleri igerisinde yer alan bazi dagilimlar ve kavramlardan Cok Degiskenli
Student-t dagilimi, Ters Gamma dagilimi, bilinen en kiigiik kareler tahmin edicileri
ve Gauss Markov teoremi tizerinde durulacaktir.

3.1. Cok Degiskenli Student-t Dagilimi

Merkezi olmayan Student-t dagilimi, serbestlik derecesi v ve merkezi olmama

parametresi O ile,

t.(8)=

1INV

olarak tanimlanir. Burada U tek degiskenli Normal dagilima, %, ise v serbestlik
dereceli ki-kare dagilimina sahip rassal degiskenlerdir. Eger §=0 ise t,, v

serbestlik dereceli merkezi Student-t dagilimi olur.
Cok Degiskenli Merkezi Student-t dagiliminin oyf,

T(%(\ur m))

o[ L

1
— v

(1+v"ly'R"'y) : [3.1]

Pi(y) =

-

esitligi ile verilir. Bu oyf
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esitlifinde m sayida bagimsiz Student-t degiskeninin ortak oyf’dur. Burada X ; rassal

degiskenlerinin ortak dagilimi N[0,R] (R varyans kovaryans matrisi) ile gosterilen

Cok Degiskenli Normal dagilimdir. S rassal degiskeni ise v serbestlik dereceli ki-

kare dagilimina sahiptir. Ayrica X; ve S rassal degiskenleri birbirinden bagimsizdir.

Yine X; rassal degiskenlerinin karsihkli olarak bagimsiz olmasi durumunda Es.

3.1°de verilen oyf

P\.(y):

F(-};(vﬂn)) N 1
= I+viyyh) ® [3.2]
1=1

(HV)‘I Z»mr(%v)

esitligine donigtr. Bu esitlik v=1 i¢in Cok Degiskenli Cauchy dagilim: olur. Cok
Degiskenli Student-t dagilimm monoton azalan bir fonksiyon ve orijine gore simetrik
bir dagilimdir (8).

3.2. Ters Gamma Dagilim

o ve B parametreli Ters Gamma dagihm: IG(a,B) ile gosterilir ve dagilim
ozellikleri, Gamma dagilimimin ozelliklerinden yararlanilarak kolayca bulunabilir.
G(o,B) ile gosterilen o ve B parametreli Gamma dagihmina sahip X rassal

degiskenine

dontsimi uygulanirsa Y rassal degiskeni Ters Gamma dagilimina sahip olur. bu

dagilimin oyf,

)-8y ool pfer)). osy<e, asovepro
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dir. Ters Gamma dagiliminin modu

esitligi ile, ortalamasi ise

E(y)= B>2

o
p-2’

dir. Ayrica bu dagilimin ortalamasi modundan daha buyiik oldugundan saga carpik

dagilimdir. Yine varyans: ise,

20.°

Var(y)=—2%
= By s

ifadesidir. Ters Gamma dagiliminin uygulamadaki en iyi bilinen 6zellligi, Bayes
analizinde Normal dagihimin bilinmeyen standart sapmasinin onsel dagilimi olarak
alinmasidir (9).

3.3. Bilinen En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi ve Ozellikleri

Bilinen en kiigiik kareler tahmin edicisinin anlami gézlenen ve beklenen bagimsiz y
rassal deBiskenleri arasindaki karesel uzakh@m mimimum olmasidir. Uzerinde
caligilan regresyon modeli,

y=XB+e, (X, )=k<n

olsun. Bu modelde gegen bazi terimlerin tanimlar:

n :gozlem sayist
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: (nx1) boyutlu gézlem vektort
: (nxk) boyutlu bagimsiz degiskenlere iligkin matris

: (kx1) boyutlu bilinmeyen regresyon parametreleri vektori

m o M <

: (nx1) boyutlu hata vektérii

X'X . poztif tammli bir matris

olarak verilir. Bu terimlerin 6zellikleri:

i. E()=0

ii. € ve X bagimsizdir. Yani Cov(X,e)=0 olur.

iii. E(eg)=0o"1

v. E(eg)=c"Q, Q=diag(c;,o:,...,0°) = I (otokorelasyon)
vi. &~NJ[0,2] (10).

olarak siralanabilir. B ve ¢ parametrelerinin EKK tahmin edicileri

£ e o XD XD

B=(X'X)"'XYy,s°=6"=
P n—-k n—k

esitlikleridir. Yine EKK tahmin edicilerinin bazi 6zellikleri

i. B parametresinin EKK tahmin edicisi yansizdir.

E(B) =B
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ii. B parametresinin EKK tahmin edicisi minimum varyansa sahip en iyi yansiz

tahmin dicidir. Ayrica varyanst,
V(P) =o' (XX)"
dir.
iii. EKK tahmin edicisi
B~N[B.o*(X'X)" ]
ile Normal dagilima sahiptir.
iv. B ve 6° tahmin edicileri birbirinden bagimsizdr.

v. &’ tahmin edicisinin dagihm (n—k)s’ /() ~ . , ile gosterilen n-k serbestlik

dereceli ki-kare dagilimidir (10).

3.4. Gauss Markov Teoreminin Ozel bir Durumu
Uzerinde galigilan regresyon modeli,

y; =0+ Px; +g

olsun. Burada 8 parametresi i¢in Gauss Markov teoreminin ispati verilecektir. Gauss

Markov teoremi olarak ifade edilen, EKK tahmin edicilerinin en kigitk varyansa
sahip olma ozelligi tizerinde durulacaktir. Gauss Markov teoremine gore dogrusal
yansiz tahmin ediciler sinifi iginde EKK tahmin edicileri, en kuigitk varyansa sahip en
iyi dogrusal yansiz tahmin edicilerdir. Ayrica bu ozellik BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator) olarak da ifade edilir.”
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Ispat

B parametresinin herhangi bir tahmin edicisi f olsun. Ayrica y rassal degiskeninin

dogrusal bir fonksiyonu, ¢, ifadeleri sabit olmak tizere
p=>c(y,~7) [3.51
alinabilir. Yine {3 tahmin edicisinin beklenen degeri
E[B]=3cEly, ~7]
=Y ¢.EJo+PBx, — (ot +BX)]
= Z ¢ E[o +Bx, —a —BX]
= ¢E[px, -px]
= Z cPB(x, —X)
E[B1=B c,(x,-%)
olup B tahmin edicisinin yansiz olmasi i¢in
> edx,—%) =1 [3.6]
esitligi saglanmalidir. Diger taraftan B tahmin edicisinin varyanst

VIBI=V[> c (y, - 7]
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=3 V(y,-y)

VIBl= (3 et

olarak yazilir. Burada Zcf toplaminin minimum olmasi gerekir. Bu nedenle Es. 3.6

ifadesine Lagrange formiili uygulanirsa
L(c,.A) =Y ¢ —=A[Y c(x,—X)-1]

yazilir. Bu esitligin sirastyla ¢, ve A degiskenlerine gore kismi tiirevi alinirsa

M:zcl ~Mx,-%)=0
e,

—————"L(f)"}‘)=ch(xl—§)~1=o [3.7]
CA
elde edilir. Boylece bu denklem sisteminin ¢dziimtinden
}b —
C, 2(7]0(;)() [3.8]
-/

olur. Elde edilen c, ifadesi Es. 3.7’de yerine yazilirsa

2 -9 ) -



2

T

P

olarak yazilir. Bu A ifadesi Es. 3.8°de yazilirsa,

(x,—X)

C, =

> (x,—X)
elde edilir. Boylece B tahmin edicisi
B=> (v~

2, =Ny, -Y)

Y (x,-®)

[3.9]

22

olur. Bu B tahmin edicisi B parametresinin EKK tahmin edicisidir. Buna gére EKK

tahmin edicisi, minimum varyansa sahip dogrusal yansiz bir tahmin edicidir. Ispat1

bu sekilde verilen Gauss Markov teoremi

1Ly, =o+Px; +¢,

ii. E[g]=0

iii. V(e)=0

iv. Cov(e,e.)=0, 1 #) olmak tizere

1273

ile verilen kogullar altinda saglanir (11).
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4. COK DEGISKENLI STUDENT-t HATA TERIMLI DOGRUSAL
REGRESYON MODELININ BAYES VE KLASIK YONTEMLE
ANALIZI

Dogrusal regresyon analizinde kullanilacak modelin bazi varsayimlari saglamasi

gerekir.

i. Bagimsiz degiskenlerin aldig1 degerler sabit sayilardir. Arastirmaci bagimsiz
degiskenleri kendisi belirler. Bagimsiz degiskenin aldigi degere bir bagimh
degiskenin rassal olarak segilmig birimlerdeki degeri karsilik gelir. Bu nedenle hata

terimi ile bagimsiz degisken birbirinden bagimsizdir.

ii. Hata teriminin ortalamasi 0 ve varyans1 ¢’ dir. Bu varyans bagimsiz degiskenin
aldig1 degere gore degismez yani sabittir. Hata teriminin varyans: bagimli degiskenin

varyansidir.
iii. Hata terimleri birbirinden bagimsizdir. Yani aralarinda otokorelasyon yoktur.

Cov(e;,e;)=0

ir%j
iv. Hata terimi g~N [O, 021] Normal dagilima sahiptir (12).

Tek degiskenli dogrusal regresyon modeli uygulamalarinda hata terimlerinin

yukarida da ifade edildigi gibi her birinin N[O,oq dagildigi kabul edilir. Bu

boliimde ise hata terimleri O ortalama ve v,c° /(v, —2)I, varyans-kovaryans matrisi

ile Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahiptir ve her bir hata teriminin marjinal
dagilimi ise tek degiskenli Student-t dagilimidir. Ayrica bagimh olmalarina ragmen

iligkisizdirler.
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4.1. Olabilirlik Fonksiyonu ve Ornekleme Teorisi

Bu bolimde kullanilan ¢oklu dogrusal regresyon modeli,

y=XB+e, r(X,.)=k<n, [4.1]

olsun. Bu modeldeki terimlerin tamimlari

n : gozlem sayist

y : (nx1) boyutlu gozlem vektoru

X : (nxk) boyutlu bagimsiz degiskenlere iligkin matris

B : (kx1) boyutlu bilinmeyen regresyon parametreleri vektori
€ - (nx1) boyutlu hata vektori

olarak verilir. € ile gosterilen rassal hata vektoriniin dagilimi,
p(e])=[pxE]Dp(t])dr,  7.0,v,>0 [4.2]
0

esitligi ile verilen dagilimlar simifinin eleman: olan Cok Degiskenli Student-t
dagilimidir. Bu dagilim Cok Degiskenli Normal dagilimin, Ters Gamma dagilim ile

agirhiklandiriimasi ile elde edilir. Burada p, (g 1) ile gosterilen

pN(al‘c):—l—;——:—exp{~f—;}» ~0 <€, <0, i=12,....n [4.3]

(27tt:)

esitlik, Cok Degiskenli Normal dagilim oyf ile olusturulan hata terimleri vektoriinin

dagihimidir. p(t|.) ifadesiise



(t[vo.0)=| —2 vo )" o exp _v,o
A STV O ‘ 2

olan v, ve ¢’ parametreli Ters Gamma (13) dagilimidir.

Es. 4.2°deki integralin sonucu

p(e].) = [ py(e] (x| )dz

v ’ A \Vg - -
Ao €t 2 v,G~ v v,G”

:J(znt_) n 2 exp{_ «]f [0 T vyl eXp ”“‘(—.,'
4 2 (v, /2)0 2 21

2 \,HG: V -n 2 f —invgHl 8’8 +\,u0: 1
= / (27) Ir T expl ———— (d'c
I'tv./2)L 2 Y 2t

n+v,
N A\ © r( 5 “j
- (\HG J (2n)~n z -

= Y Aoy tatv e 2
r(\u/—) 2 ﬁ‘[g'g-}-\zﬂo" l

LEER

n+v,
r( j
o
5

(\’-G: )\‘, 2 . .
- 0 AR, T N\ -

Cv,/2)

n+v, 2( 2y=nEsv, e 2
G7)

Py

[ ' E,—Slmﬂ‘,,»
1 o |

v, 2 2y-n 2 N ' —tn+vy ) 2
_ )" (@) [{\,ﬁﬁ_ﬁ
-

I(v,/2y ="~ 2

-— ,/

:

L(v, /)" *(c™)"~
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[4.4]
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olur. Bu sonug

. oy intvg )2
p(elv...,c)=f7‘:‘§g’—:{v.;.+§} [4.5]

o,v,>0, —w<g <w, i=12,..n
olarak diizenlenebilir. Burada g(v,) ifadesi,

v, :1"((11 +v,)/2)
(v, /2y

g( v(l ) =

esitligidir. € hata terimleri vektoruniin dagiliminin ortalamasi

E(€)=0, v, >1

olup, kovaryans matrisi ise

v,0~

E(es):(vo_z) .

v, >2 [4.6]

ifadesidir. Burada I_, nxn boyutlu birim matristir.

4.2. Cok Degiskenli Student-t Hata Terimli Regresyon Modeli

Daha o6nce ifade edildigi gibi hata terimleri iligkisiz olmalarina ragmen, bagimsiz

degildir ve v, serbestlik derecesi yeterince bilyilk oldugunda hata vektoriinin
dagilimi N[0,6°L ] ile Cok Degiskenli Normal Dagilima yaklasir. v, serbestlik

derecesinin sonlu bir degeri igin €,/ rassal degiskeni, v, serbestlik dereceli tek
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degiskenli Student-t dagilimina sahip olur. Serbestlik derecesinin v, =1 degeri igin,

hata vektoriiniin dagilimi

-

9 PR 8 : 2 Rt
P(e|lo)= ____F((l +n)/2) {1 + -8-3}

- - -~

Tcmﬂ» _(Gl)n 2 G-
esitligi ile verilen Cok Degiskenli Cauchy dagilimi olur.

¢ hata terimleri vektorii, Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahip bu dogrusal
regresyon modeli igin olabilirlik fonksiyonu (14),

R = S R LR O

(c°)" [
[4.7]
dir. Burada, B ve vs® ifadeleri
B = (X')()hl X'y 5
vs’ =(y—X[§)' (y—Xf}) ve v=n-—k [4.8]

olarak verilir. Ayrica B ve s° ifadeleri yeterli istatistiklerdir. Eg. 4.7 ile verilen
olabilirlik fonksiyonu, o° ve B parametrelerinin ECOB tahmin edicilerinin elde

edilmesinde kullamlir. Yine s6zii edilen p(y|p,v,,o) olabilirlik fonksiyonunda

Vst = A (B—ﬁ)'X'x(ﬁ—ﬁ)zB
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ve ayrica P = X(X'X)"'X’'
olsun. Bu P, ifadesi
i, P =P’ esgiiclii bir matristir.
ii. P, =P simetriktir.
iii. (P )=r(X)
dzelliklerini saglayan matris olmak tizere, B ifadesi

B=(p-5) XX(3-$)

=(p-(xX)" Xy) XX (B-(XX)" Xy
=p'X'XB-B'XP,y-yPXB+yPPy
=B'X'XB~-BXPy-yPXB+yPy

olarak diizenlenir. Simdi vs® esitliginde B tahmin edicisi yerine esiti olan

(X'’X)" X'y matrisi yazilirsa

A=vs’=(y-Py) (y-P.y)

= y’y - y’ny - y'ny + y'P\ny



=yy-yPRy-yPy+yPy
elde edilir. A ve B esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
A+B=fXXp-BXPy-yPXB+yPy+yy-yPy-yPy+yPy

=yy+BXXB-p'XPy-yPXB

=(y~P.XB) (y-P,XB)

=(y~XB) (y-XB)

bulunur. Buradan Es. 4.7°deki p(y |, v,,o) olabilirlik fonksiyonu

P‘y'BNMG):{(E’;(:\;X):}{Vn +(y-XB) (y~XB)/03} 9
L

olup, bu esitligin her iki tarafinin In fonksiyonu altindaki gériintiisii alinirsa

0]

L(pe) =t ine’ [ S5 i 3 X8) (5505

elde edilir. Buradan B parametresinin ECOB tahmin edicisi

oLpo’) _ 2XXP-2Xy
B v +(y-XB) (v-XB)

2AXX)B-2X'y =0

29

\
]111 c"
y
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XX)PB=XYy

B=(X'X)"XYy

olur. Bu sonug f parametresinin EKK tahmin edicisinin aym: zamanda ECOB

tahmin edicisi oldugunu gosterir. p tahmin edicisinin beklenen degeri alinirsa
E(B) = E[(X'X)'X"y]
=(X'X)" X'E(y)

E(B)=(XX)"'X'XB=p

bulunur. Buradan B tahmin edicisi B parametresinin yansiz bir tahmin edicisi

oldugu goriilir. Yine f tahmin edicisinin varyansi

v =E(B-E®)(3-E®) [4.9]
~£(p-8)(p-5)
= E(p+(XX)" X's—B)(B+(X'X)" X'e ~B)

=~ B((X'X) " X’s) ((X'X) " X's)

= B((X'X)" X'ee’X(X'X)™)
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= (X'X) " X'XE(ee') X (X'X) ™!

Es. 4.6 kullailarak

V() = (XX) o2 = (X'X) 'v,0? /(v, —2)

elde edilir. v, serbestlik derecesinin yeterince buyiik olmasi durumunda bu esitlik

(X'X)'o? varyans kovaryans matrisine yaklasir.

Yine ayni sekilde ¢” parametresinin ECOB tahmin edicisi

———FL(B‘G:)-—_EL_[H—FVHJ Vi +(ll+\’,,\L_o
o 26" 2 )v,o +(y—XB)Y(y-XB) 2 o

Vv, n+v, v,
26° 2 v,o Hy=-XBY(y—-XPB)

nc” +v,6° =v,6" +(y—XB)(y — XPB)

no” = (y - XB)'(y - XB)

& =(y-XB)(y-Xp)/n

olarak elde edilir. 6° tahmin edicisinin beklenen degeri

E(6%) =Ee'(1-P,)e/n=1/n(tr(1- P, )1, +(E(e))'(I-P,)E(e)

E(6*)=(n—-k)s>/n
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olur. Buradan &'8/(n-k) esitligi ile de gosterilen 6’ tahmin edicisinin, o’
parametresi i¢in yansiz bir tahmin edicisi oldugu gorillir. Yine o=
oldugundan, (v, —2)8'8/v,(n—k) tahmin edicisi de 6’ parametresi igin yansiz bir

tahmin edicisi olur. q€'¢ ile gdsterilen tahmin ediciler simfinda q pozitif bir skaler

olmak iizere o’ parametresinin EKK tahmin edicisi

&2 = (v, —4EE/(v,-2)(v+2)

olup ¢’ parametresinin EKK tahmin edicisi ise

= (v, —4)E'e/vy(v+2)

olur ve biitiin olabilirlik fonksiyonlar igin gt =(y—XP)(y-XP) esitligi
igerisindeki B B parametresinin ECOB tahmin edicisidir. Ayrica v, serbestlik
derecesinin v, >2 kosulu altinda Es.4.6 saglandiginda Gauss Markov teoreminin

sartlar1 yerine getirilmis olur. Bu nedenle B tahmin edicisi, en kii¢iik varyansa sahip

dogrusal yansiz bir tahmin edici olur.

Hata terimlerinin bagimsiz olmamasina ve Es. 4.5 ile verilen Cok Degiskenli
Student-t dagilimina sahip olmasina ragmen parametrelere iliskin hipotez testleri ve

giiven araliklari t ve F istatistiklerine dayanmaktadir. Ornegin,

olsun. Burada

m" ifadesi (X'X)" matrisinin (ii)'inci elemant, s* ise £%8/(n k) esitligidir.
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¢ hata vektorinin dagilimi, T parametresi biliniyorken, Es. 4.3’deki Normal
dagihmdir. Buradan t istatistiinin dagilhim, (n-k) serbestlik dereceli tek degigkenli
Student-t’dir. t istatistifi ve T parametresinin ortak oyflan p(t,t)=p(t\t)p(7)
esitligi ile bulunur. Bu esitlik bagimsiz olmalart durumunda ise p(t\1)=p(t) olur.
Benzer olarak herhangi bir F istatistigi ile T parametresinin ortak oyf
p(F,t)=p(F\1)p(7) esitligi ile bulundugundan, F istatistiginin marjinal dagihimi (1
biliniyorken) E, , oyf olur. Diger taraftan p(F\t) kosullu olasthg, =
parametresine bagli olmadigindan F istatistifi ve T parametresi bagimsiz olur. Bu
nedenle F istatistifi kosulsuz F, |~ oyfna sahip olur. Bu durum sadece 1

parametresinin dagiliminin ters Gamma olmasindan kaynaklanmaz, Es. 4.2°deki

ifadeyi saglayan T parametresinin herhangi bir 6zel oyf igin de saglanir.

o’ yada o parametrelerine ait giiven araliklan olusturmak ve hipotez testleri
yapmak i¢in, Es. 4.3 ile wverilen (7T biliniyorken) Normal dagilima sahip

g = (g,,€,,...,&,) hata vektora kullanlir. Bu durumda,

£ o -

==
T VO

5 .. . EE .
olur. Ornegin s~ =— olmak iizere

v

0] S

X=—=—
Voo G

olsun. Es. 4.4 ile verilen Ters Gamma dagilimindan

o/t~ (;\(f,0 /vy)™
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(0/257%)

yazilir. Yine x = ————— esitliginden
(c°/T

x=s"/o"~F,

dir. Bu sonug o” ve o parametreleri ile ilgili hipotezlerin testi ve giiven
araliklarinin olusumunda kullamlabilir.

Son olarak Es. 4.a’deki olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan B ve o°
parametrelerinin ECOB tahmin edicileri varken, v, serbestlik derecesinin ECOB
tahmin edicisi yoktur. Fakat tekrarlanan gozlemler igin v, degeri veriden tahmin

edilebilir. Bu sonuglart kullanmadan 6nce hata terimlerinin dagilim 6zelliklerini

ortaya koymak, v, degerine karar vermek agisindan onemlidir. Hata terimlerinin
Normal dagilim varsayimi ile v, degerini biiyiik almak arasinda higbir fark yoktur.

v, serbestlik derecesinin kiigiik degerleri igin ise bu sonuglar elde edilir.

4.3. Bayes Analizi

Bu kisimda, Es. 4.7°deki olabilirlik fonksiyonu ve bilgi igermeyen 6nsel dagilim ile
B ve o’ parametrelerinin Bayes analizleri yapilacaktir. B ve o~ parametrelerinin

bilgi icermeyen onsel dagilimlar

2

p(&c’)-x? -0 <f, <w, O<ol<w, i=12..k [4.10]

olup, bu parametrelerin sonsal dagilimiari

AB)=(y-XB)(y-XB),

-

G =(vo +vs)/v,, v =Vviy,,  v=n-k,
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B=(XXy'X'y, vs®=(y—XB)(y-XB)
olmak lizere,

{vo +(y-XB)(y-XB)/c’ pre :

p(B$GZ lY"V(\)OC 20+l [411]
(c7)
(02)\‘0.‘_’—1 RN . ~tv+ke L
* W{\Q—F(B—ﬁ) X'X(B—B)/E'} [4.12]
. [v.o/a@]" ™ 1
r{AB) " - : [4.13]

T

seklindedir. Es. 4.12 (¢® ve v, biliniyorken), B parametresinin kosullu sonsal

dagilimi Cok Degiskenli Student-t’dir. Dagilimin ortalamasi
B tahmin edicisi olup, kovaryans matrist,

(X'X)'vg"

VB|y.c".v,) =
Bly v -2)

v, >2

_ (X'X)Y'(v,o™ +vs™)

(v,+v-=-2)

[4.14]

esitligidir. v, serbestlik derecesinin yeterince bityilk degerleri igin (o® biliniyorken),

B parametresinin kogullu sonsal dagilimi B~ N[f,(X'X) "] dagilimina yaklasir.

Es. 4.13 ile verilen ifade de z=no”/A(B) (0<z <o) olsun. Bu durumda B ve z

parametreigrlnln ortak sonsal 'aﬁagihmlarl,
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(a2
(1+v,/n)™™ :

p(B.zly,v,) = [4.15]

ve
z=nc’/AB)~F, ,

olur. B ve z parametreleri bagimsiz oldugundan [ parametresinin marjinal sonsal

dagilim,

p(Bly,vo) < {AB)) "

—{v+k)/2

x {vsz +(B~ fa)' xx(ﬁ—fs)} [4.16]

esitligi ile verilen k-boyutlu Student-t dagihm olur. Bu sonug, B ve o’

parametrelerinin bilgi icermeyen 6nsel dagilimi ile genel regresyon modelinin Bayes
analizi sonucudur. Kisim 4.1’de ac¢iklanan Ornekleme teorisi sonuglarinin Bayes

kargihgidir.

G° parametresinin marjinal sonsal dagihim, Es. 4.12°deki Cok Degiskenli Student-t

dagiliminin B parametresine gore integrallenmesiyle elde edilir. Bu sonug

2 2yivg 21
(o /ﬂs ) — [4.17]
(l +{v,.G7/vs” ))

p(G: I Y» \)(l) x<

ile gosterilen F dagilimidir. Bu

v

olup, 6*/s* ifadesinin marjinal sonsal dagihm F,

da Kistm 4.1’de o’ parametresi ile ilgili anlatilan ornekleme teorisi sonucuna

. . v(v, —2
paraleldir. F, , dagiliminin modu MV =2) ve ortalamast

esitlikleri ile
(v=2y
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verilir. v, serbestlik derecesinin yeterince biiyik olmasi durumunda vs®/c”

ifadesinin sonsal dagilimi v serbestlik dereceli ki-kare dagilimina yaklasir.

-
“

7= nc
(y-XB)(y-XB)

esitliinin sonsal dagilum F, _ ile gosterilen F dagilimudir.

Bu sonuglar, Es. 4.10’deki B ve o® parametrelerinin bilgi igermeyen 6nsel dagilim

ile dogrusal regresyon modelinin Bayes analizi sonuglaridir.

Simdi Cok degiskenli Student-t dagilimina sahip hata terimli dogrusal regresyon
modelinin Bayes analizinin ikinci kismi olan bilinmeyen parametrelerin eslenik 6nsel

dagilimlan ile Bayes analizleri anlatilacaktir. Es 4.7 ile verilen olabilirlik fonksiyonu,

_. (v, +vs) )
vV, =Vv+V, ve G = ———— olmak lizere
\7
i

(\’”G: /vs:)n : ] J &) e l
beve s o i) |

p(y|B.vi.67) ‘f-{

[4.18]

olarak yazilabilir. B ve o’ parametrelerinin eslenik 6nsel dagilimlar, bilgi
igermeyen 6nsel dagilim ile Bayes analizi sonuglanindaki p,.(c’|.) esitligi ile verilen
G parametresinin marjinal sonsal dagilimi ve py(B|o®,.) esitligi ile verilen B

parametresinin kogullu sonsal dagiliminin ¢arpimi olarak

p(B,o”)=p;(c”|)p.(Blc",.) [4.19]



yazilabilir. Yukanda adi gegen pg(c’]|.) ve py(B|o’,

parametresinin  eglenik  6nsel  dagilim  ortalamas;,

G, =(v,S; +v,67)/V, olmak iizere

4

(V=212

(viG~/v,8])
(1 + VOG: /V;\Sj )l\~0+\~a v 2

pe(c™ |82, v,,v,) =< , O<o<w

v,,8, >0

ve

p,(Blo.B.AY,) % (&) { v, +(B—E)’A<B—E)}”'“°**‘ 3

G

Qa

—wo<f <o, 1=12,.
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) ifadeleri B P

V,=V,+v, ve

[4.20]

Lk [4.21]

esitlikleri ile verilebilir. Bu analiz sonuclari Ek-1"de verilmistir (Bkz. Ek.1).

Es. 4.19 ile verilen eslenik 6nsel dagilimda B ve ¢* parametreleri bagimsiz degildir.

Eslenik onsel dagilimin yeterli 6nsel dagilim bilgisi igerdigi diistiniiliirse, sonsal

dagilimi elde etmek i¢in kullanilabilir. Zaten Es. 4.19°daki eslenik 6nsel dagilimlar,

bilgi igermeyen Onsel dagilim ile olabilirlik fonksiyonunun birlesimi ile elde edilen

parametrelerin sonsal dagilimlandir.

Son olarak basit regresyon modelinde oldugu gibi, parametre sayisi ¢ok degilse

sonsal dagilimin analizde kullanilan sayisal integrasyon teknikleri, 6nsel dagilimlarin

secimine oldukga esneklik verir. Bu da Onsel dagilim bilgileriyle basit modellerin

analizinde kullanlir (14).
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5. DOGRUSAL REGRESYON MODELINDEKI HATA TERIMLERININ
BAYES ANALIZi

Bu boliumde galigmanin ikinci agamasi olan Normal dagilima sahip hata terimli goklu
regresyon modelinin Bayes analizi anlatilacaktir. Bu modelde regresyon
varsayimlarindan olan, dordincii bolimdeki modelin saglamadigi hata terimlerinin
Normal dagilim ve bagimsizlik kosullari saglanmaktadir. Hata terimlerinin Normal
dagilim varsayimu klasik yontemde bipotez testleri ve giiven araliklarinin
olusturulmas: agamasinda yani parametrik testler i¢in istenmektedir. Normal dagilim
varsayimi olmadan, parametrik testlerin yapilmas: pek mimkiin degildir. Bu yiizden

calismalarda Normallik varsayim aranir.

5.1. Regresyon Modeli ve Parametrelerin ECOB Tahmin Edicileri

Burada kullanilan ¢oklu regresyon modeli,

y=XB+e, (X )=k<n, e~N(0,6°1.) [5.1]

olsun. Bu modeldeki terimlerin tammlart

n . gbzlem sayisi

y : (nx1) boyutlu gozlem vektori

X - (nxk) boyutlu bagimsiz degiskenlere iligkin matris

B : (kx1) boyutlu bilinmeyen regresyon katsayilari vektori
€ : (nx1) boyutlu hata vektoria

olarak verilir. € ile gosterilen rassal hata vektoriniin dagilimi,

| g'e
P C)=————7¢€X ——
N(El ) (27[0')"’e P{ 76'}
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dir. y gbzlem vektoriiniin dagilimi ise y~ N[XB,O'ZIn] *dir.

Es. 5.1°deki dogrusal regresyon modeli igin olabilirlik fonksiyonu

I
P(y|B.c)= -
(yIBo (o)

exp { _(y—XB)'(y—XB)} [5.2]

26"

olup, ¢ ve B parametrelerinin ECOB tahmin edicilerinin elde edilmesinde kullanilir.

Bu egsitligin her iki tarafinin In fonksiyonu altindaki gériintiisii alinirsa

L(B.c*)=InP(y|B.c") = _%hm: _(y-XB)(y—-XB)

2 26"

elde edilir. Buradan 3 parametresinin ECOB tahmin edicisi

CL(B,G7) _ [2X'X)p-2XYy]20" i
B (26°) 4

2AX'X)B-2X'y =0

(XX)B=XYy

p=(xX)"XYy

olur. Bu sonu¢ 3 parametresinin EKK tahmin edicisinin ayni zamanda ECOB

tahmin edicisi oldugunu gosterir. B tahmin edicisinin beklenen degeri alinirsa

E(B) = E[(X'X)"'XYy]
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=(X'X)" X'E(y)
E()=(XX)"'X'XB=P

bulunur. Buradan B tahmin edicisi B parametresinin yansiz bir tahmin edicist

oldugu goriilar. Yine f3 tahmin edicisinin varyansi

v =E(B-E®)(3-EM)

—B(B+(X'X) ' X~ B)(B+(X'X) ' X'~ B)
= E((X'X) ' X)((XX) ' X’e)
= B(X'X)" X'ee'X(X'X)™")
= (X'X) X 'XE(ee)X(X'X)""
V(P = (XX’
esitligi olarak bulunur.

Yine aym sekilde o” parametresinin ECOB tahmin edicisi

&(B,G:)__EL_(H+V[~,) Vi +(n+v““l_1_~0
et 20 2 Jvo+(y-XBY(y-XB) \ 2 Jo
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_lnc: +(Y'XB)'(1YK_ XB) — 0
‘o” 2 Aoy

n__ (y=XB)(y—XB)
26" 2(c’Y

ne” = (y - XB)'(y - XB)

5" = (y-XBY(y-XB)/n

olarak elde edilir. 6 tahmin edicisinin beklenen degeri
E(6*)=Ee'(I1-P )e/n=1/n(tr(I-P,)c’I, +(E(e))'(I-P,)E()

E(G*)=(n-k)s*/n

2

olur. Buradan £%&/(n—k) esitligi ile de gosterilen &° tahmin edicisinin, o*

parametresi igin yanstz bir tahmin edici oldugu goriliir.
5.2. Parametrelerin Bayes Analizi

G ve [ parametrelerinin bilgi igermeyen 6nsel dagilimi

k O<o<w [5.3]

A4

p(ﬂ.G)»xL, —o<f <o, 1=12,.
o

olup, Olabilirlik fonsiyonu Eg. 5.2’dir. Bu parametrelerin sonsal dagilimlari

B=(XX)"X'y, vs® =(y - XB)'(y -~ XB) ve v=n—k olmak iizere
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p(B,c|y) < p(B,0)p(y|B,0)

1 | '
L — eXP{~ =(y—XB) (y—XB)}
(o] 2o

l l - ANt by
e exp{————:-[vs' +(B-B) XX(B—B)]} [5.4]
c 2c
esitliklerinden kolayca hesaplanabilir. ¢ parametresinin marjinal sonsal dagilim,

p(o|y) = B\I.Tlexp{—ii} v>0 [5.5]

2"

esitligi ile verilen v ve s® parametreli Ters Gamma dagilimidir. B parametresinin

marjinal sonsal dagilimi
, —(vk)/2
p(BIy)x{vs3+(B—B) X’X(B~B)} v>0 [5.6]

seklinde yazilan, bu oyf k-boyutlu Cok Degiskenli Student-t dagilimidir. Ayrica

Ortalamast
B=(XX)"XYy
olup, kovaryans matrisi

(X'X)'vs

v>2
(v-2)

esitligidir (15).
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6. HATA TERIMLERININ iKi FARKLI DAGILIM VARSAYIMI ALTINDA
ANALIZ SONUCLARININ OZETi

Bu boliimde Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahip hata terimli goklu regresyon
modeli ile Cok Degigskenli Normal dagihima sahip ¢oklu regresyon modeli analiz

sonuglar 6zetlenmektedir.

Model 1

y=XB+e, (X ,)=k<n

Burada,

y : gbzlem vektori

B : (kx1) boyulu regresyon katsayilari vektorii

€ : (nx1) boyutlu hata vektoriidur. Hata vektoériintin dagilimi, O ortalama

vektorii ve v,o° /(v, —2)I, varyans-kovaryans matrisi ile Cok Degiskenli

Student-t dagilimdir.

olup € hata vektoriniin dagilimt Cok Degiskenli Normal dagihimin Ters Gamma

dagilimi ile agirliklandinimas: ile

p(e].) = [py(e] T)p(z].)dr [6.1]
0

seklinde elde edilir. Es. 6.1°de adi gegen p(e| 1) ve p(z|.)ifadeleri sirasiyla

PN(8|1)=(———lﬂ—),m—:eXp{—g—’?l—}

2 V-
2nt =1
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-

2 vio ) e, v,0°
T|V,,0)= S Vo eyl 10
pelvi.0) [r(v(,/z)]( 2 ) p{ 2 }

esitlikleridir. Eg. 6.1°daki integralin sonucu

(V(n)\'o.:r((l‘l+vn)/2) {v . e'e ](—(m-v";':

Pl = T et T o

olup, bu da hata vektorinin dagihm olan Cok Degiskenli Student-t’dir.

Parametrelerin ECOB tahmin edicileri sirasiyla
B=(XX)"Xy
& =(y-XB)(y-XP)/n

dir. B ve o parametrelerinin bilgi igermeyen 6nsel dagilimlar
- I,
pB.o7)x—
o

olup, B parametresinin sonsal dagilimi,
N R
p(BIy,vo)OC{vs2+(B—B) X’X(B—B)}

(XX)'v5

olur. Bu dagilim B ortalama vektorii ve ( )
v, -2

varyans-kovaryans matrisi ile

verilen Cok Degiskenli Student-t’dir.

G” parametresinin sonsal dagilimi -
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.

p(c™ |y, v,) < (:—) o [l+(v(,cs: /vs® )]_.\ww:

oyfile F dagilimidir.
Model 2

y=XB+e, (X ,)=k<n

Burada

y : gbzlem vektorii

B . (kx1) boyulu regresyon katsayilart vektorii
€ : (nx1) boyutlu hata vektoridar.

olup € hata vektoriiniin dagilimi

ile verilen Cok Degiskenli Normal dagilimdir. y gozlem vektoriniin dagilimi ise,

y ~N[XB,o°I_] olur. Parametrelerin ECOB tahmin edicileri ise

B=(XX)" XYy

& =(y—Xf3)' (y-XB)/n

esitlikleridir. 8 ve ¢ parametrelerinin bilgi icermeyen 6nsel dagilimlar
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1
p(Bo G) oL —
o
olup, P parametresinin sonsal dagilim
, —(v+k)/2
pBly)e {vsf +(B-B) xx(8- B)}

(X'X)"l vs?
)

V—_s

ile verilen, B ortalama vektorii ve varyans-kovaryans matrisi ile Cok

Degiskenli Student-t dagilimidir. o” parametresinin sonsal dagilimi ise
215 g p g

1 vs®
p(o]y) = —rexpi———=
G 2o

olan, v ve s* parametreli Ters Gamma dagilimidir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, hata terimlerinin iki farkli dagilim varsayim altinda goklu regresyon

modeli Bayes analizleri yapilmistir. Boliim dortde verilen O ortalama vektorii ve

v,o - S 5 :
—(—L7—)In varyans-kovaryans matrisi ile, Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahip
v, —2

hata terimli ¢oklu regresyon modelinin klasik yontem ve Bayes yontemiyle analizi
yapilmustir. Her iki analiz yonteminde elde edilen sonuglar bakimindan birebir

paralellik gozlenmistir.

Bu modelde hata terimleri iligkisiz olmalarina ragmen bagimsiz degildir. Regresyon
katsayilan vektorinin EKK tahmin edicisi, ECOB tahmin edicisidir. Ayni1 zamanda
en kiglik varyansli dogrusal yansiz tahmin edicidir. Hata terimlerinin Normal

dagilima sahip olmamasina ragmen ilgili momentler t ve F istatistiklerine

dayanmaktadir. Bununla birlikte, ©® parametresi ile ilgili sonuglarda, ki-kare

dagilimi yerine F dagilimi kullaniimistir.

Parametrelerin bilgi icermeyen onsel dagilim ile modelin Bayes analizinde ise, [
regresyon katsayilarinin vektoriiniin sonsal dagilimt Cok Degiskenli Student-t’dir.

EKK tahmin edicisi (regresyon katsayilarinin), bu sonsal dagilimin ortalamasidir. ¢°
parametresinin sonsal dagilimi ise F dagilimidir. Serbestlik derecesi biyidugiinde
hata terimlerinin dagilimi Normal dagilima, vs’/c” nin sonsal dagilim: ise, ki-kare
dagilimina yaklagir. Bu da o® parametresi ile ilgili sonuglarin serbestlik derecesinin

buytkligiine bagl olarak degistigini gosterir. Ayrica parametrelerin eslenik Onsel

dagilim ile Bayes analiz sonuglan da verilmistir.

Bolim beste verilen N[gozln] ile gosterilen Cok Degiskenli Normal dagilima
sahip ¢oklu regresyon modelinin analiz sonuglaninda ise B regresyon katsayilan

vektoriniin EKK tahmin edicisiy ECOB tahmin edicisidir. Tahmin edicilerinin

varyanslari ise bolim dortteki modele gore daha kiigiktir.
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Bilgi igermeyen Onsel dagilim ile modelin Bayes analizinde ise B regresyon
katsayilarinin  sonsal dagilimi, Cok Degiskenli Student-t’dir. EKK (B

parametresinin) tahmin edicisi burada da sonsal dagilimin ortalamasidir.

o’ parametresi ile ilgili sonuglarda ise birinci modele gore tamamen farkhiliklar

vardir. Sonsal dagilimi Ters Gamma dagilimidir.

Kisaca belirtmek gerekirse her iki modelin analiz sonuglari benzerlik gostermektedir.
Elde edilen tahmin ediciler aym olmasina ragmen tahmin edicilerin varyanslari
agisindan farkliliklar vardir. Birinci modeldeki tahmin edicilerin varyanslari daha

biiyiiktiir .

Son olarak Cok Degiskenli Student-t dagilimina sahip hata terimleri ile ilgili elde
edilen sonuglarin, basit regresyon modeli iginde, gegerli oldugu gorilecektir.
Regresyon varsayimlarinin (normallik, bagimsizlik gibi) saglanmadigi durumlarda
kosullar1 yerine getirmek yerine Cok Degiskenli Student-t hata terimli regresyon

modeli énerilebilir,
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Ek-1

Bu ekte, bolim dortte Es. 4.19°daki eglenik onsel dagihm ile o® ve B
parametrelerinin marjinal sonsal dagihimlarinin elde edilmeleri gosterilecektir. Bu

caligmada,

i 0 2 «°
p(y,rIBo)f[—exp{———(y XB)(y - XB)H{‘JH eXp{—";—f:—H

[EK.1]

ile yazilan ortak oyf kullamlmigtir. Yukandaki dagilim t (0<t<co) tlzerinden
integrallenirse Eg. 4.7°deki olabilirlik fonksiyonu elde edilir. Es. 4.19 ile verilen
onsel dagilimn analizi igin p,(c”|.) ifadesi, Es. 4.20 ve © yardimct parametre

olmak lizere

p(B.c".0].) % pelc” I)[ e\p{——(B BYAPB- B)H

[0 el -22] e

olarak yazilabilir. Es. EK.2’deki oyf ® parametresine gore integrallenirse, Es.

4.19°da verilen B ve ¢ parametrelerinin marjinal onsel dagilimlari elde edilir.

Es. EK.1 ve Es. EK 2 ile verilen ifadelerin ¢arpimi, A = 12 /©®” olmak iizere

2 2w 27=2yT 2 1 vs'+v,6° 1 ’\73512
pF(G I)(G ) (Ga) [an(‘ﬂ exp{ 2’(2 }:ll:Gk-rFa-H exp{ 2@2 }}




54
.exp{—;i—z—[(ﬁ—ﬁ)'X'X(B—B)+(rz/®2)(B—ﬁ>'A(B—ﬁ)]} [EK 3]

olarak yazilir. Bu esitlik 6> ve B parametrelerinin marjinal sonsal dagilimlarini

bulmak i¢in kullamlir. Eg. EK.3'deki son istel ifade A=X'X, M=XX+AA ve

B, =M" (X'XB+LAB) olmak iizere
B-BYXX(B-B)+ MB-BYAB-B) = (B—B,)M(B—B,) +F'XXB+ 1B AB-B;MB,
[EK.4]

olarak yazlabilir. Es. EK.4’deki ifade, Ey. EK.3’de yerine yazilip B parametresine

gore integrallenirse elde edilen sonug

pe(o” [ N0 2@ [ vsTvie? ]f I p{_ V.3 |

®k+\'.‘+l ex

M expv{ —%[f}'X'XBJrAE’AE—B_;ME}J} [EK.5]

-

olur. Es. EK.5 ifadesinde o°, T ve ©® parametrelerini o°, T ve A=1"/6"
parametreleri olarak degistirilirse bu doniigiimiin jakobiyeni A"’ ile orantilidir.

Boylece Es. EK.5 ¢*, T ve A terimleriyle

pF(C)‘: I Mo )" :(53 ) IM,—I Ty kT, 2

4V, w3

.exp{—%[vs: V0" +V.EA+PXXB+ KE'AE—E;ME]} [EK.6]
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olarak yazilir. A ve ¢’ parametrelerinin marjinal sonsal dagilimlarini bulmak igin

o . (Vs Vo -
Es. EK.6 1 parametresine gore integrallenirse, G =-(-—%—i—) ve V, =v,+V,

v

a

olmak iizere

"

pF(O': l .)03 )"0'3(62 )ﬁv- IMI_P: A kTt 2 -
{VS: + V(!62 + vac—fi;\' + B'X,XB + }"B'AB _ E:MB-/ }'““""u“’”"a*‘-' 2

elde edilir. Es. 4.20 ile Es. EK.7,

p(c®,Aly,)=p, (6" |A,y,)p,(A1Y..) [EK.8]

olarak yazilabilir. Yukaridaki esitlikte ad gecen ifadeler

g(}) =A(v,s] + BAB)—BMB, + BX'Xp olmak iizere

: A+rwe” |7 qaaywet |
PucT Iy [ vs™+g(A) vs™ +g(A) [EK.9]
ve
k(kw,—ﬁf)f:
p.(Aly, )= s [EK.10]

M| @y st g0 |

olarak yazilabilir. Es. Ek.9 ifadesinden o parametresinin kosullu sonsal dagtlimimnin

F oyf oldugu gorilir.

B parametresinin marjinal sonsal dagihmi ¢, =B'X'Xp+B'Af-BMB, olmak tizere
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(™) {_

l - - - -~ -~ ~
P exp = [vs +v,o"+(T /O )v,s; +Vv, O ):I

2

exp{_z_l‘[:'[c;. +(B~B,YM(B-B, )]} [EK.11]

olarak yazilan ifadedeki c°, t ve © parametreleri yerine c°, © ve A=1"/0O"

olarak degistirilipc” ve T parametresine gore integral alimirsa, elde edilen sonug

)\(k+vo +4)/2(1 + )\')Vo
{Vsz +Av,s; +¢, +(B-B, YM(B-B,)

p(B’)vl y’) * }fn+k+\<a+1> 2 [EK 12]

olup, bu oyf’da A biliniyorken [ parametresinin kosullu sonsal dagilimmin Cok
Degiskenli Student-t oldugu gorilir. Bu oyf’ndan herhangi bir B, ve X
parametrelerinin ortak sonsal dagilimlart bulunabildiginden, B, 'nin marjinal sonsal

dagiliminida bulmak mimkiindir (14).



OZGECMIS

Demet HAN 25.04.1978 tarihinde Yozgat’ta dogdu. Ilk, orta ve lise 6grenimini
Ankara’da tamamladi. 2000 yilinda Ankara Universitesi Fen Fakultesi Istatistik

Bslimiinden mezun oldu.

57



Université de Lausanne, HEC Kurt Schmidheiny
Applied Econometrics 1} ‘ November 5, 2003

OLS Regression

1 The Econometric Model

The multiple linear Regression model is of the following form.
A single observation follows

g = Bz + Pagn + o + Ok tE =1 N

B

Y = ﬁaa aﬁ«w : + &
Bx

1x1 IxK Kx1 1x1

and the whole sample follows

n . Ty Tz vt Tk B €1

Y2 Ty Tz o Tek Ba 2

. = . .. ) . + .

YN TNt TNzt ENK B EN
Nx1 Nx K Kx1 Nx1

] X B €
by €1 z B €1
= ﬂ Ty vt Tk w I S B B H I o
Bx EN TN Br EN

where a set of assumptions is an integral part of model.

OLS Regression 2

2 Assumptions

There are several sets of assumptions that complete the description of the
statistical model. Several of the following assumptions are therefore for-
mulated in different alternatives. Table 1 links different sets assumptions
with the properties of the OLS estimator. |

Al: Correct functional form (linearity):
y=Xp+e, where E(e) =0

A2: Data behaviour:
a) rank(X)=K <N (full rank)
b) plim(%X'X) = Q and plim(+ X'Q.X) are positive definite
A3: Exogeneity of independent variables
a) X is fixed (von-randorn)
b) € L X (independent)
¢) E(g]X) =0 (mean independent)
d) cov(X,e) =0 (uncorrelated)
Ad4: Spherical or non-spherical disturbances
a) Elee'|X) = oIy (homoscedastic and no autocorrelation)
b) E(ec'|X) =030, Q= diag(o?, ....0%) # In (heteroscedastic)
¢) E(ec'|X) = *Q,Q # In, (autocorrelation)
d) “some sort of independence across observations”

A35: Normality:
elX ~ N(0,E
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3 Estimation with OLS

Ordinery least squares (OLS) means minimizing the squared distance
between the observed and the predicted dependent variable y:

N
S \ = 2 _ e = — XBY(y — XB) — mi
(e, 8) Mm. ge=(y B)(y— XB) min
The resulting OLS estimator of 8 and o is:
f=XX)" Xy

/

2 ) ce
s =0"= -
N-K

awmammuwlmuelkm.

4 Small mﬁbwﬂm Properties of the OLS Estimator

The following small sample properties hold under the classical assump-
tions Al, A%, A3c, Ada and AS:

o The OLS estimator of 3 is unbiased:
EX)=8
e GauB-Markov-Theorem: 3 is BLUE (best linear unbiased)
o The variance o»..ﬂrm OLS estimator is given by:
V(BIX) =?(X'X)"
e The OLS estimator of o* is unbiased:

E(¢*|X) = Es*|X = o*

OLS Regression

o The OLS estimator is normally distributed:

BIX~N Am“ o? A.ﬁéLv

e (3 and 6? are independent
e The distribution of 42 follows

(T = K) 8 /a*|X ~ Xb_x

5 Tests in Small Samples

Assume again Al, A2a, Adc, Ada and A5, then the t statistic of a par-
ticular 3 follows a t distribution with N — K degrees of freedom:

B — B

~IN-K

where (X'X),, is the scalar in the k—th row and k—th column of (X' X)~".
The F statistic to simultaneously test J linear restrictions R = ¢
follows an F distribution with J and N — K degrees of freedom:

(R3—a) [Rs* XX R (B3~ o)

7 ~ Fyn-Kx

6 Asymptotic Properties of the OLS Estimator

The following large sample properties hold under the asswnptions E:
A%a, A2b, A3d, Ada and Add:

e The OLS estimator is consistent:

plim =8
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» The OLS estimator is asymptotically normally distributed:
VN(B-8) =N (0,0°Q7")

e The OLS estimator is therefore approximately normally distributed
samples in large, but finite samples:

pan(n%e)

where o2 can be replaced by the consistent estimator #=ce/(N—-
K) and Q~Y/N by (X'X)™.

7 Asymptotic Tests

Several asymptotic test can be performed under the assumptions Al,
A2a, A2b, A3d, Ada and Add. Asymptotic tests do not require the
normality assumption A5. However, they are only approximately valid
and require “large” (which is difficult to define) samples.

The t statistic of a particular g follows approzimately the standard
normal distribution:

B — B
82 (X'X )

2 N(0,1)

The Wald statistic to simultaneously test J linear restrictions R3=gq
follows approximately an x? distribution with J degrees of freedom:

w=dF=(R5-dq) [P R] " (RB-q) £ 3
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Table 1: Properties of the OLS estimator.
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Al: lincarity
A2a: full rank

A2b: plim

Ala: fixed

A3b: independent
A3c: mean indep.
A3d: uncorrelated

. v

v Y

Ada: homoscedastic

A4Db: heteroscedastic

Adc: autocorrelated

Add: independent obs.

A5: normality

Small sample properties of B

BL: best linear

u. [3 unbiased

N: 3 normally distributed

v

Lurge sumple properties of 8

a

lly efficient

B asymptotical

w/‘

‘/‘

C: 3 consistent

A A

e

Notes: empty = not required, v = fullfiled, x = violated, - = inexistent,* = needs more (technical} assurptions.

~ AN: g asymptotically normal
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Proof of the Gauss Markov Theorem:
The Gauss Markov Theorem says: “Within the class of fincar unbiased estimators, the least squares
estimator has minimum variance.” Another way uf saying (his is that the least squares estimator is the Bes
Linear Unbiased Estimator (BLUE). :
Consider A:C regression equation

y=a+ P+

We will do the proot of the Gauss Markov theotem for thie slope coefficient.

Proof:

Consider a lincar estimator for fi . Since we are interestd i the slope coefficient only. all variables will be

written as deviatdons trom means, 0B s a Hoear function ol the random variable v, 1 must be of the form

(1) B=Yc (v-F) forconstants ¢;.
b
Our theoream voncerns unbiased estimators. s¢ we require that E[B ] = f.
E[p? SC:E{)}'}—’] 8
Sotis-Nn
BYedn-N)

13

So for our linear sstimator (o be unbiased, the tollowing condition must hold:
(2) Soalx-N) =1

The variaros of s

Nuarg fj ) = Var(Sedyesy D
Se Var(y- ¥)

.
(Seit)or

Since ¢~ is fixed we need only minimize 2e;"

Thus. we reed 1o minimize Su,© suliset to our unhiascdsess restriction (2). Forming the Lagrangian:

The first order conditions (FOC) fur a minimum are:

(4) clide, = 2¢,-4(x,-X )=V
(5) ELCn = SCdseX1—-1+=1



. We must solve these equations lo get an expression for the ¢'s.
Equatio (4) implies:
6y ¢ =(M2)(x-X) Vi

To solve for A substitute (6) into (5):

: TIOV2Y(x-X W3- X)) = |
(M 7 A=A

Substituting (7) into (6):

¢ = (/22T (x X)) X)
= (X VI X )

But notice that this gives the OLS estimator!

B = .‘_:ct(,\'n‘ :\— )
= S Oy ¥ 3R )

Hence, we have shown that the least squares estimator is BLUE (best linear unbiased estimator).



