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OZET

Bu tez sekiz béliimden olusmaktadir. Boliim 1 de Schlafli diferensiyel formiilii
ve bu alanda yapilan ¢calismalar hakkinda baz tarihi bilgiler verildi. Boliim 2 de
temel tamum, kavram ve ozellikler verildi. Béliim 3 de yarx-(")klidyen uzaylarda
hiperkuadrikler, hiperkuadriklerin ozellikleri, siniflandirilmas: ve aralarindaki
izometriler verildi. Bu boliimde ayrica hiperkuadrikler iizerinde n-simpleks ve
yiizlerinin tanmmi verildi. Boliim 4 de hacim elemam ve yar-Oklidyen uzayda
Kneser in verdigi Schlafli diferensiyel formiiliiniin ispat1 icin; secilen vektoriin
durumuna gore koordinat doniisiimleri incelendi. Bélim 5 de birim
hiperkuadrikler iizerindeki simpleksler icin Schlafli diferensiyel formiiliiniin
genellestirilmesi verildi. Boliim 6 da keyfi boyutlu bir simpleksin polar ve
tiimleyen dual tammlarimi vererek, Santalo formiiliiniin 3-boyutlu ispat: verildi.

Béliim 7 de Gauss-Bonnet ve Santalo formiillerinin simplekslerin hacmi i¢in
genellestirilmesi yapilarak, tek ve cift boyutlu yiizlerdeki dihedral agilarla ilgili
sonuglar verildi. Bolim 8 de bu cahsmadan elde edilen sonuclarin dzeti ve
hedefleri verildi.
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ABSTRACT

This thesis is consists of eight chapters. In chapter 1, we have given some
information about history of Schlafli differential formula. In chapter 2, given
basic definitions, concepts and properties are given. In chapter 3, the definition
of a hyperquadrics, the classification of hyperquadrics and the isometries of two
hyperquadrics are given. Morever, in that chapter n-simplex and its faces on a
hyperquadrics are defined. In chapter 4, the coordinate maps are examined
with respect to the causalcharacter of a vector for the volume element and the
proof of Schlafli’s differential formula given by Kneser in semi-Euclidian space.
In chapter 5, the generalization of Schlafli’s differential formula to the simplices
on the unit hyperquadric is given. In chapter 6, Santalo’s formula in three
dimensions is proved by giving the definitions of polar dual and complementary
dual of a simplices in arbitrary dimensions. In chapter 7, some results with
related to dihedral angle at these faces with odd and even dimensions are given,
by using the generalization of Gauss-Bonnet and Santalo’s formula for the
volume of simplices. In chapter 8, the summary of the results obtained from that

study and its targets are given.
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SIMGELER

Bu ¢ahigmada kullamlmig baz: simgeler agiklamalan ile birlikte agagida verilmigtir.

Aciklama

Simplektik koni

Simpleks

Simpleksin bir yizi

q-indeksli hiperkuadrik

Hacim |

Dihedral agt

Polar agi

v- indeksli semi-Oklidyen uzay

g-indeksli psedo-kiiresel uzay

g-indeksli psedo-hiperbolik uzay



1. GIRiS

Keyfi boyutlu hiperbolik ve kiresel polihedronlann hacim hesabinda Schlafli
diferensiyel formilis merkezi rol oynar. Sabit egrilikli yan-Oklidyen uzayda
diferensiyellenebilir n-simpleksler ailesi A olmak tzere A ailesine ait hacimlerin
diferensiyelini; 2-esboyutlu yiizlerin hacmine ve bu yiizlerdeki dihedral agilara bagl
olarak ifade edebiliriz. Buna gore; 2-esboyutlu yiizlerin hacmi V,_,(F), bu
yiizlerdeki dihedral agilart a, ve 2-esboyutlu yizler iizerinden toplam alinmak

tzere; A simpleksinin hacminin diferensiyeli;
,(8) = =3V, ,(F)da,
n-1 F

seklindedir(1).

Bu formiil ilk olarak keyfi boyutlu kiresel simpleksler i¢in 1832 de Ludwig Schiafli
tarafindan ispatlandi. 1936 da ise Helmuth Kneser bu formiiliin hiperbolik duruma
genellesebilen farklt bir ispatim verdi(2). Daha sonra da (3) de John Milnor aym
formiili hiperbolik manifoldlar Uzerindeki simpleksler igin vermistic. Son
zamanlarda ise bu formiliin hiperbolik 3-manifoldun hacim hesaplarinda da
kullanidddigr gosterilmigtir(4,5,6). Hiperbolik uzay formlarimn hacminin hesaplanmasi
Hodgson’ un fikridir(7). Bonahon da (8) de hiperbolik 3-manifoldlarin konvekslik

bolgesinin hacmi igin Schlafli diferensiyel formultini bulmugtur.

Diger taraftan J.M. Schlenker tarafindan yonetilen bazi ¢ahgmalarda; sabit egrilikli
tam yan-Riemann manifoldlarin  igerdigi  simplekslerin  hacmi  iizerine
galistimaktadir(9,10). Buna onemli bir ornek olarak S i verebiliriz; ¢inki S bir
sabit egrilikli Lorentz manifoldudur. Burada S ve n-boyutlu hiperbolik uzay H”"

arasinda bir duallik iligkisi; S," nin her bir v noktasiu, A" de birim normali v olan

bir hiperdiizleme kargilik getirmek seklindedir(11). Bu dualiteden yararlanarak S



de ki simplekslerin hacmi igin Schlafli diferensiyel formiilii; hiperbolik simplekslerin
hacmi ile hiperdiizlemlerin arakesitlerinin 6lgtimii arasinda baglanti kurmak igin
kullanildi. Bu bagintt (12) de Santalo tarafindan 3-boyutta, integral geometri
kullanilarak gosterilmistir,. Bu denklemin bir analoguda; kiiresel dértyiizhiniin
hacmiyle hiperduzlemlerin arakesitinin Olglimii arasinda bir baglant1 kurar, Bu iligki
de kiiresel Schlafli diferensiyel formiilis kullanddarak Milnor tarafindan verilmigtir(3).
Bu ¢alismada Kneser yontemiyle Schlafli diferensiyel formiiliiniin psedo-kiiresel ve
psedo-hiperbolik uzaya genellestirilmig ispatt verildi. Ayrnica Gauss-Bonnet ve
Santalo formillerinden ortaya c;xkan sonuglarin ispatinda Schlafli diferensiyel
formili kullandd.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde caligmalarmmizin tabammi olugturan simetrik bilineer formlar, yari-
Oklidyen uzaylar, yan-Riemanyan manifoldlar genel olarak tamitilacaktir. Bu bolim

icin temel referanslanimiz; (13), ve (14) nolu kaynaklar olacaktr.
2.1. Simetrik Bilineer Formiar
Tanmim 2.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun.

g VxV >R

donisimi Va,be R ve Yu,y,wel icin,

() glu,v)=g(,u)
(i) glau + bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w)
glu,av+bw)=ag(u,v)+bg(u, w)

ozelliklerine sahip ise bu durumda g donistimiine J~ vektdr uzayr Gizerinde simetrik

bilineer form denir (13,14).
Tanim 2.1.2. V reel vektdr uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) YvelV ve v#0 icin g(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
tammii,

(i) VveV ve v#0 igin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanumls,

(iif) Vvel ve v#0 igin g(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif
tammli,

(iv)VveV ve v#0 icin g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif

tanimh denir.



Tanmim 2.1.3. V bir reel vektor uzay1 ve g:V xV —R; V iizerinde simetrik bilineer

form olsun.

(i) g nin non-dejenere olmast i¢in gerek ve yeter kosul g(u,v)=0 ve Vvel’ icin
u =0 olmasidir,

(i) g nin dejenere olmas igin gerek ve yeter kosul g(w,v)=0 ve VveV i¢in
w # 0 olmasidir,

(iiiy ¥ uzerindeki g non-dejenere simetrik bilineer form ¥ nin bir alt vektor

uzaymna indirgenebilir. Indirgenen simetrik bilineer form dejenere veya non-
dejeneredir(14).

Tamm 2.1.4. V bir reel vektor uzay1 ve g:¥V xV — R; V izerinde simetrik bilineer

form olsun. ¥ nin sifir uzayi (radikal veya null uzay1);
RadV ={ eV g€ v)=0,veV}

seklinde tammlanir ve RadV ¥V dir. RadV alt uzaymmn boyutuna g nin sifirhk

derecesi (nullity degree) denir ve nullV ile gosterilir.

Yukaridaki tamma gore; V izerindeki g simetrik bilineer formunun dejenere (veya
non-dejenere) olmast icin gerek ve yeter kosul mullV >0 ( veya mullV =0)
olmasidir(13).

Ornek 2.1.1. 2-boyutlu reel vektor uzayt R* ve g simetrik bilineer formu Vx,y € R?

icin;

g:R*xR* >R

(x:y)ﬁg(x:y):"ﬁyl +x2y2



seklinde tammlansn. Buna gore RadR®={(0,0)} ve g nin sifirhk derecesi

nullR? =0 dir. Yukanidaki tanim geregince de g non-dejeneredir.
Tamm 2.1.5 g simetrik bilineer formuna kargilik gelen kuadratik form; Vvel” igin

hV—>R
v h(v) = g(v,v)

seklinde tanimlt bir donigimdar. Bu durumda g, h yardimiyla Vv,w €V igin;

gv,w)= %{h(v +w)—h(v) - h(w)} [2.1]

seklinde ifade edilebilir(14).

V nnbir E= {el,ez,...,em} bazi i¢in; A4, € R ve v, ler de v nin £ bazina kargilik

gelen koordinat bilegenleri olmak iizere;
)= 2,0,
=l

formuna sahiptir. A, katsayilarimn pozitif, negatif ve sifir olanlarnin sayilary, sirast
ile p,g ve r ise bu durumda A ya (p, q,r)—tipindendir denir ve ayrica
p+q+r=mdir (15).

Onerme 2.1.1. V izerinde g simetrik bilineer formuna ait (p,q,r)-tipinden bir

kuadratik form h olsun. Bu durumda;

(1) g nin dejenere (vaya non-dejenere) olmast igin gerek ve yeter kogsul

7 > O(r = 0) olmasidir,



(i) g nin pozitif (veya negatif) tammh olmas: igin gerek ve yeter kosul
p = m(q = m) olmasidir,

(ili) g nin pozitif (veya negatif) yar-tammlt olmas icin gerek ve yeter kogul ¢ =0,
p>0,r>0(p=0,g>0, r>0) olmasidir.

Ispat: (15)

Tanum 2.1.6. V nin bir baz1 E = {e,,ez,...,em} olsun. b, = g(e,,e,) olarak tanimlanan

B = [bij LM matrisine E bazina gore g nin matrisi denir. G simetrik oldugundan B

matrisi de simetriktir (14).

Sonug 2.1.1: 'V nin herhangi bir e bazina gore g nin matrisi B olsun. g nin non-
dejenere (veya dejenere ) olmas: igin gerek ve yeter kosul rankB =m, (rankB <m)

olmasidir (14).

Tanum 2.1.7. V bir reel vektor uzayt ve g:V xV — R; V uzerinde bir simetrik

bilineer form olsun.

gl, ‘W xW >R

negatif tammh olacak sekilde en bityiik boyutly W alt uzaymin boyutuna, g-simetrik
bilineer formunun indeksi denir ve q ile gosterilir. Ayrica q ya V' vektor uzaymmn da

indeksi denir ve indV = g ile gosterilir (14).

Buna gore 1<g<boyV dir. =0 olmas: i¢in gerek ve yeter kogul g nin pozitif

yari-taniml olmasidir.



2.2. Yari-Oklid Uzaylan

Tanm 2.2.1. V reel vektor uzayr uzerinde bir g non-dejenere, simetrik bilineer
formu tammlanirsa g ye bir skalar ¢arpm (yan-Oklid metrigi) ve V' ye yani-Oklid
uzayi denir. p.g =0 ise g ye gergek yan-Oklid metrigi denir.

Ozel olarak g pozitif tammh ise, g ye Oklid metrigi ve ¥ ye de Oklid uzay: denir.
g=1 ise g ye Lorentz (Minkowski) metrii ve 7 ye de Lorentz uzayr veya

Minkowski uzay: denir (14).
Tamm 2.2.2. Bir ve V' vektori igin;

(1) g(,v)>0 veya v=0 ise v vektoriine uzay benzeri (space-like) vektor,
(i) g(v,v) <0 ise v vektoriine zaman benzeri (time-like) vektor,
(iii) g(v,v)=0 ise v= 0 olmak tizere, v vektoriine 151k benzeri (light-like, null veya

isotropik) vektor denir(14).
Tanum 2.2.3. V yan-Oklid uzay: ve g de yar-Oklid metrigi olmak tizere;

() Ty ={el-{0}): g(v,v)=0} seklinde tamml T, ciimlesine ¥ nin 1gik konisi,
(i) Ty = {veV : g(v,v)> 0} seklinde tanumh Ty ciimlesine ¥ nin uzay konisi,

i) T, =fre(V-{0}):g(v,v)<0} seklinde tammh T, ciimlesine ¥ nin zaman
konisi denir (14).

Tamm 2.2.4. V yan-Oklid uzay: ve g yari-Oklid metrigi olmak iizere;

l:V >R

v b =g )



seklinde tanimh fonksiyona norm fonksiyonu denir. |v| ya da vnin normu veya vnin

boyu denir. Boyu 1 birim olan vektére de birim vektor denir (14).

Tamm 2.2.5. u,veV igin u =0 ve v=0 olmak tzere;, g(u,v): 0 ise, bu durumda

u ve v vektorlerine ortogonal vektorler denir ve # L v geklinde gosterilir (14).
Teorem 2.2.1. Bir V # {0} yan-Oklid uzay: daima bir ortonormal baza sahiptir.
Ispat: (14).

Ornek 2.2.1. (n+1)-boyutlu reel vektdr uzayt R*™ ve bu uzaym bir ortonormal bazi
E=1{,=(1,0,.,0)e, =(0,10,.,0)...e, =(0,0,..1)} olsun. g indeksi 0 <g<n+1

olmak iizere; R™ iizerinde bir yari-Riemann metrik Vx, y € R™! i¢in
g-1 n
g(x=y): _inyi +ijyj
=0 i=q

seklindedir. Bu metrikle birlikte R™' bir yan-Oklid uzay: olur ve R*' ile gosterilir.

Ozel olarak g =1 ise R™' bir Lorentz (Minkowski) vektor uzayidir.
Tanum 2.2.6. V , R nin bir alt vektor uzay: olsun. Bu taktirde V alt vektor uzayina;

(1) Eger V' bir zaman benzeri (time-like) vektore sahipse V' ye zaman benzeri (time-
like) '

(it) Eger V deki sifir olmayan her vektor uzay benzeri (space-like) ise ¥V ye uzay
benzeri (space-like)

(1ii) Aksi durumlarda V' ye 151tk benzeri (ligt-like) denir(16).



Tamm 2.2.7. x ve y, R de iki zaman benzeri (time-like) vektor olsun.

<x,y >= x| ¥|cho(x, ») [2.2]

olacak gekilde bir tek negatif olmayan ¢(x, y) reel sayist vardir. Burada ¢(x,y)ye x

ve y arasmdaki zaman benzeri (time-like) agt denir(16).

Tanmm 2.2.8 x ve y R}" de uzay benzeri (space-like) alt vektor uzaymm geren iki

uzay benzeri (space-like) vektor olsun.
<x,y >= |d|ly|coso(x, ») [2.3]

olacak gekilde bir tek o(x,y) reel sayist vardir. Burada o(x,y)ye, R’ de x ve
y arasindaki uzay benzeri (space-like) agt denir(16).

Tamm 2.2.9. x ve y R*' de zaman benzeri (time-like) alt vektdr uzayim geren iki

uzay benzeri (space-like) vektor olsun.
[< %y > = |dllehot.2) [2.4]

olacak gekilde bir tek pozitif ¢(x,y) reel sayist vardir. Burada ¢(x,y)ve, R’ de x

ve y arasindaki zaman benzeri (time-like) act denir(16).

Tamm 2.2.10. R’ de x bir uzay benzeri (space-like) ve y de bir zaman benzeri

(time-like) vektor olsun.

[< %y > = [dllylshotx, ») [25]
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olacak sekilde bir tek negatif olmayan o(x,y) reel sayist vardir. Burada ¢(x, y) ye,

R de x ve y arasindaki zaman benzeri (time-like) ag1 denir(16).

Teorem 2.2.2. V vektor uzayr i¢in bir ortonormal baz {eo,el,...,en} olsun.

¢, = gle,,e,) olmak tizere; Vv eV vektori,

v :igig(vﬂei)ei [2.6]

=0
olacak bigimde tek turlii yazilir.
Ispat: (14). -

Tanmun 2.2.11. (V, g) m-boyutlu yari-Oklid uzay: ve W da ¥ nin bir alt uzay: olsun.
g(W dejenere ise bu durumda W ya I nin 1gikst veya dejenere alt uzay denir. Aksi

halde W ya V' nin non-dejenere alt uzay1 denir.

Wt ={eV glv,w)=0vweW} cimlesine d¢ W mn dik uzay: denir. Genellikle
W AW = {0} dir (14).

Onerme 2.2.1. (V, g) m-boyutlu yan-Oklid uzay1 ve W da ¥ nin alt uzay: olsun.

Bu durumda asaggidaki ozellikler vardar:

() boyW +boyW"' =m,

@ ) =w,
(iti) RadW = RadW* =W W+

Ispat: (14).
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Sonug 2.2.1. V bir yan-Oklid uzayi ve W da V' nin bir alt uzay: olsun. Asagidaki

Onermeler denktir.

(1) W,V nin bir non-dejenere alt uzayidir,
(i) W' de ¥ nin bir diger non-dejenere alt uzaydr,
(it)) W ve W', V nin tamamlayici (complementary) ortogonal alt uzaylaridar.

(iv) V ; W ve W* in ortogonal direk toplamudir(14).
2.3. Yan-Riemann Manifoldiar ve Altmanifeldlar

Tamm 2.3.1 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde non-dejenere

ve sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanmna bir metrik tensor denir (14).

Bagka bir ifadeyle A/ manifoldunun her p noktasmndaki 7,/ tanjant uzayina g]p

skalar carpim karsilik gelir ve g|p nin indeksi her p € M igin aymdr.

Tamm 2.3.2. M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli

bir metrik tensor olmak iizere; (M , g) ikilisine bir yan-Riemann manifold denir (14).

Tamm 2.3.3. (M,g) bir yar-Riemann manifold olsun. g nin sabit indeksi q ya
(M, g) yan-Riemann manifoldunun indeksi denir. q indeksli ve n-boyutlu bir yari-

Riemann manifold M ] ile gosterilir (14).

Tamm 2.3.4. M bir yan-Riemann manifold olsun. Eger n>2 ve ¢=1 ise bu

durumda M yan-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir. Ozel olarak

g=0 ise bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann

metrididir(14).
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Tamm _ 2.3.5. M , bir yar-Riemann manifoldu ve a:/CR—>M]

diferensiyellenebilir bir egri olsun. @ min teet vektor alam T olmak tizere;

(i) g(T,7)>0 ise o egrisine uzay benzeri (space-like) egri,
(i) g(T,T)<0 ise a egrisine zaman benzeri (time-like) egri,

(iii) g(7,T)=0 ise a egrisine 151k benzeri (light-like veya null) egri denir (14).

Egrinin 6zel bir hali olan dogruyu g6z oniine alalim. Dogrunun dogrultman vektorii
uzay benzeri ise, dogru uzay benzeri dogru, dogrultman vektérii zaman benzeri ise,
dogru zaman benzeri dogru ve dogrultman vektorii 1gik benzeri ise, dogru isik

benzeri olur.

Tamm 2.3.6. M m-boyutlu ve v -indeksli bir yan-Riemann manifoldu ve M, n-

boyutlu ve g -indeksli bir diger yari-Riemann manifoldu olsun.

FiM" 5>M,

doniigiimii bir izometrik immersiyon ise (rankf =m) M” ya M, nin bir yar-

Riemann altmanifoldu denir (14).



13

3. HIPERKUADRIKLER

3.1. Hiperkuadrikler ve Ozellikleri

f fonksiyonu

f R xR™ >R
(u, v) > f (u,v)

seklinde taumh bir simetrik bilineer form olsun. geF (Rj“) ve

F(R:)={4lg: R™" > R,qu) = f(u,u)} olacak sekildeki g fonksiyomu dogal

koordinatlarda;
n 2 v—1 2 " o
qu) =D &, @') == @) +3 (') [3.1]
=0 i=0 j=v
seklinde tammlamr.

Tamm 3.1.1 r > 0 ve & = +1 olmak lizere;

0=g"(er?) = \xe R|g(x) =er?} [3.2]

kimesi R de bir semi-Riemannyan hiperyiizey belirtir. Bu hiperyiizeylere, R
nin hiperkuadrikleri denir. ¢=1 ve &=-1 durumlanna gére R de iki aileye

aynlirlar. Aynica A =g¢7'(0) - {0} olmasi durumu da R™ de 1sik benzeri (null) koni
olarak adlandirilir(14).

Tamim 3.1.2. n>2 ve 0 <v < n olmak iizere,
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S:¢)=q" ¢ =p R < p.p>=1"} [3.3]
kiimesine R de v-indeksli #-boyutlu 7 > 0 yarigaph psedokiire denir(14).

Tanim 3.1.3. n>2 ve 0 <v <n olmak Gzere,

Hf(’”)'—‘q_l(—f’z):{peRf;‘ < p,p>= ~r2} [3.4]

kimesine R™ de v-indeksli n-boyutlu r>Ovyancaph psedohiperbolik uzay

v+l

denir(14).

R™' deki psedokureler v -indeksli iken psedohiperbolik uzaylar ise (v —1)-indeksli
hiperkuadriklerdir. &€ =+1 olmak iizere & ile belirtilmis R’ nin hiperkuadrikleri

genel olarak agagidaki gibi ifade edilir.

Qj'(g):{xe&”“ LK, X >= 3’2} [3.5]

Bu gosterimler altinda hiperkuadriklerin onemli ornekleri; Qf (1) ile S* n-boyutlu
kiiresini, Q"(~1) ile H? n-boyutlu psedohiperbolik uzayr gostermekte olup, H”

bunun iki bilegeninden birisidir. Q' (1) ile de S n-boyutlu de Sitter kiiresi gosterilir.
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q'(f) = HO
X

Sekil 3.1. 3- boyutlu uzayda hiperkuadrikler.

Onerme3.1.1. R de bir A 151k benzeri (null) koni bir hiperyiizeydir, skalar carpim
altinda invaryanttir ve (R" —O)X S™V ye diffeomorfiktir. R’*" niin yer vektorii olan

P, A 1sik benzeri (null) konisine hem teget hem de normaldir. Bundan dolay:r A

151k benzeri (null) konisi yari-riemannyan degildir(14).

q(w, w) =0} seklinde tanimhdir. gradg=2P #0

Ispar: A=g"©)-{0}={we RI®
oldugundan A bir hiperyiizeydir ve gradg L A dir. Dolayisiyla P de Aya diktir.
Vwe A icin orjin ve 151k benzeri (null) koniyi birlestiren Ow= P,, w y1 kendisine
teget kabul eden A mmn bir esas dogrusu vardir. Dolayisiyla P,, A ya tegettir.
Buradan P yer vektdrii A 1s1k benzeri (null) konisine tegettir. O halde @

doniigtimii;
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@:(R" -0)x 8™ — R

X pn—v+1 )

(x7p) - (I)(x,p) = (x09xl7"'7xv—1’”x”pl’”x”pb'“;

seklinde tammlanirsa,

v—1 n-v+1
<®(x, p), ®(x, p)>= -3 x/ + ¢ > p;
i=0 i=t

="+

=0

bulunur ve ®(x,p)e A dir. @ donisimi bire-bir ve drtendir. @ nin bilegenleri

koordinat fonksiybnlarl oldugundan diferensiyellenebilirdir. @~ déniistimii;

oA (R -0)x5™

_ 1
Yy @ 1(.y) = (.yO’yla“'nyv-l’—;—-_(yv’yvﬂ’“"yn))

2.
j=v

seklinde tammh olup, ® ' donigiminin bilesenleri diferensiyellenebilir
oldugundan @' doniisimi de diferensiyellenebilirdir. O halde @ bir
diffeomorfizmdir. P yer vektorii A ya hem teSet hem de normaldir. Vw e Aigin,
<w,P>=0 iken P #0 oldugundan non-dejenere degildir. Bundan dolaytr A null

konisi yari-Riemann degildir.

Onerme3.1.2 r >0 yangaplt psedokiire (psedohiperbolik uzay) ile birim psedokiire
(birim psedohiperbolik uzay) homotetiktir(14).
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4 . . n+1 n+1 e e e . . .
Ispat: ¥ :R” — R’ donugimi tammlansin. Buna gore;

ST - SI()

S
p _>7p :(rpo’rpla"'vrpn)
:(ryO?yylﬂ"'nryn)

seklindedir. {xo,xl,...,xn}, Sr@) in ve {y,,y...v,} de S$"(r) nin koordinat

fonksiyonu olsun.

J — aLPrz _ a(rxz)
\PJS",‘(I) h &Cj - axj

= [r5,.f =rf

oldugundan W donigiimiy  diferensiyellenebilir. Ayrica W bire-bir ve

) O]

Ortendir. ‘I’l—lsga) donigimii de difrensiyellenebilir oldugundan ¥ bir

Reh)

snqy DIr homotetidir.

diffeomorfizmdir. Sonu¢ olarak ¥

Not: Hiperkuadrikler tizerinde caligirken; sadelik agisindan herhangi bir hiperkuadrik

yerine ona homotetik olan birim hiperkuadrik iizerinde galigacagiz.
S (r) psedokiiresi bir H,(r) psedohiperbolik uzaya asagidaki gibi homotetiktir.
Lemma3.1.1. p=(p,,p,,.p,)eR™ olmak iizere;

o &’,H—l __)Rn-rl

n-v+l

p - G'(p): (.pv’pv+1"“‘7pn7p05pl""’pv—l)
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seklinde tamimh doéniigim anti-izometridir ve her S”{r) psedokiiresini anti-izometrik
olarak H" (r) psedohiperbolik uzaya tagir. o™ de H (r) yi anti-izometrik olarak

A (r) psedokiiresine tagir(14).
Ispat: o ; bire-bir, orten ve diferensiyellenebilirdir.

O_—l :Rn+1 —‘)R:H

n-y+l

q - (qn~v+1’qn~v+27"'7qn7q07QI7"')qn—v)

seklinde tammli olup o' de diferensiyellenebilir. Dolayistyla o bir
diffeomorfizmdir. Vp € R igin;

< G(p)aa(p) >=< (pvapv+1>"“9pn’p07p1)""pv—ll(pv’pvﬂ’“")pnﬂpoﬁpl9"‘7pv—1)>

n v-1
=2 (2,) +2.(p,)
j=v =0
=-<p.p>

oldugundan o bir anti izometridir. Vp € §7(r) igin;

<o(p),o(p)>=~<p,p>
=—F

n
n-v

dir. Dolayisiyla o(p)e H, ,(r) oldugundan o,SI(r) yi H', () ye tagr,

Vge H! (r) igin;

<o g,o T (@>=~-<q,9>

:}"2
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n

olur ve o' (q) € §7(r) oldugundan o', H (r) yi S7(r) ye tagir.

Lemma 3.1.2. Sv"(r) psedokiresi, R" xS§"" ye ve H(r) psedohiperbolik uzayida

SY x R™™ ye diffeomorfiktir(14).
Ispat: Vx e R ve Vp e §™" olmak uzere;

O R"xS§"™ > 8§ cR™

)57+ 1))

doniisiimil tanimlansin. Buna gore;

< ®(x, p),®(x, p) >= -—‘Z_ x? +(r? + "x”z)nzw pl
= + 77+’

:r2

bulunur. Buradan da; @(x,p)e S}(r) dir. ® donigimi bire-bir, orten ve

diferensiyellenebilirdir. ®' déniigiimii;

©7 187 5 R xS

Y —'.)(D‘l (.yo:ylz"'ayv—l’yv""ﬂyn):(Dgl (xO?xl""axv—]>qv)"'?qn)

(w1 )]

seklinde tammli olup @~ diferensiyellenebilirdir. O halde @ bir diffeomorfizmdir.

Bu sonugtan @ déniistimiinin R” x.$™” yi S niin icine tapdig goritliir.
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H(r) psedohiperbolik uzaymn §” x R™ ye diffeomorfik oldugunu gostermek igin

VpedS' ve VxeR™" olmak tizere;,

¥:S§"xR™ > H!(ryc R

v+l

(p,x) = ((r2 + ﬂxﬂz)%p, x}

doniigiimil tanumlansin,

<P(p, ), H(p, 1) 5= WS p7 + S

=~ < o

=~r

oldugundan Y(p,x)eH () dir. ¥  donugumi bire-bir, Orten ve

diferensiyellenebilirdir. ¥~ doniisiimi;
g H? =5 5" xR™

(Gor i Gois Xy X, ) —> ((r2 +Hxﬂ2)%q, xj

seklinde tamimh olup diferensiyellenebilir oldugundan ¥ bir diffeomorfizmdir. O
halde H)(r) ile §* x R™™ birbirine diffeomorfiur.

Sonug 3.1.1. S°asagida ifade edildigi gibi iki noktayr gostermektedir.

§°={peR<p,p>=1}

= {1



21

H ] (r) nin iki farkh bilesene sahip oldugu;

H'(ry=8" xR’
={~LI}xR"
= ({—1} xR")x ({1} xR")

seklinde gosterilir. Buna gore; ((~1}xR") ve ({I}xR") H.(r) nin bilesenleridir. Bu
bilesenler R” ye diffeomorfturlar. R” baglantih oldugundan H7(r) nin bilesenleri
de baglantilidir. Bu bilegenler

(I) . R1n+1 - R1n+1

(poapl:“'apn) g (_ porplr"rpn)
izometrisi altinda kongruenttir. Fakat H° bir tek nokta olarak kabul edilmigtir.

Tamm 3.1.4. R™ de n-boyutlu H(r) psedohiperbolik uzaymmn (r,0,0,....0) dan

gegen bilesenine uist bilesen, (-7,0,0,...,0) dan gegen bilesenine alt bilegen denir(14).

Onerme.3.1.3. y , 87(r) c R in sabit olmayan bir geodezigi olsun.

(1) 7 zaman benzeri (time-like) ise Rde bir hiperboliin tek kanadimun bir

parametrizasyonudur.
(2) 7 151k benzeri (null) ise R’ nin bir dogrusudur, yani geodezigidir.

n+l

(3) 7 uzay benzeri (space-like) ise de bir elipsin periyodik bir

parametrizasyonudur(14).
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Ispat: pe §=S? ve I1, R™ de pden ve orjinden gecen bir diizlem olsun. g, R
niin skalar garprm ise 0 zaman p uzay benzeri (space-like) oldugundan g}H i¢in ¢

durum s6z konusudur.

Q) g}n pozitif tantmlidir. O zaman I1~ S, I~ R’ de bir gemberdir. Gergekten

<,y >:r2} de

{e,.e,}, T igin bir ortonormal baz ise ae, +be, nin S = {v e R™

bir nokta olabilmesi igin gerek ve vyeter kosul a’+b%=r’ olmasidir.

a(t) =rcoste, +rsinte,, I~ S nin sabit hiz paremetrizasyonudur.

<@, 0 >=< (-rsint,r cost),(—rsint,7 cost) >

= r2
olup a efrisi uzay benzeri (space-like) dir. Ayrica P,, yer vektorinin o vya

kisitlanmigi olmak iizere;

¢ = Dad = Da(-rsin fe, +rcoste,)

=—rcosfe, —rsinte,

= —(r coste, +rsinte,)

=-P,
(ii) gln non-dejenere ve indeksi 1 dir. {eo,el}, IT igin p =re, ve e, zaman benzeri
(time-like) olacak sekilde bir ortonormal baz olsun. ae, +be, € IT noktasinmn § de
bir nokta olabilmesi icin gerek ve yeter kosul —a®+5* =7* olmasidr. I1~S,
O ~R! de bir hiperboldiir. P den gecen kanat a(f)= rshte, +rchte, sabit hz

paremetrizasyonuna sahiptir.

<a,a>=-r’ch’t+r’sh*t

= —r*(ch*t - sh’f)
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=—r
oldugundan & zaman benzeri (time-like) dir. Bu nedenle;

G =Dol = rshtey + rchte,

=P,
d, S yenormal ve &, S de geodeziktir.

(iii) g{n, 1-boyutlu 151k benzeri (null) uzay: ile dejeneredir. Béylece 151k benzeri

(null) uzayda v # 0 ise v 151k benzeri (null) vektordiir. &),v}, I1 nin bir baz1 olsun.
ap+bvelIl nin S de bir nokta olabilmesi igin gerek ve yeter kosul a==1
olmasidir. IINS, birbirine paralel iki dogrudan meydana gelir. a(t)=p+tv
orjinden ve pden gecen ve ¢(t)=v oldugundan o egrisi 151k benzeri (null) olur.

Ayrica @(0) =v, ve & 151k benzeri (null) geodeziktir.

————  Zaman benzeri (time-like) geodezik

—  Isik benzeri (null) geodezik

Y — — — Uzay benzeri (space-like) geodezik
»X

Rvn+ 1

Sekil 3.2. 3-boyutlu uzayda geodezikler.
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Onerme 3.1.4. n>2 ve 0<v <n olmak iizere;

(1) SI(r) psedokiiresi K L pozitif sabit egriligi olan bir tam yan-Riemann

2 2
manifoldudur.

(2) H!(r) psedohiperbolik uzay K = S negatif sabit egriligi olan bir tam yari-
r

2

Riemann manifoldudur(14).

Hiperkuadriklerin tamam basit irtibathdir(14). Q7 () hiperkuadriginin herhangi bir
baglantihi bilesenini 57 (¢) ile gosterilecek ve S7(¢) nu n-boyutlu hiperkuadrik
olarak adlandinicaktir. R)” de bir lineer yari-uzayi, smurli-kapali yari-uzaylarda

oldugu gibi R}*' nun hiperdizlemi olacak sekilde tamimlanacaktir.

3.2, Simplektik Koni ve n-Simpleks

Tanm 3.2.1. R)" de n>2 , (n+1)-lineer yan-uzaym arakesitine simplektik koni denir.
Bu simplektik koniyi C ile gosterecek olursak, R;” nun herhangi bir {vo,vl,..‘,vn}

baz1igin R;"' da her C simplektik konisi;

C= {xov0 +XV, +..+Xx,V,lx, 20,x, 20,..,%, = O} [3.6]

seklinde gosterilir(17).

Tapmm 3.2.2. Smurh hiperdiizlemlerin k-tanesinin C simplektik konisiyle arakesitine;
C simplektik konisinin k-esboyutlu yiizii denir. C simplektik konisinin k-esboyutlu
yuzi,
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C ={Jc0vO +x v+ Xy ‘xo >0,x, 20,..,x, 20;x, =x, =..=x, = }

i) aly e n'n

seklinde gosterilir(17).

S, (¢) hiperkuadrigiyle keyfi simplektik C konisinin arakesiti bos yada kompakt

olmayabilir. Biz bu durumlar incelemeyecegiz.

Tamm 3.2.3. S;(¢) n-boyutlu hiperkuadriginde; S/(¢) ile bir simplektik C
konisinin bogtan farkli ve kompakt arakesitine bir n-simpleks denir(17). Bir
A < S;(¢) n-simpleksi; {9 ViV, § R(’;“ nun bir bazi, x, 20,x, 20,...,x, 20 ve
hepsi birden sifira esit olmamak lizere;

<XV + XV + .t X, Y, XV, F XV Lt x,v, > >0 igin

n?

A= {xgvy + X9+t XV |2 20,%,20,.,x, 20} S7(s)  [3.8]

n-n

seklindedir. Buda kisaca; A=CnS7(¢) seklinde gdsterilir.

X

Sekil 3.3. Hiperbolik uzayda 2-simpleks
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Tamm 3.2.4. (k=0,1,...,n) olmak iizere; C simplektik konisinin k-esboyutlu yiiziiyle
$7(&) nun arakesitine A< S (¢) n-simpleksinin k-esboyutlu bir yiizii denir. A n-

simpleksinin k-esboyutlu yizleri;

=X, =.=X, :O}mS;(g)

% iy

Fon = {xo"o +x,v o +x, v, 20,x 20,..,x, 20,x

[3.9]

seklindedir. Buda kisaca; F, , , =C,, , NS (&) seklinde gosterilir(17).

U A T -

C nin tim k-egboyutlu C, ;. yuzleri R} ' nun (n+1-k)-boyutlu lineer alt uzaylarim

ey

gerer ve bu uzay <C,, . > ile gosterilsin. Eger bu uzayda indirgenmig metrik v-

indeksli non-dejenere ise bu taktirde <C,; .

>nS(e), S;7(e) tipinden (n-k)-
boyutlu bir hiperkuadriktir ve bu A=C .S/ (¢) mn bir yiiziine kargilik gelir. O halde;

=C,, , NS () bu hiperkuadrik iginde (n-k)-boyutlu bir simplekstir. Eger

i) il R

<C,, , > deki indirgenmis metrik dejenere ise bu taktirde A min yiziide S;(¢) nun

wl

bir altmanifoldu gibi dejenere metrige sahiptir(17).



27

4. HACIM ELEMANI VE KOORDINAT DONUSUMLERI
4.1. Hacim Elemam

(n+1)-boyutlu V skalar carpim uzayr Uzerinde bir hacim elemani (7-+1)-tane
Vo, V...V, €V vektorleri ile belirlenmig paralel yiiziin hacmini veren multineer w

fonksiyonu ile belirlenir. Buna gore asagidaki tammu verebiliriz

Tanm 4.1.1. Bir n-boyutlu M semi-Riemannyan manifoldu Gizerinde Af nin her ¢atisi

icin w(el,eQ,.._,en):il olacak sekildeki surekli w, n-formuna bir hacim eleman

denir(14).

Lemma 4.1.1. &, U uzerinde koordinat sistemi olmak tizere w,,

wé(al,éz,...,ﬁn)r-ldet(gij}% [4.1]

olacak gekildeki bir hacim elementidir(14).

Ispat: U uzetindeki V,,V;,...V, vektor alam igin 7, = > V/0, seklinde yazabiliriz.

i=1
1
we(0,,0,,., 0,)= ‘det (g . X/z olmak {izere determinantin dzelliklerinden ve Wy

nin U tizerinde bir 7 -form oldugundan

W17V = wé[ZVljaj,...,anjafj
j=1 =

=3V .Viw,(8,,0,,.,0,)

7=l

= det(K’ )det(gi]. X%
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elde edilir. V;,V,,...,V, bir ¢ati alam olsun. Buradan;

5‘-8. =< V,.,Vj >

¥y

=< ‘Z‘K”G,,ﬁ:V;@S >

=1 s=1

=2 Vg V;

r=l1
s=1

esitligi elde edilir. Esitligin iki yaninda da determinant alimrsa;
QU A REN

elde edilir. Buradan da;

WQ(Vl,Vg,...,V") = det(V;' ]det(gij x%

=+l

oldugu goriliir.

Yukarda bulunan esitligin diferensiyel form notasyonlarinda ki ifadesi [gl = !det(g,.j]
olmak iizere;

w, :L«g]%dx1 AN, A..NdX, [4.2]

seklindedir(14).

Lemma 4.1.2 Bir semi-Riemannyan M manifoldunun (global) bir hacim elemanma

sahip olmast igin gerek yeter kosul M nin yénlendirilebilir olmasidir(14).
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Ispat: w bir hacim elemam ise 7, (M ) nin {v,v,,..,v,} bir baz igin
AMp)=w(v,,v,,..,v,)>0 olacak sekilde AMp) sirekli fonksiyonu TP(M) nin bir

yonlendirmesini olugturur.

Eger M yonlendirilmis ise buradan butiin pozitif yonlendirilmis & koordinat
sistemleri igin w, lokal hacim elemam st iste cakigacaktir. Bu nedenle bu da bir

global hacim elemanu verir. Ashnda determinant formuliinden,

w, =Jw, [4.3]
dir(14).
4.2, Koordinat Doniisiimleri:

{eo,el,.‘.,en}, <e, e, >=%l ve <ee; >=-1 0<j<v-1 olacak sekilde R’ in bir

ortogonal bazi olsun. x € R’ igin

x= i x.e, [4.4]

i=0

yazilim tek olarak vardir(14). R’ de koordinat donisimlerini elde ederken x € RM

nin iki farklt durumu sé6z konusudur.

I. Durum. xe R" bir zaman benzeri (time-like) vektor ise <x,x> <O dir. Agk

olarak yazilirsa;

v-1 n
<xx>=-D x;+ ) X =" [4.5]
i=0 i=v
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seklindedir. r(x)=,<x,x>|, i=0l..,n-2 i¢in ¢ eloz], ve ¢, e[0.27]
olmak iizere; x in yeni koordinatla ifade edilmesi i <n-1 igin, n: R™ xR*™ — R

olmak tizere;

n.(x) =nle,x,e, +xe +..+ x.e,)

=<e,, X +Xx,€

[ Tl

+..+x,e, >

i+l
olacak gekilde doniigiimler tammlansin(16). Islemlerin sadeligi i¢in

— @
xe +Xx .e.. +...+xnen =X

ile gosterilirse;

Mo :n(e()axoeo +x,e +"'+xnen)
_ )
=<g,,x"" >

=—X, [4.6]
olur. e, ve x'” zaman benzeri (time-like) oldugundan

<€y, x9 >= e, Nx(o)‘ch%
= ~rchg, [4.7]
bulunur. [4.6] ve [4.7] den

x, =rche, [4.8]
elde edilir. 7, igin

n =nle,xe +xe, +...+x.e,)
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[4.9]

olur. Bununla birlikte;

M _ O _
) =x" —xe,

olduguna gore,

<x® x® >=< x@ —x,e,,x” ~x,e, >

=< x©@ x© > -2x} <e,,e, > +x; <e,,e, >
=< x@ x@ > +x2

=-r’ +rich’e,

=r2(—1+ch2(p0)

=r’sh’p, >0

olur ki x® vektorii uzay benzeri (space-like)dir ve lx(’)‘ =rshg, olur. e, zaman

benzeri (time-like) olduguna gore;

<e,xV >=—e ”x‘”'shqa

= ~rsh@,she, [4.10]

bulunur. [4.9] ve [4.10] esitliklerinden;

x, =rshe,she, [4.11]

elde edilir. 77, igin;

n, =n(e,,x,e, +x.e; +...+x,€,
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- s, [4.12]

olur. Aymt zamanda,
xP =x® -xe
olduguna gére;

<x® x® >=< xV x> +x?

=rish’p, +r’sh’p,sh’g,
=r’sh’p, (1 + sh2¢1)
=rish’p,ch’p, >0

olup x@ vektorii uzay benzeri (space-like)dir ve |x,|=rshop,che, olur. e, zaman

benzeri (time-like) oldugundan;

<e,,x? >=-e, ”x(z)'sh%

= —rshg,ch,she, [4.13]
bulunur. [4.12] ve [4.13] ten

x, = rsho,che she, [4.14]

elde edilir. n,icin

N, =n(e;, X8, +x,8, +...+x.€,)
3
=<e,,x? >

=-X

3 [4.15]



33

olur ve ayn1 zamanda ;

3 @
7 =x" ~x,e,

olduguna gore;
<xP x® 5>=<x@ x® > 4x?
=r’sh’p,ch’e, +r’sh’>p,ch’p sh’p,
=r’sh’p,ch’p, (1 + Sh2¢2)
=r’sh’p,ch’*@,ch’p, >0
olup x® vektorii uzay benzeri (space-like)dir ve lx(”l =rsho,cho,chp, dr. e,

zaman benzeri (time-like) oldugundan;

<ey,xP >=e, ”xm Ishqa3

= ~rsho,cho,chp,sho, [4.16]
bulunur. [4.15] ve [4.16] dan;
x; = rsho,chgch,sho, [4.17]
elde edilir. Yukanidaki iglemler 77, e kadar tekrarlanirsa;

nv—l = ﬂ(ev-lﬁxv—lev—l + xvev tot xnen)

=<e . x"D>

v-12

=-X,, [4.18]

olur ve bununla birlikte;



-1 L (v-2)
x =X — X280

olduguna gore;

< xUD x0T 5= x OB x5 4k
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=rish’p,ch’p,ch’p,...chg, , (1 + shzgov_z)

=r’sh’p,ch’p,ch’p, ..

olur ki xt vektorii uzay

oldugundan;

-1 — | (v-1)
<e,,xV>=e |l

Sh ¢v—1

il

= —rshp,chp,che,...chg, ,shp, |

bulunur. [4.18] ve [4.19] dan
X, = rshg,chochg, ...chg, ,sho,
elde edilir. 77, igin

ﬂv = n(ev: xvev + xv+lev+1 +ot xnen)
— v
=<e,x" >

=X

v

olur ve ayn1 zamanda,

P =x0D —x e

v—1

x(v—l)'=rSh¢OCh¢1Ch¢2-~Ch¢v—2 bulunur. e

.ch’p, ch’p, , >0

benzeri (space-like)dir ve

., zaman benzeri (time-like)

[4.19]

[4.20]

[4.21]



olduguna gore;

<xP ¥ S=a x0TV s 4y

=r’sh’p,ch’p,ch’p,...ch’p, , (1 + Shz‘pv—l)
= r28h2¢och2(0]ch2¢2 .. .C'hz¢v—20hz¢)"'1 >0

olup x™ vektorii de uzay benzeri (space-like)dir ve

dir. e, uzay benzeri (space-like) oldugundan;

xO?

<e,,x¥ >=le [x”|cosp,

=rsho,chp,chy,...chp, , cosg,

olup [4.21] ve [4.22] den

x, = rsho,chpchp,...chp,  cose,

elde edilir. 7, i¢in

77y+1 = U(em b xv+lev+l + xv+2ev+2 +at xnen)

=<e_, x>

v+l 2

=X v+l
olur aynt zamanda

X0 = x® _x e

olduguna gore

35

=rsho,cho,chp,...che, |

[4.22]

[4.23]

[4.24]
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< x(v+l),x(v+1) S x(v):x(v) > _xf

=rish’p,ch’p.ch’e,...ch’p, (1 ~cos’ ¢>v)
=r’sh’*p,ch*p,ch’e,...ch’p,  sin’ g, >0

olup xD vektori ~ de  uzay  benzeri  (space-like)dir  ve
xV\ = rsho,cho,chg,...che,  sin @, bulunur. e, vektorii uzay benzeri (space-
like) oldugundan,
<e,,x" >=le  Ix“lcosp,,,
=rshg,chp,che, ...chp, _ sing, cosg,,, [4.25]
olup [4.24 Jve [4.25] ten
X, =rsho,chgchg,...chg,  sing, cosg,,, [4.26]

elde edilir. 77, i¢in

77v+2 = T](ev+2 ’ xv+2ev+2 + xv+3ev+3 +at xnen)

=<e, x>

v+22

—x [4.27]

v+2

olur. Ayni zamanda;

v+2) __ (v+D)
X =X X 08

olduguna goére

2
v+l

< x(v+2)’ XD o x(v+l)’ xSy
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=r’sh’p,ch’p.ch’p,...ch’p,_ sin’ @, (1 ~cos’ @,,, )
=r’sh’p,ch’pch’e,...ch®p, sin” @ sin®p, >0

olur ki xO? vektori uzay benzeri (space-like)dir.

x(v+2)

= rsho,chp,chyp,...che, sing sing , normu hesaplamr. e, de uzay

benzeri (space-like) oldugundan,

(v+2) (v+2)

<e X >=1e X

COos ¢v+2

v+22 w2

=rsho,cho,che, ...chg,  sin@, sing,  cos@,, [4.28]

bulunur ve [4.27] ve [4.28] den

X,.; = Isho,chp,chp, ...chp,  sing,sing,,, cosg, ., [4.29]

elde edilir. Yukanidaki iglemler 77, , e kadar yapilirsa;

ﬂn~2 = T](en—z 3 xn—zen—Z + xn—len—l + xnen)

=<e, ,,x"? >

n-2°2

—x [4.30]

n-2
elde edilir ve

(n-2) __ ,.(n-3) _
x" =x X, ;€

n-3
olduguna gére

< x5 g0 0D 5 2

=1’ sh o ,ch’ p,ch’p, ...ch'p,  sin” g, sin’ g, ...sin" g, , (1 - cos” g, ,)

=r’sh*p,ch’p,ch’p,...ch’p, sin’ ¢, sin’ @, ...sin* @, sin’ @, , >0
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(n~-2)

olur. Buradan da x? vektorii uzay benzeri (space-like)dir. x vektoriiniin

x(”‘”‘ = rsho,chochp, ...chp,  sing sing, .. .sing,  sing, , seklinde

normu

bulunur. e, , de uzay benzeri (space-like) oldugundan,

<e,_,,x" P >=le, , ]x(”“z)! coS®, ,

= rshp,chp,chp,...chp,  sing, sing,,, ...sing, _, sin @, ;CO8Q,_,

[4.31]
olur ve [4.30] ve [4.31] den

X, , =rshp,chpche,...chp,_ sing sme . ..S5in@, ,sing . cos@, ,

[4.32]
elde edilir.
en-24
_ x(”‘Z) = xn~2en—2 + xn-len—l + xnen
Xn-2 ;
On-2
Xn >
- _."‘I
‘* €n
Xp. A
' (n1) _
X =Xx,.e,, +x.e

€n-1

Sekil 4.1. 3-boyutta kiiresel koordinat doniigimi.



n

x
— -1 : _ .. .
cosQ, | = Fc-(:-_—n—' ve sing, , = W olmak tizere;

() _ L (n-2)
XU UEXT X, 08,

oldugundan

(D) D) o 2

< x(n—l), x("”l) S=< X
=r’sh’*p,ch*p,ch’g,...ch’p, sin’ @, sin’ @, ...sin’ @, , (1 ~ cos’ ¢’n—2)

=rish’p,ch’p,ch’p,...ch’p, sin’ @, sin’ @, ...sin" @,  sin’p, , >0

olur ki x vektoriiniin uzay benzeri (space-like)dir. x " vektoriiniin normu ise

’x("‘” =rsh@,chp,chg, ...chp,  sinp,sing,, ..sng, ;sing, seklinde

hesaplanir. Buradan da;

X cosQ,

n~1

— lx(n—l)

=rsho,chp,che,...chp, sing sing, , ...sing _,cosp, [4.33]

elde edilir. Son olarak;

x, = x("'l)lsin @

=rsho,chp.che,...chp,  sing, sing,,, ...sing, ,sing, [4.34]
elde edilir.

2. Durum. xe R’ bir uzay benzeri (space-like) vektor ise <x,x> >0 dir. Agk

olarak yazilirsa;



40

<x,x>= ’ile 4—23@2 =7’
i=0 i=v

seklindedir. r(x) = ,/l< X, X >l i=01..,n-2 i¢in @, € [0,72"]; Ve ¢, € [O.27r] olmak

tizere; 1. Durum igin yapilan iglemler tekrarlamrsa;

x, =rshg,

x, =rch@,sho,

x, = rchg,cho,she,

x, =rche,chp,chp,sh,

x, , =rchep,chg.che,...chep, ,she, |
x, =rcho,che,chg, ...chp, , cosg,
x,,, =rcho,che,che,...che,  sing, cose,,,

xv+2 = r0h¢00h ¢10h¢2 - ‘Ch(pv—-l Sin ¢v Siﬂ Wv-f-l COs ¢v+2

X, , =rcho,chechp,...chp,  snep sing,, ..sinp, ,cosp, ,
X, =rcho,cho,che,...chp, sing sing,,, ...sin@, ,cosg,

x, =rchg,che.che,...chp,  sing sing,, ..sinp, ,sing,
bagintilar elde edilir.

(xy,%,-.,%,), xeR™ in {eo,el,‘..,en} ortogonal bazina gore koordinatlant ve
r(x)=yl<x,x>| seklinde tamml olsun. Yukanda tammlanan dénigimler

yardimiyla x € R]" in yeni koordinatlan (7,0,,9,,..,0, ) seklinde olacaktir(2).

41 : -. PR - .
dR;"  (%,,%,..,x,) koordinatlarma gbre R;" in hacim elementi, w, de
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(r,0,,0,,....9, ;) koordinatlaria gére R*' in hacim elementi ve J :[ 77’ :'olmak
i

izere;
dR;" = |Jw, [4.35]

esitligi vardir(14,18). C simplektik konisi iginde agafidaki bagintilar saglanr. Bu

bagntilar elde edilirken R”"' de x in iki farkh durumda olmasi s6z konusudur.
x , bir zaman benzeri (time-like) vektor ise;

dR;" = r"sh" Q,ch"?¢,..ch" ¢, sin"™ " @, sin""7 ¢,,,...sin @, ,drdo,do,..do, |
[4.36]

olup, bu egsitlikte;

sh" Q,ch"¢,..ch™ ¢, sin"" " ¢, sin"" @,,,,..sin ¢, ,dp,do,..dp, |
[437]

garpant S7 (1) igin bir hacim elementidir(1,18). Buna gore;

dR! =r"dr AdS! (~1) [4.38]
elde edilir.
x , bir uzay benzeri (space-like) vektor ise

dR;" = r"ch" g ,ch™,..ch™" @,  sin""" @, sin™* 2 @, sing, ,drdp,dp,..dp, |
[4.39]
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esitligi olup bu esitlikte de;

v—1

p,sin"" o . sing dpde,..dp,
[4.40]

ch™ p,ch™@,.ch™ @,  sin™

carpam S (+1) igin bir hacim elementidir(1,18). Buna gore;

dR}" =r"dr AdS! (+1) [4.41]

esitligi elde edilir, Bu iki durumun incelenmesinden elde edilen sonug

genellestirilirse;

dR}" =r"dr A dS () [4.42]

esitligi elde edilir.
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5. HACIM DIFERENSIYELI VE SCHLAFLI DIFERENSIYEL FORMULU

5.1. Hacim Diferensiyeli

X, 20,x, 20,.,x, >0}

acc 9ty

os V15V, §, R un bir bazi ve C = {xovo XV XY,

simplektik koni olmak tlizere; A=CnS/(&) seklinde bir n-simpleks olsun. Buna

gore dR;“; R;‘“‘ hacim elemam, dS;(¢); S;(¢) hiperkuadriginin hacim elemam ve

r(x) = J|< x,x >| olmak iizere [4.35] ten,
dR}" =r"dr ndS](¢) [5.1]

esitlifi vardir. Bu esitlikten yararlanarak A nmin hacmi V, (A) y1 hesaplamak igin

esitligin her iki yam e ? ile carpilip C izerinden integral alinirsa;

2 r2

e_7cva;x+1 =e 2r'dr A ds; ()

| e_%dR;’“ = [[e'%r"dr nds! (g))
C

C

)

[e 2rmdras;(e)
C

e

It
© Cammny 8

rdr [dS} (e)
C

2

e 2ridr[dS;(e)
A

I
© ey 8

n+1

:V,,(A)Z%F(——-z———j | [5.2]

bulunur(2).
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R;” nun {vo,vl,...,vn }, bazina gore koordinatlan (x,,x,,...,x,) ile gosterilsin ve

XoVo + XV +..+x,V, >

nn’

CD(xO,xl, ,xn) =<XV, FXV, F XV

R;’“ nun kuadratik formu olsun. Burada C simplektik konisinin icinde @ =& dir.
Diger taraftan, v,,v,,...,v, vektorleri tarafindan R)™ da belirlenen paralelyiiziin hacmini

T2:25 "

V(ve,v,...,v,) ile gosterilirse; R7" nun hacim formu;

AR =V (v, v,,..,v, W, Ady, A Adx, [5.3]

2

seklindedir(14). [5.3] esitligi de e 2 ile carpihip C tizerinden integral alinirsa;

r? -0

fe Zdrr" =V (x,,3,,...x, )je 2 dv,dy, .. dx, [5.4]
C
esitligi elde edilir. [5.2] ve [5.4] den;
n+l1 A
x r( ]V (B =V (v, v,,...,v, je 2 g, dx,..dx, [5.5]

olur.

S, §;(¢) da tim n-simplekslerin uzayr n(n+1) boyutlu dogal bir manifold yapisina
sahiptir. Bu manifoldun haritalar1 S ; (¢) tuzerinde (n+1)-tepelerin yeteri kadar kiigiik

komguluklarimin garpimi ile olusturulan haritalardan ibarettir,. Hacim fonksiyonu

V,:S§—> R olmak uzere her bir A simpleksinin birlesiminin hacmi V.(A) bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olup diferensiyeli agagidaki sekilde bulunur:
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A da S’nin n(n+1) tane lineer bagimsiz tanjant vektorii yardimiyla bir 6zel baz formunu
gbz Oniine almarak Ae§ olacak sekilde keyfi bir nokta arayacagiz. Bu tanjant
vektorlerin her birine uygulanan dV, formunun degerini hesaplayacagiz. Bu 6zel baz

asagidaki gibi tammlanir;

A nin (n+1)-tepelerinin her biri igin A’da S’nin n-tane lineer bagimsiz tanjant vektoriing
alabiliriz ki farkl dogrultularda segilen tepelerin hareketi n-gekilde segilir ve diger biitiin
tepeler sabit birakihir. Acikga secilen tepeden kalan diger n-tepenin her birine segilen
tepeyi igeren dogru boyunca yapilan hareket asafidaki gibidir. Tepelerin siralamast

keyfi oldugundan v, den v, tepesine dogru hareketi caligmak yeterli olacaktir. Diger

tepelér sabit tutulursa; V7 e R igin;

Vo (1) = v,

v =v, -,

vi{©)=v,,2<i<n

elde edilir. Bu vektorler tarafindan formlandirilan baz goz 6niine alinirsa, 7 nin 0 a yeteri

kadar yakin olmasi durumunda;
Co = {ovo O+ AV, (O + ...+ 49,04 20,4, 20,4, 20} [5.6]

bir simplektik konidir. Simplektik koninin bu ifadesi [3.5] esitligine uygulanirsa;

-&D

n—1
27 F[n )Vn(At):V(voﬁvlﬁ"‘>vn)je ? dxydx,.. dx, [5.7]

2 C,
elde edilir. C, daha agik yazilacak olursa;

C, = oo () + AV @) ...+ 4,9, (0)2 20,4, 20,.., 4, > 0)

= oy + 40, )+t A, A 20,4, 20,4, =0}
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= {(A = A1)y + Ay, +. + AV, A 20,4 20,4, >0}

olup, 4, ~At=x, ve A, =x,,i>1igin

Ay = Al =x,= A, —xl =X,
= A =x, +xt

=x,+x20
olur. Buradan C, simplektik konisi;

C, = {:cov0 +X Y XY+ 20,x 20, x, 2 0} [5.8]

seklinde yazilir. Oyleyse [5.7] esitligi;

o ~&b

1 2 = ow ]
22 F(%ﬂ)Vn(At)zV(vo,vl,...,vn)I [ [ e aan. ae, [59]

x,=0 xo=—xt %, =0 x,=0

olur. Bu esitligin her iki tarafindan diferensiyel alinirsa;

T (n+\dV,(A) d |t 7 1.2
22T —— == =V (v, fe .
( 2 ) dt o (VO:VI: )vn)a o xo:-[xlt xl_[o ;{e d‘:del 'dxn

=V(v0,v1,...,v,,)? T Tx,e:zgcbcldxz...dxn

5=0x,=0 x,=0

[5.10]

bulunur.
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Simdi {vo,vl,“.,vn} nin duali olan {wo,wl,...,wn} bazi g6z Oniine almrsa,
<v,,w,>=38, olacaktir. Bu w, vektorleri, |w,| =1 olacak sekilde seilsin. o Visn¥,
bazina gore koordinatiart (x,,x, X, ) ve Wy, w,,...w,} dual bazma gore koordinatlari

da (y,,¥,,...,v, ) ile gosterilirse;

X,=Y <W W Y, Ve Y, =Y <Y,V > X, [5.11]

=0 j=0

olup, R nun kuadratik formuda;

@(xo,xl,...,xn): i<vi,v}. > XX, [5.12]

#,j=0

seklinde yazilir, Cunkii;

R
Dxy, x,,0%,) = D <V, Y, > XX,
i,j=0

n
:Z(<vo,vj > XX+ <YLV, > XX F A<V, Y, > xnxj)
7=0
2
= (< vp,vp > X2+ <Vy,¥, > XX, ok <,V >x0xn)
2
+(< Vo,V > XX+ <,V > X+ A<y, v, >x1xn)

+...+(<vo,vn > XX, F <V,V, >XX, 4.4+ <V, V > x,f)
= (XoVy XV, o XV, XV, F XY XY,

ns

esitligi vardir. Bu kuadratik formun x, degiskenine gére kismi tiirevi ahnirsa;

oD

n
—— =2 <V,V, >X,
e

=2y,
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bulunur. Bu esitlikten yararlanarak [5.11] ten x, = 0 hiperdiizlemi igerisinde;

n
Xy =) <WLW, > Y,
j=0

ve

n
Xo =Wy, Wy > Yo+ 2 <Wo, W, >y, =0
i=0

olup

Zo<W, W, >
- 0> 79
Yo *“2: Vi
=1 < Wy, Wy >

elde edilir. Buna gore [5.14] de y, degeri yerine yazilirsa;

o<W, W, > "
— 02" ¢
X, =<W,w, > ~Z—-——yi +D<w,w, >y,

o<W, W, > =

n T<W, W, S<W, W, >
_ 12770 037"
—§<wl,wi>y,.—§

i

i=1 i=1 <Wo,W, >

" LW, W, >< W, W, >
= <w,w, >~——01 © 1y,

= <Wy,W, >

n

<Wo, Wy ><we,w, > | (D/2)
= <w,w, > - ’
<Wy, W, > Ox,

1

i=l

bulunur. V¢ e R igin {v,(),v,(1),...,v, (Z)} bazimn duali {w, (1), w, (©),

W) =w, +tw,

[5.13]

[5.14]

[5.15]

[5.16]

oW, (t)}olup;
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w(t)=w,1<i<n
seklinde tanimlanirsa; dual bazlar oldukiar;

<V (1), Wy () >=< Vv, w, +1w, >
=<V, Wy >+ <V, W, >

=1

<Vo(t),w, (1) >=<v,, W, > (I<i<n)

=0

<V (1), Wy (1) >=<v, —tv,, W, +1w, >
=<V, Wy I > —1 <V, W, +Iw, >
=<V, Wy > H <VLW >~ <V W > -1 <V, W, >

=0

bulunur ve i =1 igin <v,,w, >=1 ve i >1 igin <v,,w, >=0 olup, 1<i,j<n icin v,

ve w, bazlan ortogonal olarak tanimlandigindan 0<i, j<n ic}in;
<y (B),w; (D) >= 8,

oldugu gosterilmis olur.

Simdi Vi € {1,2,...,1} icin;

<w,(O),w, () >

T = o)

5.17]

fonksiyonu tammlanirsa biitiin j ler i¢in lw f’ =1 olduguna gore; £, (7)



<wy(B),w,(t) >
wo (D]w, ®)

_<Wo, W, > HE < W, W, >

? 1

| lwo +tw, l[wi|

Jo: ()=

L <Wo, W, > H < W, W, >

- \ﬁ<w0 + 1wy, W, + 1w, >

<Wy, W, >+ <w,, W, >

= [5.18]
\/|< Wo, Wy > +2 <Wy,w, >+1> <w, W, >
seklinde agik olarak yaziir. [5.18] de;
\/{< Wo, Wy > +2F <wy, W, >+ <w,, W, >| =U()
seklinde gosterilip f,, (f) nin diferensiyeli alinirsa;
df, (O  _ <w,w,>U@)- U'@)<wy,w, >+< W, W, >)I
@ | U@ leo
O SWLW, <KW W >~ < W, W) S<WL W, >
<Wy, W, >
=< w,w, > -0t 2= Wo, Wy 7 [5.19]
<Wg,W, >
elde edilir. Buna gore [5.16] ve [5.19] dan
zodf,, () (D/2
x] - Z fOz( )I ( ) [520]

i=l dt L:O Ox;

H

esitligi elde edilir. Bu egitlik [5.10] da yerine yazilirsa;

50
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x5=0
= (n+1\dV,(A)| Yy df, (0| o(®/2) -
2:T =V v,, V...V, d 2dxdx dx,
S PR [
_ xp=0
N ) dfO'(’) []- J’a )dxdx dx,
1—1 t=000 0 i
0 0 x &b %o=2;=0
=gV (v, V.., n)zdfo’(t) Jj...Jechclcbcz...cbcn
i=1 =000 0

[5.21]
bulunur.

Simdi A nn F, = {xovo X, 20,x%, 20,.,x, 20,x, :O}mS;’(s) 2-

esboyutlu yiiziiniin hacmi goéz oniine almirsa; {v,,v,,...,%,,...,v,} tarafindan gerilen R

nun (n-1)-boyutlu alt uzayinda [5.5] esitliginden,

) xp=x;=0

[fe ? axdk,. d,. dx,
]

8

n-1 n 7
22 r( - ) LEY=V (v, 0,0,) !

{=

[5.22]

elde edilir. [5.21] ve [5.22] den;

2"7“1_(;1 + l}an(At)
2 ) dt

2 Vyvey,) df0) (n 1]
- e %) Ful) 55 F,
=0 EV(VUVZ,... i,.‘.,v”) dt L:O 2 w2 (For)

[5.23]

bulunur ve Gamma fonksiyonunun I“(n; 1) = (n; IJI‘(”; 1) ozelliginden;

V,8) e & VEuv,..v,) &0
a !tzohn I;V(vl’vb Viseeos n) dt ,tzOV"“Z FOi) [524]
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esitligi bulunur.

R;’” de paralelyiiziin hacmi hakkinda birkag elemanter uygulama yapilirsa; en son

V(vo,vl,‘..,vn)

- ifadesinin sadelestirilmesinde yardimci olacaktir:
V(v1 , vz,...v,.,...,vn)

egitlikteki

i) V(vo,vl,...,vn) hacmi, v,,v,,...,v, vektorleriyle belirlenen R™ deki paralelyiiziin
Oklidyen hacmin aymsi gibidir. (Ciinkii R;"'nun kuadratik formunun Jq matrisinin
determinant1 +1 dir.) Bu nedenle V(vo,vl,...,vn), R;“ nun standart bazlarina gore

Vo, Vy5..,V, vektorlerinin siituna yazilmasiyla elde edilen matrisin determinantinin

mutlak degeridir. Yani \/,det(< vV, >)v] dir.

ii) {vy,v,...,v,} nin dual bazs {wo,wl,...,wn} olmak tizere v,,v,,...,v, vektorlerinin

03 Vo2 ¥y

stituna yazilmasiyla elde edilen matris M ve aym sekilde w,,w,,...,w vektdrlerinden

elde edilen matris N olsun. Burada AM‘J ,V karakteristik matris,ve {det N| | = IdetM |_]

olmak Gizere,

1

V = ——
v, )3 V(vo,vl,...,v”)

[5.25]

olur.

iii) 0, n-1 arasmdaki herhangi bir k igin w,,w,,..,w, tarafindan gerilen altuzay
tuzerinde v,,v,,..,v, vektorlerinin izdusimi vj,v;,..,v, olsun. Bu taktirde her
ic{l. k} icin v -v, vektori Viri>Viazo-»V, vektorlerinin - bir lineer

kombinasyonudur. Bu nedenle;
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V(vo,v,,...,v,,)z V(v(’),vl',...,v,’c,vkﬂ,...,vn)

= V(V('),V;,...,V; )V(vk+l""’vn)

olur. Diger taraftan {wo,wl,.‘.,wk} m wy,w,..,w, tarafindan gerilen altuzay

igerisinde {v(’) v ,...,v;} nin bir dual bazidir, Bu nedenle ii) den

V(v,v,,...,v, )= VV(‘():;”::”";V'}) [5.26]
gs 77193 p

elde edilir. Bu sonuglar [5.24] te uygulanirsa;

B _ e 1 4,0

dt lz:‘o n-143 V(w0>wi) dt Lzo

V n-2 (F;)z )

MRS 1 D@y F)

n-14 \/(< Wo, Wy ><W,, W, >—< Wy, W, >2f dt {t=o
[5.27]
bulunur.

3.2. Schlafli Diferensiyel Formiilii

3.2.1. Semi-Riemann Geometride Dihedral Aci

Schiafli diferensiyel formiiliinii vermeden o6nce semi-Riemann geometride dihedral
agmmn fanimina ihtiyag vardir. JM. Schlenker tarafindan doBal tammi verilmigtir.
Dihedral agimin tamm kompleks degerli de olabilir. Bu tamm semi-Riemanyan halde
Schlafli ve Gauss-Bonnet formiillerinin ispatma, bununla beraber semi-Riemanyan

geometride hacim tanimina da uygundur.
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Tamm 5.2.1. w, ve w, vektorleri tarafindan gerilen R ' nun 2-boyutlu alt vektor
uzayl goz Oniine alinirsa; bu uzay v,v,,..9,..,v, tarafindan gerilen <CO,.> 2-
esboyutlu altuzaya ortogonaldir. R;" nun kuadratik formunun kisitlamas: bu

yiizeyde non-dejeneredir. Eger bu pozitif veya negatif tamimbh bir kuadratik form ise

{< Wy, W, >J
Q, =7 —arcco§ ——————
ol

= 17 —arccos( f,, ) [5.28]

agisina F,, yizindeki dihedral agt denir(17).

Bununla birlikte, bu ortogonal diizlem bir Lorentz metrigine sahip olabilir. Bu

durumda Lorentz—Minkowski dizlemi R’ de iki null olmayan vektor arasindaki

agimn tanm  gerekmektedir. Bu problemin ¢ozimit R’ de birim vektdrlerin
kiimesindedir. wy, w, iki birim vektor ise bunlar arasinda ki agt S! birim kiire

tizerindeki uglan arasindaki yay uzunlugu ile tanimlanir.

Tamim 5.2.2. R’ de wy, wy 151k benzeri (null) olmayan iki vektor olmak iizere, wi, w2

arasindaki aci;

1) <w,w, ><w,,w, > >0 ve <w,w, > <0 ise

ang(w,,w,) = arccos h(w}
P

i) <w,w, ><w,,w, > >0 ve <w,,w, > >0 ise

ang(w,,w, )=~ arccosh[wj
wiws|
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i) <w,w, ><w,,w, > <0 ise

ang(w,,w,)= —arcsin A bl B
i,

seklinde ii¢ durumda tammhdir(14,16,17).

Teorem 5.2.1: A, bir yada daha ¢ok parametreye bagh diferensiyellenebilir n-

simplekslerin ailesi ve A nin 1 ve 2 esboyutlu bitiin yiizleri bir non-dejenere metrige
sahip olsun. V¥ _,(F); 2-esboyutlu F yiziinin (n-2)-boyutlu hacmi a, de F
yiiziindeki dihedral ag1 olmak tizere;

av,(A)= —Z wa (F)doy [5.29]

dir(17).(n-2=0, V,(F)=0)

Ispat: Teoremin ispatt igin

v, (M) e dao,(t)
dt It=0 - n— 1; n—2( Oz) .
oldugunu gostermek gerekmektedir.[5.27 Jesitliginde f,(¢) = %——%—’%}% olmak
tizere,
da, ()| _ 1 Q)

dt 2| df
L:o Wy, Wy ><W,, W, >—<Wy,W, > ‘ l::o
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oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun igin dihedral agimn farkli durumlar

incelenmelidir. Oyleyse;

1.Durum. t sifira yaklagtikga w,(f) ve w,(f) tarafindan gerilen diizlem tammb bir

metrige sahip ve

w, >% >0

Wy, Wy >XW, W, >~ <W,W,

ise F,(t) yuziindeki dihedral ag

a, () =m- arccos(fo,. (I)) [5.30]

seklindedir. Buradan;

L d,0)
o -f20) d |

1 dfy, ()|
- <wy,w, > dt |,
< wo, W ><w,,w, |

_ ] o, @)
[<Wo, W, >|<w,,w, >}-<w,,w, >* dt o
|<wy,w, >|<w,,w, ]

_ 1 df, (@]

\/]:wo,wo Sl<w,,w, >- <w,,w, >*  dt o
Yl wo, wy 3|y fl<w,,w, 5]

1 af; (1))

‘/f<w0,w0 ><W,, W, >~ <W,,W, >2l @t oy

day, (1)
dt

[5.31]

olur.
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2.Durum. t sffira yaklastikca w,(f) ve w,(¢) tarafindan gerilen diizlem bir Lorentz

metrigine sahip ve
W, Wy ><W, W, >—<wy,w, > <0
ise ii¢ durum s6z konusudur.
i) <wo, Wy ><w,,w, > >0 ve <w,,w, > <0 ise
@y, () = —arccosh(~ f,, (1)) [5.32]
ve

day @ _ 1 df,@)

d | Jr2o)-1 @ |

i) <wy,w, ><w,,w, > >0 ve <w,,w, > >0 ise

a,; () = arccosh(f,, (1)) | [5.33]

ve

day@| _ 1 a0

a o Jf20-1 @ |

i) <w,,w, ><w,,w, > <0 ise

oy (1) = arcsin (£, (1)) [5.34]



ve

da, ) _ 1 4,0

dt L:O \,1 + fo? (0) dt lt:O

Bu durumlarin tamamindan;

day, ()| _ I a7, )]

dt g \/‘<w0,w0 >S<W,,W, >~ < Wy, W, >2\ dt |y

bulunur. Sonug olarak her durum igin [5.27] de [5.35] kullanilarak

av,(A)| _ e da,, ()
dt L:O _n—lz n-—2( 01}—

esitligi gorulir.

[5.35]

58
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6. POLAR VE TUMLEYEN DUAL

6.1. Bir Hiperbolik Simpleksin Polar ve Tiimleyen Duali

Tanmm 6.1.1. A, H" hiperbolik uzaymda A=C ~nH" geklinde bir n-simpleks olsun.
fw,,w,,..,w,} uzay benzeri (space-like) vektorleri, R™ de {v,,v,,..,v,} bazmmn

duali olmak tizere;

X, 20,x,20,.,x, 2 O}m Sy [6.1]

A = {xow0 +x W Lt X,W,
kiimesine A nin §)" deki polar duali denir(17).

Tamm 6.1.2. A, H" hiperbolik uzaymda A=C~H" seklinde bir n-simpleks ve
{wo,w,,..,w,} uzay benzeri (space-like) vektorleri, R™ de $5,v,,..,v,} bazinm

duali olmak tizere;
AP = {xowo +xw . x,w,x, 20 ve x, <0,3ie {L,...nJ}~ 5"[6.2]

kiimesine A mn S deki tiimleyen duali denir. Bu dual S in bir kompakt alt
ktimesidir, fakat simpleks degildir(17).

A? timleyen duali S in bir kompakt polihedronudur. Bu polihedronun esboyutu 1
veya 1 den bilyiik yizleri Riemannyandir. A™ polar duali smirsizdir ve esboyutu 1 ve
1 den buyik olan yiizleri kiiresel simplekslerdir. Ayrica A 1n esboyutu 2 ve 2 den
bityiik olan yiizleri de A” nin bir yizidir. A" in 2- esboyutlu yiiziindeki dihedral ag:
ile A’ nin aym yiiziindeki dihedral agt ters igaretlidir. Yani; A? nin bir yiiziindeki
dihedral ~ agt  amg(v,,v,) iken;,mn A" m  2-  esboyutu  olan

Fj = {xov0 +XV XV, 20,x, 20,.,x, 20,x, =x; = 0}(\ Sl'aym yuziindeki

dihedral agi;
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=<V, V. >

—ang(v,,v,) = —arcch[—-——'—’—’———) [6.3]
[Vz' ”"j'

seklindedir(17).

Lemma 6.1.1. A bir yada daha fazla parametreye gore diferensiyellenebilir hiperbolik

n-simplekslerin  ailesi olsun. Bu hiperbolik n-simplekslerin timleyen dualinin

diferensiyellenebilir hacmini ¥, (A?) ile A" polar dualinin 2-esboyutlu yiizlerini F .

ve F" yiiziindeki dihedral agilari da @ ile belirtirsek, V, (¥ ") =1 olmak iizere;
dv (A7) = %ZV,Z (F")Yda' [6.4]
n-1%

dir,

Ispat: A7 timleyen dualinin geometrik yapisi goz oniinde bulundurulursa; A” her bir
w noktasmm, w nin ortogonal oldugu H" nin hiperdiizlemine egleyen bir déniigiim
tanimlanabilir. Bu donigim; tim hiperbolik hiperdiizlemlerin arakesiti olan A
tizerine drtendir. Fakat A” antipodal nokta igerdiginden dolayr 1-1 degildir. Bu nokta

gifileri A” nin smmndadr ve bunlann olusturdugu bir alt kimenin olgimii

stfirdir(19). O halde negatif antipodal noktalan igeren altkiimesinin ol¢iimii sifir olan
A" ile tim hiperbolik hiperdiizlemlerin arakesiti olan A arasinda bir bijeksiyon
vardir, Oyleyse A” nin elemanlari ile A" n elemanlan cakisacaktir. A” bir simpleks

olmadigindan Schlafli diferensiyel formiiliind yazmak igin A" polar dualinden

yararlanihirsa;

v, (A7) = ;%TZ.V-Z (F)da' [6.5]
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olur.

6.1.1. U¢ Boyutlu Hiperbolik Uzayda Bir Dértyiizliiniin Dual Hacmi

Onerme 6.4.1. A, H® de bir hiperbolik dortyiizlii ve A” de onun timleyen duali
olsun. A mn hacmi ile duali arasinda; V,(F), F ayrtiun uzunlugu ve o, de F

ayritimi iizerindeki dihedral ag1 olmak uzere;
1
Vs(A)WE(A”):EZ(ﬁ—%)V](F) [6.6]
F

bagintis1 vardir(12,17).

Ispat: A= {xov0 + X,V + XV, +X3030%, 20,%, 20,x, 20,x, > O}m H? ve
twy,w,,w,,w,} vektorleri, {v,,v,,v,,v,} bazinn duali olsun. F,, A mn 2-esboyutlu
yiuzii (ayritr) ve a, de F; deki dihedral agi olmak tzere Schiafli diferensiyel

formuili;

v, (8)=-7 YW(F,)da, [6.7]

0<i<j<3

seklindedir. Diger taraftan Lemma 6.1.1. den F,;, A® nin aynti ve a,, = ang(v,,v,),

aynt tizerindeki dihedral agi olmak tizere;

() =% SV(Fda, [6.8]

O<k<iI<3

olur. 0<k </<3 ve 0<i< j<3 oldugundan §, j}, {,7} den farkh olmak iizere;



V;(ij) =ang(W,,w,)
=7 —.aij

ve

Vi(Fy) = ang(v,,v,)

= a,
oldugundan bu esitlikler [6.8] de yerine yaziirsa,

a0 = 3 (-, WV (F,)

0<i<j<3
1 1 '
=— Y (r-a)dV(F)-= 2V (F)da,
2 0<i<f<3 2 0<i<j<3
‘l .
+—- le (E] )dal]
2 0si<j<3

=%d( (- )i (F, J—dm)

0<i<j<3

olur. Buradan da;
M<A)+dff3(A")=d&;(n—aww‘>]
ve
4V, (0)+V,(47)) = dGZ (r-a, W, (F)]

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafindan integrali alindiginda;

[6.9]

62
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V3(A)+V3(A’”)=—;—Z(7z~aF)V,(F)+c [6.10]

bulunur. Burada integral sabitini belirlemek igin A simpleksi hacmi sifira giderken
limit alindiginda -;—Z(ﬂ' —a, W, (F) toplam: da sifira gidecektir. Aym durumda A’
F

timleyen duali ve ¥V (A)+V,(A") toplamu sifira gidecektir. Dolayistyla integral

sabiti sifir oldugundan;
1
IG(A)+V3(A”)=—2—Z(7Z-OJF)K(F) [6.11]
F
bulunur.

6.2. Bir Kiiresel Simpleksin Polar ve Tiimleyen Duali

Tamm 6.2.1. A, S de butin yizleri indirgenmis metrige sahip A=C NS seklinde
bir n-simpleks olsun. R de {v,,v,,..,v,} bazmmn duali {w,,w,,..,w,} zaman
benzeri(time-like) vektorleri ve &,,¢,,...,6, € {i 1} olmak tuzere;, g,w,,&W,,...,E,W,

vektorleri {ist zaman konisin(time-koni)dedir. Buna gore;

A= {xogowo +X,EW, +.+X,E,W,|x, 20,x, 20,.,x, 2 0}m H"{6.12]

kimesine A nun polar hiperbolik simpleksi denir(17).

Tanim 6.2.2. A n-simpleksinin (r+1)-esboyutlu yizii, 0<r <n-1 olmak tizere;
F .= {)covO +x,V, +...+xnvn[x0 20,x, 20,..,x,20,x, =..=x, = O}m ST seklinde

22"V,

dir. Buna gore;
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— n
O, ;. = WioEioWio + X EqW, .+ X, E,W, X, 20,x, 20,..,x, ZO}mH

15-1, wTw

[6.13]

cimlesine A mn F, , yizindeki polar a¢i denir(18). Bu aym zamanda A" polar

hiperbolik simpleksin bir yizudiir(17).

Tamm 6.2.3. ©, , hiperbolik simpleksinin r-boyutlu hacmi V, (@, , ) olmak iizere;

= giogil"'gi,pvr(®joni,) [6.14]

I5--3,

degerine ©, , polar agisimn cebirsel 6lgimi denir. r=0 halinde 6, =¢, =+1

B

seklinde tammlamur(17).

Onerme 6.2.1. A, S; de tim yiizleri Riemannyan ve bir yada daha fazla parametreye
gore diferensiyellenebilir n-simplekslerin ailesi olsun. ¥, (¥) de A nin k-boyutlu bir

F' yizinin hacmi ve 6,, F yiziindeki polar aginin cebirsel dlgiimii olmak tizere;

r+2\ (n-r-1 Hri{n-r+l
(220 Sean.m {2 | 370w,

dim(F)=r+1 dim(F y=r-1
[6.15]
dir.

Ispat: F, A nm (n-r-1)-esboyutlu bir yiizii olsun. Burada F, (r+1)-boyutlu kiiresel
simpleks oldugundan kiiresel Schiafli diferensiyel formiil;; L, F nin (r-1)- boyutlu
yiizlerini ve (L, F) de F nin L yiiziindeki dihedral agiy: gostermek tizere;

&, (F)== 3V, (L)da(LF) [6.16]

LeF
dim(L)=r-1
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seklinde yazihr. Diger taraftan 7, A nin (n-r+1)-esboyutlu bir yiizii ve bu yiizdeki
polar agt @, olsun. ®, bir (n-r)-boyutlu hiperbolik simplekstir ve bu nedenle;

B(©,,0,), 0, hiperbolik simpleksinin @ yiziindeki dihedral agi olmak iizere;,

dVr(®L):n 2(Op )Ap(0,,0,) [6.17]

LcF
dim(L)=r+1

seklinde hiperbolik Schlafli diferensiyel formili yaziir. Burada @, nin yizleri A
nn L vyi igeren yiizlerindeki polar agilara karsihik geldiginden @, ve ©®, nin

cebirsel 6lgtimii Tanim 6.2.3. den;
O =1V, ,(Br) ve 6, =1V, (0,)

olur. Bu olgimlere bagh olarak L ve F yizlerine baglh isaret

t(L,F)= 7#&3@5—2 e {t1}olmak iizere; [6.16] esitliginde bu degerler yerine

n—s (®L )gF
yazilirsa;
de, = 20 (L, F)df(®.,0,) [6.18]
n—r-— LCF
dim(L)=r+1
esitligi elde edilir.

| R{H—l de {Vo,v1a~'7vn} bazimn duali {wo,wl,,._,w,;} olmak lizere,

F= {xov0 +x v+ X,V

r+l

0 xl >O> 3 r+l >0}mS1'=

ve
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. — . n
L= {xovo XV, + +xr+1vr+1[x0 0%, 20,.,%,, 20,x, =X, = O}ﬁ Sy

kiimeleri de sirastyla (r+1) ve (r-1)-boyutlu kiiresel simplekslerdir. w,,w, vektorleri,
i=01 ve j=01..,r+1 igin <w,v,>=§, olacak sekilde R’ nin os ViV, }
vektorleri tarafindan gerilen alt uzayda iki vektoér olsun. {vo,vl,...,vm} tarafindan
gerilen alt uzay ile {w,,,w,,,. ,wn} vektorlerinin gerdii alt uzay ortogonal

oldugundan, w;,w, vektorleri;

<w,v, >= 8 i=01ve j=01,..,r+1
¢ J [6.19]

<w;,w, >=0 k=r+2r+3,..,n

kosullarina gore bir tek olarak belirlenir. Buna gore F nin (r-1)-boyutlu L yiizindeki
dihedral act;

a(L,F)=m—ang(wy,w,) [6.20]
seklindedir.

Diger taraftan A min sirasiyla F ve L yiizlerindeki polar agilar;

nTnr " n

0y = {xr+23r+2wr+2 T X358 p3Wes to X, EW |xr+2 20,x,,5,20,..,x, > O}mH"
ve

0, = {xogowo +X,EW) + (X, 08, W,y ot X,E,W, )X 20,%, 20,x,,, 20,.,%, > O}m H"

seklinde tammbdir. Bu polar agilarn  cebirsel olgimii  ise  swrasiyla
O = €,,2€,.5- 8V, ,(0Qp) ve 0, =¢.6¢,,,..€V, (B,) olur. Buna gore L ve F

yliziine bagl isaret;
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QLVn*r—Z (®F )

H(LF)=5 o

= &,€,

bulunur.

vy, v, vektorleri i=01ve j=01..,r+1 igin < vi',gjwj >= 8, olacak sekilde R in

{gowo,81w1,8,+2wr+2...,8nwn} vektorleri tarafindan gerilen alt uzayinda iki vektor
olsun. Aym sekilde; {gowo,slwl,ar+2wr+2,...,gnwn} tarafindan gerilen alt uzay ile

{,,V,...,v,., } tarafindan gerilen alt uzay ortogonal oldugundan, v;, v; vektorleri,

<V w,>=§

W, " i=01lve j=0Lr+2,r+3,. ,n

<gv,v,>=0 k=23,..,r+1 (6211
kosullarina gore bir tek olarak belirlenir.
O halde @, hiperbolik simpleksinin @, yiiziindeki dihedral ag1;
P(O,L.0)=7n—ang(vy,v/) [6.22]

olur. R" de {vz,v3,...,vm,w,+2,w,+3,...,wn} vektorleri tarafindan gerilen IT alt uzay1
g6z oOniine ahnirsa; bu alt uzay {v2,v3,...,v,+l} ve {w,ﬂ,w,ﬁ,..‘,wn} vektorlerinin
gerdigi ortogonal alt uzaylarin direkt toplamudir. Bu alt uzay 2-esboyutludur. [6.19]
ve [6.21] kosullardan {w),w;} ve {e,v},&v/} kumeleri R’ de II alt uzaymmn

ortogonal tiimleyeni TI* diizleminin dual bazlaridir. Bundan dolay,

ang(wg,wy) = 7 —ang(&qvy, &) [6.23]
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olur. [6.20] ve [6.23] esitliklerinden,;

da(L,F) = ~d(ang(w;, w;))
= d(ang(s,v}, V)
= g,6,d(ang(v),V)))
=~7(L,F)dp(®,,0,) [6.24]

bulunur. [6.16] esitligi 6, ile carpilip (r+1)-boyutlu F yiizleri {izerinden toplam

alinirsa;

1
E 9Fa'V,,+1 (Fy=— E E 6.V _(LYda(L,F) [6.25]
dire{ Fy=r+1 ¥ Gira(Fy=r+1 1;.cFL)=r‘1

olur. Bu esitlikte [6.18] ve [6.24] esitlikleri yerine yazilirsa;

Y W F)=— Y SV 6L FXAO,,0,)

dim(F y=r+1 LcF dim(Ly=r—1
dim(F)=r+1

1
=== > 2V, (L)07(LF)B®,,0,)
¥ im(Ly=r1 LcF
dim( F )=r+1

n-r-1

= LW

dim(L)y=r~1

1
2V (L)t(L, FYB(®,,0, )
n—r-1;7
dm(F y=r+1

olup

Y 6d, ()= Sy wae, [6.26]

dm(F y=r+1 dim(L)=r~1



bulunur. Gamma fonksiyonunun 6zelliklerinden;

n—r+1 n—r—-1_n—-r-1 r+2 N
T = T r =—-T(—
(2) 5 (z)ve,(z)z(z)
oldugundan;
Fo n—r+1 ron—r-1_ pn-r-1
I'(9HT I'(— T
QIeZ) T rC——)
r+2 _ . n—-r-1 r . r.n—-r—1
T I’ —I'(r
(M=) STEIE——)
_n-r-1
4

bulunur. Béylece [6.15] esitligi;

ro..n—r+1
r&r=Lth
Y. 6:dV, (F)= > V.. (L)dé,
dim(F y=r+1 r(r + 2)1,(7’2 —r- 1) dim(L)=r-1
2 2

seklinde yazilabileceginden ispat tamamlanms olur.

Simdi 0 <i <n-1 olmak iizere [6.15] esitligindeki sabiti,

i+l n—i
o, = F(T)F(T) _ VOl(S”) _
?_F(nTH , Vol(SYol(s™)

seklinde tanimlanirsa 1 <7 <n -2 olmak tizere;

Cr+1 Z QF dVr+l (F ) - cr—l Z Vr—l (F )daF =0

dim(F)=r+1 dim(F )=r-1

seklini alir.

[6.27]

[6.28]

69
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7. SCHLAFLI DIFERENSIYEL FORMULU NUN UYGULAMALARI

7.1. Gauss-Bonnet Formiiliinde Uygulamas:

Onerme _7.1.1. A, S de tiim yizleri Riemannyan bir n-simpleks olmak izere

V,,(F) ile 2k-boyutlu F yiziiniin hacmi, 8, ile de A nin F yiziindeki polar aginmn

i+1
rEre
cebirsel dlgimi olsun. 0<i<m-1 igin ¢, = , c=1 veA mn gift
n+l
=)
boyutlu F yiizleri iizerinde toplam alinmak tizere;
Z( ey ZV21¢(F)6 =0 [7.1]

dim(F)=2k

dir. Burada Tamm 6.2.3. e gore 1-esboyutlu yiizlerde; & :g oldugunda 8, polar

agisinin cebirsel olgimi 1 e esit, £ = —nz;l ye esit oldugunda 6, polar agisimn

cebirsel olgiimii +1 e esit ve k=0 oldugunda bir tepenin hacmi 1 esit kabul
edilmigtir.

Tamm 7.1.1. x =11 sabit e@rilikli semi-6klidyen uzaylar da; [7.1] formiiline

konveks polihedralar igin genellestirilmis Gauss-Bonnet formiilii denir(17).

Sonug 7.1.1 A n-simpleksi ¢ift boyutlu oldugunda; n-simpleksin hacmi Gauss-Bonnet
formiilii yardimiyla daha kiiciik boyutlu simplekslerin hacmi cinsinden;

L

(—1)2V(A) ZH) S 2 Vu(F)0r [7.2]

dim(F)=2k

seklinde ifade edilir.
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Ispat: A, S de ¢ift boyutlu tiim yizleri Riemannyan bir n-simpleks olsun. de Sitter
kiiresinde Schiafli diferensiyel formiili,

&, (&) ==V, ,(F)da, [7.3]

seklindedir. Dihedral ve polar agmin tammmndan A mn F ytziindeki polar agi

n-1
F(T) 1
8, =-a, dir. Ohalde ¢, , = = olmak tizere;
n+1 n—1
2I'(——)
2
x 22
D2aV, Q) =D 2c,, DV,,(F)do, [7.4]
dim( F )y=n-2

olur. Diger taraftan [6.28] esitligini;

r+l1 r—1

D¢, Y 6dV, (F)+(-D)7%c. 2V, (F)dé, =0[75]

dm(F y=r+1 dim(F)=r-1
seklinde yazilirsa [7.4] ve [7.5] den

n-2

(D2c,, 2V, ,(F)db, =(-1)2dV,(A)
dim( Fy=n-2
2 L
D2c 2 GdV ,(F)+(-D)?c,, DV, (F)db,=0
dim(F)=n-2 dim( F)=n—4
4 n—6

Dy S GdV (F)+() e,y SV, (F)d6, =0

dim(Fj=n—4 dim(F)=n-6
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¢, 3 0 dV,(F)-c, I V,(F)d, =0

dim(F y=4 dim(F)=2

—c, Y. 6,dV,(Fy+c, ».d6, =0

dim(F)=2 dim( F)=0

esitlikleri yazilip k=0 igin ¢, =1 ve 6, =1 olmak uzere ¢, Zd@F =0 olur.

dm(F)=0

Yukandaki egitlikler taraf tarafa toplanirsa;

(4ﬁiw ZW@GW@+@@@@$%4ﬁ%M SV, (F)d0, +6.dV, ,(F))

dim(F )=n~2 dim( F )=n—4
tote, S V,(F)d0, +6.dV,(F))-¢c, D, (F)de +8.dV,(F))
dim( F =4 dim(F)=2

= DR dV,(8)

olur. Ayrica bu esitlik;

(——1)%cn_2d( ZGFVn_z(F)]Jr(—l)%cn_,,d( ZHFVW_4(F)J

dim(F)=n-2 dim(F)=n—4
+ot c4d[ 36,7, (F)J - czd( 3 0.7, (F)] =(-1)2dV,(A) [7.6]
dim(F )=4 dim(F )=2

seklinde de yazilabilir. [7.6] mn integrali almirsa;

L

(*1)2V(A) Z( Dfcy D2 Vu(F)b; +c [7.7]

dim(Fy=2k

bulunur.
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A" polar hiperbolik simpleksi sifira giderken limit alindiginda; bitin polar agilar da

sifira gidecektir ve A nm da sifira gitmesinden dolayr da V,(A) hacmi de sifira

gidecektir. Dolayistyla integral sabiti sifirdir ve

2,

D) =S Do YV, [7.8]

dim(F)=2k
elde edilir.

Sonu¢ 7.1.2. A n-simpleksi tek boyutlu ise Gauss-Bonnet formilii ile simplekslerin
hacmi arasinda boyle bir iligki yoktur. Yani V,(A) hacmini kigiikk boyutlu

simplekslerin hacmine indirgeyemeyiz. Bu durumda sadece;

n-l

2
Z("l)kﬁzk ZVZk (F)6: =0 - {7.9]
k=0 dim(F =2k

bagntist vardr.

Ispat: A n-simpleksinin boyutu tek ise [6.28] den ifadesinden benzer sekilde;

i | 3
D ?ecn Z O dV, (F)+(=1) * ¢, ZVn—S (F)d6, =0
dim( F)=n~1 dim(F)=n~3
73 _ 5
D2cpy 2 GpdV (F)+(-D) 2 ¢,y DV, (F)df =0
dim(F y=n-3 dim{F }=n-5

¢, Y GV (F)-c, S V,(F)d6, =0

dim(F )=4 dim(F)=2

—c, > G dV,(F)+c, D.V,(F)df, =0
dim(F)=2 dim(F }=0
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esitlikleri yazilabilir. Sonug 7.1.1. in ispatindaki iglemler tekrarlanirsa,

n—1

%(—1)kc2k DV (F)O, =0 [7.10]

k=0 dim(F)=2k

sonucu elde edilir.

7.2 Santalo Formiiliinde Uygulamasi

Tamm 7.2.1. A=C ~H" olacak sekilde bir hiperbolik n-simpleks ve A" onun polar
duali olsun. R de f{w,,w,.,w,} kimesi {4,V,.sv,} bazimn duali ve

0 <k <n-1 olmak Gzere;
F = {xovo +x,V, +...+Jc,,vn|xO 20,%,20,.,x, 20,x, =.=x, = O}mH"
kimesi A nin (k+1)-esboyutlu yiizii geklinde tamumlanmigt:. Buna gore;

F*z{)ciw,. +X, W, 4+ +x W, |x, 20,x, 20,.,x, zO}mS{’
i 2 h r Wi h 2 L3

ciimlesine A" polar dualinin k-boyutlu yiizi denir. Burada F ve F~ yiizlerini polar
yuzler olarak adlandirithr(17).

Tamm 7.2.1. F" polar yiziniin hacmine; A hiperbolik n-simpleksinin F yiiziindeki
&, polar agis1 denir. Aym zamanda F, A mn 2-esboyutlu bir yizii ve @, A nn F
yuziindeki dihedral ag1 olmak tizere;

QF:E—QF [711]
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olur(17).

Onerme 7.2.1. A bir hiperbolik n-simpleks olsun. V,, ,(F) ile k-boyutlu F yiiziiniin

hacmi, @, ile de F yuzindeki polar a¢1 gosterilsin. 0<i<mn-1 igin

i+l n-i
I (—) n
¢ =—2 2 __ VOI(S ) —, ¢,=1 ve A nn tek boyutlu yiizleri
' n+1 Vol(S*Wol(S™™)
200

tizerinden toplam alinmak lizere;

)
Vn (AP) = Z (_ 1)k 02k+1 Z V2k+l (F)QF [7 12]

2
k=0 dim(Fy=2k+1

bagmntist vardir. 1-esboyutlu yiizlerde % = n—z—l oldugunda 6, polar agisi 1 e esit,

k= -’1;—2 oldugunda polar agilar da 1 e esit ve k=0 oldugunda ise bir tepenin hacmi 1

e esit kabul edilecektir(17).

Tamm 7.2.3. x==1 sabit egrilikli semi-Oklidyen uzaylar da [7.12] formiiliine

konveks polihedron i¢in genellestirilmis Santalo formiilii denir(17).

Sonu¢ 7.2.1 A n-simpleksinin boyutu tek ise A? timleyen dualinin hacmi ile A nin

hacmi ve yiizleri arasinda;

n-3
i) 2
V.(A)Y+(-D 2 V,(A) = Z(‘l)kczkﬂ ZV2k+1(F)9F [7.13]
k=0 dim(F y=2k+1

bagmtis: vardir.
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Ispat: 6., A" n F" yizindeki polar agiin cebirsel olgimi ve V, (F") ise A" m k-
boyutlu F" yiiziniin hacmi olsun. ¢, =c, ,, ve 2<r<n-1 olmak tizere [6.28]
esitligi A" igin uygulanirsa;
cr—2 z BF‘ an~r+1 (F*) - cr z Vn—r~l (F*)dep* = O [7 14]
dim(F" Y=n-r+1 dim(F")=n—r-1

bulunur. {w,,w,,...,w,} bazinmn duali {9 1s...,V, } vektorleri tist zaman konisin(time

koni)dedir. Bundan dolayr A" mn F yuziindeki polar aginin cebirsel 6lgiimii, A polar
F yiiziiniin hacmiyle ¢akigir (Tanim 6.2.3.). Buradan sirasiyla F < A ve F~ c A" ise

r ve n-1-1 boyutlu polar yiizlerdir ve
V.(F)=6.veV,  ,(F =6,

olur. Bundan dolay: [7.14] esitligi sayilabilir ¢oklukta A simpleksinin terimleri igin
6r; A n F yuzindeki polar ag, V,(F); A m k-boyutlu F yiiziiniin hacmi ve

1<r £nm—r olmak iizere;

Crz ZV—2(F)d9F —c, ZHFdI/r(F)ZO [7.15]

dim(F )=r-2 dim( F)=r
. 1 v
olur. Diger taraftan ¢, =¢, , = P ve 8, =7 —qa, estliklerinden;
n —

av,d)=c,, ZVn—Z (F)do, [7.16]

dim(F)=n-2

hiperbolik Schlafli diferensiyel formiilii yazilir. Bu formiil;

n-3 n-3

D e, SVLF)0, =(-1) 2 dV,() [7.17]

dim(F)=n-2
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seklinde de yazilir. Ayrica de Sitter kiresinde a,.; A’ timleyen duvalinin F '

yuziindeki dihedral agt olmak tizere Schiafli diferensiyel formiili;

v, (N)y=c, SV, ,(Fda, [7.18]
din(F"* y=n-2

olur. @ . =V, (F) ve V, ,(F")=0, veF, F" n polar yiizii olmak iizere;

(W) =c, 3 0,dV,(F) [7.19]

dim(F)=1
elde edilir. Buna gore [7.17], [7.18] ve [7.19], esitliklerinden;

) ZQFdVl(F):an(Ap)

dim( F)=1
G ZVl(F)dBF"cs Z9FdV3(F):O
dim(F)=1 dim(F)=3
-C, ZV3(F)d9F +C, Z@FdVS (F)y=0
dim(F)=3 dim(F )=5
7 Lt}
(D2 2V s(F)O+(-1)2c,, Y 0pdV, (F)=0
dim( F y=n-6 dim(F)=n-4
n-5 n3
-D?*c,y ZVn—4 (FYd6, +(-1) * ¢, z 0:dV, ,(F)=0
dim(Fy=n-4 dim(Fy=n-2
n3 n3
D2 e, 2V, (F)db, =(-1) 2 dV,(8)
dim(F )=n~2

esitlikleri yazihp taraf tarafa toplanirsa;
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¢, 2 (0o dV,(F)+V,(F)db.)—c, 3 (8,dV,(F)+V,(F)db,)

dim{F)=] dim{ F)=3

s
2

+ot(=D 2 e, D (8edV, (F)+V, ,(F)db,)

dim{ F}=n—4

n-3 n-3

FED e, S0edV, )+, (F)d0,)=dV,(A)+ (1) 2 dV, (A)
dim(Fy=n-2

olur. Bu son esitlik;

cld{ ZQFVI(F)J~c3d£ ZHFVg(F))+..-+(—l)n_?cn_zd( ZBFV,,«Z(F)]

dim(F)=1 dim(F)=3 dim(F y=n—2

= d(Vn (A7) + (~1)%3 v (A)J [7.20]

seklinde de yazilabilir. [7.20] esitliginin integrali alinirsa;

n-3
3 2
V.A)+ (D) 2 V() =3 (Ve D VuuF)e+c  [121)
k=0 dim(F)=2k+1

esitligi bulunur. A sifira giderken limit ahindigmda A? ve 0, de sifira gideceginden c

integral sabiti sifirdir ve

n-3
#-3 2.
V.(A)+ (=1 2V, (A) = Z (—I)kczkﬂ ZV2k+1 (F)6r [7.22]
k=0 dim(F)=2k+1

bulunur.

Sonug 7.2.2. A n-simpleksinin boyutu ¢ift ise S, (A) 1-esboyutlu yiizlerinin alanmm

gostermek tizere; S, (A) ile A’ tiimleyen dualinin hacmi arasinda;
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n—4
n 2
V(M) +(-D%c,,S, (D) =D (-Dcpy D Vyu(Fb,  [7.23]
k=0 dim( F)=2k+1

bagntisi vardir.

Ispat: S, (A) terimini A nm 3-esboyutlu yiizlerinin hacimleri cinsinden Schiafli

diferensiyel formuliinden;

n—4

(D2 ey SV )0, = (128, (A) [7.24]

dim(F y=n~-3
bagintis: vardir. Buna gore [6.28], [7.19] ve [7.24] den;

G ZOFdK (F)= an(Ap)

dim(F =1

G ZI/](F)dgF_cii ZQFdV_?,(F):O

dim(F)=1 dim(F =3
—cy, Y V(F)d, +c; Y 60,.dV,(F)=0
dim( F)=3 dim(F )=5
8 s
-D?ec., ZVnJ(F)dBF +(=D ¢, ZHFdV—s(F): 0
dim(F)=n-7 dim( F y=n~5
n=s nod
-1 e, ZVn—s (F)dby +(-1) * ¢, ZBFan—s (F)=0
dim(F y=n-5 dim(F )=n-3
n-4 n
D ey 2V, (F)d0, =(-1)2S,,(A)
dm{F)=n-3

esitlikleri yazihp taraf tarafa toplanip Sonug 7.2.1 deki islemler uygulanirsa;



n-4

V(") + (—Dgcnqan (A) = i =Dy

oldugu gosterilmig olur.

2V (F)8;

dim( F )=2k+1

[7.25]

80
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8. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada ilk defa; semi-Oklidyen uzayda psedo-kiresel ve psedo-hiperbolik
koordinat doéntsimleri ile Schlafli diferensiyel formuli kullamlarak psedo-kiiresel ve
psedo-hiperbolik n-simplekslerin hacimlerinin diferensiyeli  2-esboyutlu yiizlerin
hacimlerine ve bu yiizlerdeki dihedral acilarin diferensiyellerine bagh olarak ifade

edilmigtir.

Bu ¢alismamin gelecekteki hedefi; (20) de verilen bir hiperbolik simpleksin Gram
matrisi ve ayrnt matrisi arasindaki bagintilan kullanarak, Schlafli difrensiyel
formiilinii ve buna bagh diger formilleri aynt uzunluklarina bagh olarak ifade

etmektir,
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