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SLATER TiPi ORBITALLER VE FOURIER DONUSUM METODU
KULLANILARAK
COULOMB INTEGRALLERININ HESAPLANMASI

OZET

Molekiiler yapmnin incelenmesi igiﬁ molekiiler orbital teoride kullamlan yaklagik
yontemlerden biri Hartree-Fock-Roothaan (HFR) y6ntemidir. Bu y6ntemin kullammm
sirasinda atomik orbitaller bazinda ¢ok sayida molekiiler integral ortaya ¢ikmaktadir.
Son zamanlarda molekiiler ab initio hesaplamalarinda baz fonksiyonlari olarak Slater
Tip Orbitaller (STO) ve diger Ustel Tip Orbitallerin (ETO) kullanilmas: bityiik bir ilgi
gormektedir.

Bu ¢ahsmada, ilk olarak molekiiler integrallerin hesaplanmasi igin gerekli
tanimlar ve temel formiiller verilmistir. Daha sonra farkhi ve aym perdeleme sabitli
Coulomb integralleri icin STO bazinda Fourier doniisiim metodu kullanilarak gok
sayida analitik ifade tiiretilmistir. ifadeler tiiretilirken Gegenbauer polinomlarmin
carpimlarindan ve birtakim seri agilimlardan faydalanilarak elde edilen Coulomb
integrallerinin analitik ¢dzlimleri lizerine ¢ahgmalar yapilmugtir.

Anahtar Kelimeler: Coulomb Integralleri, Fourier Déniisiimii, Gegenbauer
Polinomlar, Slater Tipi Orbitaller.



- THE CALCULATION OF COULOMB INTEGRALS
BY USING FOURIER TRANSFORM METHOD
OVER SLATER TYPE ORBITALS

ABSTRACT

Hartree-Fock-Roothan (HFR) is about one of the methods which are used in
molecular orbital theory to search the molecular structures. While using this method,
many molecular integral come out in atomic orbitals basis . Nowadays in calculations of
molecular ab initio as basis functions by using Slater Type Orbitals (STOs) and other
Exponantial Type Orbitals (ETOs) is found interesting.

In this study, first required definitions and their basic properties are given to
calculate molecular integrals. And then using Fourier transform method in STO basis
for different and same scaling parameters Coulomb integrals, a great many of analytical
relations are obtained. Studies based on' analytical solutions of Coulomb integrals
obtained by benefitting from a number of series expansion and multiplying of

Gegenbauer polynomials have been done while the terms are obtained.

Key Words: Coulomb Integrals, Fourier Transform, Gegenbauer Polynomials,
Slater Type Orbitals.
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KISALTMALAR LISTESI

HF  : Hartree-Fock

HFR : Hartree-Fock-Roothaan
STO : Slater tip orbital

GTO : Gaussian tip orbital
BTO : Bessel tip orbital

PTO : Polinom tip orbital
ETO : Ustel tip orbital

a.b. : Atomik birim

AO  : Atomik orbital

MO : Molekiiler orbital
MOT : Molekiiler orbital teori



1.GIRIS

Maddelerin fiziksel ve kimyasal 6zellikleri, oncelikle bu maddeleri olusturan
molekiillerin yapisiun bilinmesine baghdir. Bir molekiilin yap1 ve 6zelliklerinin
belirlenmis olmasi, onun kimyasal reaksiyon yetenegi ve olusturduu maddenin
ozellikleri hakkmda fikir sahibi olmamza yardmci olur. Istenen &zellikte madde
yapmak i¢in, bu maddeyi olusturacak molekiillerin yapisinin bilinmesi oldukga
Onemlidir.

Molekiiller, kuantum mekaniksel sistemler olduklarindan, yapilarim
inceleyebilmek igin Oncelikle sisteme ait tam Hamiltonian islemcisi yazlarak,
Schrédinger denkleminin ¢6ziilmesi gerekmektedir. Molekiiller ve ¢ok elektrontu
atomlar igin Schrédinger denklemi, yapisindaki bazi matematiksel zorluklar nedeniyle
tam olarak ¢6ziilememektedir. Bu matematiksel zorluklari ortadan kaldirmak i¢in bazi
yaklagik ySntemler kullamlmaktadwr. Bu yontemlerden en kullamsh olam: Hartree—
Fock— Roothaan (HFR) yontemidir. Bu yontem, varyasyon ilkesine dayanmaktadir ve
sistemin enerjisinin kararh degerlerinin bulunmasmi amaglamaktadir [1].

HFR yonteminde sistemin dalga fonksiyonu, bir-elektronlu molekiiler dalga
fonksiyonlarindan olusan Slater determinant: ile verilir. Molekiiler dalga fonksiyonlari,
atomik orbitallerin lineer kombinasyonu seklinde ifade edilirler. Lineer kombinasyon
katsayilar1 ise HFR denklemlerinin ¢6ziimiinden elde edilir. Sonu¢ olarak HFR
yonteminde, enerjinin tahmini ve molekiiler sistemlerin diger 6zeliiklerini belirlemek
icin atomik orbitaller bazinda ¢ok sayidaki bir- veya gok-elektroniu molekiiler integralin
hesaplanmas1 gerekir [2].

HFR yOnteminde ortaya ¢ikan molekiiler integrallerin hesaplanmasinda
kullanilacak atomik baz fonksiyonlar1 biiylik Gnem tagimaktadir. Son zamanlarda
Gaussian tipi orbitallerin (GTO) yetersizliklerini ortadan kaldiran Slater tip orbitallere
(STO) artan bir ilgi vardir. STO’lar bazinda molekiiler integrallerin hesaplanmasi,
kuantum kimyasmm dnemli problemlerinden biridir.

Bu alanda yapilan galigmalarin temel amact; molekiilii olusturan gekirdeklerin ve
elektronlarin hareketlerini, etkilesmelerini belirleyen temel fizik yasalarma bagh olarak
molekiillerin kimyasal ve elektronik yapilarint agiklamak ve yeni yorumlar getirmektir.



Bu cahgmada da Fourier doniisiim metodu ve atomik orbital (AO) (veya
molekiiler orbital (MO)) bazinda STO’lar kullamlarak iki merkezli Coulomb integralleri
incelenmigtir.

Molekiiler integrallerin hesaplanmasinda STO kullamldify zaman elde edilen
analitik ifadelerin ¢6ziimii olduk¢a giictiir. Bu c¢alismada, aym ve farkh perdeleme
sabitli Coulomb integrallerini STO bazinda hesaplamak icin Fourier doniiglimiiniin
uygulanmasi ile biiyiikk matematiksel kolayliklar saglanms ve sonugta elde edilen
Coulomb integral ifadeleri STO’larin sonlu ve sonsuz seri seklinde lineer
kombinasyonlar1 olarak elde edilmistir. Integrallerin hesaplanmasi igin Gegenbauer
polinomlar; perdeleme sabitlerine ve atomlar arasi uzakhga bagh olarak seri seklinde
yazilmgtir. Boylece elde edilen integraller indirgenmis Bessel fonksiyonlarmin integrali
sekline doniigmistir. Bu sekilde elde edilen tiim integraller kolaylikla integral
tablosunda bulunmaktadrr. Bu da uyguladigimiz yontemin oldukga etkili oldugunu
gostermektedir.

Calismanin ikinci boliimiinde, molekiiler orbital teori, HFR y6ntemi, MOT’da baz
fonksiyonlar1 ve ¢ok merkezli integrallerin smiflandiriimasi hakkinda baz1 genel bilgiler
ifade edildi. Uglincii bolimde ise ilk olarak Binom katsayisi, Kiiresel harmonikler,
Clebsch-Gordon katsayisi, Gaunt katsayisi, Fourier doniigiimii, Gegenbauer polinomlarn
ve Hipergeometrik fonksiyonlar hakkinda tanimlar ve temel 6zellikler verildi. Daha
sonra Fourier doniisiim metodu kullanmilarak STO bazinda Coulomb integralleri i¢in
Gegenbauer polinomlarmin ¢arpmmlar: tiiretildi. Son olarak ise elde edilen analitik
ifadelerden yararlamlarak Coulomb integralleri i¢in sonlu ve sonsuz seri seklinde
ifadeler elde edildi.



2. GENEL BILGILER

2. 1. Molekiiler Orbital Teori ve Hartree-Fock-Roothaan Metodu

Genellikle molekiiler kuantum mekaniginde iki temel yaklagik ydntem
kullamlmaktadir. Bunlardan biri valans bag teorisi, digeri ise molekiiler orbital teoridir
(MOT). London ve Heitler tarafindan ileri siirlilen, Slater ve Pauling tarafindan
gelistirilen valans bag teorisi, molekiildeki baglar1 iki-merkezli baglar olarak ele alir ve
elektron ciftleri ile ilgilenir. MOT ise molekiilii siirekli bir yiik dagilimi olarak goriir.
Bu teori, karmagik molekiillere daha kolay uygulandigindan molekiillerin yapisinm
teorik olarak incelenmesinde daha ¢ok kullamimaktadir {3].

MOT’da sistemin yapisim inceleyebilmek ve gerek duyulan fiziksel ve kimyasal
nicelikler hakkinda bilgi edinebilmek igin sistemin molekiiler orbitallerinin (MO)
bilinmesi gerekmektedir. Molekiiler orbitaller, bu hesaplamalar i¢in yeterlidir. Bu
nedenle, uzun yillardan beri MOT’un gelistirilmesi yOniinde c¢alismalar devam
etmektedir.

MOT’un  matematiksel problemi, sistemin etkilesme matrisinin
kosegenlestirilmesi ve hesaplanmasidir. Bu hesaplamalarda birgok sadelestirme
yapilarak cesitli yaklagim yontemleri gelistirilmigtir. MOT da iki tiir yaklagim yontemi
kullaniimaktadir.

Ik yaklagim, molekiillere ait deneysel verilerin fiziksel niceliklerini hesaplamak
icin parametre olarak kullamldifi ve ortaya ¢ikan etkilesme enerjisine gére matris
elemanlart i¢in uygun degerlerin secildigi yari-deneysel yontemlerdir. Bu yaklagima,
Hiickel ve gelistirilmis Hiickel yontemleri 6rnek olarak verilebilirler.

Ikinci bir yaklagm ise tam olarak matematiksel formiillere dayanmakta olup
matris clemanlarinda ortaya ¢ikan atomik ve molekiiler integrallerin hesaplandig:
yontemlerdir. Bu yaklasimda en g¢ok kullamilan yontemlerden biri Hartree-Fock -
Roothaan (HFR) yontemidir [4-6].



2. 1. a. Hartree - Fock Metodu

Hartree-Fock (HF) metodu, varyasyon yontemi iizerine kurulu olup sistemin
enerjisinin kararh degerlerinin bulunmasini amaglamaktadir [4].
Varyasyon yoOntemine gore bir sistemin enerjisini hesaplamak igin ab initio
hesaplamalari olarak adlandirilan agagidaki islemler yapilmalidir:
1- Sistem i¢in H Hamiltonian operatorii yazilr.
2-  deneme dalga fonksiyonu olarak baz1 matematiksel fonksiyonlar segilir. Bu
fonksiyon ¢esitli parametrelere sahip olmalidir.

3- Sistemin enerjisini hesaplamak igin;

[ * A way
E=2*__ 2.1
[w*wav
esitligi kullanilir. Burada H sistemin Hamiltonian islemcisi, V¥ ise keyfi olarak segilen
deneme dalga fonksiyonudur. Varyasyon yontemi ile elde edilen bu enerji degeri, higbir

zaman sistemin taban durumuna karsibk gelen enerji degerinden (Eo) kiigiik olamaz.

Yani;
E>E, 2.2)

dir. Bu nedenle, taban durumuna en yakm enerjiyi elde etmek igin (2.1) esitligi ile

verilen ifadenin minimumu olusturulmahdir. Bunun i¢in ise:
5 J\P *(H—E)¥dv=0 (2.3)

varyasyon denklemini ¢6zmek gerekir.
HF metodunda sistemin dalga fonksiyonu Slater determinant: ile verilir. Kapah
kabuklu ve N-elektronlu bir molekiiler sistemin dalga fonksiyonu:



v, ) U, @2 .. U, (N)
v, U, @) .. U, (N)
1 v e eeeens
¥(1,2,3,.....N) T, () V@) ... U, () (2.4)
v, 1) U, @ .. U, (N)

seklinde tek bir Slater determinant: ile ifade edilir. Determinant dalga fonksiyonunun
elemanlari, bir-elektronlu molekiiler spin orbitalleridir. Molekiiler spin orbitalleri ise U,

molekiiler orbitali ile U, elektron spin fonksiyonunun ¢arpim seklinde ifade edilebilir.
Burada n,, elektronun elektronik durumunu belirleyen tiim kuantum sayiarmi igerir
(nlm,ms). Agik kabuklu sistemlerin dalga fonksiyonu ise (2.4) tipindeki

determinantlarin lineer toplam seklinde yazilr.
Yapilan yaklagmlar sonucunda, gerek atomlar gerekse molekiiller igin
Hamiltonian islemcisi bir- ve iki— elektroniu terimler cinsinden:

. N 2 K 7 et N N ,2
H=Z[‘§,;Vf-2 : }rZZe—

JERRY

2.5)

seklinde yazilabilir. Burada K ¢ekirdek sayisini, Ze ise ¢ekirdek yiikiinii gosterir. (2.5)
denklemindeki ilk iki terim, sirasiyla, elektronun kinetik ve gekirdekle etkilesim enerji
islemcilerinin toplamini, son terim ise elektronlarin kargihkh etkilesim enerji islemcisini
temsil eder.

Esitlik (2.1) ile verilen varyasyon yontemine gére, kapal kabuklu bir sistemin

enerjisi:



E=23h+YY (), -K,) (2.6)

=l Jj=b i>j
seklinde ifade edilir. Burada n= N/2 olup molekiiler orbital sayisim gsterir. Bu ifade
fi¢ tiir integral igermektedir. Atomik birimler (a.b) cinsinden bu integrallerden birincisi,

= [U; AU, (v, 2.7)

bir-elektronlu integral olup U/,(1) dalga fonksiyonu ile temsil edilen elektronun kinetik

ve ¢ekirdekle etkilesim enerjisinin ortalama degerini verir.

J, = [[uru; (2{ )U WU, 2)dv,av, (2.8)

seklinde tamimlanan integral, Coulomb integrali olarak adlandiriir. Bu integral iki
elektronun yiikk dagilimlarmm karsiikli etkilesmesini ifade eder ve elektronlarn spin

durumundan bagimsizdir.

K, = {fu;®u; (2{ )U OU,(2)dv,dv, (2.9)

integrali ise degis-tokus integrali olarak adlandirihr. Bu integral, elektronlarin 6zdesligi
ve antisimetrik dalga fonksiyonlan ile ifade edilmeleri sonucu ortaya ¢ikmugtir. Degis-
tokus integralinin varlig1 elektronlarin spin durumlarmn ayni olmasma baghdir.

HF metodunda degiskenler MO’lardir. Buna goére (2.3) seklinde ifade edilen
varyasyon denklemi ¢oziildiigtinde, HF denklemi:

Fu,()=&U,(1) (2.10)

olarak elde edilir. Burada g;, i. MO’daki elektronlarmn enerjisi; F ise Fock islemcisidir

Ve



F=h+Y0RJ,0)-£,0) @.11)

J

olarak tanimlanmaktadir. Bu ifadede bulunan J ; ve K ; islemcileri sirastyla Coulomb

ve degis-tokus islemcileri olarak adlandiriirlar. Bu islemciler, Coulomb ve degis-tokus
integrallerinin tek elektronlu degiskenler cinsinden ifade edilmelerini saglarlar ve
asagidaki sekilde tanimlanirlar:

J, (v, (1)=( ju; (Z{iJU L (2)dv, ]Ui 1)) (2.12)

K,QU,1)= ( |u; (2{%)@. (2)av, ]Uj ® (2.13)
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HFR denklemi goriildiigli gibi, hem diferansiyel ve hem de integralli ifadeler
icermektedir. Bu nedenle denklemlerin ¢6ziimii kolay degildir. HFR denkleminin
¢Oziimii 6z uyumlu alan yontemi ile yapilir.

Oz uyumlu alan yonteminde dnce deneme fonksiyonu tahmin edilir ve bu deneme
fonksiyonu kuantum sayilari ve perdeleme sabitleri kullamlarak &rtme, kinetik enerji,
cekirdek etkilesmesi integralleri gibi molekiiler integraller hesaplamir. Daha sonra lineer
toplam katsayilarmin baglangic degerleri girilir ve Fock matrisi sekiiler determinant
hesaplanarak, HFR denkleminden elde edilen yeni lineer toplam katsayilarina gore
uyum olup olmadigina bakilir. Eger uyum var ise orbital enerjileri ve lineer toplam
katsayilar1 hesaplanir. Uyumun olmadigi durumda ise Fock matrisinin hesap edildigi
adimdan itibaren yapilan iglemler tekrar edilir. Bu isleme uyum oluncaya kadar devam
edilir.

2. 1. b. Hartree - Fock - Roothaan Metodu

HF metodu kullanilarak bazi atomlarm yapilarm incelemek miimkiin olmustur.
Fakat problem ¢dziimii sirasinda gok sayida diferansiyel denklem ile kargilagildigindan,



bu metot pratik isler icin kullanilamaz. Bu nedenle, HF denkleminin Roothaan
tarafindan gelistirilen formundan yararlanihr.

Roothaan, HF metodunun tek elektronlu MO’larmm atomik orbitallerin lineer
toplamu seklinde yazlabilecegi fikrini Snermistir [1]:

M
U =>Cox, (M = n) (2.14)

p=l

Burada C,, lineer toplam katsayisi, y, bir elektronlu atomik baz fonksiyonu, M

atomik baz fonksiyonlarinin sayis1 ve n molekiiler orbital sayisidr. HFR metodunda
degiskenler, lineer toplam katsayillaridir. Eger molekiler dalga fonksiyonu, (2.14)
denklemindeki atomik orbitallerden olusan bir determinant seklinde yazlir ve lineer
toplam katsayilarma gore varyasyon denklemi ¢oziiliirse, kapah kabuklu sistemler igin
HFR denklemi:

Z(qu _giSpq)qu =0 (2.15)

q

seklinde elde edilir [4]. Burada S, ; y, ve x, atomik baz fonksiyonlar1 arasmdaki

Ortme integrali olup;

S, = |20z, 0)av, 2.16)

olarak ifade edilir ve atomik orbitallerin iistiiste gelen kisminn degerini verir. F,,

Fock iglemcisidir ve iki kisimdan olusur:
F,=H,+G, (2.17)

(2.17) ifadesini olusturan terimler atomik birimler cinsinden



H, = Iz;(l)[—évlz —ZH 2,(Dav, (2.18)

a "al

qu = Z Z C:jcsf (2I pars Y psrq ) 2.19)

Jjors

L= [ [z (1);(:(2)[%] 2,02, @)dvds, 220

seklinde tanmmlanirlar. Burada j, kapah MO sayisma; p,r,q ve s ise atomun

numaralandiriimg baz fonksiyonlarinin sayisia kadar degisir.
Esitlik (2.16), (2.18) ve (2.20) ile verilen integraller, HFR denkleminde ortaya
¢ikan ¢ok merkezli molekiiler integraller olarak adlandinliriar.

2.2. Cok Merkezli integrallerin Simiflandirilmasi

HFR denkleminin yapisinda bulunan ¢ok merkezli integrallerin simflandiriimas
igin atomik orbitallerin (#(7)) incelenmesi gerekmektedir. y(7,), bize atomik orbitalin

a numarah ¢ekirdekte merkezlestigini g6sterir. Buna gore, p ve ¢ kuantum sayilarini
gostermek iizere, bir elektronlu integrallerden (2.16) seklinde ifade edilen Grtme

integrali incelenirse:

S, = |2, ), F,)av @21)

integrali elektronun iki atomik orbitalinin de aym ¢ekirdekte merkezlestigini gosterir ve
bir-merkezli drtme integrali olarak adlandirilir.

Sp = |2, )2, )av (2.22)
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integrali ise elektronun iki atomik orbitalinin farkli iki ¢ekirdekte merkezlestigini
gosterir ve iki-merkezli 5rtme integrali olarak adlandurilir.

HFR denkleminde bulunan, elektronun kinetik enerji matris eleman genel olarak
asagidaki sekilde verilir:

1 * [ . ’
Ty =3 [, )V, (F)dv (2.23)

Bu esitlikte bulunan kinetik enerji iglemcisi higcbir merkeze bagh olarak ifade
edilmediginden, (2.23) integrali ya bir- ya da iki— merkezli olur.

Elektronun gekirdekle etkilegim enerjisi matris eleman ise
srn 1 o
U, =2, j;(p (r)?—;gq (F)dv (2.24)

seklinde verilir. Bu esitlikte bulunan 1/r islemcisi belirli bir gekirdege gore ifade
edildiginden, (2.24) ile tanimlanan niikleer-gekim integrali bir-, iki- ve {i¢-merkezli
olabilir.

Esitlik (2.20) ile verilen ve HFR denkleminde bulunan Coulomb ve degis-tokug
integrallerinin yapisim olusturan iki-elektronlu integraller, do6rt atomik orbitalden
olusur. Bu atomik orbitaller en fazla d6rt farkh gekirdekte merkezlesebilirler. Buna gére
Coulomb ve degis—tokus integralleri bir-, iki-, lig- ve dort—merkezli olabilirler [6].

2. 3. Molekiiler Orbital Teoride Baz Fonksiyonlari

Atomik orbitallerin lineer toplamm seklinde ifade edilen molekiiler orbitallerin
kullamldig1 teorik calgmalarda, atomik orbital olarak segilen baz fonksiyonlar
kullamlir. Dolayisiyla, yapilan ¢ahsmalarin dogrulugu ve giivenilirligi biiyik 6lglide
segilen baz fonksiyonlarma baghdir.

Kullanilan baz fonksiyonlarmna; Gaussian tip orbital, Slater tip orbital, Bessel tip
orbital (BTO) ve Polinom tip orbitalleri (PTO) 6rnek vermek miimkiindiir. Bu baz
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fonksiyonlarmin agilara bagl kisimlart kiiresel harmonikler olup, radyal kisimlar
sirastyla asagidaki ifadeler ile verilir:

R(r)=r"e™ (GTO)
R(r)=r""e™ (STO)
(2.25)
R,(r)=2/r K _ ¥ (er) (BTO)
R, (r) = Q(/?, - r)r” (PTO)

Ustel fonksiyonlar arasmda en yaygm olarak kullanilan baz fonksiyonlar1 ise GTO
ve STO’ lardir. GTO’lar1 kullanmanm biiyiik avantaji, GTO’larin yapisindan dolay1 ¢ok
merkezli molekiiler integrallerin matematiksel acidan kolay ve hizh bir sekilde
hesaplanabilmesidir. Fakat bu hesaplamalar, g¢ekirdege yakmn ve ¢ekirdekten uzak
mesafelerde, deneysel sonuglarla uyum saglamamaktadir. Halen, molekiiler ab initio

hesaplamalarmin ¢ogunda baz fonksiyonu olarak GTO’lar kullanlmaktadir.

Hidrojen ve hidrojene benzer atomlar i¢in Schrodinger denkleminin ¢6ziimiinden
elde edilen dalga fonksiyonlarmdan ve deneysel sonuglardan yola ¢ikarak STO’lar ileri
stiriilmiiglerdir [3]. Atomik ve molekiiler Hamiltonian iglemcisinin 6z durumlari, biiyiik
mesafelerde iistel olarak azalir ve sinir durumunu saglar. Bu nedenle istel olarak azalan
fonksiyonlar ozellikle STO’lar atomik hesaplamalarda temel fonksiyonlar olarak
kullanilir. Fakat STO’lar kullanllarak yapilan g¢absmalarda, matematiksel olarak
¢Oziimii zor integraller ile kargilasimaktadwr. Bu nedenle, STO’larm pratik MO
hesaplamalarinda kullanim smirhdir. Fakat son zamanlarda, kargilagilan bu zorluklar
biiyiik Slciide ortadan kaldwildigr i¢in, yapilan ¢ahismalarda STO’lara artan bir ilgi
vardir [7-11].

STO’lar tiim iistel olarak azalan fonksiyonlar arasinda en basit yapiya sahip
olamdir. STO’larin digindaki {istel olarak azalan diger fonksiyonlar STO’larin lineer
kombinasyonu olarak yazilir. Bu da sunu gostermektedir ki; iistel olarak azalan
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fonksiyonlar kullanilarak hesaplanan ¢ok merkezli molekiiler integraller, STO
kullamilarak bulunan temel ¢ok merkezli integraller cinsinden ifade edilebilirler. Bu
nedenle de literatiitrde STO kullanilarak ¢ok sayida hesaplanmmg molekiiler integral
cahsmalar: bulunmaktadir.

Son zamanlarda, ¢ok merkezli molekiiler integrallerin hesaplanmasi i¢in yaygin
bir sekilde Fourier doniisim metodu kullamimaktadir. Bu metot ile ¢ok merkezli
integraller ters Fourier integralleri kullamlarak doniistiiriilmektedir. Bu teknik ile elde
edilen temel fonksiyonlarin Fourier doniigtimii analitik olarak basit bir yapiya sahiptir.

Fourier donilisim metodunun diger bir avantaji da, verilen ¢ok merkezli bir
integralin bulunup bulunamayacagim belirlemektir. Bu integrallerin Fourier déniistimii
anlagilir oldugunda, ¢ok merkezli integral bulunabilir. Bu ifade sadece tamamen stirekli
olan Fourier integrallerini degil aym zamanda klasik analize gore siirekli olmayan,
diizenli ii¢ boyutlu delta fonksiyonunun tiirevini temsil eden integralleri de igine
aldigindan dolay1 ¢ok genel ve esnek bir belirlemedir [8,10-13].
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde; iki merkezli Coulomb integralini Fourier d6niigiim metodunu ve
STO’lart  kullanarak hesapladigmmzda kargilasilan ve molekiiler hesaplamalarda
bilinmesi gereken, Binom Kkatsayisi,, Clebsch-Gordan katsayisi, Kiiresel Harmonikler
v.b. gibi, tammlar ve temel dzellikler verilecektir.

3. 1. Binom Katsayisi

Atom ve molekiillerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerinin kuantum mekaniksel
olarak hesaplanmasi basta olmak iizere, fizifin birgok alaninda Gaunt katsayisi ve Srtme
integrali ifadeleri ile karsilagilir. Bu ifadelerin meveut formiilleri ile kiigiik kuantum
sayllarinda yapilan hesaplamalarda, onemli bir problem ile karsilasilmazken, biiyiik
kuantum sayilarinda yapilarindaki faktéryel ifadelerden dolayr sayisal hesaplamalar gok
zorlagmakta veya yapilamamaktadir. Bu nedenle, bu ifadeler binom katsayilari
cinsinden ifade edilerek, biiyilkk kuantum sayilarinda galisabilen yeni analitik ifadeler
tiiretilmistir . Binom katsayilari genel olarak:

F,(m)= ;z'_(mm—'—n_j 3.1)
seklinde tanimlanir ve hesaplamalarda kullamlan tekrarlama bagmntilari da,

F,(m)=F,(m-1)+F, (m-1)

F,(m)="F, ,(m-1) n#0 (3.2)

Fn(m)=;nﬁ_—n—Fn(m—l) (m—n¢0)
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seklinde verilirler [14].

Ek I’de PASCAL programlama dilinde yazilmig Gegenbauer Kkatsayilarim
hesaplayan bilgisayar programn ve farkh kuantum sayilari igin bu programm iirettigi
sonuglar verilmisti. Bu katsayilar hesaplanirken Binom katsayillann faktoryel
kullanmadan bulunmaktadir.

Binom katsayilari i¢in ¢agirma formiilii (Ln;-l_) -n+ 1) seklindedir.

3.2. Kiiresel Harmonikler

Bilindigi gibi reel veya kiiresel harmonikler [15];

Y7 (0.4)= B (cosO)0,,(¢) (33)
ifadesi ile verilir. Reel kiiresel harmonikler i¢in,

cos(]m|)¢ m=0

@, (¢)= ,—(———)1+5 {qumw

ve kompleks kiiresel harmonikler igin ise,

@, (p)= "

ifadeleri kullanilir. (3.3) Kiiresel harmonikler ifadesindeki P,""i , normalize bagh
Legendre fonksiyonlaridir. Normalize bagh Legendre fonksiyonu olan P! (cos 9) ifadesi

binom katsayilar1 cinsinden:
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p (x):(l—xz2 ) [ 20+1 )]”’

! 2F,(1)F,(1+4
Y1) F(A+k)F,_ (20-2k)F_,,, (1-k)x' "> (3.4)

seklinde verilir [16].
Burada x = cos@, A =|m| ve integralin sirlar:

Osks%{l_z_%(l_(_l) l—z}

seklinde degismektedir. .
Normalize edilmis bagh Legendre fonksiyonlarmin binom katsayilari cinsinden
diger bir tanmm da;
2
P*cos8) = @+1) Q) (3.5)
2 F,,()

/-

C)*EOF L (l)(ms g ) H2k (Sin g )21~/1—2k

k=

=]

ile verilir.
x=0 ve x=11 ozel degerleri (kiiresel durumlar) i¢in normalize edilmig bagh
Legendre fonksiyonlarmin degerleri, (3.4) esitligi kullanilarak, sirastyla;

0, I—A tek ise

P0)= (3.6)

%
(12 21_1 Fg—l”g("’“)ﬂﬁ(’*’ﬂ] , 1-4 ¢ift ise

2 2
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PHx1)= (¢ 1)’\/—2% 810 (3.7)

elde edilir.
Normalize edilmis bagh Legendre fonksiyonlar1 asagidaki simetri ve
normalizasyon sartlarina sahiptir:

PHx)=(-1)" P (-2) (3.8)

2 & 2,
P(x)=1 3.9
TSR3 146, (%) 39

Diizenli ve diizensiz kat1 harmonikler; sirasiyla,

S (r)=r"1"(0.9)

(3.10)
L ()=r""1"(6.9)
seklindedir.
Kiiresel harmoniklerin diklik bagntisi ise agagidaki sekilde;
(@9 v 6.0)a=5,5,, @3.11)

tanumlanir.
Iki kiiresel harmonigin {rettigi linerize Gaunt katsayilari asagidaki formda
tanimlanir;

[max
[t @) v (Q)=l;“’<lz |1, m, L, —m, Y~ (@) (3.12)
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Burada ) ) sembolii toplamm ikiser ikiser arttigm gosterir. (3.12) esitliindeki

toplamn limitleri Gaunt katsayilar1 ile uyumlu secim kurallan tarafindan belirlenir [17].
Bu se¢im kurallarr;

I =l +1,, (3.13)
L + 02X, =1, || my —m,|) ciftise max(f, —1,],|m, —m,)
- L +max(l, =1, jm, —m,)) tekise max(t, —1,}jm, —m,|)+1
ile verilir.

Diizenli iki kati harmonifin c¢arpmm, kiiresel harmoniklerin ¢arpimindan
yararlanilarak;

. I max
(Sm @) Srp)=iv p Y. Olm,lm fim, —m)SP™(B)  (3.14)
fmin
seklinde yazilir.
U¢ Kiiresel Harmonigin Carpimi

Y son durumun, Y¥'* ik durumun dalga fonksiyonu ve Y* de matris

elemanlarinm olusturulmasi i¢in gerekli olan herhangi bir operatorii temsil etmek iizere

(e

M,
Y,

Y2 )= [rr ey a0
veya

7P, v do
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integral ifadesi sikga karsgimza ¢ikmaktadir. Burada integral tiim kati a¢i lizerinden
alinmaktadir ve bu integral 6zel olarak {i¢ kiiresel harmonigin carpim olarak
adlandirnlmaktadir [15].

Ag¢isal momentumun kuantum teorisi olarak bilinen grup teorisi metodunda,
Clebsch-Gordan katsayilari i¢in vektorel toplam analizi kullamlarak bu integrallerin
degerleri tablo olarak verilmektedir [18]. Bu integralin degeri agagidaki;

1. Agisal momentum vektdr islemcisi L nin vektorel toplammm sifirdan farkh
olmasi,
2. M, +M, =M, olmasi,
3. YY) carpmu gift olmadikga, yani M, +M,+M,+L +L,+L,
ifadesinin ¢ift olmamasi,
durumlarinda sifirdir.
Birinci kosul |L, —L,|< L, <L, +L, seklindeki segim kuralm verir. Ugiincii

kosul ise paritenin korunumu kanunudur.

Wigner-Eckart teoremi matris elemanina uygulanmirsa,

(et ) = 1) (L, L My MM, )<Yl1 1) (3.15)

elde edilir.
Yukarida verilen (1) ve (2) Nolu se¢im kurallar: (3.15) denklemindeki Clebsch-

Gordan katsayilar ile ilgilidir. (3.15) denkleminde M, =M, =M, =0 almir ve m=0

icin kiiresel harmoniklerin agik ifadesi yazihrsa

(Fere ey ) =05 (L, 1, 1000k Y, |1, |1, /oL, +1)

e (X E
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elde edilir.

]’qu ()P, ()P, (x}ix ~ C(L,L,L,J000) (3.17)

(3.17) denklemi (3.16) denkleminde yerine yazilirsa
(Yo [¥..|¥., )~ (L, L,L,]000) (3.18)

elde edilir. Paritenin korunumundan bulunan (3) nolu se¢im kurah ve (3.18) yaklagikhg:
kullanlirsa;

C(L2L3L1|_ M,,—M;—M, ) a (_ I)LZHTL’ C(L2L3L1 IMzMle) (3.19)

ifadesi olusturulur. Azimut ag1 iizerinden integrasyon,

2z

-iMg ,iMyp Mg —
_[e e de =276y 4y 0
0

seklindedir.

3.3. Clebsch-Gordan Katsayilan

Clebsch-Gordan katsayilar: agagidaki formda verilir.

Cciht (_ l)%(ml +[m,]+mz+]mz[+M+]M[)(lllzmlm2 llllz LM) (3.20)

mm,M

Burada (J,mm,|ll,LM) niceligi kiiresel harmonikler (¥, =(~1)"Y,_,,)i¢in kullanilan
Condon-Shortley evresinde kullanilan Clebsch-Gordan katsayilaridir [19].
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Condon-Shortley evresindeki (l,lzmlmzllllzLM ) katsayilarim1 binom katsayilar

cinsinden

(dymm, i1, LM)=5

M .,my+m,

2 1/2
@L+1Y'F,,, (O +1,+L+1)F,,, (L)
@1 +1)2n, +0)F, 0 +L, +L+)F, @ +1, +L+)F,,, (L)F, . (21,)
(1) FQ+L,-L)F,, (L-M)F,,, (L+M) (3:21)
1

ile verebiliriz. Burada #’nin degigim araligy;
max[0,, —m, —(L—M)L, +m, —(L+ M)} <t < min(l, —=m,,I, + m, I, +1, - L)

seklindedir.
C,’,‘,f;f; v Katsayilarinm diklik ve simetrik 6zellikleri agagidaki gibidir:

_ L+ R my my M L L WL _
2 ConmtComerirt, = O11, 0, (3.22)
my,nm,
1 K ' :l [ 1; +M "
Z(_ l)i(ml“nl [+ +{my |+ Hoy emy +imy I) +Mi Cllll Clll'zl'l, =5 .5 ) (3 23)
mymy M mymy, M, mm;  m,m, )
LM

Iy L ( y+12 -L 112
Cm,sz 1 —m;—m,—-M

e

mymM

(3.24)
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2L+1 4
—(—1} C'h
-1 20, +1 MM

olarak verilir.

3.4. Gaunt Katsayilan

Clebsch-Gordan katsayillari icin kullanacagimiz Gaunt katsaydarini  binom
katsayilar1 cinsinden asagidaki gibi verebiliriz [19].

Fg—l, (2g -1, -1 )FL(g)

CL I m ,l m. 1= (-1 g‘(’z""z)“‘%qmllﬂmzl*‘[/"[[)
i 05 +1)F, 0s)

1/2

@1, +1)2, +)F,,, G+, + M)F,,, .\, QL+1, +1, + M)

F, —m; (ll +1, - M)F1]+12—M (ll +1, +2L+ M)FL—M (2L) L+M (2L + M)

(3.25)

F;(ll+ml+t)El (ll"'lz ) I+, L(l +1, +M)FL—M—r(12_m2+L—M_t)

(, +1,+ M)

—my—1

> 1)

! 1+m

Burada;
g=%(z1 +L,+L), M=m —m,

Ve

+lz)

max(O,L—m, —l2)St£min(1 -

seklinde tanimlanmaktadir.
Gaunt katsayilarim iki Glebsch-Gordan katsayisinin ¢arpimu olarak verebiliriz.

ct(m,,1, mz) \/(21 +1)21, +1)Cli, |l (3.26)

my—m,M
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Gaunt katsayilariin agagidaki simetri zelliklerine sahip oldugunu gosterebiliriz.

ctm, 1,m,)= 2’L—+C’z (t,m,,LM)

J;’L—:c' (LM,1, —m,) =C (I,m,,lm,) (3.27)

Genel bir tammlama yapacak olursak; birim kiirenin ylizeyinde {i¢ kiiresel
harmonigin ¢arpimindan olugan integral Gaunt katsaysi olarak isimlendirilir [13].

(tsm |1 my |1y m, )= (7 @)] 77 @)1 (@) (3.28)

seklinde ifade edilir.

3.5. Fourier Doniigiimii

Burada, Fourier doniigiimiiniin simetrik versiyonu kullamlmgtir. Verilen bir f(r)
ve bunun Fourier d6niisiimii f{p) arasindaki iligki:

p)=Cay* [ )7
f(;)= (27[)-3/2 Jei;,; f(;}is ;

(3.29)

seklindedir. Fourier doniisimii yalnizca tam olarak integre edilebilen fonksiyonlar igin
tamimlanir. Eger fonksiyon genellestirme teorisi kullamlirsa, Fourier doniigiimti diizenli
dagihm uzayma genigletilebilir. Bu durum Coulomb potansiyelinin Fourier
doniisiimiinii  belirlemeyi sagladigindan onemlidir. Coulomb potansiyelinin Fourier
d6niigtimii [13]:
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(2;':)"3’{2 .fle'i;';d 3 = (2 /7[)1 (3.30)
r

2

seklinde tanimlanmir. Bu iliski Coulomb integralleri i¢in ters Fourier integral temsillerini
tiiretmede kullanlir.
fve g gibi iki fonksiyon i¢in Coulomb integrali;

. 1
c(f.&:R)= ([ (n)———gl)d’rnd*r, (3.31)
Irl —hn "Rl '
seklindedir. Bunun Fourier doniigiimii de asagidaki gibi gosterilir:
~iRp .
c(f.g:R)=4n Iep—zf'(P)g(P)d3p (3.32)

Eger f ve g indirgenemez kiiresel tensorler ise bu gosterim kullamlarak
integrasyon degiskenlerinin  ayrilmasi  analitik hesaplamalarda biiyik kolayhk
saglamaktadir. Bunu yapabilmek i¢in integrasyonda Rayleigh diizlem dalga acilim
olarak bilinen ve kiiresel Bessel fonksiyonu ile kiiresel harmonikler cinsinden ifade
edilebilen diizlem dalga agilimu kullanilacaktir.

Kiiresel Bessel fonksiyonu ve kiiresel harmonik i¢eren Rayleigh diizlem dalga
acilmu [20];

et = 4;zi Zl:(i iY J,(pr) [Y,'" (?/r)]‘)q'" (E/ p) (3.33)

1=0 m=-|

seklinde tammlanir. J,(pr), kiiresel Bessel fonksiyonudur ve indirgenmis Bessel
fonksiyonlari cinsinden:

T(pr)= 5 o ia(Pr) (3.34)
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seklinde tanimlanir [21].
Diizensiz kat1 harmonigin Fourier doniistimiinii belirleyen iligki:

15()=@n) ” [ 1 (e

/2
e

ifadeleri ile verilir ve diizensiz kat1 harmonigin ters Fourier integrali de;
7 (r)=Rr2 - 10" [ S'mf)’z ip) p : (3.36)

seklinde ifade edilir [13]. Burada diizlem dalga agilim, diklik bagmtis1 ve (3.32) esitligi
kullamhirsa:

Y/"(ﬁ/R)JJ,(pR)p’dp=a’*‘L§"(ar)@ (3.37)

integrali elde edilir.

3.6. Gegenbauer Polinomlan

Helmboltz denklemini {i¢ boyutta ve kiiresel simetrik problemler igin
¢cozdiigtimiizde, kargmmza kiiresel harmonikler ¢ikar. Dort boyuthu kiiresel simetrik
problemlerde ise, onlarin uzantis1 olan, ortogonal polinomlar ailesinden Gegenbauer
polinomlan karsimiza ¢ikar.

Gegenbauer polinomlan i¢in diferansiyel denklem [22];

(-x2)c2(x) —Qa+1xC?(x) +n(n+22)C2(x)=0,

seklindedir.
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Gegenbauer polinomlarinin agik ifadeleri ise;
E(n/2)
Cr6)="3 1) a,(an)ex)™
s=0

esitligi ile tanimlanir. Burada;

Ve

a,(a@,n)=F, _(e-1+n-m)F, (n—m)

Gegenbauer katsayisidir.
Gegenbauer polinomlari i¢in diklik bagmtisi:

J0- Y oo (e =0

-1

olarak yazilir.

Indirgeme Bagmtis: ise:

(r+1)C7 (x) = 2(n +)C; (x) - [+ 22— 1)C (x)

olarak bulunur.

3.7. Hipergeometrik Fonksiyonlar

x(1=x)y"(x)+[c—(a+ b+ Dx]y'(x)-aby(x)=0

(3.38)

(3.39)
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diferansiyel denklemi hipergeometrik diferansiyel denklemi olarak adlandiriir. Bu
diferansiyel denklem ikinci dereceden lineer ve x =0, 1 ve x=o igin tekil noktalara
sahip bir denklemdir. Bu denklemin ¢6ziimlerinden birisi,

yx), Fi(a.b5¢;x)

ab x a(a+1)b(b+1)x

=1+
c 1/ clc+1) 2!

ey €#20,1,-2,-3,...  dir. (3.40)

Ustteki yazihs Hipergeometrik fonksiyon veya Hipergeometrik seri olarak
adlandirihr [23]. Yakmsaklik araligi c>a+b igin le <1 ve x=1, c>atb-1 i¢in ise x=-1 dir.
Sikga kullamlan Pochhammer sembolii,

(@), = ala+1Xa+2).......(a+n—1)=E+n=D! (3.41)
a

olarak tammlanir.
Hipergeometrik fonksiyonlarm genel formu,

JF(a,b;0;x)= Z(; ("25’) ’; ! (3.42)

bigimindedir.

Gegenbauer polinomlar: hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden;

C:(x):m Fl(_n’n.*_za;a.].%;l—_x)

!l 2a) * 2
+2a—1)! 11-
(—ZT(ZT“—I-)?—ZF( n,n+2a;a+5;7xj (3.43)
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= F,,(n+2a—l) 2Fl[-n,n +2a;a+%;_1;_x)

seklinde yazilir.
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4. COULOMB INTEGRALLERI

(3.32) esitligi ile verilen Coulomb integralinin analitik olarak hesaplanmast igin f
ve g fonksiyonlarinin (atomik veya molekiiler orbital) bilinmesi gerekir. Bu ¢alismada,
integrallerin hesaplanmasi i¢in Fourier doniisim metodu ve atomik orbital olarak
STO’lar kullamlacaktir. Bu nedenle, bu bélimde ilk 6nce STO’lar ve Fourier

doéniigiimleri verilecektir.

4.1. Slater Tipi Orbitallerin Fourier Doniisiimii

Normalize edilmig STO:

xm(a.r)= %r e ¥ 0.) 4.1)

ile verilir. Burada a perdeleme sabitini, r ise ¢ekirdekler arasi uzaklig1 gostermektedir.
(3.29) Fourier ve ters Fourier donisiim denklemlerine gore, Slater tipi dalga

fonksiyonunun Fourier déniistimii:

@, B)= Q)" [y @, F)d’r (4.2)

ile verilir.

(4.1) STO ifadesi (4.2)’de yerine yazilir ve (3.33) diizlem dalga agilim
kullanilirsa;

n+1/2 ©

@)= m ,Zo,;,( iy ¥"6,.9,)
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O]r”“ I (pr)e ar [ ©.6)) ¥ 0,6)d0 (4.3)

r=90

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki ikinci integralin (agilar {izerinden) degeri, (3.11)
esitligi ile verilen diklik bagintisidir. Bu nedenle, integralin sifirdan farkli olabilmesi
icin / = [’ ve m = m’ gartlarinin her ikisinin birden saglanmas: gerekmektedir. Béylece

(4.3) ifadesindeki toplamlar kalkar ve ifadede yalnizca

Ie"‘” J, (pr Y™ dr

r=0

seklindeki radyal integral kalir. Bu integralin degeri ise, (3.34) denklemi de kullanilarak

o0
Je-ar 1+1/2 (17’”)”“”2 dr = l!(n_l) el

r=0 ,\/; QX 2 -+ pz )—2-
ep)Y™ c [—“—} (4.4)

a’+p’

seklinde bulunur [21].
Boylece Slater tipi dalga fonksiyonunun Fourier doniistimii Gegenbauer

polinomlari ve binom katsayilar cinsinden;

n+l4+2
2 2
2@, p)=N7@)S; (—iﬁ)[ = pzj C:ti(—“—] (4.5)

a 2 + ’ a 2 + p2
seklinde ifade edilir [24]. Burada S/ (~ip); diizenli kat1 harmonik ve N M (a):

-1-3/2 2n+l+1

NI @)= 4.6)
’ Jr  F@\F,@n)
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seklinde tamimlanan normalizasyon katsayisidir.

4.2. Coulomb Integralleri

(3.32) ile verilen Coulomb integralinde atomik orbital olarak STO’larin Fourier

doniisiimii kullanihirsa:

anlzmz (a’ B;R): 4 J‘

nylymy

G @) G, B.5) @)

elde edilir. (3.31) ve (3.32) veya (4.7) Coulomb integral ifadeleri kargilagtirildifinda,
Fourier doniisiim metodunun molekiiler integrallerin hesplanmasinda matematiksel
olarak biiyiik kolaylk sagladigi goriilmektedir. Ciinkii (3.31) integral ifadesi iki
parcacigin  koordinatlarina bagli olarak alti katll integral igerir. Bunun Fourier
déniisiimii olan (3.32) veya (4.7) Coulomb integral ifadelerinin her ikisinde de, (3.30)
esitliginden dolay1, yalnizca ii¢ katli integral vardir.

(4.7) denkleminde (4.5) ile verilen STO’larin Fourier dontigiimii ve (3.14) ile
verilen diizenli iki katt harmonigin ¢arpim ifadeleri kullamlirsa, Coulomb integralleri

icin genel analitik ifademiz:

nmny i+l v om+1/2 gy +tf2
nylym . D -1, 2 a B V)]
C"lzllinlz (I,ﬁ,R)zl' ’ z <l m2ll mlllmZ m]>

£ (”I)F (nz)\/F (2"’1)\/F @n,) i

(4.8)

cir | =2 ok | 2=
s \Wat+pt ) "B+ P25 (p)d?
Ie A 7+ +2 +Hiy+2 S12 l(p)dp
Pt +pr) e (B 4pt) 7

seklinde bulunur. Burada 2L =/, +1, -/ olarak tanimlanmistir ve daima ¢ift pozitif

tamsay: veya sifir degerini alir. (4.8) esitliginde bulunan toplamin sinirlar1 ise Gaunt
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karsayilar tarafindan saglanan ve (3.13) denklemi ile verilen se¢im kurallar: tarafindan

belirlenmektedir.

p*" teriminin Taylor agilimu:

p* =(—1)La”i(—17F,(L{“2 P j » (4.9)

r=0 a

seklinde tanimlanmigtir [25].
4.3. Gegenbauer Polinomlarmin Carpim

4.3.1. Farkhi Argiimanh iki Gegenbauer Polinomunun Carpimi

G ) ©)
oy

seklindeki ifadelerin agilimimi kullanacagiz. Bu nedenle denklem (3.38) ile verilen

(4.8) Coulomb integralinin radyal kismimin hesaplanmasi igin,

Gegenbauer polinomunun seri agilimi ifadesinde,

Xm e Ve y= p

a’+p? /ﬂ2+p2

(4.10)

tanimlari, Kaynak [25]’de verilen (4.3) esitligi kullanilir ve baz1 matematiksel islemler

yapilirsa:

Cay 0BY

(-’—‘—] 2\ _G e 0)
(94 B (l_x2)1126_y2)/2 -
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ZZ: )(_lyﬂ aS(ll +1’n1 —ll)ar(lz +1,n2 '"lz)

§=0 r=0 2r+x

a —2nm—4

xy
{azn,aﬂzng\«s @_xz)/2 6_})2)/2 * ﬁ2r@2 _az)’z-’ﬂ

n-s m=s-v 2 H -2ny-4

2o+l Q B
Y 2D N F (n, —r{ > 2} e
v=0 §=0 a’-B a Qx -pB )

ny=r ny—r-v 2 H
S0 S F 1 - 5) —2— 4.11)
#=0 u=0 B -a

esitligi elde edilir. Eger Kaynak [25]’in (4.4) nolu denklemi kullanilirsa bu esitlik:

A+l +3 ny+l,+3 Cll+l (x I, +1 (y)
X y =, ny—l, 1 -~
* Y | =0 h(o 2~
(aj (ﬁj (l—xz)m@—yz)/z (OC)’ (B)’

ZT](—I)HS as(ll +1,m, _ll)ar(IZ +1n, _12)

r+s
$=0 =0 2

S em-r-s-0)
v=0

(ijz(uﬂ) (X 2 ﬂz)—n,—n2+r+s—-l

a 1-x2

+C S E, LGyt —r—s-v)
v=0
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B 1-y°

20+2) £ 2} rmras-l
( y ) (B> -o?) } 4.12)
seklini alir. Hem (4.11) hem de (4.12) seri ifadeleri perdeleme sabitlerinin karelerinin
farkim ve integral degiskeni olan atomlar arasi uzaklifin (x, y veya p) sonlu seri

ifadelerini igermektedir. Bu ifadeler Kaynak [25]’de (4.5-6) nolu denklemler
kullanilarak ayr1 ayr1 perdeleme sabitlerine bagh olarak asagidaki gibi;

ny+l+3 ny+ly+3 Cl,+1 I+l
(i) (l) a1 (x ny—1; (y)/2 — (2a)’]"1| (2ﬁ)’2"l2
o B (l_xz)lizﬁ_yz)

ZT ZT(—IYH as(ll+1’n1_ll)ar(12+1’n2_12)

2"+X

(=1

5=0 pe

{ 1 (Z—JZnZ—ZrM l

o 2m=25+2 ﬁ 1— y2

—[_}ijz nlz—;:xzu (_}i)an—ZMZ (413)
o v=0 ﬂ

-Gy GpY

(_1y+s as(ll +1m —ll)ar(IZ +1Ln, "lz)

r+s
s=0 r=0 2
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1 x 2n-25+4 1
ﬂ 2ny-25+2 ; 1- XZ

B l 2n2—r . _Ji 2n-2s+2
HE @)

yazilabilir. (4.13) ve (4.14) denklemleri ile verilen seri temsillerinden goriildiigi gibi
ifadeler farkli perdeleme sabitlerinin ve atomlar arasi uzakligin kuvvetleri seklindedir.
Toplamlarin iist sinirlari ve degiskenlerin kuvvetleri kuantum sayilarmin farklarina
baglidir. Yani; bag kuantum sayisi (n) ve agisal momentum kuantum sayilar1 (/) tek
basglarina ifadeyi etkilememektedir.

Kaynak [25] (4.14-15) nolu denklemleri kullanilarak:

Ayl 43 Ayl +3 Iy +1 Iy +1
x o Y Cnl -1, (x nZ —1. (y) ~ )
= 2 1~h 2~ =Qg Y™ 2=l
(a) (ﬁ) 1-x")" (-3*)" Cay™ @AY

.{n, A F(n:#:, N

F t [
\ZZ J Li )(_ly-m ag (11 +lanl _llz)rir (12 +1’n2 _12) (4.15)
5s=0 r=0

2 +ny—s-r+3) oo ) 2 .
{[%] UZ:(;yzu ;Fk(nl —s+k)[ﬁ /B_Za j }

- a)y 2p)

E["’MI' 5 n2~13)

>y iy alrtnzl)e Gl o1) (4.16)

o 2 r+s
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a v=0 [ 2

2ny+ny—s—r43) v 2 p2 k
{(ﬁ) > x* > F, (@, —r+k)(a P ) }
k=0

elde edilir. Onceki denklemlerden farkli olarak (4.15) ve (4.16) denklemleri sonlu seri
seklindedir. Binom katsayilarinin tanimina ve

pa (c+a) 1

(c+b)

lim, ,_ x

esitligine [15] gore, k — oo iken her iki denklemde sonlu kalmaktadir. Denklemlerimiz
kuantum sayilarimin fark veya toplamlarina bagh olarak hem perdeleme sabitlerinin

farkina hem de ayr1 ayr1 ¢arpim veya bliimiine baglidir.

4.3.2. Aym Argiimanh ki Gegenbauer Polinomunun Carpim

Perdeleme sabitlerinin ayni olmasi durumunda (o = 8 ), (4.10) denklemi x =y

seklini alir. Bu durumda iki Gegenbauer polinomunun ¢arpim:

Cat @), )=y

e
% @—asq, +1,m —1;0, +1,n, -1,) (4.17)
s=0 (2X)25

ile wverilir[26]. [25] nolu Kaynakda verilen (4.13 ve 4.27) nolu denklemleri
kullanildiginda;

nytny 46 h+1 ( ) 1,+1 ( ) T
(ij C”l“’l * C"z“[z * — 27

a m+ny -+ +y+6

1-x? a

(4.18)



36

F['u "’E[nz_lz} o .20 +ny+0-5+3)
i % ) a,(, +1,n -1, +1,m, ~1,) z-{-———-——

S 2
s=0 22? v=0 l_x

ifadesi elde edilir. Bu esitlik hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden:

=y ny—hy

ny+ny+l 4+, +6

(x jnl+n2+l,+/2+6 ch! (x)clz‘” (X)_ 2(2nl+2n2—11—lz+3)

o 1—x? a

% () a,( +1,m—1;L,+1,n,—1,)

3s
s=0 2

> F(n+n,+v—5+3)

2 Yut+n,tu—s+3 v
—-X v=0

{ x 2y +ny +0~5+3) &

izFl(—-v,n,+n2—s+2;n1+n2—s+3;2)} (4.19)

v=0

olarak bulunur. (4.18) ve (4.19) ile verilen temsillerde sonlu seri agilimlan gb6ze
carpmaktadir.
Hipergeometrik  fonksiyonlarin  asimtotik agilimlari  sonu¢  bdliimiinde

tartigtlmugtar.
4.4. Integrallerin Analitik Coziimlenmesi

(3.10) denklemi ile verilen diizenli kat1 harmonik, (3.33) diizlem dalga agilimi

ifadeleri ve (4.9) seri agilimi (4.8) Coulomb integralinde yerine yazilirsa;
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nyp+ny i+l 46 m+1/2 ny+1/2
21 yHiytiy a’ ﬁz

' @ )F12 @, )\/F " @n, )\/ F, @n,)

Lf OGY my|lm fim, —m,) (4.20)

[nﬁn

nylym . D o=l
C"lzlxi"lz @’ﬁ.’R)zll 'm

i)y iyt £

C11+11 [ a jCIZHI ( ﬁ
m—iy [a2+p2 ny—~ly [—‘——ﬂ2+p2
j ny+l +2 7y +15+2 pl JI (p R)dp

@+p?) s @+p’)

esitligi elde edilir. Burada kiresel harmoniklerin diklik sarti kullamlarak, agilar
lizerinden olan integral hesaplanmis ve daha once de agiklandigi gibi, diizlem dalga
agibminda bulunan iki integral kaldurilmistir. Eger (4.20) deki integralde (3.38)

denklemi yerine yazilirsa;

2n1+n2+3/2 (l.);—iz an,+l/2ﬂn2+ll2
nzlzmz R 16 372
Crie . piR)- F, ()F, (,)JRF, @n)JF, @n
1 2 1 2 2

Lmax
12 (2)("i ) <l2m2|llm1 Il m, —my) ¥, ™ (9’¢ )

(4.21)

EJ(_I yﬂ % (ll +Lm -, )ar(lz +Ln, -1, )

22s+2r

® L+1,+372 (p )
o2 ﬁn2—12—2r J’ V4 S (PR
0

p? @2 + p? )’x—“l @2 +pz)'z—f+1 dp
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elde edilir.

(4.11) agilim1 (4.21) denklemindeki integralde yerine yazilirsa, ifade li¢ terimin
toplami sekline doniisiir. Bu terimler agagidaki gibidir:

1 cop11+12+3/2 J+ R
Il _ 2/ 1/2 (p )dp

T 2m=2s+2 [p2ny-2r+2
o 1 B 2

4.22)

0

o =2m+25-4 soad n-s-u o 2 H
12=(ﬂ - )q_mZ D, Fl,-r P

u=0

o L+, +3/2
p ‘]1+1/2+1(pR)dp (4.23)
s r+p’)

ﬁ —2h,+2r-4 2=F=0

1, _( by )ﬂ_m Zﬂzu+z ZF (”1 [

o N+1+3/2
p 2 Jz;qu(PR)dp (4.24)
@ +r)

(4.22-24) esitliklerinde bulunan radyal integralleri hesaplamak igin

0 2m+a+l -2 2m+a
j dr J (Zt) ( l)"a o

i Erar) V2 2+

Seor (el ) 425)
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ile verilen esitlik kullamlacaktir [27]. Burada Eu_a_q (az) indirgenmis Bessel

fonksiyonu olup seri agilimz;

n- 1/2(aR)“ o Z(t (21,;,(; 13! [)!!(OCR)_1 (4.26)

ile verilir [15]. (4.26) denklemi ile verilen indirgenmis Bessel fonksiyonlar1 (4.1)

denklemi ile verilen STO’lar cinsinden

R'Y™™ @p,t]ﬁ )‘ -172 (aR) 72 21+r+1/z Zgl,, AT (8 R) (4.27)

seklinde yazilir. Burada:

qf __ !
gv,/ (20_2q—2[—t)F‘1(U—q)

F_ . @u-21-2¢-1)F,(+1)JF, QI +2r) (4.28)

olarak tanimlanmastir.
(4.25) esitliginde a=[/+1/2,u=v, m=L ve n=v-[—-q alimrsa ve elde

edilen degerler (4.21) de yerine yazilirsa, iki merkezli Coulomb integrali

2 |52
C:Z,;:,,Z 7 16«/5 H a, (l +Ln, - l)a (l +1,n, - 2)
. (I p )= *Z: ; Fll( 1)1;}2 (nz)J nl (2”1) y (2n2)

z(z) (ymyllmy |l my —my) Z( 2)’( ] [ﬂ]m

Imin q_O
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[} +1+t o u—l—q
ey
vl Xaty _,+1

ﬂ o’ =0 1—1

~§ Mm=$-v 2 H 2 v-i-q o
Z(; ZOFy(”z"’“"H)( ] agz uzlrﬁ/ '(IR)
v=0 p= =

ny—r ny—r—v

T & 2 (F)

2a “’" e
g%y (B, R% (4.29)

STO’larin lineer kombinasyonu olarak elde edilmis olur. Burada (4.22) ile verilen
integral temsilinin ¢6ziimiinden sonsuz seri agilimi ve (4.23 ve 4.24) integrallerinin
¢coztimlerinden ise sonlu seri agilimlarinin geldigi goriilmektedir.

(4.21) denkleminde (4.12) acilimi yerine yazilir ve yukanida yapilan islemler

tekrar edilirse;

ity

2 2 .

nzlzmz R 16 1 +s 4, (l +1 o1y = l)ar(l?. +1’n2 _12)
Crim (1 & ): " Z(; ; c E, (nl)Fz(nz)\/Fm (znl)Fnz(znZ)

{max L L
,z @ Lmy|lm|[my —m)y Y 2Y(q]
min l]=0

2n,+nz—2s—2r+2 a2n1—11—2s+1/2 ﬁ2n2—12—2r+l/2

{MIZ_:(_ 1)'2—”1 F"r’ (nl T =s—r —U)@z —Bz))_”l"”zw‘sw-u
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© 2u-{-g+l ., 4v+2L+{-5/2

2v Q q.t ., my—m (I "]
Za Z T2 ~8uu Xety @R

v=0 t=1

+(_ I)II—SH ’anl—s (n! +ny,—s—r —U)@2 —-a?’ )-n|—n2+s+r—]
v=0

o3 2v-{-g+1 ﬂ—4u+2L+l—S/2
v gl ., my—iny D
Z‘B Z 4v+7/2 8ui Xisiy (ﬁ’R (4'30)
v=0 t=1 2

ifadesi elde edilmis olur. Burada:

t
@o-21-g-1t+2)F,Qv-g+1)

q’l —
gu,/ -

Fpygin@o—21-2¢~1+2) F,( +t)[F,, @I +2r)

olarak tanimlanmagtir.
(4.13) ve (4.14) ile verilen Gegenbauer a¢ilimlarinin yardimiyla yine farkls
perdeleme sabitli iki merkezli Coulomb integrali asagida verildigi gibi analitik olarak

bulunur.

= | mly
fny 22: ](_1y+s as(ll”‘lanl”ll)ar(lz"‘lanz "12)
F, ()F, (m,)|JF, @n) F, @n,)

Cim . B R =167

s=0

I nag L L
,Z @ (lzmzlllml Ilm2 —m;) Z(— 2)"((])

q=0
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2n,+n2—2s—2r+2 a-—l,—3/2 ﬁ2n2—12~2r+1/2

ﬁ ~2ny42r+2L+H  ny+v-r-l-q+1

o
q.1 my—m @ ")
Z A 2m,20-2r—q 4712 anz,Ul' Xist R
v=0

Zaz" 1™ F, (@ +n,~s—r-v)

—2042L+1-1/2 v-l-¢

2 2 y-m-ny+s+r-t Q& = @ -)
@ _ﬁ ) 221) q+1 Zgul xl+§,l ! 9R

Za” 1)) F, (1 +n,-s-r-v) (4.31)

ﬂ—20+21+1—1/2 v~-l-g

2 2 Y mmptser-l q.t mz—ml@ 5
@ —a ) 221)—q+] Z gl),/ XI-H,I 9R

t=1

E - i ny=h

2 2} a(l+ln—l)a(l+ln—l)
=16 2 1 +s _HMs X1 °™ 1 r\X2 72 2
R S SN TR

Z(z) {, mzllmlllm2 m)Z( 2)”

q=0

2n,+n2—2s—2r+2 ﬁ~l,—3/2 2ny~1y~2r+1/2

a

@ =2m+2s+2L+H  ntv—s-l-g+l

a —
° gt (x ]
Z 2271, +20-25-g+7/2 Z Gnl L.l Kist ° R
v=0

1=1
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-'gﬂ 55 Cade F, . (n, +n,—s—r-v)
v=0

4 ﬂ “20+2L+-1/2 v—I—q

5 3 Y1y —nytstr my—my @ )
QZ -B ) Y = u1X1+z/ R

-"fﬁzl’ O F, (@ +n,—s—r-v) (4.32)
v=0

=20+2/+{-172 —i—q
@2 —a 3 ))—nl—n2+s+r—1 (04 lmz_m] (1 R
220—q+1 8 / I+t ]

Burada farkli olarak G katsayist:

J t
Gnivs = +2U—2r—21—2q+2—t)VF}+'(2I+ZI)E([+I)

(2712

Fy rorotegu@ny +20 =27 =21 -2g +1 +2)

n

F (n, +v-r—q+1)

olarak tanimlanir.

(4.21) denkleminde, (4.15) ve (4.16) denklemleri kullanilirsa Coulomb integralleri

igin :

nl—ll Tny-ly
szlzm2 (X ﬁ R)—_— p Zz }L[Zz“ jI(__lyﬂ as(ll +1,n1 —ll)ar(lz +l,n2 _12)

mlym, pr, =0 El (n, )F}2 (nz)\/F;q, (2}’11 ) F"z (21’12)

Imax L L
SO myfmfim, -m) Y € 2)'[ )
I min q=0 q
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2m-2s—l+1/2 2 2\ ¥
i2n1+n2+2u—q-1/2 (_a_) ZFk (n1 —s+k ﬁ —za J
v=0 ﬁ ﬁ

;,’ni’uz X @ R] (4.33)

2 ]
s l+1n—l)a»(l +ln—l)
=2 Z 1 as(lallrzazz
= = €y F, @ )F, (n,)|F, @n) F, @n,)

Z(z) (L |l |l ~ m1>Z( Z)q[ )

q=0

v=0 a

b 2ny-2r=ly 4172 2 2\
Eo a” —
Zzn]+n2+2u g-1/2 (_ﬁ_) ZF]( (n2 —r+k 2ﬁ
k=0 04

gzt 6.8) 434)

elde edilir.

Ayni perdeleme sabitli iki merkezli Coulomb integrallerinin analitik ifadelerini
tiiretmek igin, (4.17) ve (4.18-19) denklemleri ile verilen Gegenbauer polinomlarinin
carpimu  kullamilacaktir.  (4.25)  esitliginde a=71+1/2, jpu=n+n,-s+1,

n=mn+n,—s—q—-I+1ve m=L-1 olarak alinirsa:

n’ [n];l}b{nrlz] a,(, +L,n 10, +1,n, 1)
Crim uasR)= " (O e

=0 EI (nl )Ez (n2 )ﬁnl (2}’11 ) Fnz (272)
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g=0

Z‘” Lymllmim, -m) ¥ 2)”[L l)

2 5/2
3 (ZJ 2,850 20" @.R) (4.35)

elde edilir. Burada;

o d JEL QI +21) F(+1
gn,nzv (n1+n2—s—q—l+1) I+t + l(+ )

Fn[+n2—s—q—[—1+l (nl tn,-s—q _l_t+l)
Fl(nl +n, "S‘q+1)

olarak tanimlanmustir,

an/zmz(z orié): 9512 LZE[’%T_IK;[%TJZ} ( l)g (l +Ln ~1;1, +1,n, - 2)
mylymy A o 5=0 F (nl)F}z (nz)‘/F (Zn])F (2ﬂ

% © L m|lm i my —m,) i(- 2YF, (L)

min

2‘[-20 n

PEIETEy Zg;],’n/, X @,E) (4.36)
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meh], 1t
"zlzm’(ﬂﬂ, ) 16——5[ 2 ]ZE[ 2 ] C1y a,(l, +1,m 11, +1,n, ~1,)

”111"'1 por F;l (nl )Ez (nz)\/Fnl (an) Fnz (2”2)

s ' 3
lZ ? <lzm2|llml llmz —m) Z(_ 2)qu (L)
‘min q=0

2nl+n2—s+q—20 n
20T e a1l my—my (ﬂ *)
fi+1,+3/2 B ngn s Kbt R (4.37)
2 2 -

esitlikleri elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Molekiillerin  kuantum mekaniksel olarak incelenmesi sirasinda karsilagilan
matematiksel zorluklan ortadan kaldirmak igin baz yaklagik y6ntemler
kullamlmaktadir. Bu yaklagik ySntemlerden biri de HFR yontemidir. Bu ydntemin
uygulanmas: sirasinda atomik orbitaller bazinda gok sayida bir-iki merkezli integraller
ile karsilagilmaktadir.

Molekiiler integrallerin ¢oziimiinde baz fonksiyonlar1 olarak GTO’larin
kullaniimas1  durumunda, molekiiler integraller —matematiksel agidan kolayca
¢oziilebilmektedir. Fakat elde edilen sonuglar deneysel sonuglar ile tam olarak uyum
saglamamaktadir. Son zamanlarda GTO’larm bu yetersizliklerini ortadan kaldiran
STO’lara artan bir ilgi vardir.

Molekiiler integrallerin hesaplanmasinda STO kullanildigs zaman elde edilen
analitik ifadelerin ¢oziimli oldukga giigtir. Bu ¢aliymada, aym ve farkli perdeleme
sabitli Coulomb integrallerini STO bazinda hesaplamak i¢in Fourier doniisiim ySntemi
kullantlmgtir. Bu ydntemin uygulanmas: ile biiyiik matematiksel kolayhklar saglanmus
ve sonugta elde edilen Coulomb integral ifadeleri STO’larin sonlu ve sonsuz seri
seklinde lineer kombinasyonlari olarak elde edilmistir. Integrallerin hesaplanmasi icin
Gegenbauer polinomlars; perdeleme sabitlerine ve atomlar arasi uzakhga bagh olarak
seri seklinde yazilmistir. Boylece elde edilen integraller indirgenmis Bessel
fonksiyonlarmnin integrali gekline déniismiistiir.

Cekim alam veya disaridan olusturulmug elektrik ve manyetik alanlar gibi dis
alanlar olmadiginda sistemin potansiyel enerjisi yanhzca parcaciklarin bagil arahfma
bagh olur. Yani N pargacikli bir sistem i¢in potansiyel enerj;

V=V (1 =yl = Fypeereensty — Py ) G.1
seklinde yazihr. Boyle olmasida gerekir, ¢iinkii, her nasilsa bir baslangic noktasmm
bulunmasm gerektiren dis bir alan yoksa biitiin sistemin yerdegistirmesi sistemin hi¢bir
fiziksel Ozelligini degistirmemelidir. Bu fiziksel ozellik bize (3.31) denklemindeki

etkilesen iki atom veya elektronlarn her ikisinin de koordinatina bagl olan ‘* — l
n—r—R
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terimine kiitle merkezi koordinatim1 yazma ve onun Fourier doniisimii olan (3.30)
denklemini kullanma firsatim verir. Boylece reel uzayda alti kath olan Coulomb
integrali, momentum uzaynda (¢ kath integrale indirgenmis olur.

Integrallerin ¢6ziimlenme agamasinda, integral degiskeni p’nin ve perdeleme
sabitlerinin kuvvetlerinin sonlu-sonsuz seri temsilleri, (4.10-19) ile verilen Gegenbauer
polinomlarmin ¢arpimlarindan yararlamlarak bulunmustur. Bu ifadeler kullamlarak,
(4.8) ile verilen Coulomb integrallerinin perdeleme sabitlerine, STO’lara, bir takim
matematiksel ifadelere (Binom Katsayisi, Hipergeometrik Fonksiyonlar v.b. gibi) ve
atomlar arasi uzakhga bagh olarak seri seklinde temsillerine ulagilmugtir.

Bu gckilde elde edilen tiim integraller kolaylkla integral tablosunda
bulunmaktadir. Bu da uyguladigimiz ydntemin oldukga etkili oldugunu gostermektedir.

Uglincli bslimde temel ozellikleri ile verilen Hipergeometrik fonksiyonlarm

v—>o ve u,mnc N icin asimtotik agilim;

, F (—v,m+1;m+n+2;2)=zu:

Y ey - 5.2
q=0(m+n+2)qq! (52)

ile verilir [13].
(3.42) ile verilen Hipergeometrik fonksiyonlarm genel formu igin asagida
verilen integral temsilini inceleyelim.

A F(C) lb—l LN (4 \-a
ZFI(a’b’c’z)~_———l“(b)l“(c—b)6[t (=" 0 -zt) ar (5.3)

Bu esitlikte verilen Gama fonksiyonlar i¢in;
I'(a)=(a-1)! (5.4)

genel tanim kullanilirsa (5.3) esitligi yeni bir anlam kazanur.
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JF (com+m+n+22)= (’”+”+1 j (-1 (=21 at (.5)

Bu integralde yeni integrasyon degiskenleri tanimmlayarak uygun déniistimler
yapildiginda;
(m+n+1)!

2 m+n+l

, (—v,m+1;m+n+2;2) =
m!nlv

?e-x [(1_ S (e Y 1 e P = e ) ]e/ & 5.:6)

elde edilir. (5.6) integral ifadesinde v degiskenine bagh olan terimler igin;

(=) (+e) e =2" (x/0)" + Olp™") (5.7)
(1 +e_’"")"(1 —e""“’)’ e’ =2"(x/v) + O(U“"“‘) (5.8)
esitliklerini yazabiliriz.

Son adimda ise (5.7 ve 5.8) ile verilen denklemleri (5.6) integralinde yerine
yazmca v — o ve v,m,ne N i¢in Hipergeometrik fonksiyonlarn asimtotik agihmuni;

JE(~o,m+L;m+n+2;2)~ (mtnsi)
min!

[ Go )m+,+ k(1) @) )M } (5.9)

scklinde elde ederiz. Hipergeometrik fonksiyonlar igin yazilan bu agihm, Coulomb
integrallerini temsil eden sonlu-sonsuz serilerin analizini yapabilmemiz i¢in oldukga

kullanish bir hal almmgtir.
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Coulomb integralleri ayrica yine Fourier doniiglim metodu kullamlarak,
perdeleme sabitlerine ve kuantum sayilarma bagh olarak 6rtme ve niikleer-gekim
integralleri cinsinden yazlabilir [25]. BTO’lar baz almarak elde edilen bu temsiller
tezin olusumunda Onemli bir rol oynamug ve integrallerin yeni temsilleri igin zemin
hazirlamistir. Ornegin;

n.l.m ._’_4ﬂw Nodm ( .—‘)
Cn‘i}l:"IZ(a,ﬁ,R)__az anlzi—zu-o-zlllm, aaﬁak
u=0

(5.10)
_An 3 §rabosilym, (a, B; E)

ﬂ - nhym
D=

ile verilen bu iki ifade farkli perdeleme sabitli Coulomb integralinin, yine farkh
perdeleme sabitli 6rtme integrali cinsinden sonsuz seri temsili ile verilebilecegini

gosterir.

Crit (aaﬂ;ﬁ)=;—f(a 1By Z:(;S;’iz";fm, (8.8:%)

iFk(nl +1, +k)(ﬂ2ﬂ—2a2)

i G M) G.11)

3 o’ - g k
Zﬁ;(n2+12+k)( - ]
k=0 a
Yine bu iki ifade farkli perdeleme sabitli Coulomb integralinin, ayni perdeleme
sabitli Ortme integrali ve binom katsayilari cinsinden temsil edilebilecegini

gostermektedir.
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n,l,m . D A & ny+14ym,
i (g, a; R) = 223 St (o, R)
v=0

471' L (2)
~(~1)‘ Z (Gymy ||l my —my) (5.12)

mm

Al Al ~
ZO (_- l)’ l: ¢ } Ar':: i-:t;nj-l, +ly 11411 (a9 R)
i=

Esitliklerinde ise aym perdeleme sabitli Coulomb integralinin yine aym
perdeleme sabitli 6rtme integrali ve niikleer-gekim integrali cinsinden yazabilecegimizi
kolayca gérebiliriz. Molekiiler integraller arasinda bdyle bir iliskinin bulunmasi yapilan
¢alismalarn etkinligi hakkinda oldukga iyi bir habercidir.

Elde edilen matematiksel ifadeler her ne kadar biiyiik goriinsede saysal olarak
hesaplanabilir. Bu hesaplamalarin yapilabilmesi i¢in Clebsch-Gordan, Gegenbauer,
Binom katsayilarmi, Hipergeometrik fonksiyonlar ve kiiresel harmonikleri sayisal
olarak hesaplayan bilgisayar programlarmn yapiimasi gerekmektedir. Eger bu
programlar yapilirsa ozellikle aym perdeleme sabitli Coulomb integrallerinin elde
ettigimiz (4.35-37) nolu denklemleri kullanilarak kolaylikla hesaplanacag: inancindayiz.
Ciinkii bu ifadelerde serilerin {ist limitleri sonlu kalmakta ve aym zamanda kuantum
sayllarmin farki seklinde ortaya gikmaktadw. Bu fark ne kadar az olursa hesaplama
zamani (CPU) ¢ok kiigiik olacak ve hesaplanacak terim sayis: az olcagindan yuvarlama
hatalar1 minumuma diisiiriilmiis olacaktir.



52

6. KAYNAKLAR

1. a. Roothaan C. J., (1951). J. Chem. Phys. 19, 1445.
b. Ruedenberg K. 1951. J. Chem. Phys. 19, 1459.
¢. Ruedenberg K., Roothaan C. C. J., Jauzemis W. 1954. J. Chem. Phys. 24,
201.

2. a. Carsky C. C. J., P and Urban M. 1980. Ab initio Calculations, Springer-
Verlag Pres.
b.Slater J. C., 1930. Atomic Shielding Constants, Phys. Rev., 36, 57-64.

3. Léwdin P. O. 1956. Adv. Phys. 5, 1.

4. Lowe J. P., 1978. Quantum Chemistry, Academic Press, London.

5. Condon E. U. and Shortley G. H., 1970. The Theory of Atomic Spectra,
Cambridge, England.

6. Goca N., Sahin Y., 1993. Molekiiliin Yapis, Cilt 1 ve 2, Atatiirk Universitesi,
Fen-Edebiyat Fakiiltesi Ofset Tesisleri, Erzurum.

7. a.Barnett M. P. and Coulson C. A. 1951. Philos. Trans. R. Soc. London Series
A, 243, 221.
b. Barnett M. P. 1990. Phys. Lett. 166, 65.
¢. Barnett M. B. 2000. Int. J. Quant. Chem. 76, 464.
d. Barnett M. B. 2000. J. Chem. Phys. 113, 9419;

e. Bamett’in son yillardaki c¢aligmalan i¢in www princeton.edu/~allengrp/ms

internet adresine bakabilirsiniz.
8. a. Harris F. E. and Michels H. H. 1965. J. Chem. Phys. 43, S165.
b. Harris F. E. and Michels H. H. 1966. J. Chem. Phys. 45, 116.
c. Harris F. E. and Michels H. H. 1967. J. Chem. Phys. 13, 205.
9. a. Filter E. and Steinborn E. 0.1978. Phys. Rev. A 18, 2.
b. Guseinov 1. 1.1985. Phys. Rev. A 31, 2851.
¢. Todd H. D., Kay K. G. and Silverstone H. J. 1970. J. Chem. Phys. 53, 3951.
d. Shavit I. and Karplus M.1965. J. Chem. Phys. 43, 398.
10. a. Jones H. W. 1981. Int. J. Quant. Chem., 20, 1217.
b. Jones H. W. 1982. Int. J. Quant. Chem., 21, 1079.



53

c. Jones H. W. 1983. Int. J. Quant. Chem., 23, 953.
d. Jones H. W. 1984. Phys. Rev. A 30, 1.
¢. Jones H. W. 1984, Int. J. Quant. Chem. Symp., 18, 61.
f. Jones H. W. 1986. Int. J. Quant. Chem. Symp., 19, 157.
g. Jones H. W. 1997. Int. J. Quant. Chem., 61, 881.

11. a. Guseinov L L, Oztekin E., Hiiseyin S., J. 2001. Mol. Struct. (THEOCHEM)
536, 59.
b. Oztekin E., Yavuz M., and Atalay $., 2001. J. Mol. Struct. (THEOCHEM)
544, 69.
¢. Oztekin E., Yavuz M., and Atalay S., 2001. Theor. Chem. Acc.; 106, 4, 264.
d. Oztekin E., Ozcan 8., Orbay M., Yavuz M., 2002. Int. J. Quant. Chem;. 90,
136.

12. Weniger E. J., and Steinborn E. O., 1986. Phys. Rew. A. 28, 4, 2026.

13. Grotendorst J, Weniger E. J, and Steinborn E. 0.,1986. Phys. Rev. A 33 (6),
3706.

14. Guseionov L. L, 1970. J. Phys. B, 3, 1399.

15. Arfken B. G., Weber H. J., 1995. Mathematical Methods For Physicists,
Fourth Edt., Academic Press, London.

16. L. I. Guseinov, Atav U., Ozmen A., Yiiksel H., Aliyeva T. H., 1996. Int. J.
Quant. Chem. 60, 637.

17. Weniger E. J.,Steinborn E.O., 1983. J. Math. Phys. 24 (11), 2553.

18. Guseinov L L, Ozmen A., Atav U., Yiiksel H., 1995. J. Comput. Phys. 122,
343.

19. Guseinov L. 1., 1995. J. Mol. Struct. (THEOCHEM) 336, 17.

20. Weniger E. J., 1985. J. Math. Phys. 26 (2), 276.

21. Gradshtetn L. S. and Ryzhik 1. M., 2000. Tables of Integrals, Sums, Series and
Products, Sixth Edt. Academic Press, New York.

22. Mason J. C., Handscomb D. C., 2003. Chebyshev Polynomials, Chapman &
Hall/CRC Press Company, New York.

23. Slater L. J., (1956). Handbook of Mathematical Functions, Chapter 22,
Ortogonal Polynomials, 771-794, Washington.

24. Oztekin. E., Int. J. Quant. Chem., (yaymnda)



54

25. Weniger E. J., Grotendorst J. and Steinborn E. O., 1986. Phys. Rew. A. 33,
6, 3688.

26. Guseinov L 1., 1987. J. Mol. Sci. (Wuhan, China ) 5, 2, 169.

27. Trivedi H. P. and Steinborn E. O. 1983. Phys. Rev. A 27, 670.



55

7. EK

Ek’te 3. Boliim’de agiklanan Gegenbauer polinomlar: ve 4. bliimde iki merkezli
Coulomb integral ifadelerinde ortaya cikan Gegenbauer katsayilan icin PASCAL
programlama dilinde yazilmig program verilecektir.

Fourier donilisgim yontemi kullamlarak Coulomb ve Ortme integralleri
hesaplandiginda Gegenbauer ve Binom katsayilar ile karsilagilmaktadir. Bu katsayilar
perdeleme sabitinin aym ve farkhh olmasi durumunda degismektedir. Programda,
Gegenbauer katsayilarmim hepsi Function alt programlan ile, Binom katsayilan ise ana
programmn hemen ilk kisminda verilmektedir.

Okuyucuya kolaylik saglamak amaciyla, burada tekrar Gegenbauer polinomlari ve
katsayilar1 tekrar verilecektir.

Gegenbauer polinomlar

E(n/21
Cz6)=3 C1) a,(@n)ex)™ (3.38)
esitligi ile tanimlanir. Burada;

E(n/2)=£21———1—_¥"—

ve

a,(a,n)=F, _(a-1+n-m)F, (n—m) (E-1)
seklindedir.

Iki Gegenbauer polinomunun garpimu:

Co (®)Cp ()= (x)" "
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E| 2 |ep| 22
LEM—(_—U— a,(lsm31,,m,) 4.17)

5=0 (2x)25
ile verilir. Burada;
a; ll’”1§129”2)= Zam ¢>n)a,, lzanz) (E-2)
m=0
olarak tammlanmugtir.

U¢ Gegenbauer polinomunun ¢arpmi:
Cr, ()C (1) C ()= (2x) ™

HEREH 1y

: (2x)25 a, llanl;lzanz;ly’%) (E-3)
5=0

Burada

ElM

2
as (11 Sy h,,m, 213”73): Zam (ll 1y )as—m (lza"2§l3a”3) (E-4)
m=0

Function Alt Programlan sirasiyla su islemleri yapmaktadir:

FUNCTION PW : Her hangi bir tam veya gercel sayimin kuvvetini hesaplar.

FUNCTION GEGENBAURCF: (E-1) denklemi ile verilen Gegenbauer katsayisim
hesaplar.

FUNCTION GEGENBAURCF2: (E-2) denklemi ile verilen Gegenbauer katsayisim
hesaplar.

FUNCTION GEGENBAURCEF3: (E-4) denklemi ile verilen Gegenbauer katsayismi
hesaplar.
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program gegenbauer;
{$n+}
uses dos,crt{ windos,wincrt};

type
binom = array[1..6400] of extended;

var
1,iu,},il,n,s,alfa :integer;

f binom;

function pw(x:extended; j:integer):extended;
label 1;
var
k:integer;k1:extended;
begin
kl:=1;
if (x=0) and (j=0) then begin PW:=1;goto 1 end;
if (x<>0) and (j=0) then begin PW:=1;goto 1 end;
if (x=0) and (j>0) then begin PW:=0;goto 1 end;
if (x=0) and (j<0) then begin writeln ('PW: x=0 j<0 eror’);goto 1 end;
if 0 then for k:=1 to j do k1:=k1*x
else
if j<0 then begin for k:=1 to abs(j) do k1:=k1*x; k1:=1.0/k1 end;
PW:=kl;

end;

{********************************************************************}

Function gegenbaurcf(s,alfa,n:integer):extended;

LABEL 1;
var
i1,i2,i3 :integer;
sonuc :extended;
begin

2:=((n-s)*(n-st+1)) div2 +s+1;
il:=((alfatn-s-1)*(alfa+n-s)) div 2 + alfa;
writeln('s,alfa,n =',s,alfa,n);
writeln(f[il ],2[i2]);
if alfa = 0 then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if ((alfa = 0) and (s=0) and (0=0)) then Begin
sonuc:=(0; goto 1 end;
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if ((s = 0) and (n = 0)) then Begin
sonuc:=1; goto 1 end;
if n = 0 then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if s = 0 then begin
i3:=((alfa-1+n)*(alfa+n)) div 2 + alfa;
sonuc:=F/i3]; goto 1 end;
if n = s then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if (alfatn =s + 1) then
if alfa > 1 then begin
sonuc:=0; goto 1; end
else begin
sonuc:=F/[i2];
goto 1;
end;
if (((n-2*s) < 0)) then Begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if ((n-s=1) and (s>1)) then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if s > n then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
ifalfa = 1 then begin
sonuc:=f[i2]; goto 1 end;
if alfa =s then if ((s=0) or (n<s)) then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if alfa=n then if n<s then begin
sonuc:=0; goto 1 end;
if ((s=alfa) and (alfa=n)) then
if s<>0 then begin sonuc:=0; goto 1 end
else begin sonuc:=1; goto 1 end;
sonuc:=f"[il }*f[i2];
1:gegenbaurcfi=sonuc;

end;

{********************************************************************}

Function gegenbaurcf2(s,alfal,nl,alfa2,n2:integer):extended;

var
iJ :integer;
sum,term :extended;
begin

writeln(' s =',s," alfal = ',alfal,' nl ="'
,nl,'alfa2 = ",alfa2,' n2 = ',n2);
i:=trunc(nl/2);
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sum;=gegenbaurcf{s,alfa2,n2);
for j:==1 to i do begin
if j > s then term:=0 else
term:=gegenbaurcf{j,alfal ,n1)*gegenbaurcf{s-j,alfa2,n2);
sum:=sum-tterm;
end;
gegenbaurcf2:=sum;
writeln(' gegenbaurcf2 = ',sum);readln;
end;

{********************************************************************}

Function gegenbaurcf3(s,alfal,nl,alfa2,n2,alfa3,n3:integer):extended;
var

ij,m :integer;
sumterm :extended;
begin

writeln(' s = ,s,' alfal =",alfal,' nl =',nl,'alfa2 ="'
,alfa2,' n2 ='.n2,'alfa3 = ',alfa3,' n3 =",n3);

i=trunc(n1/2);

sum:=gegenbaurcf2(s,alfa2,n2,alfa3,n3);

for m:=1 to i do begin
if (s-m) < 0 then term:=0 else

term:=gegenbaurcf{m,alfal nl)
*gegenbaurcf2(s-m,alfa2,n2 alfa3,n3);

sum:=sum-tterm;

end;

gegenbaurcf3:=sum;

writeln(' gegenbaurcf3 = ',sum);readin;

end;

{********************* ana program **************************}
begin

new(f);

{¥****+*%*Binom katsayillarmm hesaplanmasy***¥*%*}
i=1;
il:=1;
for iu:=1 to 100 do begin
i=i+1;
i}=1;
for j:=1 to iu do begin
=i+l
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if $>(iu-j) then
begin
il:=i+Hu-2%*j;
Pi]-=il];
end {if }
else begin
il:=i-u;
i]:=u* i1 /(i)
end;{ else }
end; { forj}
end; { for iu }

s:=14; alfa:=55; n:=98;

writeln('gegenbauer coefficent =',gegenbaurcf{s,alfa,n));readln;
end.
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