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OZET
VASSILIEV INVARYANTLARI
YALCIN, Fiisun

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV
Haziran 2004, 61 sayfa
Bu ¢alismada Vassiliev invaryantlari tanitildi ve temel 6zellikleri verildi.

Once singiiler diigiimler ve singiiler diigiimlerin denkligi verildi. Singiiler
diigiimlerin invaryant1 olarak Vassiliev invaryanti tanimlandi. Bazi temel 6zellikleri
verildi. Alexander-Conway polinomundan 2m-dereceli bir Vassiliev invaryanti
olusturuldugu ve Jones polinomundan da m-dereceli bir Vassiliev invaryanti
olusturuldugu gosterildi. Diigimin isaretinin bir Vassiliev invaryanti olmadigi
gosterildi. Sonra Vassiliev invaryantinin kirig diyagrami denen bir formiilii sagladigi
ve bu formiil sayesinde digumlerin Vassiliev invaryantlarinin daha kolayca

hesaplandig 6rneklerle gosterildi.

Vassiliev invaryantlar ile ilgili ¢alismalar heniiz gelisme asamasindadir ve diigiim
teorisinde ki gelismelerde etkili rol oynayacagi tahmin edilmektedir. Bu yiizden
sonu¢ boliimiinde Vassiliev invaryantlar1 ile ilgili bazi tahminler ve baz

calismalardan bahsedildi.

Anahtar  kelimeler: Vassiliev invaryanti, Jones polinomu, Alexander-Conway

polinomu, Singiiler diigimler, Diigiimiin isareti

iii



ABSTRACT
VASSILIEV INVARIANTS
YALCIN,Fiisun

Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor :Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV
June 2004, 61 pages

In this study, Vassiliev invariants are introduced and it’s fundemental properties are

given.

Firstly, singuler knots and the equivalency of singuler knots are given. Vassiliev
invariant is defined as a invariant of a singular knot and it’s basic properties are

given.

It is shown that Vassiliev invariant with 2m-degree is constructed by Alexander-
Conway polynomial and with m-degree is construceted by Jones polynomial. It is

also shown that the singnature of a knot is not a Vassiliev invariant.

Next, it is shown that Vassiliev invariant satisfies a formula which called Kord
diagram and by use this formula Vassiliev invariants of knots are simply calculated

by examples.

The studies about Vassiliev invariants are still developing and it conjecture that this
studies will big role in the development of the knot theory . Therefore, in chapter
finaly of this study, it is mentioned from same conjecture and studies about Vassiliev

Invariants.

Key words: Vassiliev invariant, Jones polynomial, Alexander-Conway polynomial,

singular knot, the singnature of a knot.
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BOLUM I
GIRIS VE LITERATUR OZETI

Jones devriminin ortasinda 1980 nin sonlarina dogru V.A.Vassiliev, Jones devriminin
hemen sonrasi donemde diigiim teorisinde ¢ok dnemli etki yapan yeni bir kavram ortaya
atti (Vassiliev V.A.,1990). “Vassiliev invaryantlar1” denilen bu kavramin &nemi, Jones

tipi invaryantlarinin daha sistematik bir sekilde ¢alisabilmek i¢in kullaniimasidir.

Diigiim teorisi a¢isindan Vassiliev invaryantlarninin diger bir 6nemi, Jones tipi
invaryantlarinin  kesin topolojik yorum verebilmesi gergegidir. Fakat bazi bilim
adamlann bu topolojik yorumlarin klasik anlamda invaryant olmadigindan endise
etmektedirler. Her ne kadar Vassiliev invaryantlari Jones tipi invaryantlara daha ileri bir
bakis acis1 getirmisse de, Jones tipi invaryantlarin klasik diigtim teorisiyle; érnegin, ortii

uzaylar ile iliskilendirilecegi sorusu agiktir.

Bu tezde Vassiliev invaryantlarmin tam formunun digiim teorisinde daha 6nceden
bilinen biitiin invaryantlardan farkli oldugunu gosterecegiz. Alexander polinomlarina
benzeyen digim invaryantlari, bir digimi bir ¢esit matematiksel nicelikle
birlestirmektedir. Diger taraftan bir Vassiliev diiglim invaryanti bir dizi sartlari saglayan
bir invaryanttir. Bu anlamda Boéliim 2.5 de verilen polinom invaryantlarin; Jones
polinomlari, Skein polinomlari ve Alexander polinomlari hepsinin Vassiliev Invaryanti
olduklar1 gosterilebilir. Buna ragmen higbir sayisal digim invaryantr, Vassiliev
Invaryanti degildir. Bu baglamda bir diiiimiin isaretinin bir Vassiliev invaryanti

olmadigini gorecegiz (bak Onerme 5.8).

Vassiliev invaryant: yeni bir konu oldugundan hala gelismektedir. Bu tezin amac1 bu
konuyu takip edebilecek belki de bu kavrami gelistirebilecek, bu yent kavrama temel bir

giris vermektedir.

Bu tez giris bolimii dahil yedi boliimden olusmaktadir. lkinci béliimde diger
bolimlerde kullanilan diigiim teorisinin bazi temél kavramlarindan, klasik diigtim
invaryantlarindan, diigiim polinomlarindan ve uzaysal graflardan bahsedildi. Usgiincii
boliimde singiiler diigiimler tanitildi. Singiiler diigufnlerin denkliginden bahsedildi ve
bazi 6rnekler verildi. Dérdiincii bolimde Vassiliev invaryanti anlatildi. Vassiliev
invaryantinin - 6zellikleri verildi ve singliler dﬁéﬁmlerin Vassiliev invaryantinin
hesaplanmasinda kullamlan aga¢ diyagrami adi verilen bir algoritma o©rneklerle

agiklandi. Besinci béliimde Vassiliev invaryantina bazi drnekler verildi. Bu kapsamda



Alexander-Conway polinomunun 2m-dereceli bir Vassiliev invaryanti olusturdugu ve
Jones polinomunun m. dereceden bir Vassilev invaryant: olusturdugu gésterildi. Ayrica
diiglimiin isareti ile tamimlanan bir Vassilev invaryanti olmadigi gosterildi. Altinci
bsliimde Vassiliev invaryantinin 4-terimli formiil olarak adlandirilan bir lineer denklemi
sagladigr gosterildi. Kiris diagrami dedigimiz bu denklemle bazi diigiimlerin Vassiliev
invaryantlar: hesaplandi. Sonug ve oneriler béliimiinde Vassilev invaryantlari ile ilgili

bazi yeni ¢alismalardan ve hala acik olan bazi tahminlerden kisaca bahsedildi.

8]



BOLUM I
TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Diigiim ve Halka

2.1.1. Yerlestirme. X ve Y iki Hausdorff uzayr olsun. Eger f : X — f (X) bir

homeomorfizm ise f: X = Y doniistimiine bir yerlestirme denir (Altintas, 1993).

2.1.2. Diigiim ve Halka. S' = { (x,y): x?+y?=1;xy € R } birim cember olsun. S' in
R? veya S° = R’ U {0} i¢ine yerlestirmesine bir diigiim denir. n € N icin n tane
diigiimiin ayrik birlesimine bir halka denir (Burde ve Zieschang, 1985. Fox, 1962.
Rolfsen, 1976).

2.1.3. Denk Diigiimler. K ve L, S* icinde yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger
h (K) = L olacak sekilde yonlendirmeyi koruyan bir h : §* = $* homeomorfizmi varsa

K diigiimii L diigtimiine denktir denir (Rolfsen, 1976).

2.1.4. Not. ki diigiimiin denkligi tanimi; S’ igindeki diigiimler kiimesi iizerinde bir
denklik bagintis1 verir. Bu baginti, s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir.

Her denklik sinifina bir digtim tipi denir. Denk iki diigiim, ayni diigiim tipindendir.

2.1.5. Diiglimlenmemis (asikar) diigiim, asikar halka. Yonlendirilmis bir liggen (veya
bir ¢ember) ile aymt tipte olan bir diigiime digimlenmemis (asikar) digiim denir.
Halkalanmamis halkaya ise asikar halka denir (Burde ve Zieschang, 1985. Rolfsen,
1976).

2.1.6. Izdiisiim fonksiyonu. p: S - S, p (x,y,z) = (x, vy, 0) ile tanimlanan
fonksiyona izduisiim fonksiyonu denir. ‘

Eger K, S° i¢inde bir diigiim ise, K nin p izdisiim fonksiyonu altindaki resmi, p(K), K
nin xoy- diizlemindeki izdlstimtdiir. K poligonal bir digiim ise, p(K) diizlemsel bir

poligondur.

2.1.7. Kavsak noktasi. K, S? icinde bir digim ve p, yukarida gecen izdiisiim
fonksiyonu olsun. a € p(K) igin p"(a) N K, n tane (n > 1) noktadan ibaret ise, a ya p(K)
nin bir n- katli noktasi denir. Eger n = 2 ise, a noktasina kavsak noktas: (¢ift kath nokta)

denir (Fox, 1962).



2.1.8. Alt kavsak noktasi, Ust kavsak noktasi. Bir kavsak noktasi, K ya ait tam iki
noktanin resmi olup, bu iki noktadan z koordinati daha biiylik olana iist kavsak noktasi

ve digerine alt kavsak noktasi denir.
2.1.9. Regiiler pozisyon. K bir diiglim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger,
i. p(K) nin katli noktalar: sadece sonlu sayida kavsak noktast ise,
ii. Higbir kavsak noktasi K ya ait bir kdse noktasinin p altinda resmi degilse,

p(K) ya K nin regiiler izdiisiimii denir. Eger p(K) izdustimi regiiler ise, K diglimiine
uzayda regtiler pozisyondadir denir (Fox, 1962).

Bir diiglimtn regiiler izdiigimiine, o diiglimiin regiiler diyagrami da denir. Regiiler
diyagram; dugiimiin, uzayn yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan ¢izilen resmi
gibidir (Fox, 1962).

2.1.10. Normal diyagram. Regiiler pozisyondaBuI'unan bir K diigiimii ile bir € > 0
sayisi verilsin. K nmn her alt ge¢it noktasindan uzakligi € dan kiigiik olan nokialarin

kiimest A ise, p(K-A) kiimesine K diiglimiiniin normal diyagrami kisaca digiim

diyagrami denir (Burde ve Zieschang, 1985. Fox, 1962).

Boylece K diigtimiiniin normal diyagrami ayrik yay parcalarindan (veya dogru
pargalarindan) olusur. Sekil 2.1.a, yonca yaprag: diiglimiintin regiiler diyagramini ve
Sekil 2.1.b ve 2.1.c swrasiyla (3,2)- Turk digimii ve kare diigiimiintin normal

diyagramlarint géstermektedir.

& @) W

2.1.11. Yonlendirilmis diiglim.Bir digtim diyagrami tizerinde hareket yonii belirtilirse,
o digim yonlendirilmis olur. Boylece bir diiglim diyagramindan yonlendirilmis iki

diiglim diyagramu elde edilir.
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2.1.12. Ayna gériintiisii. Bir K digiminin, r: S - S, r (x, y, Z) = (X, vy, -z) ile
tanimlanan yansima fonksiyonu altindaki goriintisiine K nmin ayna gériintiisii denir.
Yansima fonksiyonu, uzayin yonlendirmesini tersine ¢eviren bir homeomorfizmdir

(Altin, 1979).
2.2. Baz1 Klasik Diigiim Invaryantlar:

2.2.1. Reidemeister Hareketleri.

S /“Q-/
L. D = )Q |

Sekil 2.2

Iki poligonal diigiimden biri, sonlu sayida Reidemeister hareketiyle digerine
doniisebiliyorsa bu diigiimler ayni tiptendir. Yani, sonlu sayida Reidemeister

hareketinin uygulanmasiyla diyagramlan birbirine doniisebilen dﬁgiimler denktirler.

O halde, Reidemeister hareketleri ile degismeyen 6zellikler, diigijlii tipinin 6zellikleridir

(Kauffman, 1991).

2.2.2. Ornek. Sekiz sekilli diigiim ayna goriintiisiine denktir.

V@&

E | E

Sekil 2.3
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2.2.3. Regiiler izotopi. II. ve III. Reidemeister hareketleri ile dogurulan denklik

bagintisina regiiler izotopi denir (Kauffman, 1991).

2.2.4. Kusatan izotopi. Reidemeister hareketlerinin {igii ile dogurulan diyagramlar

tizerindeki denklik bagintisina kusatan izotopi denir (Kauffman, 1991).

Boylece II. ve III. hareketler regliler izotopi invaryanti; 1. II. III. hareketler kusatan

izotopi invaryantidir (Kauffian, 1991).

2.2.5. Kavsak sayisi. Bir K diigiimiiniin herhangi bir diyagramindaki kavsaklarin

minimum sayisina K nin kavsak sayist denir ve c(K) ile gosterilir.

2.2.6. Halkalanma sayisi. L = {a, B}, o ve B bilesenlerinden olusan bir halka olsun.

Ik(L)= 1k(ct, B) halkalanma say1si

peanp

formiilii ile tanimlanir. Burada anp, o ile B kavsaklarinin (kendi kendini kesme haric)

kiimesini ve g(p) 1se kavsagin isaretini gosterir (Kauffman, 1991).

X A

e=+1 g=-1

2.2.7. Burulma sayisi. K herhangi bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. C(K), K

diyagramindaki kavsaklarin kiimesi olmak tizere K nin burulma sayisi

wK) = > e(p)

peC(K)
ile tanimlanir (Kauffman, 1991).

Burada p, K nin butiin kavsaklar: tizerindendir ve g(p) ise kavsagin isaretidir. Dikkat

edilirse, w(K) nin bir regiiler izotopi (II. , [I.) invaryantt oldugu goriliir ve

W) =W )

W( 257 ) == 1HW( o)

olur.



2.2.8. Diigiimlenmeme sayisi. Bir K diigiimiiniin (veya halkasinin) bir D regiiler
diyagramuni asikar bir halkaya dontistiirebilmek i¢in herhangi bir kavsak noktasindaki
iist ve alt kavsak dogru par¢alarinin degisimine bir diiglimlenmeme islemi denir ve u(D)

ile gosterilir.
Eger K bir diigiim (veya halka) ise K nin diigiimlenmeme sayisi
u (K)zm/%n u (D)
ile tanimlanir. u(K), K diigiimtintin bir invaryantidir (Adams, 1999).

2.2.9. Koprii sayisi. D bir K diigtimtiniin (veya halkasinin) bir normal diyagrami olsun.

Dyi oy, 62, ... ,04 Ve Bi, Ba, ... ,pn gibi 2n poligonal egriye bolelim. Yani
D=ciuocyu.. UG,,UB]UBzU UBn

olsun. Asagidaki sartlar saglayan n sayisina diigiimiin koprii sayis: denir ve br(D) ile

gosterilir. Ozel olarak n = 2 durumuna 2-képriilti diigiimler adi verilir,
i. o1, G2, ... ,on karsilikli olarak ayrik, basit, poligonal egrilerdir.
ii. B, B2, ... ,Bn de karsilikli ayrik, basit egrilerdir.
iii. D nin kavsak noktalarinda B, fo, ... ,Bn alttan gegen dogru pargalari iken,
G1, 62, ... ,0, kavsak noktalarinin listten gegen dogru pargalaridir.
Eger br(D) < n ama br(D) < n+1 ise br(D) = n olur.

br(K):mDinbr (D)

sayisina koprii indeksi denir. br(K), diigtimiin bir invaryantidir (Adams, 1999).

2.2.10. Bir diigiimiin cinsi. Bir kapali yonlendirilebilir F ylizeyi oo noktalarina, o

kenarlarina ve o, yiizlerine boliiniirse
Y(F)=a,-a,+a,
sayisi bu boliinmeden bagimsiz olarak sabit kalir. Bu sayiya Euler karakteristigi denir.

2-x(F)
2

g(F)=

sayisina F nin cinsi denir (Burde ve Zieschang, 1985). F nin Euler karakteristigi ile cinsi

arasinda



x(F)=2-2g(F)
esitligi vardir.
Eger I sinirlt ise, sinir sonlu sayida nokta ve kenardan meydana geldigi i¢cin yukaridaki
esitlik

X(F)=2=p(F)=2g(F)

seklinde olur. Burada p(F), F nin sinirinr olusturan kapalr egrilerin sayisidir (Adams,

1999).

Eger F simirt diigiim olan bir yiizey ise, sir bilesenlerinin sayist | oldugundan yani

u(F)=1 oldugundan

1~ y(E
x(F)=1-2g(F) veya g(F):»_’g(_)

olur. Bu esitlige kisaca diigiimiin cinsi adt verilir ve g(K) ile gosterilir. Diigiimiin cinsi,

dtigiimiin bir invaryantidir (Adams, 1999).

2.3. Orgiiler.

2.3.1. Orgii. R’ uzayinda bir D dikdortgeninin karsilikh kenarlar tizerine P; , Q; ,
1= 1,...,n noktalar: esit uzaklkta yerlestirilsin (sekil 2.4). f; , P; de baslayan ve Q (i) de
son bulan R’ icinde n tane ayrik basit poligonal yay olsun. Burada i — p(1), {1,2,...,n}
tizerinde bir permiitasyondur. fj lerin tam olarak asagiya gitmest istenir. Yani her bir f; ;
dikdértgenin yan kenarina dik herhangi bir diizlemi en ¢ok bir defa keser. f; yaylarinm
hepsine birden n— 6rgii denir ve b ile gosterilir. Dikdortgene b nin iskeleti ve i — p(i) ye

orgli permiitasyonu denir (Altintas, 1993. Rolfsen, 1976).

/

011/ Q2 Qn

Sekil 2.4




Asagidaki diyagramda goriildigti gibi 3-ipli bir orgliniin kapamisi (kapali orgii),
baslangi¢ noktalarinin paralel iplerinin bir koleksiyonu ile bitis noktalarni birlestirerek

elde edilir (Kauffmann, 1991).

Sekil 2.5

2.3.2. Teorem.Her K halkas: bir kapalr 6rgii ile temsil edilebilir (Burde ve Zieschang,

1985).

2.3.3. Orgii Indeksi. K n-ipli bir kapali orgii ile temsil edilen bir érgii olsun. Bu

duruma n sayisina K nin 6rgii sayist (indeksi) denir.
2.4. Seifert Cemberi

2.4.1. Teorem. Keyfi yonlendirilmis bir K diigiimii (veya halkas1) verilsin. O zaman
9%’ de siir1 K olan bir yonlendirilebilir baglantili f yiizeyi vardir. Bu yiizeye K nin bir

seifert ylizeyi denir (Murasugi,1996).

2.4.2. Seifert Cemberi. D bir yonlendirilmis digiimin regiiler diyagrami olsun. D nin
kavsaklarint yonlendirmeye bagl olarak ayrilmasi ile elde edilen basit kapali egrilere

seifert egrileri veya seifert cemberleri denir.

Bu ayirma sonucu D nin kendisi dtizlemde bir halkanin kavsak noktasi olmayan (asikar
halka) bir regiiler diyagramina déniigur. Bu kapali egrilerin her biri bir disk siirlar. Bu
farkh disklerden bir seifert ylizeyi olbusturmak icin diskler tam burulmali kti¢iik bantlarla
birlestirilir. ‘

2.4.3. Seifert Grafi. Bir F yiizeyi 2.4.2 de tamimlanan bantlar ve disklerden elde edilmis
bir K diigiimiintin Seifert ylizeyi olsun. Herbir diskin bir noktaya biiziilmesi ve aym

zamanda bantlarin genisligini bir egri pargasina buiziilmesi ile bir graf olusturulur. Béyle

graflara digimiin Seifert grafi denir (Kawauchi, 1996).

2.4.4. Seifert Matrisi. F, bir K diiglimiiniin(veya halkasin) regiiler D diagraminda

olusturulmus bir Seifert yiizeyi ve I'(D) onun Seifert grafi olsun. Bu durumda g(F ), F



nin  cinsini ;z(F), simr  bilesenlerinin  sayint  gostermek lizere F {izerinde

2g(F)+ u(F)~1 kapali egrileri vardir.(bak sekil 2.6.(b))

K (D)
B
(@) (b) (c)

Sekil 2.6

(®)
Sekil 2.7
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Sekil 2.6.(b) de ki | ve o, egrilerinin ortak noktalari olabilir. Eger F yiizeyi Sekil 2.7
daki gibi I=[0,1] aralif1 ile garpilirsa yani FxI olusturulursa o ve o egrisine paralel

* * . . Y-
a1 ve oy egrileri elde edilir. Bu durumda

M = [lk(u],a,*) lk(oc,,ocz* :l

ko, 0, ) Ik(o, 0, )
Matrisine seifert matrisi denir. Genel olarak mxm boyutlu bir seifert matrisi
M = [Ik(ct, o) ij=12..m
seklinde tanimlanir (Murasugi, 1996).

2.4.5. Ditgiimiin Isareti. M diigiimiin saifert matrisi olsun. M+M' matrisinin isaretine

diigiimiin isareti denir ve
o(K)=o(M+M")
ile gosterilir.
2.4.6. Tor Diigiimii. q ve r aralarinda asal olmak lizere bir kati tor lizerine q defa

paralel yéniinde ,r defa meridyen yoniinde sarilmis kapah egriye (q,r) tipinde bir tor

diiglimi denir.
2.4.7. Teorem. Farzedelim q,r>0 vea(K(q,r)) tor diiglimiiniin isaretini c(q,r) ile

tanimlayalim.

i. Farzedelim 2r<q olsun
(i) eger r bir tek tamsayt ise o'(q,r)=o(q - 2r,r)+r> -1
(ii) e.ge'r r bir ¢ift tamsayi ise o{(q,r)=o(q—2r,r)+r?

i, a(zr,r);_r? ~1

iii. Farzedelim » < ¢ < 2r olsun,
(i) eger 1 bir tek tamsay1 ise or(q, r)+ ocQRr—q,ry=r’-1;
(ii)eger r bir ¢ift tamsay1 ise a(q,r)+ ocQ2r—-gq,ry=r’-2;

iv) a(q, r) = O'(r, q), O'(q,l) =0,0(q,2) =g -1 (Gordon C.McA.,Litherland ,1981)

11



2.4.8. Ornek. ¢(14,5) dugimiinii hesaplayalim. I .durumdan
o(14,5)= o(4,5)+24 = o(5,4) + 24
o(5,4) 1 I1I. durumdan hesaplarsak (5,4)+ o(3,4) = 14
buradan
o(4.3)+0(23)=8ve o(4.3)=c(3.4)=6
sonug olarak o(14,5) = 32

2.5. Diigiim Polinomlar

2.5.1. Alexander polinomu. Bir K diigiimiintin M Seifert matrisinin determinanti detM
nin bir diiglim invaryantt degildir (Kawauchi, 1996. Adams, 1999). M, bir K
dugﬂmunuh (veya halkasinin) Seifert matrisi ise o zaman IM+M"| , K diigiimiiniin bir
invaryantidir. Bu invaryanta K nin determinanti denir. K diigiimiiniin invaryantt K nin

yonlendirmesinden bagimsizdir (Kawauchi, 1996).

Asikar diigiimiin determinanti 1 oldugundan bazi diigimlerin asikar diigiim olmadigim
ispatlamak i¢in determinantina bakilabilir. Ancak determinanti 1 olan fakat asikar
digiime denk olmayan digimlerde vardir. Boylece bu invaryant diigimleri

siniflandirmada yeterli degildir.

M, ve M, bir K diigiimii (veya halkasi) i¢in Seifert matrisleri olsun. Ayrica r ve s,

sirasiyla M ve M, nin mertebeleri olsun, o zaman asagidaki esitlik saglanir.

r 2det(M, —t M7 )=t *det(M,~t M)

k
Buradan eger M, K nin k. mertebeden bir Seifert matrisi ise o zaman ¢ 2 det(M —tM")

K nin bir invaryantidir. Bu invaryanta K nin Alexander polinomu denir ve Ag(t) ile

gosterilir

2.5.1.1 Alexander-Conway polinomu. V,(z) Alexander-Conway pollinomu,

katsayilari tamsayi olan bir degiskenli Laurent polinomudur. Diigiimiin (veya halkanin)

Alexander-Conway polinomu asagldaki bagintilari saglar (Kauffman, 1991).
i. Eger K diigiimti X' dugﬁmﬁnﬁ kusatan izotop ise

V()= V. . (2)

12



v =1
O

iiLv -V =2zV
X hes =

2.5.1.2. Onerme. Bir K diigtimiiniin Alexander polinomu ile Alexander-Conway

polinomu

Ap(1)=Vy (ﬂ”‘j—?)

esitligini saglar (Adams, 1999).

2.5.1.3. Agag¢ diyagrami D, , D. , D, swrasiyla K; , K. , K, diigiimiiniin (veya
halkasinin) regiiler diyagramlari olsun. Bu diyagramlar bir kavsak noktasimn bir
komsulugu hari¢ tamamen birbirinin aynisidir. Bu komsulukta, diyagramlar sekil 2.8 de
gosterildigi gibi farklidir,

""""""""

.....
-----

Sekil 2.8

O zaman bu {i¢ diigiimiin (veya halkanin) Alexander-Conway polinomlari yukaridaki iii

Ozelliginden asagidaki gibi birbiriyle iligkilidir.

Ve (2)-V, (2)=2V, (2) 2.1

2.1 e$itliginden sirastyla V, (z) yive V. (2)yi gekerek

Ve (2)=V, (D)+2V, (2) } 2.2)

Vi (2)=V, (2)-2V (2)
esitliklerini yazabiliriz.
K. , K, K, dugimleri ve onlarin Dy , D. , D, normal diyagramlari arasinda

siniflandirma yapmaya gerek olmadifindan V. (z) nin yerine V, (z)yi alacagz.

Genellikle Conway polinomunu hesaplamada en etkili yol aga¢ diyagrammm

kullanmaktir. Bu bir hesaplama yardimiyla yapildigindan bunu bir 6rnekle agiklayalim.



2.5.1.4. Ornek. Sag —el yonca yapragi diigiimiiniin Alexander-Conway polinomunu

agac diyagrami yardimiyla hesaplayalim.

Z

L@)D @D:D

00+ @) (D5=O

Yukaridaki agag diyagramindan sag-el yonca yapraginin Alexander-Conway polinomu
Vo (2)=1V,(2)+ 2V, (z)+2° Vo(2)

dir. V,,(z2)=1 ve V,, (z)=0 oldugundan

V,)(z):1+22:1+[\/;——\}—;)—

=t —1+¢

olur.

2.5.2. Jones Polinomu. K bir yonlendirilmis diigiim (veya halka) ve D, K nin bir
yonlendirilmis regtiler diyagrami olsun. Asagidaki aksiyomlari-saglayan Vi degiskenli

Laurent polinomuna Jones polinomu denir ve Vg(t) ile gdsterilir ((\/; Y =1).
i. K bir asikar dugiim ise
Vi(t) =1
ii. D+,D _, Dy sekil 2.8 de verilen diyagramlar olsun. Bu durumda

1 1
;VD+Q)—IVD_O):(\/;_\/—) Do )

Jones polinomunun, yukaridaki aksiyomlarla iyi taniml oldugunun ispati icin Lickorish,

Millet ve Jones kaynaklarina bakilabilir (Lickorish ve Millet, 1987. Jones, 1987).

14



2.5.2.1. Ornek. Yonca yaprag diigiimiiniin Jones polinomunu hesaplayalim.

D, D. Do

" V/)+ ()~ V/), (t):(\/;_—\}t:jl//){) (1)

Y, (-t (L@)) = (ﬁ——\}?j v (®>)

o', (r)—z{ﬁ ““}?j("%‘ﬁ)

V. (f)=12+t(ﬁ—;‘5)(_,%_t‘;)

V,, =0 —rer )
=ttt o+t
:t+t3 —t4

2.5.3. Skein Polinomu. K bir (yonlendirilmis) diigiim (veya halka) ve D, K nin bir
regliler diyagrami olsun. Bu takdirde asagidaki aksiyomlar vasitasiyla K nun ¢
degiskenli bir Sk ( x, y, w ) polinomunu tanimlayabiliriz ki Sk ( x, y, w ) negatif iislere

sahip olabilir.
i. Eger K asikar O diigiimii ise bu takdirde Sp (x,y, w) =1
ii. D4, D_, Do Sekil 3.1 de verilen diyagramlar ise o zaman,
xSy (X, ,w)=yS, (x,y,w)=wS, (x,y,w)
esitligi saglanir.
Sk (X, y, w) polinomu K nin bir invaryantidir.

Once Sk nin ¢ok basit halini gézoniine alalim. Yukaridaki tanimdan agikea gériiliiyor ki
Sk 3-degiskenli bir polinomdur. Bunu gostermek i¢in (2,3) de tamimlanan iki degiskenli

Px (v, z ) polinomunu diisiinelim

i. Asikar O diigiimii icin Po (v, z) =1

15



ii. D4+, D_, Do diyagramlari igin
1
;P/)‘ ("’72)_VPI)‘(V.~Z):ZP/)U(V,Z) (2,3)

esitligi saglanir.
P (v,z)ve Sk (x,y, w)lar(2,4) deki esitlikten dogal olarak ortaya ¢ikarlar.

2.5.3.1. Onerme.

i S, (l,v,z):PK (v,z)
%

ii. P, (—‘%,—\Ef‘iﬁ}sk (x,v,0) 2,4)

olur.

Genellikle Dy , D., Dy diyagramlar arasindaki bagintilar ile tanimli bir polinom bir
skein polinomu olarak adlandirtlir. Px ( v, z ), bir skein polinomunun en genel halidir ve
genellikle HOMFLY polinom olarak adlandirthr. Bu, bunu bulan matematik¢ilerin
soyadlarinin bas harflerinden olusmustur ve hepsi bu polinomu beraber bulmuslardir.
Eger biz Alexander ve Jones polinomlarinin skein baginti tanimlari ve Px (v, z) nin

skein bagintisini (2,3) ile karsilastirirsak bu takdirde agagidaki sonug basittir.

2.5.3.2. Onerme. K, bir (yonlendirilmis) diigiim (veya halka) olsun. Bu takdirde

i Ve (t)= PK[mﬁ——\lﬁ—j

i A (1) = PK(LJ?—%)

Boylece Vi (t) ve Ak (1) ler Pk (v, z) nin 6zel durumlaridir denilebilir. Bununla beraber
Ak (1), Vi(t) nin 6zel bir durumu degildir. Daha 6nce styledigimiz gibi onlar aslinda

farkli polinomlard.

Keyfi bir K diigiimii (veya halkasi) i¢in Sk (x, y, ®) ve Px (v, z) nin hesaplanmasinda

agac diyagraminin kullanilmasi iyi bir yoldur.

" (Adams, C.G.,1999).

2.5.3.3. Onerme. P,,(v,z)= 1
vz

16



2.5.3.4. Ornck. Bir aga¢ diyagrami kullanarak K sag el yonca yapragi digtimiiniin

skein polinomunun

_PK(v,z)=2vz~v4+vzz2

O LQ) @)
00-& &

PK(V,Z)=V2P0+V3ZPOQ+V222PO

[—v?
=v2+v3z +\/222
vz

2 2 4 2
=y t+vyvi—v +v22

oldugunu gosterelim.

I

=2vi v+ vE AP

olur.
2.5.4. Kauffman Polinomu.

2.54.1. Kauffman parantez polinomu. D bir K diiglimii (veya halkasinin)
yonlendirilmemis bir regiiler diyagrami olsun. Bu takdirde asagidaki dort sarti saglayan

bir tek degerli P, (A4) tamsayl polinomu vardir.
i. P,(A) regiiler izotopi altinda invaryantdur.
il Eger D = O bir asikar diyagram ise bu takdirde
£y (4)=1,

iii. Eger D, D, ve D; regiiler diyagramlarinin ayrik birlesimlerinden ‘l_ibaret ise

yani D=D, ]I D, ise bu takdirde

17



Py(A)==(A*+ A7 )P, (A)P, (4),
iv. D,D',D,D’ Sekil 2.9 de verilen diyagramlar olsun. Bu takdirde
Py (A)=AP (A)+ A" Py (A)
P (A)=A"" Py(A)+ APy (4)
esitlikleri gecerlidir.

............

- ~ . S .7 s ' ~
. .

B . P . . g
s . / \ ) v ) 0y
. ' / " s v ’ "
' . . ' s . ' 1
i 3 . ' ‘ ' ‘ :
' ) ) ' . N N
Y + . : ’ ¢ s J
“ ¢ A ’ A ‘ .

Se - Se - ". a" h M

S LR bk

Sekil 2.9

2.5.4.2. Teorem. D bir yonlendirilmis K digiimiiniin (veya halkasinin) yénlendirilmis

bir regtiler diyagram: olsun. Eger P,(A4) yonlendirilmemis D diyagraminin Kauffman
parantez polinomu ve o (D) , D nin burulma sayist ise bu takdirde

Py (A)=(=47)"" P, (4)
olur.

Bu halde 13,)(14), yonlendirilmis bir diigimiin (veya halkanin) bir invaryantidir ve

ﬁk,(A) ile gosterilirBu polinoma normalize edilmis Kaufmann polinomu denir.
(Kaufmann, 1987).

1 1

2.5.4.3. Teorem. f’K (t_Z )=V, (t) dir. Yani eger ﬁ,( (A) polinomunda A= * alinirsa

P. (4), Knin V, (f) Jones polinomuna doniistir.

2.5.4.4 Teorem. D, yb’nlendirilrﬁémis bir diiglimiin (veya halkanin) regiiler diyagrami
olsun. Bu takdirde asagidaki li¢ sart1 saglayan regiiler hareket altinda invaryant kalan iki

degiskenli bir Ap ( a, x ) polinomu vardir (Kaufmann, 1990).
i. O asikar diyagrami i¢in Ag (a,x)=1

ii. Dtigiim diyagramindaki bir kavsak noktasinin komsulugunda D , D, D, D

hari¢ digerkisimlar1 ayni1 olsun. Bu komsulugun icerisinde diigiimiin (veya
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halkanin) regiiler diyagramlarn Sekil 2.9 daki gibidir. Bu takdirde asagidaki

bagintt saglanir.

Ap(a,x)+A (a,x)=x{Al3(a,x)+AD. (a,x)}

iii. Diigim diyagramindaki bir kavsak noktasinin komsulugu hari¢ D , D%, Dg lar
ayni olsun. Diglimiin (veya halkanin) bu komsuluk icerisindeki normal

diyagramlar Sekil 2.10 deki gibi verilmistir. Bu takdirde

(1) Ap(a,x) =ah, (a,x)
@) A, (a,x)=a" A, (a,x)

formiilleri saglanir.

D D, D

Sekil 2.10

Bu 2-degiskenli A, (a,x) polinomu ayni zamanda tektir (Kauffman, 1990). Kauffman
parantez polinomunun durumundaki gibi bu invaryant regiiler diyagramdan tanimlanir.
Boylece onceki gibi eger K asikar digiim ise A, (a,x)=1 i tammlamayacagiz.
Gergekten A, (a,x), birinci Q; Reidemeister hareketi altinda invaryant degildir.
Boylece A, (a,x) 1 Q; altindada invaryant birakmak i¢in yeni bir polinom
tanimlamaya ihtiyacimiz vardir.

2.5.4.5. Kauffman polinomu. K yonlendirilmis bir diigim (veya halka) ve D , K igin

bir (yonlendirilmis ) regiiler diyagram olsun. Ayrica kabul edelim ki o(D) , D nin

burulma sayist olsun. Bu takdirde
E,(a,x)=a""" A, (a,x)

olur (Kaufmann, 1990). F, (a,x) yonlendirilmis bir K digimiinlin (veya halkasinin)

bir invaryantidir, regililer D diyagramindan bagimsizdir. Bu invaryanta (2—degiskenli)

Kauffman polinomu denir.

2.5.4.6. Ornek. Bir K sag - el yonca yaprag: diigiimiiniin Kauffman polinomu
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F.(a,x)=a" {x2 (a+aY+x(+a)+Qa+a™) }
olur.

Parantez polinomunda oldugu gibi Kauffman ve Jones polinomlari da asagidaki

teoremde gosterildigi gibi birbirleriyle iligkilidir.
2.5.4.7. Teorem. K (yonlendirilmis) bir diigiim (veya halka) olsun. Bu takdirde
Po(A)=A, (-4, 4A+47")

ve
St
V)= Fy [—z ot +t "J

olur.

2.5.4.8. Not. Boylece Kauffman parantez polinomunda oldugu gibi yukaridaki teorem
yarduimiyla Kauffman polinomu , Jones polinomunun bir genislemesi olarak
diistintilebilir. Jones polinomunda oldugu gibi iki Kauffman polinomu tam invaryantlar
degildir. Ciinkii Kauffman polinomlar1 ve Kauffman parantez polinomlari ayni olan

birbirine denk olmayan pek ¢ok diiglim mevcuttur.

Genelde, skein polinomlarini ne kadar diizenlersek diizenleyelim verilen polinomla, bir
diigiimii (veya halkayi) asla tam olarak ayirt edemeyecegiz. Boylece tam bir diglim

invaryanti olacak bir skein polinomu bulmak imkansizdir.
2.6. Uzaysal Graf

2.6.1. Graf. Genel olarak bir graf noktalardan ve dogru pargalarindan olusan bir sekil
olarak goz 6m’jndléltutulabilir. Yani bir (sonlu) G grafi {Vg,Eg} kiimelerinin bir ¢iftidir.
Burada Vgnin bi‘.r_ellemam G nin bir kosesidir. Eg nin bir elemani da G nin bir kenaridir,
Bir e kenarinin a':\'/e b gibi iki kosesi vardir. Bu noktalara e nin u¢ noktalar: denir. Eger a

= b ise 0 zaman e bir ilmek olusturur.

Eger Go R’ veya G §? ise G ye bir diizlemsel graf, eger Gc R* veya G S*ise G
ye bir uzaysal graf denir. Bir uzaysal grafa bir diigiimiin veya halkanin bir genellemesi
gibi bakilabilir. Daha dogrusu diigiim veya halka teorisine graf teorisinin bir pargasi gibi
bakilabilir. Diigilimlerde oldugu gibi G uzay garfini diizleme izdisiirlirsek G nin bir D

regliler diyagramini elde edebiliriz. Béylece G nin bir kosest D nin bir kavsak noktasina



izdigtim yolu ile doniistiiriilemez. Asagidaki sekil 2.11 bir G uzay grafi ve onun regiiler

D diyagrami verilmistir.

(a) (o

Sekil 2.11

G, S? iizerinde bir diizlem grafi olsun. Szyi R, R,,.., R, sonlu bolgelerine bolecek

n

sekilde G yi ¢izelim ve her R; bolgesinden bir v, noktasi seg¢elim. v noktalar: koge

noktalar olacak sekilde G grafi cizelim. G grafina G nin dual grafi denir. R;j ve R;

bolgeleri G nin ortak bir e kenarina sahip ise o zaman S? tizerinde v, ve ¥, noktalari, e

ile bir noktada kesisen basit poligonal bir dogru ile birbirine baglanir,

(b

(a)

Sekil 2.12

2.6.2. Graf polinomlan

2.6.2.1. Kromatik Polinom. G bir graf olsun. G nin koselerini su sekilde
renklendirelim. Bir kose ile ona komsu olan kosénin (Bir kenarnn iki ug noktalari) farkly
renklerde boyayalim. Bu sekilde G nin bir ké@e renklendirmesine sahip oluruz (bak

sekil 2.13).
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(a)

Sekil 2.13

0,(G)n  renkli G nin  miimkiin  olan renklendirme sayisim  versin  ve

p,(G) :l p,(G)alalim. Eger bir kosenin rengi sabit tutulursa p,(G) n tane renk
n

kullanilarak diger koseleri renklendirebilecegimiz yollarin sayisidir. Dolayisiyla bu say:

negatif degildir. Sonlu sayida n i¢in p, (G) den asagidaki anlamda bir p,, (¢) polinomu

tanimlayabiliriz.
i ()= p (G + p, (G + ...+ p (G +..
P (1) kuvvet serisine G nin kromatik polinomu denir.

2.6.2.2. Ornek

i. Farz edelim ki G sadece m koselerinden olusan bir graftir, yani G’nin kenarlar

olmasin. O zaman her bir kose digerinden bagimsiz olarak renklendirilebilir; boylece,

5,, (G)=r". Buradan,

pi(t) = an_]tn

n=|

m
N N V‘ Vz vm
® B & S rsres 00 O O8 28 s &8
€ ey Cm--1
(@) (b)

ii. Farz edelim ki G, {vi, va,...,vm}, mm kdselerinden ve {ej,es,...,em-1}, m-1
kenarindan olusan bir graftir, 6yle ki e;’nin u¢ noktalari v; ve visy (1=1,2,...,m-1) olsun,
(yukarida ki (b) sekli) .Biz v kosesini n renkle renklendirebiliriz. Sonraki kose v, vi de

kullanilan ayni renk ile renklendirilemez. Miimkiin olan n-1 renk ile renklendirilebilir.

o
[§]



Benzer sekilde v; i n-1 renk ile renklendirmek miumkiindiir, vesaire. Bu yolu

gosterelim.
2. (G)=n(n-1)""

Boylece,

Py =Y (=11

n=|

iii. G bir m kenarli ¢okgen oldugu zaman,

PAGE Z(n ~1)""+" olur.

n=l

2.6.2.3. Yamado polinomu. D bir regiiler graf ve m D’nin kavsak noktalarinin sayisim
gostersin. Sekil 2.14 de gosterilen li¢ lokal diyagramin biri ile D regiiler diyagramin bir

kavsak noktasin yer degistirerek ti¢ diizlem grafi elde ederiz.

AN N

S

\ TN

Sekil 2.14

~im

Boylece her kavsak noktasinda miimkiin olan tiim se¢eneklerin i¢inden 3™ diizlem grafi
cizebiliriz. Sekil 2.14 e gore baslangigta +,- ve 0 It her bir diizlem grafina.D nin bir
durumu denir. Sekil 2.15 sekil 2.11 daki D diyagramin miimkiin olan 3 durumunu

gosterir.

Sekil 2.15



Her bir s durumu igin <s> ile gosterilen bir tek
<s>= (—l)f.tk
polinomu belirleyebiliriz. Burada (, s’deki sifirlarinin sayisi ve
k= (s deki + nin sayisi)-(s deki — lerin sayist)
2.6.2.4. Ornek. Sekil 2.15 deki durumlar icin <s;>=-1, <s;>=t , <s;>=t"' olur.

Bir s durumlu bir diizlem grafi igin onun dual grafini ¥ ile gosterelim. Bu durumda n

renkli p, (5) renklendirme sayisiyla baglantilt olan asagidaki polinomu tanimlayalim.

G’nin regiiler D diyagrami icin
o

<D>=Y<s>p,()

olsun. Burada toplam D’deki biitiin s durumlar i¢indir. Bu polinom t nin isareti ve

kuvveti farkiyla 3-regiiler uzay grafinin bir invaryantidir ve A, (/) ile gosterilir.Bu

polinoma yamado polinomu denir.

2.6.2.5. Ornek. Ornek 2.6.2.4. den yararlanarak

2, (0)= Y <5 > p, ()

= <Sl >pn(:§’1)+<sz >pn(§2)+<s3 >pn(:§3)

=-1p,)*tp, )+ p,(5,)
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BOLUM III
SINGULER DUGUMLER

Bir 6nceki bolim 2.6 da uzaysal graflardan bahsettik. Ozellikle Yamado polinomu
denen 3-regtiler grafin bir invaryantint tanimladik. (Tanim 2.6.2.3) Vassiliev invaryant:
da uzaysal grafla iligkilidir ve en 1yi singiiler digtmler denen 4-regiiler uzaysal grafin

bir invaryant: olarak tanimlanabilir.

En temel anlayisla, bir singiiler diigiim kendi kendini kesen bir diiglimdiir. Daha kesin

bir ifadeyle bir K singiiler diiglimii S! tizerinde sonlu sayida nokta harig , f: S' — IR? |
(PL) dontistimidiir (Doniisiimiin gorintiisidiir) ; Dahast,

i. Eger S' {izerinde iki nokta ayni goriintiiye sahipse, K= f (S') bu ortak noktada

kendisini dik agiyla keser.

ii. S’ tizerindeki hicbir ii¢ ve daha fazla nokta ayni goriintiiye sahip degildir.
Bu béliim boyunca bir K singiiler diiglimiiniin kendi kendisini kesen noktasina K nin bir
kosesi diyecegiz. Sekil (3.1) (a) ~ (f) de singiiler diigiimlere birkag¢ 6rnek verilmistir.

Bir singiiler diigiimtin tantmint halkalar durumuna da genisletmek miimkiindiir. Fakat
biz sadece singiiler digiimle ilgilenecegiz. Ayrica normal digilimler ile singtiler
digiimler arasindaki farki kesin bir sekilde belirtmeyecegiz. Bununla birlikte her

diigime singiiler diigiim adini vermeyecegiz.

(a) (© (&)
(b) (d) (f)

Sekil 3.1

Yukaridaki anlamda ve singiiler diigiimiin tanimindan da anlasilacagi gibi bir singliler

dtigiimii bir 4-regiiler uzay grafi olarak diigtinebiliriz. Bir singiiler digiim, bu kategoriye



tam dahil olmadigindan uzaysal graf teorisinin ne anlama geldigini yeniden ele alacagiz.
Ilk 6nce S' tizerindeki yonlendirmeden hareketle singiiler diigiime bir yénlendirme tayin
etmenin belirgin bir yolu yoktur. Ikinci olarak genelde singiiler diigiimler igin denklik,

uzaysal graflar i¢in denklik kavramindan daha gii¢ludiir.
Daha hassas olarak bir K singiiler diigiimiin her bir A k&sesinin bir kiigiik (kapalt) Ba
komsulugu ile B n K, (K nin A komsulugunda kalan kismini) ihtiva eden bir Ex
diizlemini birlestirelim. Bu durumda Fa = E5 m Ba dizlem diskine “A ile birlestirilmis
bir diiz disk” denilir. Herbir A kdsesindeki bu diizlem disklerinin bir sinifi S(K) ile
gosterilir.
3.1. Tanim. K ve K" iki singiiler diigiim olsun. Eger asagidaki sartlari saglayan bir
9N — N ile yonlendirmeyi koruyan otohomemorfizm varsa “K, K’ ne denktir”

denir ve K = K" ile gosterilir.

e K)=K

i) Sirasiyla K ve K' igin diiz disklerin 3(K) ve I(K') simflari vardir, yle ki;

0, 3(K)yr 3(K') ne doniistiiriir. Béyle bir déniisiime “diiz dontisiim” denir.

Sezgisel olarak singiiler noktalar hari¢ o noktalardaki dogru pargalari dik ag
olusturacak sekilde deforme yaparak K y1 K’ ne siirekli olarak deforme edebilirse K
K’ ne denktir. Ciinkii orada, genelde yukaridaki tammin ikinci kismi Snemlidir.
Singiiler diizlemlerin denkligi uzaysal graflarin denkliginden daha kuvvetli yapan bir

kriter vardir.

3.2. Ornek.

‘\i . \, , ‘\é “1, ,/’ "l \.\
N A N B )
SO ST . o™
() ] (b)

Sekil 3.2



Sekil (3.2) (a) ve (b) nin herbirinde W topunun iginde dis kismi sabit tutularak bir diisey
burulma olusturduk. (a) da bu iki denk singiiler diigiim olusturur. Fakat (b) durumunda

bunlara denk degildir. Her iki durumda da uzaysal graf olarak denktirler.

3.3. Ornek. Sekil (3.1) deki iki singiiler diigiim (a) ve (b) birbirine denk degildirler.
Fakat tekrar etmek gerekirse bunlar uzay graflar olarak denktirler. Benzer sekilde; (¢)

ve (d) singiiler diigiim durumunda aynist saglanir.

Buraya kadar anlatilanlardan singliler diyagramlari kullanarak singiiler diigiimlerin

denkligini yeniden tanimlayabiliriz.

3.4. Onerme. K ve K singiiler diigiimlerin denk olmas i¢in gerek ve yeter sart sirasiyla
asagidaki iki ozelligi sonlu sayirda uygulanmastyla (diizlemsel izotopi) biri digerine

deforme edilebilen D ve D’ singiiler diyagramlarinin var olmasidir.
i. Herbir kosenin kiigliik komsulugu hari¢ Reidemeister hareketleri veya onlarin
tersleri.

ii. Koselerin komsulugundaki asagidaki Qislemi.

— NN\ ) /
] X G:: o D veya y
N AV

Sekil 3.3
3.5. Ornek.
| i. Sekil (3.1) deki (e), () nin singliler diigtimleri agik¢a denk diigtimlerdir.
ii. Sekil (3.2) (b) deki birinci singliler digiim Sekil (3.1) deki (c¢) ye ve ikinci
diigim (d) ye denktir.
Coziim. (ii) sikkin birinci kismi asagidaki sekilde goriildiigii gibi uygun bir dondiirme

ile hemen goriiliir.

e \J
& ‘,-‘ ‘\:‘,
/ / PN
{ [
Fo
—_— R



ikinci kisim asagidaki sekilde gosterildi.

|/ {\}
R
oy —
Nt
o .v‘j‘

it
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BOLUM 1V
VASSILIEV INVARYANTLARI

vo 1n bir sayisal diigiim invaryant oldugunu kabul edelim. Yani her bir K digiimiinii bir
vo rasyonel say! ile temsil edelim. Bu durumda vy 1 singiiler diigiimler i¢in bir v

invaryantina agagidaki gibi genisletebiliriz.

v yi en ¢ok n-1 kosegeni ile singiiler diigiimler i¢in tanimlamis oldugumuzu varsayalim.
Simdi K, n koseli bir singiiler diigiim olarak kabul edelim. K, K, ve K., bir késenin
komsulugu hari¢ her yerde ayni olan singiiler digiimlerdir (regiiler diyagramlardir). Bu

komsulukta onlar sadece Sekil (4.1) de gosterildigi gibi farklilik gosterirler.

& @ &

Sekil 4.1
Bu durumda;

v(K)=v(K.)-v(K_) (4.1)

seklinde tanimlayalim.

K ,n késeye ve Ki ve K. de n-1 koseye sahip oldugundan hipotez ile v(K)
degerlendirebiliriz.
4.1. Onerme. Eger K ve K' denk singiiler digtimler ise; v(K) = v(K') diir. Yani v

singtiler diigtimler i¢in bir invaryanttir.



ispat. K ve K asagidaki sekilde gosterildigi gibi n késeli diigiimler olsun.

(D)L

V(K) = v(K')

Yukarida v singiiler diigiim invaryanti, timevarim islemleri ile vy diigiim invaryantina
dontistir. Bu sebeple bu v invaryant: v, diiglim invaryanti ile olusturulan singiiler diigiim
invaryanti olarak adlandirilacaktir. Singiiler skein baglantisi olarak adlandiracagimiz

(4.1) deki bagint1 diyagram olarak s6yle yazilabilir.

(‘V\\_/;’\} =v {><*} -V (/h\./ﬁ} (413)

(OS]
<



Boylece sekil (4.1) deki diyagram singiiler skein diyagrami diyecegiz. Ayrica sekil (4.1)
deki bir diyagrami diger iki skein diyagramlari ile yer degistiren operasyona da singliler
skein operasyonu diye adlandiracagiz. K + (veya K ) y1 K (veya K, ) ve K ile yer
degistiren islemi uyguladigimizda yeni bir kogsede sonuglanan digiimlenmeme islemi
uyguladigimizi soyleyebiliriz.
4.2. Tamm. (4.1) deki bagintiyt saglayan v singiiler diigiim invaryantina (en fazla) m
dereceli (veya sonlu tipli) bir Vassiliev invaryanti denilir; Eger, m + 1 késeli herhangi
bir singiiler diglim i¢in

v(K)=0 (4.2)
ise.
Ozel olarak eger v en ¢cok m dereceli fakat m-1 dereceli degilse yani sifir olmayan tam

olarak m koseli bir singiiler diiglimii varsa, v ye (tam olarak) m dereceli Vassiliev

invaryanti denilir.

Yukaridaki tanimlardan goriildiigii gibi bir Vasssiliev invaryanti esash olarak bilinen
diigiim invaryantlarindan 6rnegin; Jones polinomu, Alexander polinomu ve ké&prii
sayisindan farkhdir. Bu diigiim invaryantlart her bir digiimt matematiksel buyiikliik ile
iliskilendirir. Ancak bir Vassiliev invaryantr (4.1) ve (4.2) bagmtilarini saglayan bir
singiiler diigiim invaryantidir. Bu nedenle ¢ok sayida (sonsuz) Vassiliev invaryanti

vardir. Bunlan Vassiliev tipi invaryant olarak adlandirmak daha dogaldir.

Acikea goriiliiyor ki Vassiliev invaryantini iceren ¢ok sayida diigiim invaryant: vardir;
fakat digiim invaryantlarinin  hepsi Vassiliev invaryantini igermez. Vassiliev
Invaryantlarim igeren diiiim invaryantlarinin 6rneklerini vermeden 6nce bir Vassiliev

Invaryantinin tanimindan yola gikarak bazi 6nermeleri ispatlayacagiz.
4.3. Onerme. v bir Vassiliev invaryanti olsun. Eger K singiiler diigiimii bir" >Q
ilmege" |
sahipse

v(K)=0
dir.

Ispat. Eger (4.1) bagintisim ilmegin pargasini olusturan kdsegene uygularéak derhal

agagidaki denklemi yazariz.



v(K)= v >O =v D) NOE

4.4. Onerme. Eger K singiiler diigiimii asagidaki sekildeki gibi kosegeni varsa v(K) =0
dir.

Ispat. Onerme 4.3 {in ispatinin bir benzeridir.

4.5. Onerme. v sifir dereceli Vassiliev invaryanti olsun. Bu durumda herhangi bir K

singiiler diiglimi i¢in,

vy =v (O) .
Bu nedenle, esas olarak sadece sifirinci dereceden bir tek Vassiliev invaryanti vardir.
Ispat: v sifirinct dereceden oldugundan v (X) = () cikar ve dolayisiyla

v (X) =y <><> singtiler %kein iliskisinden oldugu ¢ikar. Eger K nin herhangi bir
kavsak noktasina bir digiimlenmeme islemi uygularsak bu v nin degerini sabit
kalacagini gerektirir. Bir dugiim birka¢ digimlenmeme islemi uygulanmastyla bir
asikar diigiime donistiiriilebildigi i¢in v(K) = v (Q) oldugu ¢ikar. Bu nedenle

herhangi bir singiiler diigiim i¢in v bir sabittir.
4.6. Onerme. Birinci dereceden (tam olarak) bir Vassiliev invaryant: yoktur.

Ispat: v nin birinci dereceden bir Vassiliev invaryanti oldugunu varsayalim. O zaman

tanimdan iki veya daha ¢ok koseli herhangi bir singiiler diiglim i¢in v sifirdir. Boylece

()
(8%



v(K}) # 0 ile bir tek koseli bir K, singliler diigiimii vardir. K; e digiimlenmeme

islemini uyguladigimizda sekil (3.1.a) daki IA< singiiler diiglimtine donstir.
iki veya daha ¢ok koseli herhangi bir singiiler diigiim igin v sifir oldugundan;(4.1)

bagintist ve Onerme (4.3) den v (K;) = v (K ) = 0 oldugu ¢ikar.Bu orijinal hipotezimizle
celisir.

K koseleri 1,2,...,m+1 ile numaralandirilan m+1 koseli bir singiiler diigiim olsun. Bu
koseleri yok etmek i¢in her bir kose bir singliler skein operasyonu uygulayalim. Bu

: 1 fosee )
islemler K dan 2™ tane {K_ _ _ }digiimi olusturur. Burada €,,¢,,...,€,,, ler +

veya — olur ve K_  diglimi efer e, =+ ise bir pozitif kavsak noktast ile veya

€, = — bir negatif kavsak noktast ile k kosesinin (k=1,2,...,m+1) yer degistirilmesi ile K
dan elde edilen diigtimii gosterir. Singliler skein bagmntisint arka arkaya uygulayarak

asagidaki formiil elde edilir;

i 2D VK, L), (4.3)

Burada toplam 2™ tane ¢€,,€,,....€, ,, elemanlarinin biitiin kiimesi tizerinden alindi ve

m+l

( €,€,,..,€,, Indizisindeki — lerin sayisidir. (4.3) bagintisi kullanilarak (4.2) daha

kullanisli olan asagidaki (4.4) bagintist ile yer degistirebilir.

4.7. Onerme. Bir singiiler diigiim invaryantmin ((4.1) bagintisini saglayan) en ¢ok m
dereceli vassiliev invaryantt olmasi i¢in gerek ve yeter sart m+1 koseli herhangi bir
singtiler diglim i¢in

Z (— 1)( V(Kelr€2>“"em+l ) =0 | (4.4)

€15€25-E 11

olmasidir.

Buradaki toplam (4.3) bagintisindaki aymi kiime tizerinden alinmustir. Vassiliev
invaryantini daha kolay degerlendirmek i¢in diigiim polinomlarinda oldugu gibi agac
diyagrami adi verilen bir algoritmay: verelim. Bu algoritmay: asafidaki ornekle

aciklayalim.

4.8. Ornek. Sekil (4.2) te iki koseli singiiler diigiim ic,_;_in Vassiliev invaryantini

degerlendiren bir singiiler aga¢ diyagrami ¢izilmistir.

(VS
LI
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Sekil 4.2
Boylece
v(K) = —v(K* )+ V(K_»)Z —v( O )+ v(K__)

4.9. Ornek. Sekil 4.1.(e) deki singiiler diigiim igin vassiliev invaryantini degérlendiren

/®\
: LSON L
0-® &

=v( OO )= [VKD) - vKI)]=v( OO ) -v () +v(K)

bir singiiler skein aga¢ diyagrami ¢izilmistir.

v(K) = v(Ky) — v(K))



BOLUM V
VASSILIEV INVARYANTLARINA BAZI ORNEKLER

Bu bolimde Vassiliev invaryantlarina bazi 6rnekler verecegiz. Ayni zamanda sonlu
tipte olmayan ve boylece Vassiliev invaryantt olmayan bazi diigiim invaryantlarinin var

oldugunu gosterecegiz.
5.1. Onerme. K bir diigiim olsun ve
_ 2 4 2m
Vi@)=1+az +az +..+amz" +..

da K nin bir Alexander-Conway Polinomu olsun. Bu durumda V,4(K) = ay,

(m = 1,2,...) tam olarak 2m tipinde bir Vassiliev invaryantina sebep olur.
Ispat: Asagidaki iki sartin saglandigini gostermek yeterlidir.

i) 2m+1 koseli bir K singiiler diigiimii igin , V 5,,(K) =0;

i) 2m kdseli bir K singtiler diigtimii vardir 6yle ki; Van(K) =0

Bir 6nceki boliimde (4.3) bagintisini agagidaki gibi yazabiliriz.

Z(vl)fv%z (Ke, 9y E ) = O (5~1)

Amacimiz (4.4) den ziyade (5.1) ifadesini ispatlamaktir. Son 2m+1-/ kavsak noktalarini

m+1

gosterilim.$imdi  (2.1) 1ile tanimlanan Conway polinomuna skein bagintisim

uygulayalim ve asagidaki formiilleri elde edelim.

Herhangi €,,¢,,....€,,,, i¢in

Vi (z)-Vg l’_(Z):ZvK (z)

€1,€2,..,€2 .+ €1.€2,..€2p €],€2,..,€2m .0

Eger skein bagintisini tekrar KEISEZ"":EZNHO icin uygularsak;

Vi w0(2) =V (2) =2V,

€1.€2,..€2m-1, €}.€2 . €2m-1.—,0 =

(2)

€].€2....€2p-1.0.0

elde edilir.

Asagidaki denklemi elde edene dek skein bagintisini uygulariz.



Z (-D)'V k. . (2)= A Koo o (2) (5.2)

elde edilir.(5.2) bagintisinin sag tarafi z”" K terim igermediginden v, (K) =0 dur.
Simdi (2) nin ispatina gegelim; sekil (5.1) de verilen K[p,q] singiiler diigiimiinii géz
online alalim. Burada p k&selerin sayisi ve 1q‘ da kavsak noktalarinin sayisidir.

K[5,3] KJ[5,-3

=l

(a)
Sekil 5.1

K[2m,1] 6zel singiiler diiglime bakalm ve V, (K{2m,1])i hesaplamak i¢in gerekli

formtil (5.3) bagintisinda verilmistir.

V 2m (K [2 I?’Z,l]): Z (_I)KV 2m (K [2m’1]€],62 ..... €9 ) (5~3)

Tor  dugumlerine ve onlarin  jenerik  formunu g6z  Oniine  alirsak

K [2m ,1] Cern e, (@2m-2(+1,2) tipinde bir tor diigiimii olur (bakiniz 2.4.6).

(1341

Burada (¢, €,,e,,...,€,, dizisindeki isaretinin sayisidir. Boylece;{ = m veya

{ =m+1 i¢in A(t)=1 ve
A(t):z“(’”") Fo " =l A D eger 0< £ <m,

N =D o =1 42287 e mat <o

Boylece ,eger her bir €, ,+ise ; V, (K[2m,1]ehel‘_ﬂE )=1 dir. Akst taktirde sifirdir. Bu

2m

yiizden V,, (K[2m,1]) = 1 sonucuna variriz.
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Yukaridaki 6nerme gostermektedir ki ; V,, Alexander-Conway polinomundan olusan

bir Vassiliev invaryanti vardir.

5.2. Teorem. V(1) K diigiimiiniin Jones Polinomu olsun. V(t) de t yerine

2 o0
al _ 9., -4
e [—1+q+2!+... > !

yazilarak Vi(q) sonsuz serisi elde edilir. Boylece;
Vi(@) =be +biq +bag® + ...

yazilabilir. Bu durumda J,(K) = by, en ¢ok m. inci dereceden Jones Polinomu ile

olusturulan bir Vassiliev invaryantidir (Birman, Lin, 1993).

Beklenildigi gibi 6nerme (5.1) deki aynt diigiince kullanilarak N. inci (N=2) dereceli
Jk(N)(t) Jones polinomundan olusan bir J,(N) Vassiliev invaryanti tamimlamak
miimkiindiir. Bununla birlikte Jones polinomundan Vassiliev invaryantin: elde etmenin

baska bir yolunu inceleyecegiz.

5.3. Onerme. @(t), K diigiimiiniin Jones polinomunun t =1 deki Taylor acilimi olsun,

bunun su sekilde yazabiliriz;
O, ()=cy+ct=D+c,(t =1 +...+c, D" +...,

bu seride gerekli hesaplamalari yaparsak,

oo {d"'Vk(t)}
t=1

m ! dr"”

Boylece; @y (1) = Cyp,, (en ¢ok) m dereceli bir Vassiliev invaryantidir.

Ispat: t-1 yerine t* almr ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Alexander Conway

polinomuna benzer bir seri elde edilin. Orada J, (K)=c¢, e karsilik

gelenV

2m

(K)=a,,, bir Vasiliév invaryantidir.
5.4. Ornek. |
i. Eger K sag-el yoinca duglimii ise;
(1) Vo (Ky=1 vé Vi(K)=0 1>3 igin;

(2) T, (K) = -3 ve J3 (K) =-6, oldugunu gosterelim.



ii. sekiz sekilli digiim igin 1=2,3,4 i¢in J; degerini bulalim

Coziim.
1. (1) Sag el yonca yaprag: diigtimtintin Alexander Conway polinomu
V(K)=t"~1+1
V. (2)=1+z°
V.., (K)=a,, oldugundan V,(K)=1,V (K)=0,i23 ise
(2) Sag el yonca yaprag: diiglimiiniin jones polinomu

Ve@)y=t+t —1t*

Vi(e')=e' +e™ —e

n=0 }7, n=0 ”! n=0 }/l,
o n ~ 1 I n n
g 4" ¢
e
pard W71 n! n!
3
=1-3¢g" -6q" +

J,(K)=c¢c, J,(K)=-3 Jy(K)=-6
ii. Sekiz sekilli diiglim i¢in jones polinomu
Ve =1" =t +1=1" 417

=l—t+t? =17 +1*
Vele)=1—e? +e —e™ +e*

I? 2nqn 3”(1” 4'7(]"
+Z[ n! i n!

n=0

=1+2q+5q2+-?q3

22
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Jy(K)=2, Ji(K)=5, J,(K)=



5.5. Ornek. K’ bir K diigiimiiniin ayna gériintiisii ise; (her m > 2 icin)

Ju (K= (D™ T (K) oldugunu gosteriniz.

Cozim. K' , K nin ayna gorintisii ise J()=J,. (t™'y  oldugundan
J, (K")=(=1)"J(K)oldugu agiktur, J(0)y=J,. (t™") K nin Jones polinomun da t
yerine t" alimrsa K" 1n Jones polinomu bulunur.

5.6. Uyari. Teorem (5.2) de oldugu gibi t= e% alarak Skein ve Kauffman
polinomlarindan Vassiliev invaryantlarini olusturmak miimkindiir. Her ne kadar bu
polinomlar iki degiskenli olmasalar da; 1- degiskenli polinomlara indirgenmesi gerekir

(detay i¢in Birman ve Lin ,1993 e bakiniz).

Jones polinomlarindan Vassiliev invaryanti olusturmanin kismen kolay oldugunu
gorditk. Ancak klasik geometrik diigiim invaryantlarindan Vassiliev invaryantlar

olusturamayiz. Simdi neden bu durumla karsilastigimiza biraz daha detayli bakalim.

5.7. Onerme. Bir “v” singiiler diiglim invaryanti, sonlu tipte olmayan bir K diigiimiiniin

isareti 1le tanimlanan bir Vassiliev invaryanti degildir.

Ispat: v nin en ¢ok n (n = 2) dereceli oldugunu distinelim. Amacimiz; v(K[n+1, n] # 0

oldugunu veya denk olarak;

S (=D'o (Kln+lnl . . )#0 (5.4)

oldugunu géstermektir. Simdi K[n +1,n] €reynen,, (Zn-2L0+1,2) tipinde bir tor

digiimi oldugundan isareti;

()  EBger (#n,n+l, 6(K[n+Ln]_ . J=(@n2r)
(i)  Eger {=nveyan+l, O‘(K[n +1, Vl]e, & ey ) =0

olur. Teorem(2.4.7.(4)) e bakimzKolayca gbriilebilir ki; €,,€,-€,,, dizisindeki £

n+1
negatif isaretli diiglimlerin saylsl;[ . j dir. Boylece (5.4) bagintisinin sol tarafi;



> (=) U(K[n +Lnl oo ): $ (1) ("Z l](2,7 ~20)

(=0

olur ki,bu degerin sifirdan farkli oldugu gésterilebilir. Bu v nin en ¢ok n dereceli olmast

kabiili ile ¢eligir.

5.8. Onerme. Sonsuz tipli bir K digimii igin asagidaki klasik geometrik invaryantlarin

hig biri vassiliev invaryanti degildir,
c(K) : minimal kavsak sayisi

u(K) : diigiimlenmeme sayisi

br(K) : koprii sayisi

b(K) : 6rgii indeksi

g(K) : diigtim cinsi

Ispat. Bunun ispati K[n+1,n] singiiler dtigiimii dikkate alinarak 6nerme (5.8) i ispatina

benzer sekilde yapilir.Detaylar okuyucuya birakilmistir.
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BOLUM VI
KIRIS (KORD) DIYAGRAMLARI

4.3 Onermesindeki esitlik (6nerme (4.5))ile birlikte gz dniine alinirsa herhangi bir “v”
Vassiliev invaryantt , 4-terimli formil olarak adlandirilan daha &nemli bir lineer

denklemi saglar.

6.1. Teorem (4-terim formiilii) Asagidaki esitlik herhangi bir “v” vassiliev invaryanti

icin saglanir.

D DD -

Sekil 6.1
Burada 4-singiiler diigiim ¢emberin disinda 6zdestirler.

Yukaridaki grafiksel formiil singiiler diigiim i¢in “€Q; Reidemeister hareketi ” denk

olarak yorumlanabilir.

Ispat: Simdi K ve K gibi iki denk singiiler diigiim g6z 6niine alahm. K ve K sekil

(6.2) de gosterilen cemberin i¢i hari¢ 6zdestir.

(a) ®)
Sekil 6.2

Cemberlerdeki (a) ve (b) kavsak noktalarina singiiler skein operasyonlar1 uygularsak ;

sekil (6.3) deki esitlikleri elde ederiz.



Sekil 6.3

v(K) ve v(K') niin son agitlimlarinin ilk terimleri esittir. Bu , onlarin denk singiiler
dugimiin v-degerleri olmasindan ¢ikar. Boylece kalan terimleri yeniden diizenlersek

sekil(6.1) deki formiilti elde ederiz.

6.2 Sonug. Herhangi bir v vassiliev invaryanti agsagidaki formiilt de saglar.

Sekil 6.4

Ispat. ki diagrama singiiler skein operasyonu uygulanirsa :,Sekil 6.4 deki bagint1 elde

edilir.



Onerme (4.5) ye gore sifir dereceli vo vassiliev invaryanti tektir. Ayrica dnerme (4.6) de
]-dereceli vassiliev invaryantinin var olmadigini gésterdik. Aym diistinceyle 2-dereceli

vassiliev invaryantint belirleyebiliriz.

Bunu sonlandirmak i¢in K singliler diigiimiine diigiimlenmeme operasyonlarint
uygularsak;bu operasyonlar sonradan gelen singliler diigiimlere koseler eklenmesine ve
asikar diigiimler olusmasina neden olacaktir. Tkiden fazla kdseli singiiler digiim igin v,

sifir oldugundan asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

! -~

X PR P £\
X o y LR VARV , JASN
v, (K) = av, (I{k__,_;ﬁ; +bv, (> -«»’..? +ev, {"\_/\’\)\/;} + dv, ( A ) (6.2)
burada a,b,c.d tam sayilardir (Asagidaki (6.3) 6rnegine bakiniz).

6.3. Ornek. i. K nin sag el yonca yaprag: diigiimii oldugunu kabul edelim.v,(K) igin

(6.2) formunda bir agihm tiiretmek i¢in skein singiiler diyagramini kullanalim (sekil

(6.5) e bakimz).

+/ \*

&

Sekil 6.5

va( CQ) ) = 0 oldugundan;
vy (K) = v, (O)+v, (OO +v, (&) yazabiliriz.

45



ii. K nin sekiz sekilli digtim oldugunu kabul edelim.v,(K) igin (6.2) formunda bir

agilim tiiretmek i¢in skein singiiler diyagramini kullanalim.

eSS
P \\ /./ N
;f._
Ly )
. \L/ ,,.«"/
o \\
-+ +
\
\
o L
. AN //K /7
( \> P ) /S
~ . { N i
S { /) / \ {7 /
. &
+ \ —+
\\
\
e A
J -
..... U 7 / \ / \{ / \\\
\, Y 3 = L\ I/ | ( 4 \‘/ /
et / S
-+ \ -+
L L
A Paony
T N .
X h > Py J I N !
~ 7 i .
— \_\A_,/ AN ,,) y \ ( /) /
g w
i~
y (:,_)
v
N TN TNy (/ P \
Y < )( > = A { :
R, /\ _,// e N \- } //

Simdi v, <©O> =0ve v, <OOO> = 0 oldugundan ; v, esas olarak v, (Q> v, ((fb)ve
ile belirlenir. V,(QO) ve J,(O) igin benzer sekilde hesaplanabilir. Herhangi bir

m(m=2) dereceli vassiliev invaryant: ;
vm(O> =0 dir. (6.3)

Bu yiizden v,(X) tamamen v, (&) degeriyle belirlenir. Bundan dolay: v, esas olarak o

tektir. Burdan

v, (Cgb =1 (6.4)

olarak secebiliriz.

Boylece :j
vz(&)=vz(&)fvz(&)=vz(&) (6.5)
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esitligi gosteriri ki; 2 koseli bir singiiler K diigtimiintin v, —degeri K nin kavsak
noktalarinin isaretine bagl degildir. Baska bir ifadeyle ; 2-koseli singtiler diigiim igin alt
ve list gecis noktalart arasindaki fark ihmal edilebilir. Bu ylizden eger bir singiiler K

ve s se ee . 3 3aean e . ve e s w
diigiimiinii bir f:S' — R’ dontisiimi olarak diistiniirsek K nin v, deger durumunda

tiim dikkatimizi S tizerinde ki a,b,c ve d noktalarindan hangilerinin gériintiilerinin ayni

oldugu sorusuna yonlendirmeliyiz.
6.4. Ornek. Bir K singiiler diigiimiiniin bir / : S' — R déniisiimii olarak ele alalim.
Durum (1): f(a)= f(b) ve f(c)= f(d)

K ve sekil 6.6.(a) daki singtiler diigiimler denk olmamalarina ragmen ; ayn: vo-degerine

sahiptirler.
f(c)=f(d) f(a)=f(c)
OOQ — B — &
fa)=f(b) f(b)=1(d)
(a) (b)
Sekil 6.6

Durum (2): f(a)= f(c) ve f(b)= f(d)

Bu durumda sekil (6.6)(b) deki singiiler diigiim ile K denk olmamalarina ragmen ayni v,

-degerine sahiptirler. Bu (6.5) bagintisindan ¢ikar.
Geriye kalan durum yani f(a) = f(d) ve f(b)= f(c) durum(2) indirgenmesi olarak
gosterilebilir: -

4 noktanin birbiriyle baglantilarini vurgulamak iizere durum (1) icin sekil (6.7) (a)
diyagramini ‘,;durum (2) icin sekil (6.7) (b) diyagramint gosterebiliriz. [Yukarida
bahsedildigi gibi ; sekil (6.7) (b) deki yaylarin kesislerinde hangisinin tist veya alt gegit

oldugu 6nemsizdir].

(a) (b

sekil 6.7
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sekil (6.7) deki diyagramlar genelde kiris diyagramlari olarak bilinir. Sekil (6.7) deki
iki kiris diyagramina v,. degerlerini tayin edersek, herhangi bir singliler diigiim i¢in v
yi, degerlendirmek miimkiindiir. v, —degerleri ile birlikte kiris diyagramlarinin

tablosuna gergek tablosu denir.

vy gergek tablosu :

Sekil 6.8

onerme (4.3) den V2<@> = 0 oldugundan ; bu kirig diyagrami genelde gercek tablosuna

dahil edilmez. Esas olarak v, <€B> igin degerin se¢imi sifir alinmadigy siirece

keyfidir.Gergek tablosunu ¢ogaltmak miimkiindiir, ancak bunun icin birden ¢ok durum

—li¢ dereceli v vassiliev invaryantlar —diistinmek gerekir.

(6.2) bagintisina benzer yolla bir K singiiler diigtimii icin

v3(K) = aV3<@) + bvs <®> *evs <CQ>> (6.6)

yazabiliriz. Burada a,b,c tamsayilardir. Yukaridaki formﬁlde(@) ve (OO) gibi singiiler
diigimlerin vs degerlerini (6.3) bagintisi veya 6nerme (4.3) geregince “sifir” olarak
thmal ettik.

6.5. Ornek. Sekiz sekilli dugiim ve sag el yonca yapragi digiimii icin ; (6.6)
bagintisindaki a,b,c degerlerini bulunuz. '

v3 (K) y1 belirlemek icin ; (6.6) bagintisindaki singiiler dugiimlerini yerine yazmak

yeterlidir.

\ , )
Dikkat edilirse vz<©)= vz<@>degerleri gibi aktualite tablosundaki vs (@)degerinin
aynisinin olmasina gerek yoktur. Bunun sebebi 2 koseli K singiiler diigiimiintin v
degeri K nin kavsak noktésmm isaretine baglt olabilmesidir. Gergekte | (4.1)

bagintisindan
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5(&)- &) + (D)

v3 iin v, ye kiyasi i¢in 3 kiris diyagrami vardir. Bunlar agsagida gosterilmistir.

s

& &

- vy icin gergek tab osunu kurmak i¢in bu u(; k1r1$ diyagramlarimin v3 degerlerini

bulmanz gerekir.

Bu onceki durum kadar basit bir is degildir. Bu isin dayanak noktasi sudur ; Kiris
diyagramlarinda biij}iik olmayan keyfi degerler tayin etmeliyiz. Mesela, v;(@) ve
v3(®) bagimsiz degillerdir. Gergekte sekil (6.9) da oldugu gibi her ikisini birbiriyle

iliskilendiren bir denklem vardir.

K, K, Ky K:
O NN 7N ,‘/ N { “"‘ e N
LoooX \ gy T \ ~ —
NN 0% V¢ YAV AN

;; M . "'u - N 4 p.‘\ i
SOV XY XY - TRy
) 3 { i
\‘K L h g\ // ~,\N / \\," . Mi
Sekil 6.9

Iyice kontrol edildiginde , yukandaki sekilde daire igindeki dort konfigiirasyon

Teorem(6.1) in 4-terimli formiiliinii saglar. Onerme (4.3) den v,(K,) = 0dir. Benzer

sekilde v3( ) de sifirdir. Boylece v5(K ) = v3(K'y ) olur. (Dikkat edilirse K; ve K;’

niin denk olmasi gerekmez)

Buradan asagidaki esitligi yazariz.
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2v ((é?): v (@)
3 3

Bu yolla , kiris diyagramlarini igeren tiim esitlikleri bulmaliyiz ve bu kiris
diyagramlarina vs degerlerini vererek denklemlerin ¢6ziilmesini saglayalim. (Durum

goriindiigii kadar karistk degildir.)

Herhangi bir dereceli bu kirig diyagramlari igin herhangi bir esitligin 4 terimli formiil ve

bu formiiliin varyasyonlarini sagladigin biliyoruz. Bu gergek tablosuna v i¢in 6nciiliik

edilmelidir.(Bar — Natan D. , 1995)

V3=

V; icin gergek tablosu;

Sekil 6.10

Ya \@(@) veya w(@) icin yalniz bir keyfi se¢im oldugundan 3-dereceli bir vassilev
invaryanti esash olarak tektir.

Yukaridaki prosediirii takip ederek (4.1) , (4.2) anlaminda ve gergek tablosundan m
dereceli “vn,” Vassilev invaryantlarini tamamen belir’_llevyebiliriz. Boylece gergek
tablosunu baglangic verisi ile (4.1),(4.2) ve (6.3) denklemleri LAksiyom LILIII olarak vp,
i aksiyomlastirmak miimkiindir.Ayrintili detay Birman v'g Lin de verilmistir.(Birman

J.S. and Lin X-S. , 1993)

Hatta m=3 durumunda ile gercek tablosunu belirlemek kolay bir olay degildir. Gergekte
m degeri biiylidiikge gercek tablosunu belirlemekte bilgisayar giiciine ihtiyag duyulur.
Mesela m=8 i:Qin ;40000 den fazla bilinmeyenli; 300000 den fazla lineer denklemi
¢cozmek gerekir. Macéraperst okuyucular i¢in daha fazla detay Bar-Natan da

bulunabilir(Bar— Natan D. , 1995).
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Not. 1. Herhangi bir K diigiimii igin V 5(K)=v,(K) dir. J; ve J3 Vassilev Invaryantlarini

v, ve vi denk degildir.

2. D kiris diyagramlarinin basit bir yayinin, D deki diger yayladan ayrik oldugunu

diistintirsek; herhangibir v Vassilev invaryanti i¢in v(D) = 0
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BOLUM vII
SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Alexander-Conway Polinomu ,Jones Polinomu ve skein polinomlarindan
Vassilev invaryantlart elde edildigini gordiik. Bu anlamda diyebiliriz ki; Vassilev
invaryantlar polinom invaryantlarindan daha kuvvetlidir.Belirsiz olan bu son ifade,iki
digiimiin vassilev invaryantlart vasitasiyla ayirt etmemize izin verir.Vassiliev
invaryantlarinin bulundugu tarihte bu tahmin Vassilev tarafindan agik birakilmustir.
Sunu belirtmeliyiz ki; 6zel Vassilev invaryantlarini hesaba katmak yeterli degildir. Bu
tahmin i¢in bu tiim Vassilev invaryantlarinin saglandigi gériilmelidir.¢iinkii sonlu
¢oklukta vassiliev invaryant ile ayirt edilemeyen sonsuz ¢oklukta ayrik diigiimlerin var

oldugunu gostern drneklere sahibiz.

Bu bakisla; K(n;), n>2 ,/>0 sekil (7.1) de belirtilen diigiim olsun. Burada 2/ sag

banddaki pozitif kavsak noktalarinin sayisi olsun.

Sekil 7.1
- K(n,0) n22 alterne bir ditimdiir. 3n kavsak noktali bir alterne diyagram i¢in bunu
bulmak miimkiindiir. Bu ytizden K(1;0) asikar bir digtim degildir.

AK(n;l) igin Alexander-Conway Polinomuve. Jones Polinomu asagidaki 6nerme ile

bulunabilir.
7.1. Onerme.

Herhangi bir />0 tam sayisi i¢in ,

i Vo (2) =V x@n(2)



il. Vkoy(z) =1-22"+... eger n cift ise, (7.1)
V kmo(z) =1-22"1+ . eger n tek ise,
iii. Vi) = ' (Vioy®)-1)+1
7.2.Alistirma.
i. Onerme (7.1) deki (1)ve (3) i ispatlayin.
ii. Onerme(7.1) de (2) yi K(5;2)i¢in dogrulayin.

iii. K(n;[)=K(n;! )esitliginin olmas1 i¢in gerek ve yeter sart /=/" oldugunu

gosterin.
m dereceli 2<m<n, V ,Vassiliev invaryanti i¢in énerme (7.1) (2) den

V m(K(n;0))=0 (7.2)
oldugu cikar.

(7.2) bagmtisinin herhangi bir v, Vassiliev invaryanti i¢in genisletilebilir.Gergekte.m

inci mertebeden 2 <m<n, keyfi bir vassiliev invaryanti i¢in
V(K (#;1))=0 (7.3)
oldugu ispatlanmistir.(Ohyama ,Y., 1995)

Boylece (7.3) bagintisinin dogrudan bir sonucu olarak; sonsuz ¢oklukta K(n;l)
digiimleri vardir ki m(<n) dereceli herhangi bir Vassiliev invaryanti ile asikar
diiglimlerden ayirt edilebilir. n degerini keyfi biiyiik alabiliriz ancak K(n;/) ile asikar

diigiimler sonlu ¢oklukta vassiliev invaryanti ile ayirt edilemez.
K(n;l) yi kullanarak bir sonraki teoremi ispatlayabiliriz.

7.3. Teorem. n>2 ve K diigiimi i¢in,K = K#K (), 120, K ve K(n;l) nin baglantili

toplam1 olsun.
i. K K ya denk degildir.
ii. Eger m<n ise m siral bir vassiliev invaryant i¢in;
V(K )=vm(K)
dir (Ohyama , Y.,1995).
Boylece sonlu g¢oklukta vassiliev invaryantlariyla ayirt edilemeyen sonsuz, coklukta

ayrik diigiimler vardir.
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Yukaridaki érnekte K asal diigiim degildir. Hem K ve hem K niin asal diiglim olacak

sekilde yukaridaki ayni 6zellige sahip bir 6rnek vardir (Stanford T).

Diger taraftan eger biz tim vassiliev invaryantlarini ele alirsak durum tamamen farkl
olur.Vassiliev invaryantlarini ¢evreleyen teorinin saglamhgi polinom invaryantlarinin
sistematik yolla ele alinmasina imkan tanimasidir. Béylece Vassiliev invaryantlar ile
polinom invaryantlari arasinda bir iligki vardir. Ozel durumda sasirtict bir sonug

bulunmustur (Melvin P.M. , Morton H.R., 1995).

7.4. Teorem. K ve K iki diigiim olsun. Eger her N>2 i¢in bu diigiimlerin Ninci
dereceden Jones Polinomlar: esit ise, bunlarin Alexander Polinomlarida esittir (Bar-

Natan D. , Garoufalidis,1994).

Yukaridaki teorem su sekilde agiklanabilir; Ninci dereceden biitiin Jones Polinomlart

{j M), N = 2} kiimesi Alexander Polinomunu belirler. Bu sonug¢ tamamen ilgingtir.

Gergekte (7.4) teoreminin ¢nemi sudur: Agikar Jones polinomlu asikar olmayan bir
diigliim bulmaktir.vg (t)=1 esitligi "A, (r)=1" gerektirmez. Fakat (7.4) teoreminin

sonucu olarak diyebiliriz ki;
JM (=1, tim N> 2 ler i¢in "A () =1" (7.4)

Bu asagidaki tahmin i¢in , temel teskil eder. Eger her N> 2 i¢in JA,(\,N) (1)=1 ise; K bir
asikar diugiimdiir.

Vassiliev invaryantlari iki digimi ayirt edecek kadar kuvvetli olmasada ;diigiimlerin
agikar diiglimlerden ayirt edilmesini saglar. Daha 6nce (giris boliimiinde) belirttigimiz
lizere ;vassiliev invaryantlérl calismas: heniiz gelisme asamasindadir. Fakat mevcut
arastirmalarin temeli ;vassiliev invaryantlarinin diigiim teorisindeki gelismelerde etkili

rol oynayacagini tahmin etmekteyiz.

Vassiliev invaryantlar1 teorisinin daha gelismis detaylari i¢in okuyucuya (Birman
J.S.,1993) Onerilir.Hirsli  okuyucular (Bar-Natan D.,1995) de bulunan gelismis

referanslar1 dikkatle inceleyebilirler.

w
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