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OZET

GaAs\AlAs sonsuz kuantum tellerinde bir yabanci atomun relativistik ¢oziimleri
baglanma enerjisinin bulunmast i¢in kullamlmigtir. Bu baglamda subband (yabanci
atomsuz,elektrik alansiz) ¢oziimleri bulunmusg ve elektrik alan uygulanmasiyla elektron
enerjisi varyasyonel olarak hesaplanarak baglanma enerjisine ulagilmustir.

Tel geometrisi olarak silindirik ve kare kesitli kuantum telleri segilmis ve
aradaki farkhihklar vurgulanmigtir. Hesaplamalar gerektiginde Fortran dilinde yazilan

programlarla niimerik olarak gergeklestirilmistir.



SUMMARY

The relativistic solutions of an impurity atom are used to find the binding energy
in GaAs/AlAs infinite quantum well wires. In this context, the subband energies are first
calculated, and then the binding energy is obtained variationally by the electron energy
under an applied electric field.

Cylndirical and square cross sectional quantum wires have been chosen as the
wire geometry and their differences on the binding energy are emphasized. The
calculations, if needed, have been carried out numerically with genuine computer

programmes in Fortran language.
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GIRIS

Guniimiizde digik boyutlu yaniletken sistemlerin aragtinlmas: kuantum fizigi
ile agiklanabilen davraniglara sahip yeni elektronik devre elemanlaninin tretilmesini
mimkin kildigindan buytk bir ilgi ¢ekmektedir. Digitk boyutlu yaniletken sistemler
literatiirdeki birgok varsayimlani ve deneysel sonuglan dogrulamak i¢in ayn bir test
alani olusturmaktadir. Ayrica son yillarda bu sistemlerin fiziksel ozelliklerinden

yararlanarak bazi yeni fiziksel kavramlar f{stinde aragtirmalar ve varsayimlar
yapilmaktadir. Diusiik boyutlu yariiletken sistemlerden olusan nanometre(lO"" m)

boyutunda elektronik ve optoelektronik cihazlar giiniimiiz bilgisayar ve haberlesme
endustrisinde kullanilan devrelerin temel yapitaglarim olusturmaktadir. Bu cihazlarin
fiziginin ve caligma prensiplerinin bilinmesi, bu sistemlerin daha aynintilh olarak
incelenmesiyle mimkiindir.

Kuantum kuyulari, kuantum telleri ve kuantum kutulari (noktalar) diguk
boyutlu variiletken sistemlerin geometrik siiflandirilmasini  olustururlar.  Bu
siniflandirma yapilirken tasiyici yiikiin hareketinin kag boyutta simrli ve kag boyutta
serbest tutuldugu g6z oOniine alimr. Kuantum kuyularinda tasiyici yiikiin hareketi bir
boyutta, kuantum tellerinde iki boyutta ve kuantum kutularinda ise her ug¢ boyutta
siirlandiriimustir. Tastyier yikin serbest olarak hareket edebilecegi boyut sayis1 goz
oniine alinarak, kuantum kuyulart iki boyutlu, kuantum telleri bir boyutlu ve kuantum
kutulann da sifir boyutlu yariiletken sistemler olarak adlandirihirlar. Bu sistemlerde
tastyict yik elektron, bosluk veya eksiton olabilir.

Son yillarda kristal biiyiitme teknolojisinde saglanan gelismeler, yaniletkenler
fizigi ve uygulamalan igin genis bir ufuk agmistir. Bu sayede hassas bir kontrol altinda
bir atomik tabaka tzerine diger bir atomik tabaka yerlestirilerek yaniletken kristal
buyutmesi yapilabilmektedir. Bu yolla elde edilen iki boyutlu sistemler kuantum kuyu
lazerleri, yeni diyod ve transistorlerin yapimina onciilitk etmistir. Bir ve sifir boyutlu
yariiletken sistemlerin fiziksel ozelliklerinden yararlanarak yeni uygulamalarin bagini da
kuantum tel ve kuantum kutu lazerleri gelmektedir. Kuantum telleri i¢in éneml bir

potansiyel uygulama da kuantum bilgisayaridir.



Guniimiizde nanoteknolojik tretim tekniklerindeki gelismeler sayesinde
geometrileri ve boyutlari De Broglie dalga boyuyla kargilastirilabilen kuantum telleri
uretimi mimkindar. Boylece silindir, kare ve dikdortgen bigimli kuantum telleri elde
edilebilir. Bunlar farkh atomik tabakalarin belli bir siurlayici potansiyel altinda
birlestirilmesi ile gergeklestirilir.

Diisitk boyutlu yapilarin iletkenligi yapildiga yariiletken malzemeye yabanci
atomlar katilmast ile artirilabilir. Bu yiizden bir yabanci atomun yapiya ekledigi ilave
elektronun (ya da desigin) enetji 6z durumlan ve baglanma enerjileri yapiy: karakterize
eder. Kuantum tellerinde elektrik alanin uygulanmasi, yiik tastyicilarnin dagihminda
degisimlere yol agar. Polarizasyon olusur ve enerji diizeylerinde kaymalar olur.

Kuantum tellerinde relativistik olarak yabanci atom elektronun enerji 6z
degerlerini, silindir ve kare yapida elektrik alan etkisini incelemek bu yapilarin

baglanma enerjilerinin bulunmas: ¢aligmanin igerigini olusturmaktadir.



1. KUANTUM TELLERI

Eger etrafi Ga,_ A4l _As ile gevrelenmis GaAs i¢inde iyonize olmug bir verici

atomun elektronunun hareketi iki boyutta sinirli bir boyutta serbest ise bu sistem GaAs
kuantum teli olarak adlandinlir. Bagka bir deyigle kuantum tellerinde elektronun
hareketi uygulanan engel potansiyeli ile iki boyutta simirlanip bir boyutta serbesttir.

Bir kuantum teli tek bir elektrona veya ¢ok sayida elektrona sahip olabilir.
Elektronlarin simirlandinlmasindan  dolayr kuantum tellerindeki enerji seviyeleri
atomlarda oldugu gibi kuantize olur. Bu bakimdan kuantum tellerinin fizigi, atomik ve
niikleer fizikte dogal olarak meydana gelen kuantum olaylari ile paralellik gosterir.

Kuantum telleri yaniletken malzemeden uretilirler ve nanometre mertebesinde
boyutlara sahiptirler. Kuantum tellerine yabanci atom katilmasiyla iletkenlik kontrollii
bir sekilde degistirilebilir. Bu katkilama iglemi,6rnegin 4 valansh atomlardan olusan
kristal yapiya digsardan 5 valansh yabanci atom(verici) eklenmesiyle gergeklestirilebilir.
5 valansh atom sisteme bir elektron verir ve pozitif yikli iyon haline geger. Sisteme
verilen bu elektron ile geride kalan pozitif yiikli iyon arasinda kiiglik bir bag enerjisi
olmasina ragmen bir elektrik alan uygulanmasiyla elektron iletkenlige katkida bulunur.
Tletkenligi artiran verici atomun elektronunun hareketi telin geometrisine bagli olarak da
sinirlandirilabilir.  Kuantum telleri silindir, kare ve dikdortgen bigimli olarak

uretilebilirler.



1.1SONSUZ KUANTUM TELI

Silindirik kesitli bir kuantum kuyu teli x-y diizleminde asagidaki gibi
gosterilebilir. Boylece bir telin iginde
4
/4\
\___/

AlAs GaAs

X
x-y diizleminde sonsuz kuantum teli
yer alan elektron ‘2’ dogrultusunda serbest, x-y diizlemi igindeki dairesel kesitti sinirlayan

sonsuz enerji duvarlan (GaAs bolgede) ile hapsedilmigtir. V(r) sinirlayici potansiyel i¢in [l]

0 d
V(r):(oo Z<>d (1.1.1)

yazilabilir. Boyle bir potansiyeli goren ve tel iginde bulunan elektronun non-relativistik

¢Ozimi i¢in hamilton fonksiyonu

hZ

2 2 2
S A AR A 7 (1.1.2)
2m \Op° pop p 0@ Oz

0

olur. Schrodinger denkleminin ¢oziimiinden elektron igin elde edilen subband enerjileri
taban durumda

o,
Ey=—a (1.1.3)
2m

olur. Bu enerjinin elde edildigi dalga fonksiyonu,



Wo(0) = NoJy (@, 0) (1.1.49)

dir. J, birinci tiir Bessel fonksiyonudur ve ¢, bu Bessel fonksiyonunun kokiidiir. Burada

N, ise normalizasyon sabitidir.



1.1.a)Sonsuz Kuantum Telinde Yabanci Atom

Telin GaAs bolgesinin z=0 diizleminde yer alan yabanci atomun konumu

p, =yx?+y? ile ifade edilir. Sonsuz kuantum teli iginde elektronun hamilton fonksiyonu,

2v72 2
=1 ¢ +V(r) (1.1.a.1)

2m p(p-p) +2*
dir.
Hy(p,2) = Ey(p,z) (1.1a2)
Schrodinger denklemi kullanildiginda a* etkin Bohr yarigapt ve R* etkin Rydberg enerjisi
birimlerinde,

2 2
[-V - = y(p,2) = Ey(p,2) (1.1.23)
(p - pi) +z°

elde edilir. Bu denklemin tam ¢ozimii yoktur. Bu ylizden yaklasik ¢6ziim yontemlerinden

olan varyasyon kullamlabilir. Hamilton fonksiyonu

H=H,-- 2
Jp-p) +7*

bi¢iminde ayrigtirirsak

Hy(p)= Ey(p)

ve

v, (p) = NJ,(a,, p) oldugu hatirlanarak denklem (1.1.a.3)’iin temel durumdaki ¢oziimi
i¢cin ¥(p,z) deneme fonksiyonu,

w(p,2) = NoJy (e, p)exp(-A/(p — p)* +2*) (1.1.a4)

olarak se¢ilir. Enerji 6zdegerleri

(E) = min [(%(p, 2)|Hy(p, z))]
‘ U wie.nlwi(p,2)

(1.1.a5)

denkleminden belirlenir. Donor elektronu igin baglanma enerjisi,



(v, (p.2)|H| v, (p,2))
E, =E,~mn, (1.1.2.6)
(l//l (p: Z)l llll (p: Z)>
yazilir. Bu ifade matematik islemler sonucu taban durum igin,
E, =-7 +—2~—4- (1.1.2.7)
yC
(1.1.a.7)denklemindeki A ve C integralleri
1
A = [1de (e)K, 2Apjt - 1)) (1.1.2.8)
[
1
C = [, (x)]t ~ 1,|K, A}t - 1,)) (1.1.2.9)
0

dir. Burada K, ve K, ikinci tiir modifiye bessel fonksiyonlaridir.



1.1.b) Sonsuz Kuantum Telinde Yabanct Atom Probleminin Relativistik Coziimii

Nonrelativistik kuantum teli ¢oziimlerinde tel genisligi y — O baglanma enerjisi
sonsuza gidiyor. Bu problemi relativistik ¢6ziimle agilmistir. [2]

d yarigapli sonsuz silindirik telin potansiyelini denklem (1.1.1) de vermistik. Simdi

elektronun 6zdeger ve 6zfonksiyonlar spektrumlarini

( *2 4+s2p2)4/(p) (E+m s )zl//(p) : (1.1b.1)
Klein-Gordon denkleminden bulalim. Silindirik koordinatlarda p = —ikV [7] veriliyor.
2 2 2
& 10,10 T (1.15.2)
o* pap p* op* T
ve

v = w(p,p,z) olsun. Boylece,

2 2
N AR 2000 W A A BN R ey (1.1b.3)
op* pop p'og’ es

z’ye baglt kismu

y(p,0.2) = v (2. (0. P) (1.1b.4)
diklik kosulundan aynistiralim.

e %61// Y, 8y, 4 5W~+W a“V;; :[(E_m*sl)z_m*lf}m% (1.1.b.5)
op*  p ép /0 o¢’ 0z

denklem(1.1.b.5)’i soldan saga ile garpalim.

v,

_ 2 1 a“l//22+ 1 0(//2 1 Oy, +L8~W21
v, 0p°  py, 8p Py, 09y, &

J: [(E+m*s2)2 -m* s4] (1.1b6)

(-) isaretini dikkate alarak denklemi

1%, 1 oy, 1 Oy, 10 1
v, o' py, 3p Py, 09 ozt s’H’

[(E—m*sz)z —m** s“]: k?

(1.1.6.7)



esitliginin saglanabilmesi igin (p, @) ve(z) bagimsiz degiskenlerine ayrigan iki denklemin

aym k” sabitine egit olmast gerekir. Boylece;

2

%Jr{;;ﬁ;k]nm*sz)z—m*z s4]—k2}1//1 =0 (1.1b.8)

2 2
oy, 19y, _.175‘/’22 - K, (1.16.9)

op° pop p Op
denklemleri elde edilir. Denklem(1.1.b.8)’den
k? :—;h—z—[(E—m*sz)z—m*z s"]—k2 (1.1.b.10)
s
secimiyle
2
V2 | oy (2) =0 (1.1b.11)
dz
boyle bir diferansiyel denklemin ¢dziimlerinden biri
w,(z) = A exp(ik,z) (1.1.b.12)
dir. Burada A4 normalizasyon sabitidir. Normalizasyon sabitini hesaplarsak dalga
fonksiyonu
1

z) = —-exp(ik,z (1.1.b.13)
V/l( ) \/’i‘ p( z ) \ 7
olarak bulunur.
Denklem (1.1.b.9)’de
v,(0.0) = v (P)Y.(9) (1.1b.14)

donigimii yapilirsa

dy, y.dy, v, dy,
4
dp* p dp p’dy’

=k, (1.1.b.15)

2

bu denklemi —£ e carpip diizenlersek z’in aynigmasina benzer gekilde
W

_ﬁiaﬂ'//s +£_d‘/’3 + k2 :___l_dz’/’4 - m

: (1.1.b.16)
y, dp°  y,; dp Y, do

bulunur. Sonug olarak



r d2V’3(p)+pdV’3(p)+(k2p2-m2).,,3(p)=o 1.15.17)

dp’ dp
ve
2
%WT;@”"ZW“(@ =0 (1.1.b.18)

denklemleri elde edilir. Denklem (1.1.b.18)’in ¢éziimii yapilirsa
1
= ——exp(im 1.1.b.19
A N p(imp) ( )

bi¢imine sahiptir.

Denklem (1.1.0.17) ‘de u = kp doniiglimii yaparsak,

,d
u’ de ( —m Yy, =0 (1.1.6.20)

Bessel Diferansiyel Denklemi elde edilir. [3] Tekil (Singularite) noktalan belirlemek igin

denklem (1.1.b.20)’yi ——12— ile garpalim ve y, = R diyelim.
u

R AR - R=0
du® udu u-

Pw  P)

B(w)=+=R0)= ==
u 0

) R u=0 da tekillik vardir. (1.1.b.21)
P(u)—l———:>P(0)——n(l) =
Denklem (1.1.b.20)’nin
Rw)=3 au’"’ (1.1.b.22)
j=0 :

bigiminde kuvvet ¢oziimleri vardir. [3]

Bu durumda,

fﬁ:Z B+ paus
du =

10



dR

~Dauf 7

olur. Denklem (1.1.b.20)’de yerine yazilirsa,

Z[(,B+])(,B +j-D+(B+j)—m }z ufti +Z au’’? =0 (1.1.b.23)

J=0

seklinde diizenlenmis olur. j+2==i olsun. Buradan j=i-2 ‘yi denklem (1.1.b.23) ‘de ikinci

terime yerlestirelim. ’

Burada a_, a_, gibi yani j<2 degerinde katsayilar tanimsizdir. Béylece serinin ilk terimi a,

olarak alinir.

S B+ )B+i-0)+(B+))-mlu +3 a_u (1.15.24)

j=0 j=2

Denklem (1.1.b.24) “Gn ¢oziimil yapilirsa
ml(-1)

%

2% ji(m + j)!

genel ¢oziimi elde edilir.

(1.1.b.25)

27

Tam sayilar igin I'(n+1)=n' n=0,1,23.. [3] bagintisini kullanirsak
m=T(m+1)=0(F+1)

(m+H=T(m+ j+1)

olur. Bu ifadeleri denklem (1.1.b.25) de yerine yazarsak,

) Tm+l)
2Y JiT(m+ j+1) °

(1.1.5.26)

2j =

bulunur. Bu ifadeyi denklem (1.1.b.23) “deki u ‘nun kuvveti tiirtinden yazmak igin
27 ile carpip bolelim.

2°(-1)T(m+1) Y
22 AT +m+1) °

(1.1.27)

27

Denklem (1.1.b.27) ‘yi

J () = ( ) Z (1) ] (1.1.6.28)

J'F(]+m+l) 2

Bessel artan serisine [3] doniistiirmek igin

11



a, = ————— secimi yapilirsa
PTGy oY

- -y’
228 JiT(j+m+1)

y (1.1.5.29)

olur. Bu katsayr denklem (1.1.b.22) deki ¢6ziimlerde yerine yazilirsa (Oncelikle gift

degerleri goz oniine aldigimizdan R(x) =" a, u#”**’ oldugunu dikkate alinarak)
7=0

i ("l)j uﬂ+2j z(ﬁJﬂi___&_ll}___(szj (1 1’b.30)
S272PT(j + m+1) 2 FTG+m+1\ 2 '

j=0

yani B=m icin J (u) Bessel fonksiyonu elde edilir. Eger S =-m igin yukandaki
iglemler yinelenirse

J«,,,(u):(%) iﬁ((n;—?ﬁ(%j j (1.1b.31)

¢Ozimi elde edilir.

Bu J (u)veJ_, (u) ¢oziimleri m. mertebeden birinci Bessel fonksiyonlaridir ve u ‘nun tim
sonlu degerleri igin yakinsaktir. J_(u)veJ , (u) arasindaki iliski

J)=(D)"J_, W) (1.1.b.32)

dir. [3]

Bu ¢oziimlere +m ’ci mertebeden birinci bessel fonksiyonu denir. Bu seriler x’in tiim sonlu
degerleri igin yakinsaktir. Eger m tam say1 degilse bu ki J_,(v) ¢dzimu ikinci mertebeden
olan Bessel diferansiyel denkleminin gizgisel bagimsiz bir ¢iftini olustururlar. Bununla
beraber, m bir tam sayi ise, bu ¢ozimlerin ¢izgisel bagimli olduklarn bilinmektedir.
Gergekten de m=n gibi bir tam say1 igin, yukarida da gorilecegi tizere

) = (=D"J_, ()

esit oldugu goriluyor.

Bessel fonksiyonunun m’nin tim degerleri i¢in J, (x)veY (u) gibi iki lineer ¢oziimii

vardir. Biri

12



cosmnt,, (u)—J,,u)

Y (u) =
() sinmr

(1.1.6.33)

dir.. m’nin tam say1 ve tam say1 olmayan degerleri i¢in inceleyelim.

m tam sayi1 degil ise;

sinmz#0 o halde Y,(u),J,)veJ ,(u)'nun lineer kombinasyonudur. Ama
J,(@)ve J_, (1) lineer bagimsiz ¢ozimlerdir. O halde J,(u) ve ¥, (1) bagimsiz ¢oziimler
olmalidir. ¥, (u) # o

m tam say1 ise;

sinmz =0 ve cosmz = (—1)" o halde

cosmm/ (u)-J_, (w)=CD)"J @)-)"J (u)=0 (1.1.b.34)

olur.
Y (u)da 5 belirsizligi ortaya ¢ikar. Bu sorunu soyle ¢ozebiliriz.(I.’Hospital kuralina gore)

Y (w)=1lim, Y (u) (1.1.b.35)
Y (uy=1lim,_ cosnz/ (u)—J_, (u)

{(;@)[cos nrl (u)—J_, (u)]}n =m
on

T
— |sinar ln=m
on
: | 0 0
{— rwsinnm/, (u)+ cosn;r(ajJn (u) - (ajJ_n(u)]n =m
Tultt) = [zcosnzlr=m
Y (u)= —:;K%)Jn(u) - (—1)”(%)1,,(11)} =m (1.1.b.36)

Biz burada iki seyi gosterdik. Birincisi yukaridaki denklemle diferansiyel denklemin
¢oziimi oldugunu, ikincisi, J_ () ‘dan bagimsiz ¢6ziim oldugunu gosterdik.

Simdi Bessel denklemini J (u) cinsinden yazarsak;
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2
u2 d sz(u) +u d]m(u)
du du
elde edilir.

+ (@’ ~m*)J,(u) =0 (1.1b37)

m tam sayi1 oldugu igin denklem (1.1.b.32) ‘yi kullanabiliriz. Bu durumda;

2
. d sz(u) i dy (u) e
du du

denklemini elde ederiz. Denklem (1.1.b.38) ¥, (#) ‘nun Bessel denkleminin m. dereceden

2—m*)Y, (u)=0 (1.16.38)

¢6ziimii oldugunu gosteriyor. Simdi ¥, (#) ‘nun ¢oziimiini seriye agilmis olarak yazarsak,

; u 2j+m
Y, (u)= —-{ln +v———z }J (u )——Z(—l) j'(m+])'( )

] =0

_ , (1.1b.39)
i{}* } 1% (m- ]—l)'(uJ 2
mln n+m 7!
v — Euler sabiti [3]
u=0OiseY (v) = [InO +v ——~Z JJ,,,(u) =00 (1.1.b.40)
2 m'()
J (1) ¢oziimina seriye agarsak;
m 2 4
J () =—2 J L y . (1.1b.41)
2"T(m+1) [ 22m+2)  2.40Q2m+2)(2m+4)

u=0 koydugumuzda J_(u) # <« oluyor.

Sonug olarak m bir tam say1 oldugundan ¢izgisel bagimsiz bir ¢o6zim daha bulmak

gerekiyor. Bu nedenle m bir tam sayr olmasa bile J, (u) c¢ifti yerine J (u)ve?, (u)
fonksiyonlannt almak aligkanlik haline gelmistir. Burada Y, (#) fonksiyonuna Neumann

fonksiyonu yada ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir.

N, (u)= J"’(u)cc;?:;: J_n(t) (1.1.b.42)

Tam say1 olmayan m ‘ler i¢in, N, (x) nun J,(u) dan ¢izgisel bagimsiz oldugu
agiktir. m — Tam say:1 limitinde ve Y, («) J_(u)’dan ¢izgisel bagimsizdir ve

logaritma igerir. Seri temsili denklem (1.1.b.39) gosterilmistir.
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Sonug olarak R(u) = R(kp) igin genel ¢dziim;
R(p) = AJ,,(kp)+Y, (kp)
olur. p =0'da R(kp) sonlu kalmahdir.

(1.1.b.43)

Y, (kp) yani Neumann fonksiyonu p =0 da sonsuz oldugunu belirtmistik. O halde B=0

olmas: gerekir. Buna gore,

R(p) = AJ, (kp)

olur. p =R, siir sartinda R(kR,) = 0 olmahdur.
R(R,) = AJ,,(kR,) = 0

(1.1.b.44)

(1.1.b.45)

Buradan Bessel fonksiyonunun kokleri niimerik olarak bulunup k degerlerine gegilir. Bagka

bir deyisle k sadece agagidaki 6zel degerlerle simrhdir.

k, =-m 20123

¥

u,,, Bessel fonksiyonunun kékidir.
R(kR,) = AJ,,,[EMROJ =A4J (u,)
R,
. u
R(kp) = AR[*-"—'”* P]
R,

¢O0ziimi bulunur. R(0)’yu normalize edersek,

R(kp) = R(p) = : Jm(’;;;" pj

(&2‘]5 S 1 ()

olarak bulunur. Simdi @(@)'yi normalize edersek,.

#(p) = \/;—nexp(imm

oldugunu goriyoruz. Son olarak y,(z)'i normalize edersek,
1
z) = —=exp(ik z
¥, (2) NI p(ik.z)

olur. Simdi artik w(p,@,z)’i yazabiliriz.

(1.1.b.46)

(1.1.5.47)

(1.1.b.48)

(1.1.6.49)

(1.1.6.50)



exp(img)exp(ik,z)J, (%"1 P

vip.@.2) = T
(LR ) 1 )
k, = Lom a,, denklem (1.1.b.46)dan ve
R
A
a,, = ;’" ve R, =d dersek
exp(imp)exp(ik,z)J, («
v(p.p.z) = ZRUEMP)explik,2)) (@, P)

(ﬂLdZ ﬁ Jm+l (amnd)

olur.

(1.1.b.51)

(1.1b.52)

Artik pargacigin enerjisi igin bir ifade bulabiliriz. denklem (1.1.b.10) tekrar yazilirsa,

k’= 52;12 {(Eer"‘sz)2 -m* s“]«k2

kP+k =

Sk, +E)+m* s* = (E+m*s®)

Ly
E+m*s? —~m*2s4]
S2h2 )2

(E+m*s?)= \[m*es* +SH(k_* +4°)

E=g+e, =k '+k’ yazlrsa

denklem (1.1.b.46)’dan & = k*

temel durum enerjisi,

E(d)=-m*s" Jm 5t shA kY +a,,’)

olarak elde edilir.
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1.1.c) Yaniletken Tellerde Yabanci Atom (impurity) Varken Baglanma Enerjisi

Yaniletken tellerde elektronlann etkilesmesi sonucu telde olusan Coulomb
potansiyeli

e2

U(p,z)z—){\/——;2—_4_—__2—2 (1.1c1)
ile ifade edilir. [1]

Bu etkilesme sonucu Klein-Gordon denklemini

(5 + 85 Jo(p,2) = [E+m*s* +U(p, 0} wie(0.2) (1.1¢.2)
yazilabiliriz. 1]

Burada E+m*s” = ¢ [2] dersek Klein-Gordon denkleminin bigimi

(m*2 st+5'p? )yo(p,z):[£+U(p,z)Fwo(p,z) ' (1.1.c.3)

olur. Taban durumunda (m=0,n=1) varyasyonel yontem kullanarak dalga fonksiyonunu su

sekilde segebiliriz.

Wo(p.2) = NoJ (o, p)exp(—Ay pi+z’) p<d

(1.1c4)
0 p=>d

segebiliriz. A varyasyonel parametredir. N ise normalizasyon sabitidir. Normalizasyon
sabiti ,

2

I?NzJoz(amp) exp(—244 p° +2°) pdodedz = 1 (1.1.c.5)

denkleminden bulunabilir. ¢ *ye gore integre edelim.

© oy T,

d o
N227r”J02(a10p) exp(~2A p* +2°) =1 (1.1.c.6)
00

denklem (1.1.¢.6)’y1 tek katli integrale doniigtiirmek istersek

@0

Jexp(<244/ p* + 2 )z = pK,(240) | (1.1.c.7)

0
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esitligini  kullaninz. K, ve K, ikinci tir modifiye bessel fonksiyonu olarak

tammlanmugtt. 3]

2

d
N2z [J, (@,0)K,(24p)dp =1 (1.1.c.8)
0

K,24p )_feXp(JL VP, (1.1.c.9)
p+z

esitligini goz ontine alirsak;

A . hres .
%2—(22}—82:—,0](1(2/1,0) esit oldugunu goririz. Bu esitligi kullanirsak normalizasyon

sabitini

N7?= —27r9"i
da

(1.1.c.10)

olarak bulunuz. Burada A integrali;

A= [Jy (e p)K,(24p) prlp , (1.1e.11)

Simdi Klein-Gordon denkleminin her iki tarafini

(m* ? )y/(p’”)"

Py ile bolersek,
m*s

1
2 2m* % g2 (8 +U(p,2) v(p,2) (1.1.c.12)

olarak yazanz. Kinetik enerjinin beklenen degerini hesaplayalim,

()= (l/f(p,”)! Jt//(p, ). (1.1.c.13)

denklem (1.1.b.2) de p° ifadesini kullanalim. Bu islemleri yaparken hidrojen atomu dalga
fonksiyonunun;

d — o i¢in ti¢ boyutlu

d — 0 igin ise bir boyutlu yaklagimlar kullanilir.

d —> o ise exp(~244 p* +z%) ifadesini exp(-244/p° +z°) seklinde alinir.

18



d — 0 ise exp(-244/p” +27) ifadesi yerine exp(~24|z|) ifadesini yazabiliriz.

Bu yaklasimlar sonunda kinetik enerjinin beklenen degerini hesaplamalar sonunda

r’ )
()= 7 @+ %) (1.1.c.14)
olarak bulunur.
Simdi de potansiyel enerjinin beklenen degerinide bulalim.
V) ={w(p, 2|V |w(p,2) (1.1.c.15)

dir. Bu denklemi agik olarak yazacak olursak,

£ 1
V = 4 U ’ > + > U 3 >
(Vo) = — =W a2y (o, D)+ 5——= (WP, DU, 2w (p.2)) (11016)
B C
olur. B ifadesinde gerekli islemler yapilirsa sonucu,
& 4me’N°A4

B=-——
m*s X

(1.1.c17)

olarak buluruz ayni islemleri C ifadesi igin tekrarlarsak,
_4nAN?e!

olur. C ifadesi igerisinde yer alan,

‘J’iexl;)(-Z)L,/p2 +z° )dz _

2 2
? p +z

2AG  esitligl yazabiliriz. [1] Burada G integrali hypergeometric

fonksiyonlar tirinden ifadesi,

G=| J§<amp)1<o<zzp)lf;({1}, {%—z—} fp’-]pdp

(1.1.c.19)

I 3 3) . )
+ 27LfJa (a0 PIK, (2/110)1172({1}, {5,5}, l“pz)p“dp
0

19



olarak  yazilir. []. o q({a},{b,c}, {z}) genellestiriimis hypergeometric ~fonksiyondur.

Texp(—ZA\/ pr+z° )d"
2 dt
0

Pz

=2AG esitliginin her iki tarafimt numerik olarak hesaplarsak

agagidaki tabloda verdigimiz degerleri elde edilir.

Texp(—2l\[?+—z-2 ), | 20
! pr+z’

A=1 =1 0.536 0.411

=2 0.445 0.266

=09 =1 0.549 0.392

=2 0.460 0.257

A=08 =1 0.563 0.371

| L= 0.476 0.247

Aradaki bu fark: gidermek igin biz goyle bir denklem oneriyoruz,

G integralini G = 2AG, + G, olarak ifade edersek,

2 exp(—244 p° + 2° |
jexp( @2:24[2/1G2+(S‘1)G1]

i (1.1.¢.20)
0

Burada S sabit bir sayidir. Boylece belirli tel genisligi ve A degerinde S’in ne olmas
gerektigini bulabiliyoruz ve iki ifadenin esitligi saglanmis olunur.

Potansiyel enerjinin beklenen degerini yazarsak

(V.)=B+C
g &4nN°A  4niN’e*
Vo)== R (1.1.¢21)
m*s* ¥ m*s'y

olarak bulunur. Enerji ifadesini yazarsak,

22 4 2 2 2 2 2 4
& —-m “s _|.h (0!104’_/12)~ a 7 e 4nN A+47r/11\{ e1 G (1.1.¢.22)

2m* s* m* m*s®  x m*sy°

elde edilir. Denklem (1.1.¢.22) de gerekli islemler yapilirsa yabanci atom enerjisi,
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~ 4me’ N> A

E(d)=-m*s
X
v - (1.1.c.23)
+\jm * s*+ 57 (a, +/lz)+(4ﬂe N A) + 8z : G
4 X
elde edilir. Hidrojen atomunun baglanma enerjisi
E,(d) = E,(d) - E(d) (1.1.c.24)
ya da agik olarak,
2.2
Ey(dy = A [ s s
V4
(1.1.c.25)

2.2 4\? 2 4
_\/;*254+S3h3(a120+/12)+(47dveAJ +SmQNe G

x z’

bulunur.

~ Enerji ifadesini R*(etkin Rydberg enerjisi) ve uzunlugu a*(etkin :Bohr yarigap) cinsinden

yazmak igin boyut degisikligi yaparsak y = _‘% A=da¥, a=a.a*, x=ad=24048
a

-

ve p=itd y= é_l_’ GaAs igin (m* = 0.067m, y =98)donisumleri sonucunda baglanma

enerjisi,

2 4 4 4 L, 2 s+ 1 ;
EM==%4 mr—=a’ ‘Ji+~<a'+k>+~f‘—c, +2att (1.1.¢.26)
yJf STy f

olarak yazilir. Burada ¢, f,c,, f, integralleri asagida gosterildigi gibidir.

1
¢ = [J3 (K (2Apryeds (1.1.6.27)
0
1
f = [ LGk, @ayptyrar (1.1.c.28)
0
1 13
c, = j Ji(xK, (2lyt)1}72({1},{5,5}, Ayt jtdt (1.1.c.29)
0
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1
f, =2 j J2(xH)K, (ZAyt)le({l}, {%%} Vi yztzjtzdt (1.1.c.30)
0

Yabanci atom telin merkezindeyken baglanma enerjisinin telin genigligine gore degisimi
Sekil 1 de gosterildi. Burada ince tellerde baglanma enerjisinin telin genisligi arttik¢a
azaldiZim ve belli genislikten sonra parabolik (}/ =0.17) ne non-parabolik y =0

degerlerin ayn1 oldugunu goriyoruz.
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y(a*)

Sekil 1. Baglanma enerjisinin tel genigligine gore degisimi relativistik (y =0.17 ve

non-relativistik y =0 )

23



1.1.d)Yabanci Atomun Konumuna Bagimliik

Yabanci atomun z=0 diizlemindeki konumu p, ise;

d 2xo

v(p.2)= N [ [[J(@eprexo(-20(p - p,)* +2")ppdedz - p<d

00 (1.14d.1)
0 p=>d
olarak secebiliriz. (1.1.c) boliimiinde yaptigimiz gibi normalizasyon sabitini hesaplarsak,
N7 =2 (1.1.d.2)
di

burada, A integrali
d

A= [K,(22]p - p)Ji(@op) pdp (1.1.d3)
0

dir. | p- pol alinmasinin sebebi p < p, ve p > p, degerlerinde dalga fonksiyonunun cok

“bityitk degerlere ulagip sonsuza gitmesini 6nlemek icindir. (1.1.c) boliimiinde yaptigimiz

yontemin aynisini burada uygularsak baglanma enerjisini

E.b.(y):_z_,c_'+ _%_4_:4_2_612 —Jﬁ;+iz(az+)f)+(~2—c—|) +§i(ﬂé_j (1.1.d.4)
yf W /4 Yy yf y\ f

yazabiliriz. Burada ¢, = —39 olmak tizere sirastyla ¢', f',c,'ve f,' integralleri,

c'= }Jj (xt)K, (2A¥|t —t,|)edt (1.1.d.5)
f'= }'Jg (et) K (2]t =t D]t — 1, [tdlt (1.1.d4.6)
c,'= j;Jg (x)K, 2t - t0|)1F2({1}, {%%} 2yt - to\z}*dt (1.1.4.7)
f,'= 1!13 (xO)K, 2t - 10‘)1F2({1}, {%%} Ayt - to‘z)k —1,|edt (1.1.d.8)

24



Baglanma enerjisinin tel genisligine gore degisik yabanct atom konumuna gore degisimini

Sekil 2 de gosterildi. Burada 1 ve 2 de (¥ =0.17), 1 de (£, =0.5)2de (1, =1) 1" ve 2" de

(y =0),1 de (¢, =0.5) ve 2 de (f, =1) olmak tizere gosterilmistir.
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1
20 —
15 —
©
o
Ko
[34]
10 —
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|
0 [ 1 |
0.0 0.1 0.2 03 0.4

Sekil 2 Baglanma enerjisinin tel geniglifine gore de§isik yabanci atom

konumlarinda relativistik ve non-relativistik olarak degisimi gosteriyor.
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2.1.a)Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonsuz Silindirik Kuantum Telinde Elektron

Diizgiin elektrik alan goren kuantum telinde dnce Schrodinger ¢oziimlere bakalim.
Elektik alan yokken ki coziimleri Bolim 1.1.a) da gostermistik. x dogrultusunda elektrik
alan varliginda Hamilton fonksiyonu,

H,=H,+npcos¢g (2.1a.1)

olarak verilir. [4]

& 190 18 o e
=—5+———+-——5+—5+V() denklem(1.1.2) olarak verilmisti.  V(r)
op- pop p Op° oz

H,

potansiyeli denklem(1.1.1) de tanimlandig: gibidir. Elektrona ait Schrodinger denklemi
Hy(p,p,2) = Ey(p,p,2) (2.1.a.2)
olur schrodinger denkleminin ¢éziimlerinden deneme dalga fonksiyonu

w(p,0,2) = NJy(a,p)exp(-Bpcosp)  p<d

2.1.a.3)
0 p=2d @ )

olarak verilir. Burada felektrik alan parametresidir. [4] denklem(2.1.a.3) deneme dalga

fonksiyonu ile Schrodinger denklemi ¢ozuliirse R* ve a* birim sisteminde taban durum

enerjist, ;
2 240481 1
E =—-§*-2 D nd>3 2.1.a4
1 ==B ﬂ( 3 j 7, d 2 ( )
olarak bulunur. Burada /,,/, ve I, integtalleri sirasiyla,
1
I, = JJO(xt)J, (xt)exp(-2 fdt cos @)t cos gt (2.1a5)
0
1
I, = I J3 (xtyexp(-2 fdt cos p)tdt (2.1.2.6)
¢
1
Iy = | Jg(xt)exp(=2 Bdt cos p)t* cos gult (2.1.27)
0
dir.
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2.1.b) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonuz Silindirik Kuantum Telinde Hidrojen

Atomunun Davranisinin Schridinger Denklemi ile Coziimii

Duzgun elektrik alan goren kuantum telinde once Schrodinger ¢ozimlerine bakalim.

Elektrik alan yokken yabanci atom problemi ¢oziimieri Boliim (1.1.a) de gostermigtik. x

dogrultusunda elektrik alan varhiginda ise Hamilton fonksiyonu,

2
e

e(p-p,) +2

H,=H -

olur. [4]

Elektrona ait Schrodinger denklemi

Hy(p,9.2) = Ey(p,0,2)

dir. Cozam igin kullanmlan deneme dalga fonksiyonu

v(p.0.2) = NJ (e, p)exp(~pcosp)exp(-Ayf(p~ p,f +2°)  p<d
0 - p=d

olarak verilir.

Boylece,R* ve a* birim sisteminde yabanci atom enerjisi,

, , I 2.4048Y 7 217
E =X-p+nd=-2 51 %16
’ p nd17 ﬁ( d )(IJ dl,

olarak hesaplanir. Burada swrastyla, /,, 1,1, vel,

1P~ po| = Jtz +1] — 21, cosg
yazildt. [3]

J(xt)exp(-2 Bdt cosp)K (22d \/ 1>+t - 21t cosp

I, =
)* coscp\/t2 +1] — 21t cos didg

&ty
O by &

; j.TJ Jo(xt)J, (xt) exp(—2 fdt cos @)K, (ZMJIZ +1; =2, co8¢0 )
5 =
00| feos@, [t + 12 — 21t  cosg didg

28

(2.1b.1)

(2.1b.2)

(2.1.b.3)

(2.1.b.4)

integrallerinde

(2.1b.5)

(2.15.6)

(2.1b.7)



2z

1
I = H. Jg(Xt)exp("ZMtcosw)Ko(ZﬂthT+ 12 —2tt,cosp )t dtdp (2.1b.8)
00
127 ’
I, = J' j J2(xt)exp(-2 ,&z’tcosgf))l(',(Z/Qd\/ti2 +£ - 21t,cosp )t\[t2 +12 ~ 21t cos@ dtdo
00

(2.15.9)

olarak bulunur. Baglanma enerjisi F, = F, — E, olarak tamimlanir.

Eger p<p, ve p> p, yaklasimmm yapip ¢oziimlerimizi I (24p) I,(2Ap) Modified
Bessel fonksiyonlan cinsinden yazsaydik Sekil 6 daki gibi elektrik alan varhginda
baglanma enerji igin beklenmedik bir sonug¢ ortaya ¢ikiyor. Bu sonug kare kesitli tel
¢ozimii ile kargilagtirdigimizda uyumsuzluk gosteriyor. Bu uyumsuzlugu ¢6zmek igin

denklem (2.1.b.5) deki yaklagimi kullamirsak kare kesitli tel ¢oziimleri ile uyum iginde

oldugunu goriiyoruz.
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2.1.c) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonuz Silindirik Kuantum Telinde Relativistik

Hidrojen Atomunun Davranisi

Duzgiin elektrik alan goren kuantum telinde once Relativistik ¢dziimlere bakalim.

Elektrik alan yokken ¢oziimleri Bolim (1.1.b) da gostermistik. (x = pcose) dogrultusunda
elektrik alan uygulandiginda Klein-Gordon denkleminin ¢éziimlerini inceleyelim. Elektrik
alan terimi 7 =|e]F olarak alimir. Bu durumda genel denklemi yazacak olursak Klein-

Gordon denklemi;
(m* s* + 5 W(p,0,2) = (e + npcose) w (0,0, 2) (21cl)
dir. Burada ¢ = E, + m*s* alinmigtir. Deneme dalga fonksiyonunu

w(p,p.z) = NJ,(a,, p)exp(—Bpcosp) p<d

2.1.c2
0 p=d ( )

olarak segebiliriz. p° operatorinii denklem (1.1.b.2) de tammlamustik. Gerekli iglemleri

yapilirsa kinetik enerjinin beklenen degerini,

<T> = 5%1—:{(“10 - ;52)' 20‘10:3(%}} (2.1¢3)

olarak bulunur. Burada /, ve I, integralleri,

j f S, p) (ay, p)exp(=2 Bp cosp) cos ppdpdp (2.1.c4)
I, = | [ pess(-2pcosprpdad . (21¢5)

Ayni islemleri potansiyel enerjinin beklenen degeri i¢in yaparsak,

(Irr) 251](]]9 )—t— n [119 ] (2.1.c.6)

elde edilir. Burada J,, ve /,, integralleri,
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d2r

5 = [ [ 3 (@0 p)exp(-2Bpcosp)cos po’dpdyp 21e7)
00
d2n

L, = [ [ 2 (e, p)exp(-2 fpcosp)cos? pp*dpde (2.1.c8)
00

olarak yazilir. E, = (T)+(V,) enerji ifadesini diizenlersek,

E(d)=-m*s* + n(—ll‘)—J
1
- - — 2.1.c9)
m** s*+ 0 al - BF - 20, B-E |+ 4P 20
i 5, T\,

9

bulunur,
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2.1.d) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonuz Silindirik Kuantum Telinde Yabanci1 Atom

Varh@inda Hidrojen Atomunun Davranisinin Klein-Gordon Denklemi ile Coziimii

Diizgin elektrik alan goren kuantum telinde once relativistik ¢oziimleri bulalim.
Elektik alan yokken yabanci atom problemi ¢oziimlerini Bolim (1.1.c) de gostermistik. x
dogrultusunda elektrik alan varliginda Klein-Gordon denklemi,

(m *2 gt +s2132)//](p,¢7,z) =(e+U(p,2z) +npcosp)’ v, (p,,2) (2.1.d.1)
seklinde yazilir. burada ¢=E, +m*s* dir. x dogrultusunda elektrik alan varhiginda
deneme dalga fonksiyonunu yazarsak,

¥, (p,0,2) = N J(a,,) exp(-fpcosp)exp(-A\(p - p,)* +2°)  p<d

(2.1.d.2)
0

olarak yazilir. Burada f elektrik alan parametresi ve A varyasyon parametresidir. Bolim

(1.1.c) de yaptigimiz yaklasimlari burada kullanirsak kinetik enerjinin beklenen degerini,

2 I, 2
(T)= Y *[am + A - p7 - 2amﬂ-1—i] (2.1.d.3)

13

olarak hesaplanir. Burada I, ve I, integralleri,

[12 =

© oy R

i
[ (@op)(@opyexp(-2Bpcosp)k 245 - 3, ||p - 5, |cospadpdp  (2.1.4.4)
0

[13

Il
© oy 8,

[2(@oprexn(-2B0c0s0k, 213~ 5, |5~ 71 oo (2145)

olarak diizenlenir. Boliim (2.1.¢) de yaptigimiz gibi potansiyel enerjinin beklenen degerini

hesaplarsak,

V.)= n2£‘4—~§”iﬁi+28n{x_g_ e’ 1, | 22" 1,

i . (2.1.4.6)
I, x 1 I, x I r I

olarak bulunur. E,(d) =(T)+(V,) enerjisi
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2
Eyd)=-S sy phs

x 1 I,

2
m*s

m** s* +s7h [ + A - p*-2pa 10—‘2—

} 248 I,
Is

Zz I, I,

2 2
ety 2ne z__f__#[z_] ; ,,2(5&)
x 1y ¥ 11, 2\, I
dir. Baglanma enerjisi

E,(d) = E,(d)- E,(d) olarak tantmlanirsa a* ve R* birim sisteminde,
Lo 20 0

E =2y
I, ylI; I
2
4 40 5 I 220y | 2o ]
+ =+l -f —Zaﬂ—-“-}hny Liptyt
\[74 72{ I, I I
—4;+i{a2+7Lz—ﬁ2—2aﬂ~{’i:‘+§i£‘i+n2y2!‘i
vy r s IL; L,
- 2 2
41]11—477—1—&{&4—-42—({&) +7]2y2[is-)
L, I, 1y, Yy \Uys L,

bulunur. Burada,

o!.._.»-

j o (xt)J, (xt)exp(—2 Ayt cos @) cos prdtdp
0

j jJ (xt)exp(—2 Pyt cosp)dtdy

Il .
oi—,'—‘

J 2(xt)exp(=2 Pyt cosp)cos @t dtdg
0

J2(xt)exp(=2 Pyt cosp)cos’ pt’dide

M~

Il
© Sy
© e

”’f Jo(xt)J, (xt)exp(-2 Pyt cos @)K, (ZAy‘t ‘]t ~1, ‘coqutdtdgo
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(2.1.4.7)

(2.1.d.8)

(2.1.4.9)

(2.1.d.10)

(2.14.11)

(2.1.d.12)

(2.1.d.13)



H

j. jf.] > (xt)exp(=2 Pyt cos )X, (2/1y$7 - ?;u? - ?Oi tdidp (2.1d.19)

H
ol__‘.-.;

f J3(xt)exp(-2 fytcos )k, (leylf ~ i;])? - Z)] cos’ ot dtdp (2.1.4.15)
0

Il
o!—.‘.—a

f J2(xt)exp(~2 Byt cosp)K (2T ~ 7| e (2.1.4.16)

J2(xt)exp(—2 fytcosp)K, (2/%)/]? - i;(){i' - Z)‘ cospt’didg (2.1.d.17)

~

[=2Y

I
& Gy —
o!————.'_\:’

2

2

JE(xt)exp(~2 Byt cos @)K, (ZZytt Dcos pt’dde (2.1.d.18)

N.‘
H
© Sy
O ey

]. f Jl(xt)exp(=2 fytcos@)K, (2/1in !)F ( {— —} ﬂzyzlt -1 !)tdtd(p

+22y[ fJ (xt)exp(-2 pytcos @)K, (Zﬁ.y‘t ~1 ]),F { 1} {.— ~} 2y

iy rﬂﬂ}t iy |tdtd

(2.1.4.19)
Relativistik ve non-relativistik ¢ozimleri kullanarak baglanma enerji ifadelerini bulduk.
Baglanma enerjinin tel genigliine gore degisimini relativistik ve non-relativistik olarak
kargilagtirdik. Sekil 3 de sabit elektrik alan degerleri altinda (yabanci atom merkezde)
baglanma enerjinin tel genislifine gore degisimini ¢izdik. Kesikli ¢izgiler non-relativistik

¢oziimler diiz ¢izgiler relativistik ¢ozimleri gosterir. A ve C de F =0, B ve D de ise
Fe zo("V)
cm

Sekil 3 1) da ince kesitli silindirik sonsuz kuantum telinde relativistik ve non-relativistik
¢ozimler karsilastinildi. Kesikli gizgiler non-relativistik ¢oziimler diiz gizgiler relativistik

¢oziimleri gosterir. Relativistik ve non-relativistik ¢oziimde ustteki sonuglar F =0

: VY.L . o

igin,alttaki sonuglar /7 = 200(-——} i¢indir. Cok dar tellerde relativistik ¢oziimde baglanma
cm

enerjisi daha bilyitk bulunmakta Bohr yarigapina yakin degerlerden sonra daha kiigitk
olmaktadir.
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Sekil 4 de sabit tel genisliginde (y=2a*) baglanma enerjisinin elektrik alana gore degisimini
(yabanct atom merkezde) relativistik ve non-relativistik ¢oziimleri karsilastirdik. Kesikli
cizgiler non-relativistik diiz ¢izgiler relativistik ¢oziimleri gosterir.

Sekil 4 1) da ince kesitli silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin elektrik
alana gore degisinini tel genisligi y=0.35a* (A ve B ) ve y=0.5a* (C ve D) igin
incelenmistir. y=0.35a* igin relativistik ¢6ziimiin baglanma enerjisi biiyiik, y=0.5a* i¢in
daha kiigiik oldugu gosterilmistir.

Sekil 5 de ise sabit tel genigliginde ve elektrik alan altinda baglanma enerjisinin yabanci

C e . kV
atomun konumuna gore degisimini ¢izdik. A ve Cde FF =0, Bve D ise F = 20(———)

cm
olarak secilmistir. Kesikli ¢izgiler non-relativistik diiz ¢izgiler relativistik ¢oziimleri
gosterir.

Sekil 5 1) da ise baglanma enerjisinin yabanci atomun konumuna gore degisimi 0.5a* tel

denigliginde AveCde F =0 BveDde F = ZOO[L) degerlerine incelenmistir.
cm

Sekil 6 da Kesikli ¢izgiler non-relativistik diz gizgiler relativistik ¢oziimleri gosterir.

Burada $ekil 5 deki ¢ozimlerle aym sonuglari  bulmayr beklerken A

durumunda( ' = 20(5—1—/—)) kare kesitli tel yapidan farkli sonug veriyor. [4] Burada D de
cm

oldugu gibi bir karakter bekliyorduk. Bu farklihk p < p, ve p> p, yaklagimi sonucu

denklemleri I (24p) 1 (2Ap)Modifiye Bessel denklemleri ile ifade etmemizden ortaya

¢ikiyor. Bu farkliligi ortadan kaldirmak icin $ekil 5 de denklem (2.1.b.5) yaklagimim
k e

kullandik. BveCde F=0,AveDise F = 20[-—11) olarak secilmistir. Tel genisligi Sekil
cm

5 ile ayn1 alinmugtir.
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Sekil 3 Silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin telin genisligine

gore degisiminin relativistik ve non- relativistik olarak karsilastiriimasi.
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Sekil 3 1) Ince kesitli silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin telin

genisligine gore degisiminin relativistik ve non- relativistik olarak karsilagtiriimast.
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Sekil 4 Silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin elektrik alana gore

degisiminin relativistik ve non-relativistik karsilastiriimast.
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Sekil 4 1) Ince kesitli silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin

elektrik alana gore degisiminin relativistik ve non-relativistik kargilastiriimast.
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EpR(*)

Sekil S Silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin yabanci atomun

20

1.2 —
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0.4 —

0.0

\\\ Sl
-
~

T —

0.0
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to(a*)

1.6

2.0

konumuna gore degisiminin relativistik ve non-relativistik karsilastirilmasi.
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Sekil 5 1) Ince kesitli silindirik sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin
yabanci atomun konumuna gore degisiminin relativistik ve non-relativistik

karsilagtiriimasi.
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Sekil 6.Relativistik ve non-relativistik ¢ozim kullanilarak baglanma enerjisinin

yabanci atomun konumuna gore degisimi.
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2.2.a) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonsuz Kare Kesitli Kuantum Telinde

Schrodinger Denklemi ile Hidrojen Atomunun Davramisinin Belirlenmesi

Taban durumda tele diizgin elektrik alan goren kuantum telinde once non-
relativistik ¢oziimlere bakalim. Elektrik alam x dogrultusunda uygularsak Schrodinger
denkleminin ¢oziimlerine bakalim. Burada (xcosf + ysin8) elektrik alanin kare telde
genel ifadesidir. Biz sadece x dogrultusunda uyguluyoruz. Silindirik ¢dziimlerde bir
boyutta elektrik alan uygulamustik kare ¢oziimlerde de bir boyutta elektrik alan
uyguluyoruz.(x dogrultusunda) Elektrik alan terimi 7 =|¢|/F olarak alimir. Bu durumda
Schrodinger denklemi,

o N
{Zm *‘:axz + ayz}+V(x,y)+7](xcos6?+ysm H)F//(x,y) = Eyw(x,y) (22a1)

burada potansiyel [6]

L
el X,y ;y
V(x,y)= . (22.22)
{0 x,y <=2
L 2
Hamilton fonksiyonu,
_ wio & o -
H, =~ + +—|+n(xcosf + ysin 8 22a3
0 2”’1 *(axg éyz &2) 77( y n ) ( )
olarak tamimlantr. Dalga fonksiyonunu,
w(x,y) = cos%—c—cos%y-exp(‘— P(xcosO + ysin 6)) (2.2.a4)

x v
seklinde yazilir. Burada L, ve L, telin genisligidir. Kare tel oldugu i¢in L, =L, =L
olarak yazilabilir. Elektronun dig elektrik alan altinda enerjisini,

_ e pH | (x,y)
" {w e[

denklemi ile buluruz. Gerekli iglemler sonucunda,

(2.2.a5)

43



2 2 .
E0:£_+fr__ 2_2ﬂ7[[c059£+sm9£j

D L. B L, B
D E
+1cosf@—+nsin@—
n B nsi B
olarak bulunur. Buradaki integralleri sirasiyla,
L, L,
22 ny
A= f Ism—cos 2L—exp(—2ﬁ(xcose+ ysin 8))dxdy
~Ly =L, x x
T g
L, L,
2 2 zy
B= [ [ cos®—cos’ . = exp(—2B(xcosb + ysin 8))dxdy
~L, -L, x
iy g
L, L
2 2 ny 7zy -
C= j I sin =~ cos—=cos’ —exp(—2 B(x cos@ + ysin §))dxdy
Ly -1, Ly Ly Lx
2 2
L, L
2 2 o
D= J‘ j cos’ 2L exp(—2 B(xcos@ + ysin 8))xdxdy
Ly, ~L, x
Eley g
L, Ly
2 2 oy
E= j _[ co s* exp(—2ﬂ(xcos<9+ysm9))ya§cdy
- -L, L,
2 2

olarak yazilirlar.
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(2.2.2.8)

(2.2.a.9)

(2.2.2.10)
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2.2.b) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonsuz Kare Kesitli Kuantum Telinde

Schridinger Denklemi ile Yabana Atom Varh§inda Hidrojen Atomunun

Davramsimin Belirlenmesi

Taban durumunda tele dizgiin elektrik alan goren kuantum telinde dnce non-

relativistik ¢oziimlere bakalim. Elektrik alani x dogrultusunda( & elektrik alanin tel

ekseni ile yaptif1 agi)uygularsak Schrodinger denkleminin ¢oziimlerine bakalim.
Silindirik ¢oziimlerde bir boyutta elektrik alan uygulamistik kare ¢oziimlerde de bir

boyutta elektrik alan uyguluyoruz.(x dogrultusunda) Elektrik alan terimi 7 =|e|F

olarak alinir. Schrodinger denklemi,

il & &
— + +V +U(x,y,2)+ 2 in @ y.z) =
{Zm*[axz+@z ayz] (x,y)+U(x,y,z) +n(xcosf + ysin )}y/(x ¥,2)

Ey(x.y,2)
(2.2b.1)

[4] Coulomb potansiyeli,

. ez

U(x,y,z) =~
NG =X+ -y + 7

(2.2.b.2)

Burada x, , y, yabanct atomun konumunu belirtir. Bu durumda hamilton fonksiyonu,

H=H,- ¢ (2.25.3)
0 2 2, 2
INE=x) +(y—y) +z

[14] olarak tanimlamir. Deneme dalga fonksiyonunu,

w,(x,y,2) = N cos Z”—cos%exp(»ﬂ(xcos@ + ysin 9))exp(~/1\/(x ~x)Y +(y-y)Y +z%)
x y
(2.2.b.4)
olarak segilir.
' — (Wl(x’y>z)1H1kvll(x’y>z)> (22b5)

<W1(X,y,2)ll//1 (xay’ Z)>

(W}(x>yaz)lH1‘Wl(x’y’ Z)>

E, = Ey — min
’ ’ g <l//1(x,y,z)‘!//1(x,y,z)>
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bulunur. Béliim (2.2.a) da yaptigimiz iglemleri burada yaparsak yabanci atomun taban

durumdaki enerjisi,

2 2 . . '

E, :—7—2-+”—Z+/12 /32~2ﬁn£°°59i+5‘“93)

L L L8 L B (2.2.6.6)
+ncos€—D—,+nsin9~E—,—2—F—,
B B B

olarak bulunur. Sirasiyla integralleri yazarsak,

L, L i 2 ﬂy
.2 2 = |cOs ™ cos sm—exp( 2(xcosé + ysin 8))

A=171] L L L (2.26.7)
TR exp(24y(x = x)* + (¥~ 3)} + 2 )abedydz
L, Ly i )
2 2 = | cos Ecoszﬂe><p(—2,8(xcos9+ ysin 8)) ‘

B=|| [ LI (2.2..8)
T2 | exp(24y(x = %)} + (v~ 3)’ + 2 Yabeedydz
L, L, T ,

R cos? X cos s ﬂyexp( ~2p(xcosf + ysin 8)) =

C = j ]’ I L, Ly L, (2.25.9)
T2 ep(2A(x—x Y + - p) + 2 ddedvdz | » |
L [ m Ly . |
2 2 o | cos’ —cos’ ——exp(—2f(xcosb + ysin 8)) o =

D = j j j L, L (2.2.b.10)
T2 | exp(-224(x— %) + (v = y)’ +2° )xadedydz | v
L, L, i ~ 7X n . 1
2 2 = | cos’ —cos’ —exp(~2B(xcosf + ysin 6))

E = j j L. L (2.2.b.11)
T2 | exp(-2A(x— %) + (v -y’ +2° )yebvadydz |

cos? X cos? 2. exp(-2B(xcosf + ysin 8)) ]
L L 1L
LZ ¥y
2 2 = _ Y VY 4 2
F = j J‘ J‘ exp(-24y(x - x)’ + (¥ - y,)’ +2°) dedyds (22b.12)
“lg Ly -~ \/(x"'xi)2 +(y_yi)2 +Z2
2 2
L i

Baglanma enerjisini, £, = E, — F, olarak tanimlamigtik. Baglanma enerjisini hesaplarken

varyasyon yontemini kullamiyoruz.

46



2.2.c) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonsuz Kare Kesitli Kuantum Telinde

Relativistik Hidrojen Atomunun Davranis:

Tele Dizgiin elektrik alan goren kuantum telinde once Relativistik ¢oziimlere
bakalim. Elektrik alam (xcosé + ysind) dogrultusunda uygularsak Klein-Gordon
denkleminin ¢oziimlerine bakalim. Silindirik ¢oziimlerde bir boyutta elektrik alan

uygulamigtik  kare ¢ozimlerde de bir boyutta elektrik alan uyguluyoruz.(x
dogrultusunda) Elektrik alan terimi 5 =|e|F olarak alimir. Bu durumda genel denklemi
yazacak olursak Klein-Gordon denklemi;

(m *2 g +s2ﬁ2)y(x, y) = (e +n(xcosf + ysin @)Yy (x,y) (2.2.¢.1)

olur. Kartezyen koordinatlarda p* operatérii,

(¢ & &

2 -t + + 22c¢c2
S e @22
dir. .¢ ve N sabitleri boliim (2.1.c) de tammiandi. Deneme dalga fonksiyonunu,

> ny 4
w(x,y) =N cos—iw-cos-i—exp(fﬂ(xcosf) + ysin 6)) (2.2.c3)

x 'y

olarak alnir. 4]

Matematiksel islemler sonucunda kinetik enerjinin beklenen degerini,

2 2 2 1
()= ‘:n LA ﬁ”{cosg L,  sind lz_l_ﬂ (2.2.c.4)

= —
2m*| 2 I L I, L, I,

¥y
bulunur. L, ve L, sonsuz kare telin kenar uzunluklandir. Swasiyla [, [y .15

integralleri,

t~
»

Gy |
o | &

I, = sin 2% cos = cos’ —ﬂlexp(—Zﬁ(x cos8 + ysin 0))dxdy (2.2.¢.5)
EE R i
2 2
L L
2 2
Iy = j j cos? = cos? ily—exp(—Zﬂ(xcosH+ysin 6))dxdy (2.2.c.6)
n1, L L
7 2
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L, L
2 2
L, = I j cos’ Z cos . sin 2 exp(~2B(xcos + ysin 8))dxdy (2.2.¢.7)
Ly -L, Lx L,V Ly
2 7
olarak bulunur.

Kinetik enerjinin beklenen degerini hesaplarken yaptifimiz islemlerin aymsini

potansiyel enerjinin beklenen degeri igin de yaparsak

E,=(T)+(V,) enerji ifadesini,

E, = 77005912—5— + 7sin 9—1—29
20 20

2 2 . ]
- s4+szh2|:7[ N 7r2 —ﬂ2~2ﬂ7{cose I, +sln0 121)
J

Li L. I, L, I

¥y ¥

| L, . I v
L+ [+7°cos” §-2 + 7’ sin’ 62+ 257" cosOsin H -2 + i” cos” 6] =
20 20 20 \Izo

n’ sin® 9(%% +27° cosfsin 9&1{“2‘6* :

Ry 20 720

bulunur. Strastyla integraller,

LZ L}‘
2 2 .
L= | cosz%coszgexp(—aﬁ(xcos&-l— ysin O))xdxdy (2.2.c.9)
-1, -L, x ’
Er g
L by
Iy = “ _f cos® 2= cos” 2 exp(~2B(xcosf + ysin 8))y*dxdy (2.2.¢.10)
1,1, L. I,
2 T2
L L
22
L= | | c05 = cos* 2 exp(~2f(vc0s + ysin O)) ey 22011)
~L, :L_y Lx Ly
1 2
L, L,
2 2 .
Iy = I f‘COSZ—L—-cosz—LW—exp(-Zﬂ(xcos£?+ ysin 8))xdxdy (2.2.¢.12)
L oLy x y
172
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~ |

x y

cos’ —?— cos’ —?—exp(—Z B(xcos + ysin 8))ydxdy
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2.2.d) Diizgiin Elektrik Alan Goren Sonuz Kare Kesitli Kuantum Telinde Yabancl

Atom Varhginda Hidrojen Atomunun Davramisinin Klein-Gordon Denklemi ile
Coziimii

Diizgiin elektrik alan goren kuantum telinde dnce relativistik ¢6ziimlere bakalim.
Elektrik alan yokken yabanci atom problemi coziimleri Boliim (2.2.¢) de gostermistik.
Elektrik alan varhiginda Klein-Gordon denklemi,

( *2 g +szpz)u/(x ¥,2) = (e +U(x,y,2) + n(xcosh + ysin )Y v, (x, y, z) (22.4.1)

olarak yazihr. Burada U(x,y,z) coulomb potansiyeli,

U(x,y,z) = —¢ (2.2.4.2)
=% +(y-y) +2°
olarak tanimlanir. Deneme dalga fonksiyonu,
w (x,y,2)= N cos—?—cos?— exp(—f(xcosf + ysin 9))exp(:-/1\/( x=x) +(y-y)y +2)
" ’ (2.2.d.3)

olarak segilebilir. N' normalizasyon sabitidir. Bolim (2.2.d) de yaptigimiz islemlerin

aynilarim burada tekrarlarsak F, iyanizasyon enerjisini,

E = ncos@«l—3—3~+nsin 9—13—4—9;!31
[28 [28 Z 128

m** s* 4+ §°n’ -+£+112 B> -2pr 0039_1_21+Sln9£21
L Ly L I, L, I

2
+172coszﬁli’ntnzsin26—1~3l+2n2cosesin0£2~—2e—m:—0§gﬁ-
. 28 28 2 4 1y
2 N 4 4 :
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(2.2.d.4)
olarak bulunur. Baglanma enerjisini,

E, = E, - E, olarak boliim (2.1.d) de tammlamustik.
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Integraller sirastyla,

X 270’
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3t J
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L}, -0 2 2 2
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T cos’ ~Iﬂ—x—cos2 l—piexp(~2 P(xcosf + ysin )
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51

(2.2.4.5)

(2.2.4.6)

(2.2.4.7)

(2.2.4.8)

(2.2.4.9)

(2.2.d.10)

(2.2.d.11)

(2.2.4.12)
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(2.2.d.13)

(2.2.d.14)

(2.2.4.15)

(2.2.d.16)

Kare kesitli sonsuz kuantum telinde relativistik ve non-relativistik ¢oziimleri kullanarak

baglanma enerji ifadelerini bulduk. Baglanma enerjinin tel genisligine gore degisimini

relativistik ve non-relativistik olarak kargilagtirdik. Sekil 7 de sabit elektrik alan

degerleri altinda (yabanci atom merkezde) baglanama enerjinin tel genisligine gore

degisimini ¢izdik. Kesikli ¢izgiler non-relativistik ¢oziimler diiz ¢izgiler relativistik

¢Ozimleri gosterir. AveCde F =0 ,BveDdeise F = 20(——)
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Sekil 8 de sabit tel genisliginde (L = V7 ) baglanma enerjisinin elektrik alana gore
degisimini (yabanct atom merkezde) relativistik ve non-relativistik ¢oziimleri
karsilagtirdik. Kesikli ¢izgiler non-relativistik diiz ¢izgiler relativistik ¢oziimleri
gosterir.

Sekil 9 de ise sabit tel genigliginde = 2Jr ve elektrik alan altinda baglanma
enerjisinin yabanci atomun konumuna gore degisimini ¢izdik. AveCde F=0,BveD

. kV .. e e e .
ise F= 20(———) olarak segilmigtir. Kesikli ¢izgiler non-relativistik diz gizgiler
cm

relativistik ¢oziimleri gésterir.
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Sekil 7 Kare kesitli sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin telin genisligine gore

degisiminin relativistik ve non- relativistik olarak karsilastiriimasi.
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Sekil 8 Kare kesitli sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin elektrik alana

gore degisiminin relativistik ve non-relativistik karsilastiriimas:.
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Sekil 9 Kare kesitli sonsuz kuantum telinde baglanma enerjisinin yabanct

atomun konumuna gore degisiminin relativistik ve non-relativistik kargilastiriimasi.
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SONUC VE TARTISMA

Silindirik GaAs kuantum telinde,sistemin taban durum enerjisi ve yabanct atom
baglanma enerjisi relativisitk ve non-relativistik olarak aragtirilmigtir. Sisteme sonsuz
potansiyel uygulanmasi durumu ele alinnmg ve bu durumda sistemin enerjisi
incelenmigtir. Elde edilen sonuglar 6nceki ¢aligmalarla [1] uyum igindedir. Silindirik
GaAs kuantum telinin boyutlar arttirildiginda, taban durum enerjisi ve yabanci atomun
baglanma enerjisinin her ikisinin birden azaldigi goriilmustiir. Bu azalma disik boyutlu
yaniletken sistemlerin ortak 6zelligidir. Burada tel genislifinin artmasi elektronun
yabanci atom Coulomb alanim daha az hissetmesine yol agarak baglanma enerjisini
azaltmaktadir. Sisteme elektrik alan uygulanmasi durumunda, artan elektrik alan siddeti
ile birlikte yabanci atom baglanma enerjisinin ve taban durum enerjisinin azaldig
gorulmektedir. Bu sonuglar da literatiir ile uyum igindedir. [4] Bu azalma daha buyik tel
geniglikleri igin daha da belirgin hale gelmektedir. Sisteme uygulana elektrik alan
polarizasyonda ve taban durum enerjilerinde kaymalara neden olmaktadir. Ayrica
elektrik alan, elektronu yabanci atomdan uzaklagsmaya zorladigi i¢in baglanma enerjist
azalmaktadir.

Silindirik GaAs kuantum teli i¢in yabanci atomun baglanma enerjisi, yabanct
atom telin merkezinde ve merkezin digindaki durumlarda Sekil 1 ve Sekil 2 de
gosterilmigtir. Bu sonuglar silindirik kuantum telinin genisliginin artmastyla birlikte,
yabanct atomun baglanma enerjisinin azaldigr gorilmektedir. Sonuglar [13] ile uyum
gostermektedir. Aym sekilde elektrik alan uyguladigimizda silindirik ve kare kesitli
kuantum telinde tel genigligini arttirdiimizda yabanci atomun baglanma enerjisinin
azaldi@t Sekil 3, Sekil 3.1,Sekil 4, Sekil 4.1,Sekil 5, Sekil 5.1,Sekil 6,Sekil 7 Sekil 8 ve
Sekil 9 da gorilmektedir. Sekil 3, Sekil 3.1,Sekil 4, Sekil 4.1,Sekil 5, Sekil 5.1,Sekil
6,S¢kil 7 Sekil 8 ve Sekil 9 de sonsuz silindirik ve kare kesitli kuantum telinde
relativisitk ve non-relativisitk ¢oziimlerle baglanma enerjisi karsilagtinlmigtir. Sonuglar
[8-9~10-11-12] referanslan ile uyum igindedir. Her iki gozimde de yabanct atom
merkezde ve merkezin disindaki durumlarda baglanma enerjisine bakilmistir. Ince
(Bohr yarigapindan kiigiik) sonsuz kuantum telinde relativisitik ¢6ziim kullanarak

bulunan baglanma enerjisinin daha biyiik oldugu gorilmiigtir. [l]
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Buradaki g¢aligmalar; silindirik ve kare kesitli sonsuz kuantum tellerinde
relativistik ¢6ziim kullanarak hem elektrik alan hem de manyetik alan varhiginda
aragtirilabilir. Tasiyict  yik olarak eksiton veya bosluk secildiginde enerji

durumlarindaki degisimler de arastirilabilir.

58



KAYNAKLAR

[1] AVETISYAN AA DJOTYAN AP KAZARYAN EM POGHOSYAN BG. Binding

energy of hydrogen-like impurities in a thin semiconductor wire with complicated

dispersion law Phys.Status solid B 218 (2) 441-447 2000

[2] HOROLD N. AND JOHNSON LEE. Relativistik one-dimensional hydrogen atom
Am.J Phys. 53 (3) 1985

[3] MILTON ABROMOWITZ AND IRENE A. STEGUN Handbook of mathematical

functions with formulas,graps and mathematical tables National Bureau of standarts

Applied Mathematics Series 55 1964

[4] M.ULAS, H AKBAS AND MEHMET TOMAK. Shallow donors in a quantum well
wire:Electric and geometrical effects. Tr.J.of Physics 22 (1998),369-375.

[5S] AKTAS S OKAN SE AKBAS H. Electric field effect on the binding energy of a
hydrogenic impurity in coaxial Gads/ Al Ga,_.As quantum well-wires. Superlattice
Microst. 30 (3) 129-134 2001

[6]] AMONTES AND C ADUQUE NPORRAS-MONTENEGRO. The binding

energies of shallow donor impurities in GaAs quantum-well wires under applied electric
fields.J. Appl Phys. 81 (12) 1997

[7] BEKIR KARAOGLU Kuantum mekanigine giris Bilgi tek yayincilik 1994
[8] HUY THIEN CAO,D.B.TRAN THOAI Effect of the electric field on a hydrogenic

impurity in a quantum-well wire Physica B 205 273-278 1995
[9] C.ADUQUE,A MONTES,A L MORALES Binding energy and polarizability in

GaAs-(Ga,As)As quantum-well wires Physica B 302-303 (2001) 84-87
[10] AMONTES AND CADUQUE NPORRAS-MONTENEGRO Electric field

effects on the states of a donor impurity in rectangular cross-section

vacuum/GaAs/vacuum quantum-well wires Journal of Appl. Phys. 84 (3) 1998

59



[11] AMONTES AND C.A DUQUE N.PORRAS-MONTENEGRO Binding energy of
the ground and first few excited states of a shallow-donor impurity in rectangular —
cross-sectional area GaAs quantum-well wires under applied electric field.
Phys stat.sol.210 731 1998

[12] C.ADUQUE ,AMONTES , ALMORALES ANDN.PORRAS-MONTENEGRO
Effects of an applied electric field on the binding energy of shallow donor impurities in
GaAs low-dimensional systems J.Phys.Matter 9 (1997) 5977-5987

[13] AJOHN PETER K NAVANEETHAKRISHNAN Semiconductor-metal transition
in a square quantum wire system Physica E 15 (2002)153-158

[14] D.B.TRAN. THOAI,QUY CUONG NiNH AND HUY THIEN CAOQ Polarizability
- of 'a hydrogenic in a quantum-well wire:effect of finite barrier height and nonsquare

cross-section Solid State Communications Vol. 104 no.1 11-15 1997

60



O0ZGECMIS

1981 yilinda Manisa da dogdum. Ilk,orta ve lise 6grenimimi Manisa da
tamamladim. 1997 yilinda Trakya Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik Boliimiine
girdim ve 2001 yilinda mezun oldum. Aym y1l Trakya Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Fizik Bélimiiniin agtigt yitksek lisans programina girdim ve aym yil Trakya

Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik Bolimiinde aragtirma gorevlisi olarak goreve
basladim.

61



