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Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugsmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, pozitif lineer operator ve P.P Korovkin Teoremi hakkinda genel bil-
gilere yer verilmistir.

Ugtincii boliimde, oncelikle L,[a, b] uzay tanitihp, L,[a, b] uzaymda klasik Korovkin
teoremi incelenmigtir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik kavrami hatirlatiip, L,
uzayindaki Korovkin tipi yaklagim teoremlerinin istatistiksel versiyonu verilmigtir.
Son boliimde ise, ilk olarak lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tanimi verilip, daha
sonra lokal integrallenebilir fonksiyonlarin agirlikli uzayinda Korovkin tipi baz1 yak-
lagim teoremleri incelenmistir. Korovkin Teoreminin tiim lokal integrallenebilir fonksi-
yonlarin uzayinda gerceklenmeyip, lokal integrallenebilir fonksiyonlarin bir alt uza-
yinda gerceklendigi gosterilmistir. Ayrica A—istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip,
Korovkin tipi yaklagim teoremlerinin A— istatistiksel yakinsaklik versiyonu incelen-
mistir. Bu boliimiin son kisminda ise A—istatistiksel yakinsaklik oran kavrami tanim-
lanmigtir ve A—istatistiksel yakinsama oranina iligkin bazi teorem ve sonuglar veril-

mistir. Ayrica bu sonuclardan yakinsama orani elde edilmigtir.
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This master thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the in-
troduction. In chapter two, some basic information about Korovkin type theorem
and positive linear operators has been given.

In the third chapter, firstly, the space L,[a, b] has been considered and the classical
Korovkin type convergence theorems have been studied. Then, the concept of statis-
tical convergence has been recalled and some Korovkin type approximation theorems
on Ly[a,b] spaces has been studied via statistical convergence.

In the last chapter the concept of locally integrable function has been given and then
some Korovkin type approximation theorems in weighted space of locally integrable
functions have been studied. It has been shown that a Korovkin type theorem for
a sequence of linear positive operators acting in weighted space L, , (loc) does not
hold in all of this space and it is satisfied only on some subspace. Furthermore the
concept of A— statistical convergence has been considered and the Korovkin type
approximation theorems on L, , (loc) have been studied via A— statistical conver-
gence. In final section of this chapter, the concept of A— statistical convergence
has been given and some theorems and results have been examined. Moreover the
classical rates of convergence of the sequence of positive linear operators on L, , (loc)
have also been deduced.
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SIMGELER DiZzZiNi

Istatistiksel yakinsak diziler uzay:

A-istatistiksel yakinsak diziler uzay1

E kiimesinin asimptotik yogunlugu

E kiimesinin eleman sayisi

E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

Cesaro matrisi

x dizisinin A matrisi altindaki doniisiim dizisi
Pozitif lineer operator

Pozitif lineer operator dizisi

[a, b] aralig iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay:
Agirlik fonksiyonu

la, b] araliginda p-inci kuvvetten Lebesgue anlaminda
integrallenebilen fonksiyonlarin uzay:

Lokal integrallenebilir fonksiyonlarin agirlikli uzay:
Lokal integrallenebilir fonksiyonlarin agirlikli uzayimin
alt uzay1

Agirlikh lokal uzayda tanimh pozitif lineer operator
dizilerinin kiimesi

L, , uzaymdaki norm

L,, uzaymdaki norm

Agirlikh stireklilik modiilii

o(ay) oranunda A — istatistiksel yakinsak

O (a,) oranunda A — istatistiksel yakinsak

o, (a,) oranunda A — istatistiksel yakinsak

O, (a,) oranunda A — istatistiksel yakinsak



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsakligin kullanildigi énemli bir alan olan Yaklasim Teorisi, poli-
nomlarin yaklagiminda, Fonksiyonel Analizin ¢egitli alanlarinda, diferensiyel ve in-
tegral denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde 6nemli uygulamalara sahiptir. Korovkin
tipi teoremler yaklagimlar teorisinde temel olugturmaktadir (Korovkin 1960 DeVore
1972 Altomare ve Campiti, 1994 Cheney, 2000). C|a, b] uzay1 sonlu [a,b] arahiginda
tanimlanmig ve bu aralikta siirekli olan tiim fonksiyonlarin uzayini, ayrica Bla, 0]
uzay1 da [a, b] araligy {izerindeki tiim siirh fonksiyonlarin uzayim gostermek iizere
{T,,} dizisi, C|a,b] uzaym Bla,b] uzay: igine doniistiiren pozitif lineer operator-
lerin bir dizisi olmak iizere Korovkin e¢; (z) = 2 (i = 0,1,2) ile tammh e; test
fonksiyonlarini kullanarak {7, (f)} dizisinin bir f fonksiyonuna diizgiin yakisamasi
icin gerek ve yeter kogullar inceledi (Korovkin, 1960). Bir [a,b] aralig1 iizerindeki
p—inci kuvvetten Lebesgue integrallenebilen fonksiyon uzaylarinda Korovkin tipi
yaklagim ilk defa Dzyadik (1966) tarafindan incelendi. Daha sonra bu dogrultuda
bagka sonuglar Bernau (1974), Donner (1981), Swetits ve Wood (1996) tarafindan ele
alindi. Bu ¢aligmalarda tiim sonuglar sonlu [a, b] araliginda verildi. Bu sonuglar tiim
reel eksende verebilmek icin belli bir agirlik fonksiyonuna gore lokal integrallenebilen
fonksiyon uzaylar1 goz 6niine alinmig ve bu uzaylarda Korovkin tipi yaklagimlar Gad-

jiev vd. (2003) tarafindan incelenmistir.

Stiphesiz ki Korovkin tipi yaklagimlarda pozitif lineer operator dizisi goz Oniine
alinmaktadir. Bu operator dizisinin yakinsak olmamasi durumunda istatistiksel
yakinsaklik metodunun ige yarayabilecegi ilk defa Gadjiev ve Orhan (2002) tarafin-
dan gosterilmigtir. Bu diistince lokal integrallenebilen fonksiyon uzaylarinda da
kullanilmigtir.  Bu konudaki ¢aligmalar Duman ve Orhan (2003-2008) tarafindan

yapilmigtir.

Bu tezin amaci lokal integrallenebilir fonksiyon uzaylarinda Korovkin tipi yaklagima,

istatistiksel yaklasimi ve yakinsaklik oranlarini incelemektir.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu boliimde tezin igeriginde kullanilacak olan énemli tamimlar, teoremler ve sem-

boller tanitilacaktuir.

11k olarak bize gerekli olan baz1 fonksiyon uzaylarimi tanitalim.

Cla, b, sonlu [a,b] aralig iizerinde siirekli tiim fonksiyonlarin uzayidir. f € Cla, b
icin ([ fllcrag = zse?al?b] |f (z)| olacak gekildeki aligilmig supremum normu ile birlikte
C'a, b] bir Banach uzay1 (yani, tam normlu uzay) olur.

D C R olmak iizere B (D), D iizerindeki tiim simirh fonksiyonlarin uzayidir. Bu

uzay iizerindeki alisilmig supremum normu

1f 1l 5oy = sup |f ()]
zeD

seklindedir ve bu norma gore B (D) uzay1 bir Banach uzay1 olup bu norma gore
yakinsaklik diizgiin yakinsakliktir. Bir (f,) fonksiyon dizisinin bir g fonksiyonuna

diizgiin yakinsamasi f,, = ¢ ile gosterilir.

Tanim 2.1 X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay: olsun. Eger X uzayindan
alinmig herhangi bir f fonksiyonuna Y uzayinda bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsgilik
getiren bir 7" kurali varsa; bu takdirde X uzayinda bir operator tanimlanmigtir, denir
ve bu durum g (z) = T (f;x) seklinde gosterilir. X uzayna 1" operatériiniin tanim
kiimesi denir ve X = D (T) ile gosterilir. Bu durumda 7' (f;x) = ¢ (x), Y uzaymn
bir eleman olup, g fonksiyonlarimin kiimesine 7" operatoriiniin deger kiimesi denir
ve bu kiime R (T) ile gosterilir. R (7') C Y oldugu agiktir.

X uzayi lineer oldugunda lineer operatér taniminmi verebiliriz.

Tanmim 2.2 f; ve fy, X fonksiyon uzayinda herhangi iki fonksiyon ve her ay, as € R

icin T operatorii;

T (arfi +asfo;2) = aiT (f1;2) + T (fo; )



kosulunu sagliyorsa bu takdirde T operatoriine “lineer operator” denir.

Bu tanmimdan da agikca goriilecegi gibi T (0; x) = 0 olur.

Lineer operatorler kiimesi i¢inde énemli bir alt sinif pozitif lineer operatorlerdir.

Tanim 2.3 X* = {f € X : f(z) >0} ve YT ={g € Y : g(x) > 0} olsun.
Eger, X uzaymda tammlanmis T lineer operatorii X+ kiimesindeki herhangi bir
f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise 1" operatoriine “pozitif lineer
operator” denir.

T pozitif lineer operatorii igin TX*t C Yt saglamir. Yani; f(z) > 0 oldugunda
T (f;z) > 0 olur. O halde, her x i¢in f (z) < g (z) oldugunda, T (f;z) < T (g;x)

olup, boylece porzitif lineer operatér monotondur.

2.1 P.P. Korovkin Teoremleri

1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin siirekli
bir f fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir. H. Bohman, = € [0, 1] i¢in

0 < ayn, < 1 oldugunda
T, (f? :L') = f (Qk,n) P (33) Pin (:L‘) >0
k=0

pozitif lineer operator dizisinin [0, 1] arahiginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

olabilmesi i¢in yani, T, (f;z) = f (x) olmasi igin gerek ve yeter kogul

T, (Lz) = 1 (2.1)
T, (tz) = = (2.2)
T, (t*z) = 2? (2.3)

oldugunu gostermigtir. 1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamig ve

gostermistir ki Bohman’in kosullar: genel durumda da gercgeklenir.



Teorem 2.1.1 T, : C[a,b] — Cla,b] ile tammh {7} pozitif lineer operator dizisi
olmak iizere yukaridaki (2.1),(2.2) ve (2.3) kosullarini gergekliyor ise o takdirde

C'la, b] uzaymdaki her f fonksiyonu igin n — oo iken
To(fie)= f(2) ,a<w<b

olur (Korovkin 1953).

Sonug 2.1.1 Eger {7,,} pozitif lineer operatorler dizisi, [a, b] araliginda

kogullarim saghyor ise bu takdirde C|[a, b] uzaymdaki f fonksiyonu igin n — oo iken
To(fiz) = f(x) ,a<z<b

olur (Korovkin 1960).

Agagidaki 6rnek Bernstein polinom dizisinin yukaridaki teoremi gercekledigini gos-

terir.
Ornek 2.1.1 f € C(0,1) olmak tizere,

B, (f;z) = kz:f (%) <Z):Bk(1 —2)"*  neN

ile tanimlanan Bernstein polinomlar: i¢in

x — x?

Bn(1;2) = 1, By (t;2) = x ve B, (t*;2) = 2° +
n

(Lorentz 1986) oldugundan, { B, } pozitif operatorler dizisi i¢in Teorem 2.1.1 gergek-

lenir.



3. Lp UZAYINDA KOROVKIN TEOREMIi

Bu boltimde 6nce L, uzaymin tanim verilip, L, uzayimndaki Korovkin Teoremi in-
celenecektir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik kavrami ele alimip, L, uzaymdaki

Korovkin Teoreminin istatistiksel versiyonu verilecektir.

Tanim 3.1 L,[a, b] uzaymnin elemanlar, olciilebilir fonksiyonlar olup modiilleri p-inci
kuvvetten (p > 1) Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlardir. O halde bir

f € L,a,b] igin
b

J1r@r do<oc

a

olur. Bu uzaydaki norm,

b 7
1£1, = /\f@:)\wx -5

a

seklinde tanimlanir.
Simdi ileride sikca kullanacagimiz bir lemmayi inceleyelim.

Lemma 3.1 (Luzin Teoremi) f € L,a,b] ise her € > 0 igin [|f — g|, < € olacak
sekilde C'la, b] uzayinda stirekli, bir g fonksiyonu vardir yani; Cfa,b] uzayr L,[a, b|
uzaymda yogundur (Royden 1968).

Teorem 3.1 1), : Ly[a,b] — L,a,b] ile tanmimh {7},} pozitif lineer operator dizisi
olsun. Eger,

() |T5.|| diizgiin sirli, yani; her n € N igin ||7,,|| < C olacak bi¢imde bir C' > 0
mevcut ise

(17) v =0,1,2 igin

1T, (¢ 2) = 2], = 0, (n — o)



saglaniyorsa, bu takdirde her f € L,a, b] icin;

1T, (f:2) — £ ()], — 0

gerceklenir (Dzyadik 1966).

Ispat Lemma 3.1’ den her f € Ly[a,b] igin || f — ¢ , < € olacak sekilde Cla, b] de
siirekli bir g fonksiyonu alalim.
g € Cla,b] oldugundan; her £ > 0 igin &yle bir 6 > 0 bulabiliriz ki her z,t € [a, D]
i¢in |t — x| < 0 oldugunda,

() - g (@) <e (3.1

saglanir.
Ayrica ¢ fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan sinirhidir. O halde 6yle bir
C > 0 sayis1 bulabiliriz ki, her € [a,b] icin |g (z)| < C saglanir.

|t — x| > ¢ oldugunda ise “;TW > 1 olacagindan,

96~ 9 @) <l ()] +1g @)] < 0 +-0 < 20T (32)

elde edilir. Dolayisiyla, (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden her x,t € [a, ] i¢in;

96— g )] < e+ 2000

yazabiliriz.

Diger taraftan; pozitif lineer operatorlerin monotonlugunu ve lineerligi kullanarak;

1o (fs2) = fF @, = [ITa(f—g+g2)—f(2)—g@)+g @),

1T, (f = g2, + 1T (g52) — g ()], + £ = gll,

VAN

< T (1 = gl o), + 1T (g5 2) — g (@)l + 1 = gll,
< W =gl 1T (L), + 1T0 (g5 2) = g (@), + 1F = gll,
< e M+ ||Ta(giz) —g(2)ll, +¢



yazabiliriz.

g fonksiyonu siirekli oldugundan; (3.1) esitsizliginden;

1T (g;2) —g ()], =

IN

IN

<

1T, (g (t) —g(z) +g(x);2) —g ()|,

1T (g (t) — g (x);2)|l, + [|Tn (9 (2) 52) — g ()],
1T (lg (8) = g (@) 52)l, + g (@) [T (1;2) — 1],
1T (lg (1) — g (@) 2), + C [|Tn (L;2) — 1],

olup, (3.2) esitsizligini ve operatoriin lineerligini kullanarak;

1T (g (8) = g ()5 2)l],

elde edilir.

IT. (¢ = 2)", 2)

p

IN

2
T, <5+20 (td—f),x)

P
2
€Tn(1;x)+5—§ T, ((t—x)Q;x)
P
eTn(l;a:)+€—5—|—25—gTn((t—x)2;x)
P

5(Tn(1;x)—1)+6+25—gY T, ((t—x)z;x)

p

(T (152) = D, + 2+ 35 7 (0 730

p

HT” (t2; x) — 22T, (1; ) + 2°T,, (1; $>Hp
2. (55 ) = 2] ~2 1, 1 1)

+2* [T, (1; x) — 1]Hp

oldugundan son durumda a < b igin,

17f = £, < e (1T (152) = 1], +1)

+25—]\24 ([T (¢ ) — 2®] = 2b[T,, (1; z) — 2]

2T, (15 @) = 1]],) +C 1T (1i2) ~ 1]

p



elde edilir. Korovkin kosullarindan dolayi; n — oo i¢in esitsizligin sag tarafi 0’a

yakinsar. Boylece istenilen sonug elde edilir.
3.1 L, [a,b] Uzayinda Korovkin Teoreminin Istatistiksel Versiyonu

Bu boliimde once istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenip, daha sonra L, uzayinda

Korovkin teoreminin istatistiksel versiyonu verilecektir.
3.1.1 Istatistiksel Yakinsaklik
Bu kisimda bir dizinin istatistiksel yakinsakligi incelenecektir.

Tanim 3.1.1 K C N kiimesini alalim. § (K) = lizn% {k <n:ke K }| limiti mev-
cut ise bu limite K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir (Niven and Zuckerman
1980). Burada F C N olmak iizere |F| ile F kiimesinin kardinal sayis1 gosterilmek-
tedir.

Tanim 3.1.2 = = (x;) bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin,
1
lim—{k<n:|lzy—L|>e}|=0
non

olacak sekilde bir L sayis1 varsa = dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st —limz = L ile gosterilir (Fast 1951, Steinhaus 1951).
Simdi bir € > 0 i¢in E, = {k: |z, — L| > €} dersek xp_ bu kiimenin karakteristik

fonksiyonu olmak iizere st — limx = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0

icin 1iTILn (Cixg. (k)), = 0 olmasidir. Burada Cy = (¢u) Cesédro matrisi olup;

Cnk =

ile tanimlanir.



Ornek 3.1.1
Vi . k=m?
T = (m=12,..)
5 , k#m?

seklinde tanimlanan x = () dizisini inceleyelim. Her € > 0 i¢in,
1 1 .1
lim—[{k<n:|zp =5 >e} <lim—|{k<n:x; #5} <lim—y/n=0
n n n n n n

elde edilir. O halde, st — lim z = 5 bulunur.

Onerme 3.1.2 Bir 2 = (z;,) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi icin

gerek ve yeter kogul §(K) = 1 olacak bi¢imde bir KX C N i¢in %HII% xr = L olmasidir
<

(Salat 1980, Fridy 1985, Connor 1988).

x ve y iki istatistiksel yakinsak dizi ve A € R olmak iizere xy = (zxyx) ve

Az = (Azy) dizileri de istatistiksel yakinsak dizilerdir. z dizisinin bir L sayisina
yakinsak olmasi aymi L sayisina istatistiksel yakinsak olmasini gerektirdigi agiktir.
O halde istatistiksel yakinsaklik, yakinsakligin bir genisletilmesidir. Yani; aligilmig
anlamda yakisak olan her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat Ornek 3.1.1’den
goriilebilecegi gibi sinirsiz 1iraksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilmek-

tedir.

Simdi, Ly[a,b] uzaymmdaki pozitif lineer operator dizisinin Korovkin tipi yaklagim

teoreminin istatistiksel versiyonunu inceleyelim.

Teorem 3.1.1 T, : L,y[a,b] — L,[a,b] ile tammh {7},} pozitif lineer operator dizisi
olsun. Eger;

(i) || T, diizgiin smirh, yani; her n igin ||7,|| < C olacak bigimde bir C' > 0 mevcut
ise

(1) v =10,1,2 igin

st —lim ||T, (¢";2) — 2”||, =0



sartlar1 saglaniyorsa, bu takdirde her f € L, [a, b] icin;
st —lim |7, (f;2) — f (z)][, =0

elde edilir (Gadjiev ve Orhan 2002).

Ispat (ii) sartindan ¢ > 0 verildiginde v = 0, 1,2 i¢in n, (¢) mevcuttur ve K,
(v =0,1,2), 1 yogunluklu alt kiime olmak iizere her n € K, ven >n, (v =0,1,2)
icin

1T, (¢ 2) —a”||, <e (3.3)
gerceklenir.
d (Ko N Ky N K3) =1 oldugundan n > max{ng, n1,n2} olmak iizere (3.3) esitsizligi
n € K := KyN K; N K5 igin de saglanir. Hipotezden, C' > 0 olmak tizere ||T,]| < C
(n=1,2,...) kogulunu saglayan bir C' sabiti mevcuttur. Luzin Teoreminden; f €

Lyla,b] verildiginde | f — g||,, < € olacak bigimde g € C[a,b] mevecuttur. Buradan

T,, operatoriiniin lineerligini ve monotonlugunu kullanarak;

1T (f52) = f @, < 1T (f =g 0)ll, + 11T (g5 2) — g (@)l + [1f = gll,
< @+ D) +(Tu(g2) —g (@), (3.4)

elde edilir. ¢ fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli oldugundan; her = € [a,b] ve bir

M > 0 igin |g(z)| < M yazabiliriz. Boylece;

1T (g;z) —g @), < [IT.(g(t)—g(x)+g(x);z)—g(),
< T (g @) — g @), + g @) T (L) — 1],
< T (g @) —g@);2)l, + M| T, (1;2) = 1,

elde edilir. g € Cla,b] oldugundan; her t,z € [a,b] igin M ve § pozitif bir sabit
olmak {izere
(t —z)*

9(8) — g (@) <e+2M =

10



yazabiliriz. Bu durumda; a < b olmak {izere

1T (lg ) — g (@)[;2)[, <

T, (8+25—]\2/[(t—x)2;x)

e(T, (L;z)—1)+ 25—]\an ((t - z)? 1)

p

p
< (1T, (G2) =1+ 1)
2M
tr <HTn (% 2) — 22
2 |IT, (t52) = o], + T, (132) — 1],

(3.5)

(3.3)’dan n € K ve n > max{n,, ni,ns} igin (3.5)’deki son esitsizlik (3.4)’de yerine

yazildiginda n — oo igin;

elde edilir.
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4. LOKAL INTEGRALLENEBILIR FONKSiYON UZAYLARI

Bu boliimde once lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tanimi yapilip daha sonra
lokal integrallenebilir fonksiyonlarin agirlikli uzayinda Korovkin tipi bazi yaklagim

teoremleri incelenecektir.

Her z € R igin ¢ (x) = 1+ 2% agirhikh fonksiyonu olmak iizere; lokal integrallenebilir

fonksiyonlarin agirlikl uzay: L, , (loc) ile gosterilecektir.
4.1 Lokal Integrallenebilir Fonksiyonlar

Bu kisimda lokal integrallenebilir fonksiyonlar tanitilip, ilerideki ispatlarimizda kul-
lanacagimiz bazi1 notasyonlar verilecektir.

Tamim 4.1.1 —co < ¥ < oo igin ¢ (z) = 1 + 2? agirhik fonksiyonu olmak iizere,
h > 0 ve f olciilebilir bir fonksiyon olsun. My, f fonksiyonuna bagh bir sabit ve

p > 1 olmak iizere,
] z+h %
o | 1FOF @t <M q() (@.)

z—h

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin uzayina lokal integrallenebilir fonksiyonlarin
agirhikl uzay1 denir ve L, , (loc) ile gosterilir.

L, 4 (loc) uzayn,
x+h

1 / FOF dt
x—h
1l = sup

—00<T<00 q (l‘)

(4.2)

normu ile tanimh lineer normlu bir uzaydir. L, , (loc) uzaym kendi igine doniistiiren

tiim lineer pozitif operatérlerin uzaymi (L, , (loc) — L, (loc))™ ile gosterecegiz.
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Simdi sik¢a kullanacagimiz bazi notasyonlar: ifade edelim. Her a,b € R igin;

D

If: L@t = | 5= [ 170 d (13)

If5 Ly (x — h,z + h)||

s L,q(a,0)]| = su 4.4
If: Ly (0.} = sup HEZ2E (4.4
If; Ly (z — h,z + h)||
fiLpg(|z| > a)|| = sup 4.5
1f5 Lp.q (J2] = a)| sup 20 (4.5)
tanimlayabiliriz. Bu dogrultuda L, , (loc) uzayimndaki norm
1S Lp (x —h,x + h)]|
= su 4.6
I, =_sup A2t (1.6
ile ifade edilir (Gadjiev vd. 2003).
Tamim 4.1.2 k¢, f fonksiyonuna bagh pozitif bir sabit olmak tizere;
_ Lo (1 —

kosulunu saglayan f fonksiyonlarimin uzayim L’;,q (loc) ile gosterecegiz. Burada
Ly (loc) uzayr Ly, (loc) uzaymmn bir alt uzayidir. ky = 0 oldugunda L (loc)
yerine L) (loc) yazilhir (Gadjiev vd. 2003).

4.2 Lokal Integrallenebilir Fonksiyon Uzaylarinda Korovkin Tipi

Teoremler
Bu boliimde lokal integrallenebilir fonksiyon uzaylarinda Korovkin tipi teoremler

incelenip, Korovkin sartlarinin tiim lokal uzayda gerceklenmeyip, lokal uzayin bir

alt uzayinda saglanacag incelenecektir.
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T, : Ly, (loc) — L, , (loc) ile tamimh pozitif lineer operator dizisi olmak iizere;

||| diizgiin simirli yani; her n i¢in ||7,| < C olacak bigimde
bir C' > 0 mevcut olsun.

(i) m=0,1,2ic¢in

lim ||T;, (t";z) — ™|

noo P

0

sartlarimi saglasin. Bu durumda; her bir f € L, , (loc) igin

gerceklenip gerceklenmeyecegi sorulabilir. Simdi bu sorunun cevabinin negatif oldugunu

gosterelim.

Teorem 4.2.1 T, : L, , (loc) — L, , (loc) ile tanimh pozitif lineer operatorlerin bir

dizisi {7}, } olmak iizere, yukaridaki (i) ve (ii) sartlarim saglasin. Bu durumda

limsup |75, f* — f*[| > 2" (4.8)

n—oo

esitsizligi gergeklenecek bigimde bir f* € L,, (loc) bulabiliriz (Gadjiev ve Ibikli
2002).

Ispat T, operatoriinii agagidaki gibi tanimlayalim:

s fr+)), n—1<a<n+

T, (f;x) = (#+3)
f(2) , d.d

N =

14



T,, operatoriiniin pozitif lineer operator oldugu agiktir.

kSl
8
+
=
B =

(t+3)°
4 oy
< sup + sup
n—%<z§n q (I> m<n—% q ($)
z+% %
[1ror
_1
+ sup 2
r>n Q(x>
:1:+% P I+l %
[l a [irwr a
1 1
< sup 2 + sup 2
n7%<m§n q (x> x<nf% q (‘T)
x+% %
[1rwr
,% 2
+ sup , <1
z>n q(x) (t + %)2
[l np a [irr a
_1 _1
< sup 2 + sup 2
z€R q(z) z€R q(x)
m+% %
[1ror
_1
+sup 2
z€R Q(x>
< 3| fll,,

elde edilir. Bu durumda (7) sart1 saglanir. Simdi (i7) sartinin saglandigini gosterelim

| T (¢™; ) — 2™, , normunu goz oniine alip,
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m = 0 i¢in;

22
T, (L;z) — 1] = s1—-1] <1
(v +3
yazabiliriz. L, , (loc) tammindan,
) 1
T+35 P
/ T, (1:6) — 1 dt
T
T,(Lx)—1 = 2
1T (L) =1, Sup 2
elde edilir. Supremum ve 7;, operatoriiniin tanimindan;
x—i—l P x—i—l %
2 2
/ T, (1;t) — 1|° dt / T, (1;t) — 1|" dt
1 T
sup z = sup 2
z€R 14 22 1 1+ 22
z€[n—3,n]
x—i—%

/ T, (1;t) — 1| dt

1
2

LA

+ su
z%[nfpé,n} 1 + 1'2
1 1
:c+§ 2 » P
L —1| dt
/ (t+3)°
1
)
= su
:z:E[nfpé ,n] 1+ 22
1
x—i—% p
11— 1" dt
3
+ su
xé[n—pl,n} 1+ z?
1
z+1 P
9 p
L —1] dt
/ (t+%)2
= sup e
:(:E[n—é,n] 1+ 22
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yazabiliriz. Simdi

0< -2 <1 =-1<-—2__1<0

(t+1)° (t+1)
=0<|—L5-1|<1
‘(H%)Z ‘
oldugunu kullanarak,
1
z—&-% P
/ T (1:6) — 1 dt
_1
T,(L;x)—1 = 2
|| ( ‘T;) ||p,q ilé]lg 1 + 172
1
x—i—% 2 » p
L 1| dt
/ (t+1)°
_1
< sup :
xe[nfé,n] 1+ 22
- 1
sup
xe[nfé,n] 1+ 22
1
< ; =0, (n—o0)
L+ (n—3)
elde ederiz. m = 1 icin,
z? 1 1
r+3) ,x€[n—3,n
1 - E Y 2
x y L ¢ [n - %7 n]
elde edilir. ¢ > 0 i¢in
r t| =t ! 11 <t
(t+3) (t+3) |~

yazabiliriz. Boylece
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LS

+}
/ T, (&10) — o di

xT

(NI

T, (tx) —x = su
I, () = o, = sup —
1 1
:E-I—% » P m—i—% p
ﬁ—t dt it —t| dt
_% _1
<  su + su 2
N xe[n—g,n] 1+ 22 x%[n—zvn} L+a?
) 1
T+3 p
ey
Ca
_1
= sup 2 5
xe[n—%,n] L+
:p+% %
/ P dt
< = L<ao+ 2
su . T4+ =
N ace[n—p%,n] 1+ z? 7 N 2
w+% %
(z+3)°
T+ 5) dt
g1
< sup .
me[n—%,n] 1+ 22
x —i—%
= sup
arze[nfé,n] 1+ a2
n —i—%
1+ (n— %)2

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi sifira yakinsar. Boylece sol tarafi da sifira yakinsar.

Son olarak m = 2 i¢in;

[

N[
~—

T, (t2; x) = (e

18



olacaktir. Buradan,
IT, (%:2) 2] = la® ~ 2| =0 (0 o)
elde edilir. Boylece (i7) sart: saglanir. Simdi
T f* = f*ll,, >0

gerceklenecek gekilde bir f* fonksiyonu bulacagiz. Bunun igin

(

%, we U(k‘ — 1, K]
k=1

fo (@) = —a? xEU(k,k—i—%]
k=0
0 , <0

\

olacak sekilde bir f* € L, , (loc) fonksiyonu tanmimlayalim.

1

8
+
no|
3|

n (f75t) = [ (O dt

—
=

NI

1T, (f52) = £~ (@), = sup T

esitliginde T;, operatorii ve supremum tanimindan;

hSAl

p

dt

:c—f—%
e [T+ h) = [ (1)

/ (+3)°

l} 1+£U2

D=
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elde edilir. Integrasyon araligindan;

n——=—<t<n=n<t+-<n+

DN | =
N | —
N | —

yazabiliriz. Bu durumda f* fonksiyonunun tanimini kullanarak; f* (t + %) = — (t + %)2

ve f*(t) = t* oldugu son esitsizlikte yerine yazilirsa; (n — 1 <t <n) i¢in

D=

n

/ P 2P dt

IT (fr2) = 1 @), > —

1+ n?

3
B =

> 2
- 1+ n?
2 (n-1)° 27
- 1+ n?
1\2 H1—1
- =) 2
= (n 12_2 5 —>21_% ,(n—>oo)
n

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.1’den goriildiigii gibi Korovkin sartlar: tiim L, , (loc) uzaymda gercek-

lenmez.

Simdi Korovkin sartlarinin L, , (loc) uzaymin bir alt uzay: olan L’;yq (loc) uzayinda
gerceklenebilecegini gosterelim. Oncelikle ilgili teoremin ispatinda kullanacagimiz

bir lemmay1 inceleyelim.

Lemma 4.2.1 T, : L, , (loc) — L, , (loc) ile tanimh pozitif lineer operatorlerin bir

dizisi {7, } olmak tizere ;

Tim [T, (175 2) — 2™, =

0 ,(m=0,1,2)
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saglansin. Bu durumda reel eksende siirekli, sinirl bir f fonksiyonu ve a < b igin;

T ([T f = f; Lyg [0, = 0 (4.9)

saglanir (Gadjiev vd. 2003).

Ispat f, kapali aralikta diizgiin siirekli bir fonksiyon oldugundan, her € > 0 icin en
azindan bir 6 = d(¢) > 0 vardir yle ki |t — z| < 0 kogulunu saglayan her x € [a, b],
t € Ricin |f(t) — f(x)] < € gergeklenir.

Ayrica  f reel eksende sinirli oldugundan, dyle bir M > 0 sayis1 bulabiliriz ki her
r € [a,b] icin | f(x)] < M yazlabilir.

|t — x| > ¢ oldugunda ise “‘5;” ) > 1 olacagindan;

50~ 5] < 1£0) + 1) < 201 <2000

elde edilir. Boylece her x € [a,b] ve t € R i¢in;

1f(t) = f(x)] <e+2M (t ;295)2 (4.10)

elde edilir.

Diger taraftan T}, operatoriiniin lineerligi ve monotonlugunu kullanarak;

ITnf = fllpg = 1T (f(8) = flz) + f(2); @) = f(2)],,
1T (f (1) = f(@); @), g + 1Tn (f(2); 2) = (2],
1T ([ (8) = F(@)5 )l g + MAT (1 @) = 1], (411)

IN

IN

yazilir. (4.10) esitsizliginden;

21



T (156 = £@)5 Dy < zz(e+2mf“;£”;x)

pq

= |le T.,(1,z) + 25—]\24 (T ((t - x)?, z))

p.q

_ ng(1,x)—|—5—€+25—J\24(Tn((t—x)2’ z))

P,
2M

7 |70 (=), 2],

< etel(Tno) =Dl +

(4.12)

elde edilir. Ayrica

T ((t=2)*, 2)]l,, = [|ITu (% 2) = 20T (15 @) + 2°T, (1; 2)|

p.q pq

= ||[Tn (% z) —2*] =22 [T}, (1; z) — 2]

+2% [T, (1; x) — 1]Hp,q

oldugundan (4.11) ve (4.12) esitsizliginden, a < b igin;

ITaf = fllpy < e (1T (52) = 1, +1)
2M
—1—7 (|| [Tn (tz; x) — :cﬂ —-20[T,(1; z) — x]

0 [T (15 @) = 1], ) + M T, (152) — 1]

d p.q

bulunur. Hipotezden esitsizliginden sag tarafi sifira yakinsayacagindan sol tarafi da

sifira yakinsar, yani

1T (f;2) = fl2)]l,q — 0

elde edilir.

. . k . o . .. .
Simdi L, (loc) uzaymda Korovkin sartlarinin gergeklendigini gosterelim.
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Teorem 4.2.2 T, : L, ,(loc) — L, ,(loc) ile tammh pozitif lineer operator dizisi

{T},} olmak iizere;

| 7| diizgiin simirli yani; her n i¢in ||7,| < C olacak bigimde
bir C' > 0 mevcut olsun.

(i) m=0,1,2 igin

lim || T, (t™;z) — ™| 0

P00 P,

sartlarm saglasm. Bu durumda, her f € L (loc) icin,
gergeklenir (Gadjiev vd. 2003).

Ispat Ly (loc) C Lyq (loc) ve kg pozitif bir sabit olmak tizere;

po W =k g Ly(a = ha + B

=0
| o0 q(x)

elde edilir. Bu durumda. f € LF (loc) ise F = f —kyq € Lyq(loc) yazabiliriz.
Eger, F' fonksiyonu i¢in (4.13) saglanirsa (ii)’den

ITnf = fllpg < Tl = Fll, o + kI Tog = all,,

< |TWF = Fll,, + ke |1 T2 =1, + Ky || Toa® — xﬂ}m

yazilabilir. Boylece f € qu(loc) i¢in teoremi ispatlamak yeterlidir.

Keyfi bir ¢ > 0 verilsin. O halde |z| > x¢ esitsizligini gergekleyen her z icin

x+h D
1
o [ 150F dt| <@ (4.14)
x—h

esitsizligi gerceklenecek bicimde bir z, noktasi bulabiliriz.

Luzin teoreminden bilindigi tizere [—xo — h, xy + h| sonlu araliginda siirekli bir ¢
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fonksiyonu mevcuttur ve

1f = &3 Lp(—wo, x0)|| < € (4.15)

esitsizligi saglanir. Simdi

M () = max{ max |p(x)|,1}

|z|<zo+h
olsun.
2heP
in{ ——— 4.1
(5<m1n{Mp(x0),h} (4.16)
olacak gekilde bir § > 0 alahm. Boylece
90($> ’ |ZL’| S Zo + h
glx) =4 0 , ol <wo+h
lineer , d.d.

olacak bicimde siirekli bir g fonksiyonu tammlayabiliriz. (i),(4.14),(4.15),(4.16) ve

Minkowski esitsizligini kullanarak, Luzin teoremi yardimiyla;

1f=9llg < W =95 Lpg(=20, 20)ll + |f = g5 Lp.g (|| = w0 + o+ 5]

+|If = 9; Lpg(wo, 20 + b+ 6)|| + || f — 95 Lpg(—20 — h — &, —20) ||

< 2e+||f — g; Lpg(xo — hyzo + 2h + 9)||
+[f = g5 Lypo(—20 — 2h — 6, =20 + h)|
< 26+ |[f =5 Lpg (@0 = hymo + h)|| + [|f; Lpg (w0 + b, 39 + 28 + 0) ||

+ H9§Lp,q (zo + h, 20 + h+9)|| + [ f; Lyg (=20 — 2h — 6, —x0 — h)||
+119; Lp,g (=20 — h — 0, =0 — h)|

+ Hf —; Lpg (=20 — h, —z0 + h)”

yazabiliriz.
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lg(x)| < M(x¢) ve 6 < h oldugu son esitsizlikte dikkate alinirsa;

o\
I =ally < t200G00) (7 )+ 1fi Ly (o + oz +30)]
115 Ly (—0 = 3, =2 = )]

< 6e+2e(q(xo+2h)) =€ (64 2(q(xo+2h))) =Cie

elde edilir; burada Cy = 6 + 2¢ (z¢ + 2h) alinmigtar.

Yani, f € LY (loc) ve € > 0 oldugunda;

esitsizligini saglayan [a, b] arahiginda siirekli bir g fonksiyonu bulabiliriz.
q(z) = 1+ 2% oldugundan M (z()in tanimh oldugu yerde |z| > x; igin,

M (z0)
q(r1)

<e ve g¢g(x)=0 (4.18)

olacak sekilde bir x; > x¢ noktasi alahm. Simdi (ii), (4.17), (4.18) ve

Lemma 4.2.17 i kullanarak;

1T f = I,

IA

HTn(f - g)”p,q + ||Tng - ng,q + ||f - g”p,q
C Hf - ng,q + Hf - g”p,q + HTng - ng,q

(CH+DNf =gl T 1T0g = g; Lpg (=21, 1) |

IN

IN

+1Tng = g5 Lpq (J2| = 1)

IN

(C + 1) €+ HTng - g; Lp,q (—1‘1, xl)”

HTng = g5 Ly (J2] 2 21|

IN

(C+2)e+|Thg - 95 Lypg (|z[ = 21)]]

IN

(C+2)e+ ||T,y; Lpq (|z] > 1)
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elde edilir. Her 2 € R icin |g(z)| < M () oldugundan;

1Tngs Lpg (2] =2 21)[| < M(0) [Tol; Lyg (2] = 21)]]

< M (o) [[Tol = 1], 4 + M (o) [I1; Lpg (|2 = 21)]

yazabiliriz. Boylece,

M (o)

T f = fll, g < (C+2)e+ M(wo) | Tl -1, + e

elde edilir. A;((;")) <eve |T,1-1]|

pq — 0 (n — o0) oldugundan;

elde edilir.

Teorem 4.2.3 T,, : L,,(loc) — L,,(loc) ile tamiml pozitif lineer operator dizisi

{T,} olmak iizere;

|T,|| diizgiin siirh yani; her n € N igin ||7,,|| < C olacak bicimde
bir C' > 0 mevcut olsun.

(17) m =0,1,2 icin

lim ||T,, (t";z) — ™|

00 Pq

0

sartlarm saglasm. Bu durumda, bir € > 0 ve ¢* (z) = 1 + |z[***, |1|im ;f—(ﬁ =0

olmak tizere her f € L, , (loc) igin,

|Tnf = fi Ly (x — b,z + h)

2+e¢ = O

lim sup
n—00 pcR 1+ |z|

gergeklenir (Gadjiev vd. 2003).
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Ispat Sabit bir z, € R noktas: i¢in f € L, , (loc) olmak izere

B \Tnf — f; Ly (x — hyx+ h)||
a, = sup
|z|>zo 14 22

olsun. O halde (i7)’den (a,) dizisi simirhdir. Lemma 4.2.1’den sabit bir xy noktasi

i¢in;

b, = sup HTnf_f;Lp<x_h>$+h>H
" el 1+ 22

dersek b, — 0, (n — 00), gergeklendigini gosterecegiz. Luzin teoreminden

[—xo — h,zo + h] araliginda
If = @15 Ly (=20 — hymo + h)|| < & (4.19)
esitsizligini saglayan siirekli bir ¢, fonksiyonu mevcuttur. Simdi

901(—370—h) , o< —x0—h
G =1 o . ll<w+h
¢y (T + h) ., x>T9+h

olacak gekilde tiim reel eksende siirekli bir G fonksiyonu tanimlayalim. Teoremin

hipotezinden ve (4.19)’dan

bn = |[Taf = f; Lpg (=m0, z0)|

1T (f = G) 5 Ly,g (=20, 20) ||

+[|1.G — G Ly (=m0, o) | + || f — G Lpg (—20, 7o) ||
ITallII(f = #1) 5 Lpg (=20 = hy 20 + )|

L = @15 Lpg (=20 = hy o + h)|

IN

IN

+ [Ty — 13 Lyq (=20 — h, 20 + D)
= (Tl + D) I(f = ©1) 5 Lpg (=20 — hy 20 + h)||

+ HTn@l — @15 Lpg (—SUO —h,z9 + h)”
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yazabiliriz. Teoremin (ii) sart1, Lemma 4.2.1 ve Luzin teoreminden;

lim b, =0 (4.20)
elde edilir. Tiim bu sonuglardan;
L= filya—has D] _ TS = fiL e —ha )] g
xER 1+ |l‘|2Jrs —oo< <00 1+ |Q§'|2+E q (l‘)
T.f — f;L,(x —h, h
¢ ap IBd =Sy~ bt )] al2)
|z[<zo 1+ |z q(z)
T.f— f; L — h, h
v up Wl =Ly~ bzt )] a(2)
|z|>zo 1+ ‘ ’ (.’E)
; 1+ 22 N 1+ 22
= 0Up SUup ap SUPp ————5—
jel<zo 1+ |27 ez 1+ |2
1+ 22
< b, sup (1+2°)+a, sup ———
|z <z ( ) 2| >0 1+ |7)*7°
1+ 22
= b, (1+2%) +a, sup ————

elde edilir. Hipotezden ve (4.20)’den istenilen sonug gergeklenir. Boylece ispat
tamamlanir.

2+«

Simdi, @ > 0 i¢in ¢, () = 14 |z|"" agirlik fonksiyonunu tanmimlayalim. f ¢lgiilebilir

bir fonksiyon olmak tizere L, ,, (loc) uzay1

P
x+2

f = sup / f@)Pdt
|| ||p7qa —oo<r<0o0 Qa | |

1
2

sonlu normu ile tanimh bir uzaydir.
Boylece a,b € R igin (a < b)

L,(—o00,00) C Ly, (loc) C L,,(loc) C L, (a,b)
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oldugu kolayca goriilebilir. C'B (—o00, 00) uzay1

||f||cB: sup |f (z)]

—oo<r<oo

normu ile tanimli, reel eksendeki tiim siirekli ve sinirhi f fonksiyonlarinin uzayidir.

Simdi ilerideki teoremlerimizde sikca kullanacagimiz ve énemli bir teorem olan Luzin

teoreminin L, , (loc) uzayindaki versiyonunu inceleyelim.

Lemma 4.2.2 f € L, , (loc) olmak tizere; ¢ > 0 verildiginde o > 0 i¢in

1f—g

Pya <€

kogulunu saglayan C'B (—o00, 00) uzaymda bir g fonksiyonu mevcuttur (Gadjiev ve

Ibikli 2002).

Sl

z+h
> / |f—glPdt
Ispat || f — g e = SUD x_hq ) oldugunu biliyoruz. h = 1 secip;
e zeR ol
1
;v—&-% P
[ 1s=gra
)
f =9l 4, =sup
|| ||p7Qa Tz€R Ga (37)
esitligini kullanalim. Supremum tanimini kullanarak;
1 1
T+3 P T0+3
1
sup [uroral <| [irora (4.21)
jw|<zo o (T) ) )
—3 0=3

yazabiliriz. (4.21) esitsizliginin saginda Luzin teoremini kullanirsak; her € > 0 igin,

x+% p xo—&-%
sup / FO—g | < / FO—g@Pd| <e
|| <zo 9o (17) ) .

T2 073
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olacak bicimde siirekli g; fonksiyonu bulabiliriz. Boylece;

1
$+* P

/|f WPdt| <e (4.22)

|z|<m0 qa
1
2

elde edilir. L, , (loc) uzayimndaki fonksiyonlarin tanimindan;

1 1
1 p
z+3

[lrori| <y

yazabiliriz. Bu durumda;

x+2 %
sup / If@®)Pdt ] < M sup 4(7) (4.23)
|z|>zo Qa ) |z|>z0 da (:C)
—3
elde edilir. Her € > 0 icin;
q(x)
sup <e (4.24)
|x|>zo o (l’)

gerceklenecek bicimde bir zy > 0 noktasi segebiliriz. Bununla birlikte tiim reel

eksende siirekli bir g fonksiyonunu

g1 (2) , her z € (—xo— 3,20+ 1)

g1 (wo+3) , herz>wo+3
1

g1 (=20 —3), herz < —wo—3

seklinde tanimlayalim. Tamimladigimiz g fonksiyonu (—aco — %, o + %) araliginda

g1 ile cakigiktir. Dolayisiyla; (4.22), (4.23) ve (4.24) esitsizliklerinden;
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£E+% % m+% %
/fglv%zt) [1r-apa
1 _1
If=all,, < sup — + sup —
Pl |z|<z0 qo (.I) lz|>x0 Ga (l’)
fgl|pdt) [ 1
_1 _1
< sup 2 + sup 2
|z|<zo Qo ('Z') |z|>z0 Ga (I’)
x+% %
[ 1ara
%4
+ sup
|z|>z0 o (x)
< E € € .
- 3 3 3

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 4.2.3 T, : L,,(loc) — L,,(loc) ile tammh pozitif lineer operator {7}

dizisi olmak tizere;

||| diizgiin simirli yani; her n i¢in ||7,| < C olacak bigimde
bir C' > 0 mevcut olsun.

(ii) m=0,1,2i¢in

Tim [T, (7 2) — 2™, =

0

sartlarin saglasin. Bu durumda, her f € C'B (—o00, 00) igin;

nh—{IC}O ||T7Lf - f”p,qa = 0

saglamir (Gadjiev ve Ibikli 2002).
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Ispat || f lcg = sup | f ()| olup; f siirekli bir fonksiyon oldugundan; her & > 0 igin
z€R

en azindan bir § = §(g) > 0 vardir dyle ki |t — z| < § kogulunu saglayan her z, ¢t € R

icin | f(t) — f(x)| < e gergeklenir. |t — x| > ¢ oldugunda ise (t}f 2> olacagindan;

2
50~ 1) < £+ F@)] <20l < 21008 ¢y
elde edilir. Boylece her z, t € R icin;
s

1f(@) = f(@)] <e+2]fllcs (4.25)

52

elde edilir.

Diger taraftan 7T,, operatoriiniin lineerligi ve monotonlugunu kullanarak;

ITnf = fllpge = 1Tu (F() = f(2) + f(2); 8) = F(@)]], 4,
1T (f(8) = F(@); Oll g, + 1Tnf () = [ ()],
1T (1 (&) = f(@)|5 O, + 1l ITa (1 2) = 1], 4,(4.26)

IN

IN

||Pa£1a

yazilir. (4.25) egitsizliginden;

1T (1) = F@)]5 Ollypg, <

7, <a+2|\fHCB -, t)

Hs To(1,t) + 2”;# (T, ((t — )%, 1))

Pya

PG

IN

e[|

P,qa

+ 2”‘2‘# HT” ((t - 37)27 t) Hp,Qa

< e||T.1,,.

8
+
eI

3|

2| fllep -3

+
8 jz<zo Go (2)
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=

x—&-f
/ T, ((t —2)?50) | dt
2| flles -3
+ sup
0* pal>a o ()
yazabiliriz. ¢ (z) < ¢, (x) iken ﬁ > qal(w) ve U= w) < 1iken (t — x)* < 62 oldugunu

kullanarak;

10 (1 (8) = F@)5 Ollg < elTnlll, g,

m+2

2l / (P

2
o |a;|<$0

8
+
NI

S

/ T, (6% 1) [ dt

2 _1
J2Wles ¥

0 |z[>z0o Qo (ZU)
< e|TAl,,.
J?-‘r* %
2
o |x|<x0
_1
2
x—&-% 3
T, (L54)[" dt
2 -1 T
2Wles o 0(2)
) \x\>x0 4o ($) q (I’)
< elnall,
:z:+2 %
2
o |z|<mo )
T2
q ()
+2 | f T.1 sup
H HCB || ||p7q |x‘>$0 o (LU)

elde edilir. Son esitsizlik (4.26) esitsizliginde yerine yazilip; Lemma 4.2.2’den

sup q(i(_(zaz)) < ¢ oldugu kullanilirsa, n — oo igin egitsizligin sag tarafi sifira yakinsar.

|z|>z0
Boylece istenilen sonug elde edilir.
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Teorem 4.2.4 T, : L, ,(loc) — L, ,(loc) ile tammh pozitif lineer operator dizisi

{T},} olmak iizere;

|T,|| diizgiin simrh yani; her n € N i¢in ||7,,|| < C olacak bigimde
bir C' > 0 mevcut olsun.

(ii)  m=0,1,2icgin

lim || T, (t™;2) — ™| 0

P00 P,

sartlarii saglasm. Bu durumda, her f € L, , (loc) igin;

nh—>nolo HTﬂf - f“p,qa = O

gergeklenir (Gadjiev ve Ibikli 2002).
Ispat (i) sartindan dolay1 her n € N i¢in ||T},|| < C, Lemma 4.2.2 oldugunu kulla-

narak;

1T = fllpge < ITnf = g5 tllp g, +1T0g = gll, g, + 1S = 9l

S (C + 1) ||f - ng,(Ia + ”Tng - g||p,qa

g € CB (—00,00) fonksiyonu bulabiliriz. Lemma 4.2.2 ve Lemma 4.2.3%i kullanarak
n — o0 igin

nh—>nolo HTnf - f“p,qa =0

elde edilir.

4.3 Lokal Integrallenebilir Fonksiyon Uzaylarinda Korovkin Tipi

Teoremlerin A-Istatistiksel Versiyonu
Bu kisimda once A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip; A-istatistiksel yakin-

saklik kullanilarak agirlikli fonksiyon uzaylari iizerinde taniml pozitif lineer operator

dizisi i¢in Korovkin tipi yaklagim teoremleri incelenecektir.
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4.3.1 A-istatistiksel Yakinsakhik
Bu kisimda bir dizinin A-istatistiksel yakinsakligi incelenecektir.

Tanim 4.3.1 A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere;

her € > 0 i¢in

ILm Z anr = 0

k: |z, —L|>e
olacak bi¢imde bir L sayist varsa © = (xy) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir
denir ve sty — limz = L ile gosterilir (Connor 1989, Kolk 1993, Miller 1995).

st 4 ile tiim A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayini gosterecegiz.

Simdi bir € > 0 i¢in E, = {k € N:| 2, — L |> €} dersek xp_ bu kiimenin
karakteristik fonksiyonu olmak iizere st 4 —lim x = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her € > 0 icin lim (Axg_(K)), = lim Z ankX g, (k) = 0 olmasidir.
k

Acgikga goriiliiyor ki A-istatistiksel yakinsaklik taniminda A matrisi yerine C; Cesaro
matrisi alinirsa, istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Boylece yogunluk tanimi da

A-yogunluk tammina genigletilebilir. Dolayisiyla d4(E) = limZank mevcut ise

keE
E kiimesi A-yogunluga sahiptir diyecegiz (Freedman ve Sember 1981). O halde

sty —limx = L olmas i¢in gerek ve yeter kogul her € > 0 igin d4(E.) = 0 olmasidir.
Lemma 4.3.1 A = (a,;) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi igin
lim m]?x{ank} = 0 gergekleniyorsa; A-istatistiksel yakinsaklik klasik anlamdaki yakin-

sakliktan daha kuvvetlidir (Kolk 1991).

A-istatistiksel yakinsaklik normlu uzaylar icin de verilebilir.
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Tanim 4.3.2 (X, ||.||) bir normlu uzay ve u = (uy,) dizisi X’de bir dizi olsun. Eger;
her ¢ > 0 i¢in 64{k € N : ||uy — ug|| > €} = 0 oluyorsa; (uy) dizisi uy € X elemanina

A-istatistiksel yakimsaktir denir (Kolk 1991).

Simdi Korovkin Teoremini A—istatistiksel yakinsaklik yardimiyla bir benzerini in-
celeyelim.

Lemma 4.3.2 A = (a,;) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun.
T, : Ly (loc) — Ly, (loc) ile tammh {7},} pozitif lineer operatdr dizisi olsun. 7,

operatorii f, (y) =y” (v =0,1,2) i¢cin
sta— 1| Tofy — = 0 (4.27)
kosulunu saglasin. Bu durumda reel eksende siirekli bir f fonksiyonu igin
sta— [T, f — f: Ly (a.5)] = 0
gergeklenir (Duman ve Orhan 2003).

Ispat f, kapali aralikta diizgiin siirekli bir fonksiyon oldugundan, her € > 0 icin en
azindan bir 6 = §(g) > 0 vardir dyle ki |t — x| < ¢ kogulunu saglayan her z € [a, b],
t € Rigin |f(t) — f(x)| < € gergeklenir.

Ayrica f reel eksende sinirli oldugundan, dyle bir M > 0 sayis1 bulabiliriz ki her
z € [a,b] igin |f(z)| < M yazlabilir.

|t — x| > § oldugunda ise @_6—21)2 > 1 olacagindan;

70— F@)] < 170 + 1) < 201 < oarED)

elde edilir. Boylece her = € [a,b] ve t € R igin;
t—x)°
|f(t)—f(:v)|<5+2M% (4.28)

elde edilir.
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Diger taraftan 7T,, operatoriiniin lineerligi ve monotonlugunu kullanarak;

ITnf = fllpg = 1T (f(8) = fz) + f(2); @) = f(2)],,
1T (f () = f(@); ), g + 1T (f(2); 2) = f(2)]],
10 ([ (8) = F(@)5 ), g + MAT (fo; ) = foll,,q

IN

IN

yazilir. (4.28) esitsizliginden;

17, (50 = F@)5 @),y < | <e+zM A )

p.q

= e Tu(fo, ) + 25—]\24 (T ((t = 2)?, x))

= 5Tn(fo,$)+€—€+25—]\24(Tn ((t—$)2, 3:))

< e+ell(Tn (fos2) = fo)ll,g
M
27, (e a1 )

I

elde edilir.

HTn ((t - x)Q, x) Hp’q = HTn (t2; x) —22 T, (1; z) + 2T, (1; x)”pvq
= [T (% 2) —2*] — 22 [T, (1; z) — a]
+a” [T, (1; x) — 1]||

pq

yazabiliriz. C' = max{|a|,|b|} olmak {izere;

ITnf = flly < e+ (e+ M)ITufo = foll,,

2M
5 (I7fa = Lol + 20 1T = il

+C2 HTnfO - fO“p,q)

elde edilir.

2M 2C*M 4CM
H—max{?,T—Fe—i—M,T}
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alimirsa; her n € N igin

1T = F3 L (@), < 2+ H{ITufo = follyy + 1T fi = fill, + ITfo = foll, o}
(4.29)

yazabiliriz. r > 0 verildiginde € < r olacak bigimde bir € > 0 secelim ve

D ={n: | Tufo = follyy + 1 Tfs = fillpy + 1Tfo = foll, = 5
D, = {n N fe — f2||p,q = Ts;Ha}
D, = {n NTufr = fill,, > %}
Dy ={n:ITfo— follyy > 5 )

kiimelerini tanimlayalm.D C D; U Dy U D3 oldugu agiktir. Dolayisiyla (4.29) ukul-

lanarak;

Z Ank S Z Ank S Z Ank + Z Ank + Z Ank (430)

k::||ka—f;Lp7q(a,b)||2r keD keDq keDy ke D3

yazabiliriz. (4.27) ve (4.30)’dan istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.3.2 A = (a,;) negatif olmayan regiiler toplanabilme bir matris olsun.

T, : L, (loc) — Ly, (loc) ile tanimh pozitif lineer operator dizisi {7, } olmak tizere,

(1) da{neN:|T,|| > H} =0 olacak bi¢imde bir H > 0 mevcut olsun.
(17) v =0,1,2, igin f, (t) =t olmak iizere, st — nhj& 1 Tutfs — foll,, =0

gerceklensin. Bu durumda her f € L’;q (loc) igin;
stq — liTILn |Tnf — fll,, =0 (4.31)

gergeklenir (Duman ve Orhan 2003).

Ispat f ¢ L’;’q (loc) ise F' = f —kf q € L,,(loc) yazabiliriz. F fonksiyonu icin
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(4.31) esitligi saglanirsa (ii)’den

||Tnf_f||p7q S ||T71F—F||p,q+kf ||an_Q||p7q

N

— ||TnF - FHp,q + kf ||Tnf0 - f0||p,q + kf HTTLfQ - f2||p7q

gergeklenir. Dolayisiyla, f fonksiyonu igin de saglamr. Yani, teoremi f € L9 (loc)

icin ispatlamak yeterlidir.

Keyfi bir ¢ > 0 verilsin. O halde |z| > x¢ esitsizligini gergekleyen her z icin

1
z+h P

o [ 1fOl ) <@

esitsizligi gergeklenecek bicimde bir zy noktasi bulabiliriz. Bu durumda

(4.32)

[—xo — h, zo + h] sonlu araliginda siirekli bir ¢ fonksiyonu i¢in Luzin teoreminden,

If = &5 Lp(=z0 — hyzo + h)|| < e
egitsizligi saglanir. Simdi

M (xg) = max{ max |¢(x)|,1}

|z|<zo+h
olsun.
2heP
) 1 —— h
< min { MP(Q;O)’ }

olacak sekilde bir 6 > 0 alalim. Boylece,

() |zl <zo+h
g(r) = 0 ozl <ao+h
lineer ; d.d.

(4.33)

(4.34)

olacak bigimde tiim reel eksende siirekli bir ¢ fonksiyonu tanimlayabiliriz. (4.32),

(4.33),(4.34) ve Minkowski esitsizligini kullanarak, Luzin teoremi yardimiyla,
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1f=9llg < I =95 Lpg(=20, 20)ll + 1f = g5 Lp.g (|| = w0 + 2+ 5]

+1f = g5 Lpg(x0, 20 + b+ 6)|| 4+ || f — 95 Lpg(—=20 — h — &, —20) ||

IA

2e + [|f — g5 Lypg(z0 — hy w0 + 20 + 6))|

+If = g; Lpg(—x0 — 2h — 6, —x0 + h)||

IN

26+ || f - ©; Lipg (o — hy 20 + h)|| =+ [ f; Ly (zo + h, 20 + 2h + 6|
+ lg; Ly (zo + h, 20 +h+0)|| + [ f; Ly (=20 — 2h — 0, —x0 — h)||

+ lg; Ly, (=m0 —h =0, =z = h)|| +[[f — ¢; Ly, (=m0 — h, =m0 + h)|

yazabiliriz. |g(x)| < M(xo) ve § < h oldugu son esitsizlikte dikkate alinirsa;

o\r
IF =gl < et 20000} (§)+ 15+ G-t oo+ 30)
+11f5 Lpg (=0 — 3h, —x0 — h)||

IN

6e + 2¢ (q (xo + 2h))
= £ (6+2(q(z0 +2h))) = Cue (4.35)

elde edilir, burada C7 = 6 + 2¢ (zo + 2h) almmugtir.
q(x) =1 + 22 oldugundan M (z()'m tanimh oldugu yerde |z| > z; i¢in,

M (o)
(I(l“l)

ve g¢g(x)=0 (4.36)

olacak gekilde bir z; > xy noktas: alalim. Simdi,

E:={neN:|L| < H}

kiimesini alalim. (i)’den §4 (E) = 1 elde edilir. Boylece ¢ > 0 verildiginde, (4.35)

ve (4.36) esitsizliklerini kullanarak n € F igin,
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||Tnf - f||p7q S ||Tn(f - g)||p7q + ||T7'lg - g”p,q + ||f - g”p,q
— HTTLH Hf - g||p,q + ||f - g”p,q + ||T7’Lg - g“p,q
(H+DNf = gll,q + 1Tng = g5 Lpg (=21, 21) |

1 Tng — g5 Lpg (|| = 21|

A

A\

< (H+1)Cie+||Thg — g; Lpy (—x1,21)||
HTag = 9: Ly (2] 2 @)
elde edilir. |g(x)| < M(xo) oldugundan;

M (o)
q ($1)

[Tnf = fll,y < (H+1)Cie+|Thg = g5 Lpg (=21, 21) || +

< K{;‘ + HTng -9 Lp,q (_3717371)”

yazabiliriz. Burada K = (H + 1) C} + 1 olarak alinmugtar.

Simdi, keyfi bir r > 0 verildiginde Ke < r olacak bi¢imde bir £ > 0 secelim. Boylece;

Z Qi S Z Ak

ke T f— £l > 7 k€ || Thg—g;Lp.q(~21.01)||> r—Ke

elde edilir. Boylece; her f € LY (loc) i¢in Lemma 4.3.2’den
StA - hgbn HTTLf - f”p,q =0

gerceklenir.
Teorem 4.3.3 A = (a,;) negatif olmayan regiiler toplanabilir bir matris olsun.

T, : Ly, (loc) — Ly, (loc) ile tammh pozitifi lineer operatdr dizisi olmak iizere;

Teorem 4.3.2°deki (i) ve (ii) sartlarim saglasin. O halde ¢* agirlik fonksiyonu igin,
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lim 1:’—(”5; = 0 olmak iizere her f € L, , (loc) igin

|z|—o0

sty — lim

sup
reR q* (I)

( ||Tnf—f;Lp(?L’—h,fL‘+h)||):0

gergeklenir (Duman ve Orhan 2003).

Ispat Hipotezden bir ¢ > 0 verildiginde |z| > z sartinm saglayan her z icin ;*éj <e
olacak bi¢imde bir xy noktas: alalm. f € L, , (loc) alalhm.
an = ||Tnf — f; Lpg (|z| > 20)|| olsun. (i) sartindan, E = {n e N:||T,|| < H}

kiimesinin her A yogunlugu 1’dir. Her n € FE i¢in a,, < M olacak bi¢imde bir M > 0

vardir. Gergekten

z+h %
5 1517 at
a, = sup vk
" |z|>x0 1+ a2
1 1
z+h P z+h P
#/ TS dt) + 2%/ |fI" dt
xz—h xz—h
< su
- |x|>120 1+ 22
1 1
x+h ) x+h D
5 [ e & [ 15
z—h xz—h
<
R 1+ 22 TP 1+ 22
= HTnf”p,q + Hf”p,q
< Nl (1Tl +1) (Tl < H)
< M
saglanir. Luzin teoreminden; [—x¢ — h, o + h] araliginda
lf —v; L, (—x0 — h,xo + h)|| < ¢ (4.37)

esitsizligini saglayan siirekli bir ¢ fonksiyonu mevcuttur.
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Simdi reel eksende siirekli bir G fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

o(—xg—h) , < —x0—h

G(z) = ¢ (x) , x| <zo+h -

¢ (xg + h) ., >x9+h

ne€ Eve feL,,(loc) alahm. Hipotezden ve (4.37) esitsizliginden;

by = HTnf_f§Lp,q (_Iovx())H

IN

1T (f = G) 5 Lpg (=0, o) || + |10 G = G Lp g (=0, o) |

+If = G; Ly (—z0,70)||

IN

ITall [1f = G Lpg (=20 = hy o + B) || + [ ThG = G Ly g (=0, 20) |

I = G5 Ly g (=20, 20|
= (Tl +1) IIf = ¢ Ly (=20 = hy o + D) || + [ TG = G Ly g (=0, 20) |

elde edilir. Diger yandan; her n € F i¢in

IN

IN

(4.38)
o 1T = 1Ly o = hoa + )] q(2)
z€R q* (.’ﬂ) q ([L’)
T.f — ;L —h h
up 1T0] = £ Lo o= bz W] 0 @)
ja|<o 7 (z) q(z)
+anp IS =Sl @b+ ) 0@
|z|>zo q* (v) q ()
x? 1+ 22
b, sup —— tan, sup —
lz|<zo 4 (z) lz|>x0 4 (z)
1 2
by (1+23) +a, sup rr (4.39)

el>z0 ¢ (7)

elde edilir. Dolayisiyla; (4.37), (4.38), (4.39)’den n € E ve f € L, , (loc) i¢in;

u, < (H+1) q(zo+1) e+q(zo+1) |TG—G; L, (—x0,30)|| + M €

= Ke+q(zo+1) |TuG = G; Ly, (—z0, 20)|
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elde edilir. Burada K = (H + 1) ¢ (xo + 1) + H alinmugtur.

r > 0 verildiginde K¢ < r olacak bicimde bir € > 0 secelim. Boylece;

Z Qnj S Z Gk

k€Ewug> T kE€E:|TuG~GiLp,q(~z0.70) > 17755

yazabiliriz.
Lemma 4.3.2’den,

sty —limu, =0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi Korovkin teoreminin klasik versiyonunu saglamayan ancak Teorem 4.3.2’yi

saglayan bir pozitif lineer operator dizisi 6rnegi verecegiz.

Ornek 4.3.1 P, : L, (loc) — L, (loc) olmak tizere h > 0 igin;

P (fix) = (mf_—h)zf(a:—l—h), 2n—-2)<z<2n+1 (4.40)

f(z) , d.d

seklinde tanimli diizgiin smirh ve pozitif lineer operator dizisi olan (F,) dizisini

alahm. v = 0, 1,2 olmak iizere; f, (y) = y” i¢in;
T [Pufy — foll,, = 0
olmasina ragmen oyle bir f € L, , (loc) vardir ki
T [P f1],, =0
kosulu saglanmaz. Ancak; her f € L¥ (loc) i¢in saglamr (Gadjiev vd. 2003).

Simdi; (u,) dizisi sifira A-istatistiksel yakinsak olan ancak yakinsak olmayan bir reel

say1 dizisi ve (P,) dizisi de (4.40) ile tamimli olmak tizere, 1), : L, , (loc) — L, , (loc)
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operator dizisini

T, (f;2) = (1 +u,) P, (f;2)

ile tanimlayalim.

Dikkat edelim ki A, li7rln max {a.x} = 0 olacak bicimde negatif olmayan regiiler bir
matris ise A istatistiksel yakinsaklik klasik anlamdaki yakisakliktan daha kuvvet-
lidir (Kolk 1991). Bu yiizden boyle bir (u,) dizisi kurmak miimkiindiir. Genel-
ligi bozmaksizin (u,,) dizisinin negatif olmadigimi kabul edebiliriz ve (7)) Teorem

4.3.2’deki tiim sartlari saglar. Dolayisiyla; her f € L’;q (loc) igin,

Lot = Lll,g = 1@ +w) Pufo = fll,,
- ||Pnfu+un Pnfzz_fl/Hpg

< NPty = Follp g +un 1Bafill,

yazabiliriz. Buradan Lemma 4.3.2’i ve sty — limw, = 0 oldugunu kullanarak, her
k . .
f € Ly, (loc) igin,
StA - IITILII ||Tnf - f||p7q = 0

gerceklenir.

4.4 Lokal Integrallenebilen Fonksiyon Uzaylarinda A-istatistiksel
Yaklasim Orani

Bu boliimde lokal integrallenebilen fonksiyon uzayinda tanimli pozitif lineer ope-
ratorlerin A—istatistiksel yakinsaklik oraniyla yaklagim yontemini incelenecektir.
Daha oncesinde “A—istatistiksel yakinsaklik oran1” ve “A—istatistiksel sinirlilik orani”

kavramlar1 tanitilarak bu kavramlara iligkin bir takim sonuclar elde edilecektir.
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Tanim 4.4.1 A = (a;,,) negatif olmayan regiiler bir matris, (a,) pozitif reel sayilarin

artmayan bir dizisi olsun. Her ¢ > 0 i¢in

o1
lim — E aj, =0
J aj
n:|xp—L|>e

kogulunu saghyorsa = = (z,,) dizisi L sayisina “o(a,) oraninda A — istatistiksel
yakinsaktir” denir ve x, — L = st4 — o (a,) (n — 00) bigiminde gosterilir.

Eger her ¢ > 0 icin

lim > au=0

nilzn—L|>zan
kosulu saglaniyorsa « = (z,,) dizisi L sayisima “o, (a,) oraninda A — istatistiksel
yakwnsaktur” denir ve x,, — L = st4 — o, (a,) (n — o0o) bi¢ciminde gosterilir (Duman
vd. 2003).
Tanim 4.4.2 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir matris (a,,) pozitif reel sayilarin

artmayan bir dizisi olsun. Her ¢ > 0 i¢in

1
sup — E Ajp < 00
J T ni|zn|>e

kosulu saglaniyorsa x = (z,,) dizisi “O (a,) oraminda A — istatistiksel sinarlidr”
denir ve z, = sty — O (a,) (n — o0) bi¢iminde gosterilir.
Eger

lim ) au =0

n:|zn—L|>Man
olacak bicimde bir pozitif M sayis1 varsa z = (z,) dizisi “O,, (a,) oranminda A —
istatistiksel sinarlidur” denir ve x, = sty — O, (a,) (n — o00) biciminde gosterilir
(Duman vd. 2003).
R tizerinde tammh ¢ (z) = 14 2? bir agirlik fonksiyonu ve 6 > 0 ve f € L, (loc) i¢in

“agirhikh stireklilik modiilii”

o 6) = sup L@ =)

le—t|<5 q ()

bigiminde tanimhdir (Duman ve Orhan 2008).
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Simdi agirlikh siireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklerini verelim:
a) f € L, (loc) igin w, (f,0) >0
b f S Lp (lOC) 51 < (52 = Wq (f, 51) < Wy (f, (52)

c)c>0ve f e Ly,(loc) icin w, (f,c0) < cw,(f,9)

)
)
d) [¢], ¢’'nin tam degerini gostermek iizere bir ¢ > 0 ve f € L, (loc) icin

wq (f,¢0) < (1 +[e]) wq (f,0)

e) z,t € R olmak tizere herL, (loc) icin

1f (&) = F (@) < q () wq (f, [t — )

ozellikleri saglanir.
Simdi bu boliimdeki ispatlarimizda sikga kullanacagimiz bir lemmay1 inceleyelim.

Lemma 4.4.1 7T, : L,,(loc) — L, (loc) ile tanmimh pozitif lineer operator dizisi
olsun. Tiim reel eksende simirh ve siirekli her f fonksiyonu igin ve fy (¢) = 1,9 (2) =
(t—x)*,C = SUP,<,<p ¢ () ve Cy = sup,<,<; | f (z)| olmak tizere; her n € N ve bir

0 > 0 igin,

ITnf =[5 Lpq (a, D) < Crwq (f,0) [[Tafo— follq + Cr wq (f,9)

C
43 0y (£,0) [Tapullyy + Ca ITofo = fol

gergeklenir (Duman ve Orhan 2008).

Ispat Tiim reel eksende smirh siirekli bir f fonksiyonu ve x € [a,b] alahm. T,

operatoriiniin lineerligini ve monotonlugunu kullanarak, her n € N ve § > 0 igin

T (f;2) = f )] < T (f(8) = f () + [ (2);2) = f ()]
< T (f () = f(@)52) + T (f (2) 5 2) — f (2))]
< T (F () = f(@)s0) [+ [f (@) [T (fos ) — fo ()]
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yazilabilir.
q(z) = 1+ 2% > 1 oldugundan; T,, operatorii ve siireklilik modiiliiniin 6zelligini

kullanarak;

To (f; ) = f (2)]

IN
~
f—
—
=
~—
|
—
\;/

D)i0) 4 1S @)L o) ~ o ()

0 0) T e (5 = o)) 15 @)1 T, (o) — o ()

T, (w0 (5710 o) 1 @I, i) = fo )

iy (f360):) 4 1f ()] T, (s ) — fo )

D) (£.8) 320} + 1F (2)] T, (o) — Fo )

(0 )

T, ()~ fo (2)

@)y (10T, (o) + o)y (1,00 T, (|15 )
HE@ [T o) — fo2)

= q(@)wq (f,0) {1 (fo;2) + fo (z) — fo(x)}

ra@n (1T, (|57 ’} o)+ @I, (i) = fo o)

1)y (1,0) (T, (o) — o ()} + ), (1,0) fo (2

+q<x>wq<f,a>Tn<'t i )+rf<>r|Tn<fo;x>—fo<x>|

() (£.0) To (i) — fo ) + 0 ()0, (£.9)

+MT’1 (¢ (2);2) +1f @) 1T (for 2) — fo ()]

IN

(VAN
[}
8
—
&

I
()]
—~ —~ —~ —~ —~ 3
~— ~— \H/ ~ ~—
3
A

IN

IN

IN

elde edilir. Burada ¢ = =2 5

alinmigtir. Boylece

ITnf = fr Lpg (@, )],y < wqo (£,0) sup q(2) [ Tofo = foll,, +wq (f,0) sup g (x)

z€[a,b] z€la,b]
wy (f,0
Y oy [Tl + s 1F T o~ foll,
x€(a,b] z€la,b]

bulunur. Sonug olarak;

ITnf = fi Lpg (@, D), < Crwg (F,0) [ Tofo = foll, g + Crwqy (f,6)

C
3y (£, 1Tl + Ca 1 Tafo = foll g
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.1 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve (ay,)
ve (by,) pozitif artmayan iki dizi olsun. 7T}, : L, , (loc) — L, , (loc) ile tanimh pozitif
lineer operator dizisi alahim. f tiim reel eksende sinirli, siirekli bir fonksiyon olmak

izere,

(@) N Tnfo = foll, g = sta—o(an) ;(n— o0)

() wy(fsan) = sta—o(bn) s (n—00) s an =\ /ITapll,,

sartlarin saglar. Boylece C,, = max{a,, b,} i¢in

IT0f = £ Lpg (@, D)l = sta = 0(ca) , (n = 0)

elde edilir (Duman ve Orhan 2008).

Benzer sonu¢ “o” yerine 'O  alindiginda da saglanir.

Ispat Lemma 4.4.1°den her n € N i¢in; § = a,, =  / 1Tl ,, secilirse;

I Tof = f3 Lpg (a, b)Hp,q < Crwg(fyan) (| Tafo— foll,, + Cr wq (fs )

Ch
—+ ) Wq (f7 an) HTnSOpr,q

(I170:10)

+Cy | Tufo — foll,,
= Crwg(fyom) [1Twfo = foll,, +2C1 wq (f; om)
+02 HTnfO - fOHp,q (441)

elde edilir. Simdi € > 0 verildiginde;

D = {neN:|Tf = fiLpy (@ b)l,, > <}
€
D, = {nGN:wq(f,ozn) HTnfo—foHp,qZ?)—Cl}

€
DQ = {nGN:wq(f,an)ZG—Ol}
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9
Du={n e B = fll 2 oo )

kiimelerini tammlarsak (4.41) esitsizliginden D C D; U Dy U D3 saglanir. Bu dogrul-

D, — {neN:wq(faO‘n) 2\/3201}
1" 6
Dl = {neN: 1T fo = foll,q = \/3:01}

tammlayalm. D; C D) U D] elde edilir. Dolayisiyla; D € Dy U D] U Dy U D3

tuda;

yazilabilir. §imdi, ¢; = max{a;, b;} oldugundan; her j € N icin,

1 1 1 1 1
C—jZajnSEZajn—l—a—jZajn—i—b—jZajn—i-;Zajn (442)

neD ! nen! neD!! n€Dy J neDs

elde edilir. (i) ve (ii) sartlarim kullanarak; (4.42) esitsizliginden

1
lim — in =20
iy

J neD

elde edilir. Boylece,

I T0f = i Lpg (a, b)Hp,q = sta—o(cy) ,(n — 00)

sonucu bulunur.

Yukaridaki teoremden yola cikarak, asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.4.2 A = (a;,), (an), (bn), (cn), (an,) ve {T},} Teorem 4.4.1’deki gibi

tanimlansin. Tiim reel eksende siirekli ve sinirli bir f fonksiyonu

(@) NTwfo = foll, g = sta —ou(an) ,n—o00

(i1) wq (f,an) = sta — o, (bn) , N — 00

20



sartlarim saglasin. Bu durumda; d,, = max {a,b,, a,, b, } olmak iizere n — oo igin;
ITof = f3 Lpg (a,b)|| = sta— o, (dn)

elde edilir (Duman ve Orhan 2008).

Benzer sonug "0, ” yerine "0, ~alindiginda da gergeklenir.

Simdi lokal integrallenebilir fonksiyon uzaylarinda A-istatistiksel yaklagim hizini in-

celeyelim.

Teorem 4.4.3 A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi, (ay)
ve (b,) pozitif artmayan diziler olsun. T, : L,, (loc) — L, , (loc) ile tammli pozitif
lineer operator dizisi olmak iizere {||7,,||} dizisi A— istatistiksel sinirli ve H > 0 igin

E={neN:|T,| < H} olmak iizere 04 (£) = 1 olsun. Ayrica f € L, , (loc) icin

(@) NTuf = fll,, = sta—o(an) , n— o0

(”) Wq (f7 an) =stqa—o0 (bn) , T — 00

saglansim. Bu durumda ¢, := max{a,, b,} ve € > 0 i¢in | l‘im )
T|—0o0

¢* (z) = 14 |z|*™ olmak tizere h > 0 ve n — oo icin;
T.f—f;L —h, h
sup(” f=r P(I T+ )H):StA—O(Cn)
zeR q (‘T)

saglanir (Duman ve Orhan 2008).

Benzer sonuclar 0" yerine “O" alindiginda da saglanir.

Ispat Hipotezden bir ¢ > 0 verildiginde |z| > z sartinm saglayan her z icin ﬂ—% <e

olacak bi¢imde bir zy noktasi alalm. f € L,,(loc) olsun. Luzin teoreminden

[—xo — h,xo + h] araliginda ;

If =i Ly (=20 = hyzo + )| <€
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esitsizligini saglayacak sekilde siirekli bir ¢ fonksiyonu bulabiliriz. Simdi,

o= s (UL =Ll hx 10
n = Sup

z€R q* (.Z’)

tanimlayalim. Teorem 4.3.3’den her n € F igin;
u, < Ke+q(xg+1) |[T,G—G; L, (—z0,z0)| (4.43)

yazilir. Burada K = (H +1) q(xo+ 1) + H alimmigtir. Simdi reel eksende siirekli

bir G fonksiyonu tanimlayalim:

o(—xg—h) , < —x0—nh
G(z) = ¢ (z) ,zl <xo+h
o(xog+h) , x>z0+h

Lemma 4.4.1’den § = a,, = /|| Thp,ll,, yazilirsa, (4.43) esitsizliginden her n € E

icin

un < Ke+ Oy glao+1) wy (fran) [ Tufo — foll,, +2C1 ¢ (o +1) wy (f )
+Cy q (2o +1) | Tufo = foll,, (4.44)
elde edilir. Burada C; = sup |¢(z)|, Cy= sup |f(z)| alnmstir.

x€(—xo,x0) x€(—x0,0)

r > 0 verildiginde Ke < r olacak bicimde bir ¢ > 0 secelim. Teorem 4.4.1’in

ispatinda oldugu gibi

U = {nek:u,>¢}

r— Ke
U1 = {nGE:wq(f,Oén) HTnfO_fOHp:ngclq(xo—i—l) W (fa)}
1 g\Jo
r— Ke
U. = E: n > 7
5 {nG wq (f, an) =6 C) q(zo+1) }

r— Ke
U. — e E:||T.fo— = !
3 {n “ fO fOHp,q — 3 C’Q q(mo —+ 1)}
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kiimelerini tanimlayalim. (4.44) esitsizliginden U C U; U Uy U Us saglanir.Ayrica,

/ r— Ke
U1 = {nGE:wq(faO‘n)Z \/3 Ciq(:po—{—l) Wq(f7an)}

" T_Kg
U, = E:\T,fo — > 7
1 {n S || fO fo”PvQ - \/3 Ol q(I‘O + 1) wq (f? an)}

alahm. U C U; U U, saglamr. Boylece U C U; U U, U U, U Us yazabiliriz.

¢; := max{aj, b;} oldugundan; her j € N igin

1 1 1 1 1
;Zajnsb—jZaw; Z%‘ﬁb—jz%‘"*;z%

7 neu nel, ! neu? n€els 7 neUs

elde edilir. Hipotezi kullanarak, (i) ve (ii)’den
1
lim — Z aj, =0
TG nel

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

“o” yerine “o, ” yazilirsa agagidaki sonucu elde edebiliriz.

Teorem 4.4.4 A = (aj,), (an), (bn), (o), ¢* (x) ve {T,,} Teorem 4.4.3’deki gibi

tanimlansin. Her f € L, , (loc) i¢in

(@) NTnto = foll,g = sta = 0u(an) , (n— o0)

(i) wq (f, ) = sty — Op (bn) , (n — o0)

saglansin. Bu durumda; h > 0 i¢in d,, :== {a,, b,, a,,b, } olmak iizere,

sup
r€R

UﬂJ—ﬁLAx—hx+MH

v (@ )=st-a@) oo

elde edilir (Duman ve Orhan 2008).

“om : «’ s s
Benzer sonug o,” yerine “O, alindiginda da saglanr.

23



KAYNAKLAR

Altomare, F. 2010. Korovkin type Theorems and Approximation by Positive Linear
Operators, Surveys in Approximation Theory 5; pp.92-174

Altomare, F. and Campiti, M 1994. Korovkin type Approximation Theory and its
Application,. Walter de Gruyter Publ. Berlin.

Bernau, S. J. 1974. Theorems of Korovkin type for L, spaces, Pacific J. Math.
Vol.53; pp. 11-19.

Donner, K. 1981. Korovkin theorems in L, spaces, J. Functional Analysis 42;Vol.
pp. 12-28.

Duman, O., Khan, M. K. and Orhan, C. 2003. A-statistical convergence of ap-
proximating operators, Math. Inequal. Appl. Vol. 6 (4); pp. 689-699.

Duman, O. and Orhan, C. 2003. Statistical approximation in the space of lo-
cally integrable functions, Publicationes Mathematicae, Debrecen Vol. 63;
pp-134-144.

Duman, O. and Orhan, C. 2008. Rates of A-statistical convergence of opera-
tors in the space of locally integrable functions, Applied Math. Letters
Vol.21;pp. 431-435.

Dzyadik, V. K. 1966. On the approximation of functions by linear positive operators
and singular integrals, Mat. Sbornik Vol. 70; pp. 508-517 (in Russian).

Gadjiev, A. D. 1976. On P. P. Korovkin type theorems, Math. Zametki 20; 781-786.

Gadjiev, A. D. , Efendiyev, R. O. and Ibikli, E. 2003. On Korovkin’s type theo-
rem in the space of locally integrable functions, Czech. Math. J. Vol. 20;
pp.781-786.

Gadjiev, A. D. and Orhan, C. 2002. Some approximation theorems via statistical
convergence, Rocky Mountain J. Math. Vol. 32 (1); pp. 129-138.

Gadjiev, A. D. and Ibikli, E. 2002. On Non-Existence of Korovkin’s Theorem in
the Space of L,-Locally Integrable Functions, Turk J. Math. Vol. 26; pp.
207-214.

Haciyev, A. ve Hacisalihoglu, H. H. 1995. Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakin-

sakhg1, Ankara Universitesi Yaymnlari.

o4



Kolk, E. 1991. The statistical convergence in Banach spaces, Acta Et Commentati-
ones Tartuensis Vol. 928, pp. 41-52.Kolk, E. 1993. Matrix summability
of statistically convergent sequences, Analysis 13; 77-83.

Korovkin, P. P. 1960. Linear Operators and Approximation Theory, Hindustan
Publ. Co., Delhi.

Lorentz, G. G. 1986. Approximation of Functions, 2nd. Ed., Chelsea Publ. Comp.
New York.

Lorentz, G. G., Chui C.K. and Schumaker, L. L., 1976. Approximation Theory II,
Academic Press Inc. Newyork.

Royden, H. L. 1968. Real Analyis Second Edition, 118 p., New York.

Swetits, J. J. and Wood, B. 1996. On degree of L, approximation with positive

linear operators, Journal of Approximation Theory 87; 239-241.

95



OZGECMIS

Adi Soyad: . Nilay SAHIN
Dogum Yeri . Ankara
Dogum Tarihi : 21.04.1987
Medeni Hali : Bekar
Yabanci Dili . Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Anittepe Lisesi (YDA) (2005)
Lisans . Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii (2009)
Yiiksek Lisans . Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilimdali (Subat 2010-Temmuz 2011)

26



