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OZET

MUTLAK HEMEN HEMEN YAKINSAKLIK ve MUTLAK HEMEN HEMEN
TOPLANABILME

KAYA, Mehmet
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Yrd. Dog¢. Dr. Hasan KARA
Ekim 2009, 63 sayfa

Hahn-Banach teoremi, fonksiyonel analizin temel teoremlerinden biri olup reel
degerli smurhh dizilerin uzayma bir uygulamasi, Banach limiti kavraminin
tanimlanmasini saglamistir. Banach limitleri cakisan dizileri karakterize etmek iizere
cesitli calismalar yapilmistir. Bir dizi yakinsaksa bu dizinin biitiin Banach limitleri
cakisir ve dizinin Banach limiti dizinin bilinen limit degerine esittir. Fakat Banach
limitlerinin ¢akistigi yakinsak olmayan dizilerde vardir. Bir simirli dizinin biitiin
Banach limitleri cakisiyorsa, bu diziye hemen hemen yakinsaktir denir. Dolayisiyla bir
dizi yakinsak ise hemen hemen yakinsaktir ama yakinsak olmayan, hemen hemen
yakinsak diziler vardir.

Bu calismanin amacit mutlak hemen hemen yakinsaklik ve mutlak hemen
hemen toplanabilme ile ilgili bazi ¢alismalar1 incelemek ve hemen hemen siireklilik ve

hemen hemen kompaktlik hakkinda bilgi vermektir.

Anahtar Kkelimeler : Banach limiti, Dizi, Mutlak hemen hemen yakinsaklik,

Mutlak hemen hemen toplanabilme, Toplanabilme.






ABSTRACT

ABSOLUTE ALMOST CONVERGENCE and ABSOLUTE ALMOST
SUMMABILITY

KAYA, Mehmet
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Hasan KARA
October 2009, 63 pages

Hahn-Banach theorem is one fundamental theorem of functional analysis and
has provided to discussing of Banach limit concept with its one application over spaces
of bounded sequences with real value. It has been made various studies to characterize
sequences coinciding Banach limits. If one sequence is convergent then it coincide all
Banach limits of its sequence and this sequence Banach limit equal to known limit
value its sequence. However there are also non convergence sequences coinciding
Banach limits. If one bounded sequence coincides all Banach limits then it called that
this sequence is absolute almost convergence. Consequently if one sequence is
convergent then this sequence is almost convergent but there are also none convergent
almost convergent sequences.

The purpose of this study is to give information with respect to almost
convergence and almost compactness to be investigated some studies made concerning

absolute almost convergence and absolute almost summability.

Key words: Absolute almost convergence, Absolute almost summability,

Banach limit, Sequence, Summability.






ON SOz

Reel degerli simirlhi dizilerin uzayima bir uygulamasi yapilarak Banach limiti
kavraminin tanimlanmasini saglayan Hahn-Banach teoremi, fonksiyonel analizin en
onemli temel teoremlerinden biridir. Mukayese yapildiginda Banach limitleri ¢akisan
ve cakismayan diziler i¢cin Hahn-Banach teoremi belirleyici olmaktadir. Cakisiyorsa
dizi hemen hemen yakinsaktir ama yakinsak olmayan, hemen hemen yakinsak diziler
vardir. Bu calismanin amact mutlak hemen hemen yakinsaklik ve mutlak hemen
hemen toplanabilme arasindaki iligkileri incelemek ve bazi uygulamalar yapmaktir.

Bu calismanin basinda hemen hemen yakinsaklik ve hemen hemen
toplanabilme ile ilgili siire¢ ayrintili olarak anlatilmistir. Daha sonra konuyla ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir. Calismanin {i¢iincli boliimiinde mutlak hemen
hemen yakinsaklik ve mutlak hemen hemen toplanabilme ile ilgili literatiirde bugiine
kadar elde edilen baz1 sonuglar ele alinmistir. Dordiincii boliimde, bir & indeksi ile bu
konu ile ilgili yapilan genellemeler incelenmistir. Son bdliimde ise bugiine kadar
yapilan ¢alismalardan farkli bir calisma olarak dikkat ¢ceken hemen hemen siireklilik ve
hemen hemen kompaktlikla ilgili baz1 sonuglar ele alinmistir.

Bu calismay1 bana veren ve calismalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarini esirgemeyen hocam, Sayin Yrd. Dog. Dr. Hasan KARAya tesekkiir eder
saygilarimi sunarim. Ayrica degerli hocam Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Hamdullah SEVLI’ye

tezim hakkindaki tavsiye ve yonlendirmelerinden dolay: tesekkiirii bir borg bilirim.

Mehmet KAYA
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

N : Dogal sayilar

R . Reel sayilar

C : Kompleks sayilar

w : Reel veya kompleks degerli diziler uzay1

I : Reel veya kompleks degerli sinirli diziler uzayi

c : Reel veya kompleks degerli yakinsak diziler uzay1

¢, : Reel veya kompleks degerli sifira yakinsak diziler uzayi

Zan R ..
Zan serisi
n=l1

Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi

n=l1



1. GIRIS ve KAYNAK BILDIRISLERI

Fonksiyonel Analizin temel teoremlerinden biri olan Hahn-Banach teoreminin
reel degerli sinirli diziler uzayina bir uygulamasi, Banach limiti kavraminin dogmasina
yol agcmistir. Banach limitlerinin cakistigi dizileri karakterize etmek i¢in caligmalar
yapilmistir. Bir dizi yakinsak ise bu dizinin biitiin Banach limitleri ¢akisir ve dizinin
Banach limiti dizinin bilinen limit degerine esittir. Fakat Banach limitlerinin ¢akistigi
yakinsak olmayan dizilerde vardir. Bir smirli dizinin biitin Banach limitleri
cakisiyorsa, bu diziye hemen hemen yakinsaktir denir. Dolayisiyla bir dizi yakinsak ise
hemen hemen yakinsaktir fakat yakinsak olmayan, hemen hemen yakinsak diziler
vardir.

Bu calismanin amaci mutlak hemen hemen yakinsaklik ve mutlak hemen
hemen toplanabilme ile ilgili baz1 ¢calismalar1 incelemek ve hemen hemen siireklilik ve
hemen hemen kompaktlik hakkinda bilgi vermektir.

Tiim reel yada kompleks dizilerin kiimesi @ ile gosterilsin. ¢ ve c ile

stirastyla sinirhi ve yakinsak dizilerin ||x|| = sup|xn| normu ile verilen Banach uzaylar
n=0

gosterilsin. D , @ iizerinde sift operatorii yani D((xn )= (xm) olsun. Banach (1932),

Banach limiti kavramini asagidaki sekilde tanimlamistir:

¢ tuzerinde tamimh bir L:/_ — R lineer fonksiyoneli asagidaki ozelikleri
sagliyorsa L ye bir Banach limiti denir.

(i) Her n=0,1,... igin x, >0 olmak iizere L(x)>0 ,

(i) e =(1,1,...) olmak iizere L(e)=1,

(iii) L(x)= L(Dx).

Lorentz (1948), Banach limitlerinin cakistifi dizileri karakterize etmek igin
bazi calismalar yapti ve hemen hemen yakinsakligi tanimladi. Eger tiim Banach
limitleri ¢akisiyorsa, x € ¢ dizisine hemen hemen yakinsak dizi denir.

f ile tim hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi gosterilmek iizere Lorentz

(1948),



. I & .
f= {x : lim — z x,,.; limiti n'ye gore diizgiin olarak Var}
meem+ g

oldugunu ispatladi.

Mutlak hemen hemen yakinsaklik kavrami ise asagidaki gibi Das ve ark.
(1984), tarafindan verildi.

Herhangi bir x dizisi i¢in,

d, =d,(x)=——3Y

mn - m+1 par Xonti
olsun. a ile sonsuz bir Zan serisi gosterisin ve x, =a,+a,+...+a, olsun.
d,=d,, (x)= x,_, olarak tanimlanirsa

¢mn = ¢mn (a) = dmn - dm—l,n

yazilabilir. Buradan,;

¢On = an 4
O =——Sia,, (m21)
mn m(m+1) pa n+i

oldugu goriiliir.

Eger n’ye gore diizgiin olarak

2

m

¢mn

yakinsak ise a serisine veya x dizisine mutlak hemen hemen yakinsaktir denir.

dmn - dm—l,n

p=( pm) , pozitif sayilarin sinirlt bir dizisi olsun. Das ve ark. (1984) tarafindan

%(p>={a.:;|¢m

" n'ye gore diizgiin yaklnsak} ,
e _ oo}

Eger herm icin p, = p alinirsa %(p) ve z(p) yerine sirasiyla 7 ve 7

p p

()= {a.:sup Sl

uzaylar1 tanimlanmistir.

yazilir. Eger p =1 ise [ , yerine [ yazilir ve bu tiim mutlak hemen hemen yakinsak

dizilerin uzayin1 gosterir.

A= (ank) reel yada kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. Her n i¢in



A (x)= Zankxk yakinsak ise Ax = (An (x)) yazilr.
k

X ve Y, w’nin bostan farkli herhangi iki alt kiimesi olsunlar. x = (xk Je X
olmast Ax= (An (x))e Y olmasm gerektiriyorsa; A , X ’den Y ’ye bir matris

doniisiimii tanimlar denir ve A: X — Y seklinde gosterilir. (X,Y) ile X *den Y icine

olan biitiin matrislerin sinif1 gosterilir.

Hemen hemen toplanabilen diziler King (1966) tarafindan tanimland1 ve daha
sonralar1 Schaefer (1969) tarafindan ¢alisildi.

Bu calismada Nanda (1984; 1985) tarafindan verilen mutlak hemen hemen
toplanabilme tanimi verilecektir. Mutlak hemen hemen yakinsak dizilerin uzay: ile
ilgili matris doniisiimleri karakterize edilecektir. Hemen hemen yakinsaklik ve hemen
hemen toplanabilme Savag (1990) tarafindan da calisilmistir. Ayrica bu ¢alismada
mutlak hemen hemen yakinsaklik ve kuvvetli hemen hemen yakinsakligin Das ve
Mishra (1988) tarafindan verilen k£ =1 indeksi ile genellestirilmesi ele alinacaktir.

Modiiliis fonksiyon tanimi ilk kez Nakano (1953) tarafindan verilmistir. Ruckle

(1973), modiiliis fonksiyonu yardimiyla

fz{xz(xi ): )lx, |<oo}

dizi uzayini

L(f):{x:(xl.):Zf(lxi |)<oo}
dizi uzayma genellestirdi vel bu dizi uzaymin cesitli 6zelliklerini inceledi. Nanda
(1998) tarafindan modiiliis fonksiyonu yardimiyla ve bir k indeksi ile Das ve Mishra
(1988) de tanimlanan dizi uzaylar1 genellestirilmistir. Bu c¢alismada modiiliis
fonksiyonu yardimiyla ve bir k indeksi ile mutlak hemen hemen ve kuvvetli hemen
hemen yakinsakligin genellestirilmesi incelenecektir.

Farkli bir ¢alisma tiirii olarak Kurtz (1972) tarafindan Banach uzaylarinda
hemen hemen yakinsaklik kavrami ele alinarak King’in (1966) sonuclari
genellestirilmistir. Tipki yakinsakligin, siireklilik ve kompaktlik ile ilgili olmas1 gibi,
hemen hemen yakinsakligin, hemen hemen siireklilik ve hemen hemen kompaktlik
kavramlan ile ilgili olmas1 gerektigini diisiinmek dogaldir. Nanda (2004), normlu

lineer uzaylarda hemen hemen yakinsaklik kavramini kullanarak herhangi bir normlu



lineer uzayda hemen hemen siireklilik ve hemen hemen kompakthik kavramlarini
tanimlamistir. Bu ¢alismanin son boliimiinde Nanda (2004) geregince hemen hemen
stireklilik ve hemen hemen kompaktlik kavramlar: ele alinacaktir.

Bu konuda son zamanlarda yapilan Temel (1996) ve Sevli (1999) tez
caligsmalar1 mevcuttur fakat burada bunlara deginilmeyecektir.

Hemen hemen yakinsaklik ile ilgili son zamanlarda Das ve Nanda (1992), Jalal
(2004), Mishra ve Jaiswal (2004/05), Tateoka (2006), Shaw ve Lin (2007) calismalari

da mevcuttur. Fakat bu tezde bu calismalara deginilmeyecektir.



2. ON BIiLGIiLER

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1 (Lineer Uzay)

X bos olmayan bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: XXX > X
o: KxX =X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa X ciimlesine K cismi {izerinde bir

lineer uzay denir. Her A, € K ve x,y,z€ X i¢in,

(L) x+y=y+x

(L2) (x+y)+z=x+(y+2)

(L4) x+6 = x olacak sekilde bir 8 X vardir.

(L3) Her xe X icin x+ (- x)= 0 olacak sekilde bir (- x)e X vardr.
(L5) lx=x

L6) Alx+y)=Ax+ Ay

(L7)  (A+pu)x=Ax+ uy

(L8)  Alux)=(Au)x

Tamim 2.2 (Lineer Alt Uzay)

X, K cismi iizerinde bir lineer uzay ve M, X in bos olmayan bir alt climlesi
olsun. Eger her A,ue K ve x,ye M igin Ax+uye M oluyorsa M ’ye X ’in bir

lineer alt uzay1 denir.



Tanmim 2.3 (Normlu Lineer Uzay)

X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
H:x >R
doniigiimii Vx, ye X ve VAe K i¢in
(N) |d=0=x=6
(N2) [ =2 o

(N3) ||x + y|| < ||x|| + || y|| (licgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adini alir ve bu durumda (X | ) ikilisine

normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.
Tamm 2.4.

i x:N—->R , x(n)=xn dizisi verilmis olsun. k:N —>N , k(n)=k

n

fonksiyonu (dizisi) artan bir dizi olmak iizere (xok)(n): N — R bileske fonksiyonuna

x dizisinin bir alt dizisi denir ve x, ile gosterilir. Mesela — dizisinin o alt dizisi
! n n

vardir.

(i) (x,) reel dizisi verilsin. V& >0 icin (x,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
hari¢ diger tiim terimleri bir x reel sayisinin € komsulugunda bulunuyorsa (xn) dizisi
x e yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir.

(xn) dizisi verilsin. Genel terimi s, =x, + x, +...+x, seklinde tanimh (sn)
dizisini alalm. ((x,),(s,)) ikilisine seri denir. x, serinin genel terimidir, (s, ) dizisi
serinin kismi toplamlar dizisidir. Eger s, — s ise seri yakinsaktir denir.

Bir ( fn) fonksiyonlar dizisi bir f fonksiyonuna R de diizgiin yakinsaktir <

Ve >0 icin dn, dyle ki Vn>n, ve Vxe R icin |f, (x)-f (x)| < & olmasidir.

(iii) X c R, f:X — R bir fonksiyon ve x,€ X verilsin. f fonksiyonu x,

noktasinda siireklidir < V& >0 i¢in en az bir 6 >0 vardir dyle ki |x - x0| <o iken



|f(x)— f(x0)| <& olmasidir. Vx,,x, € X i¢in |x1 - x2| <0J iken |f(x1 )— f(x2)|< £
olacak sekilde bir (&) >0 varsa f ye diizgiin siireklidir denir.

(iv) X #¢ bir kime ve 7 da X in alt kiimelerinin bir sinifi olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 smifina X iizerinde bir topoloji ve (X,7) ikilisine de

bir topolojik uzay denir.

(T1) X,get

(T2) G,,.G,,...G, €T i¢in[\G, e

i=1

(T3) Vie I i¢in G, e7 icin | JG, e 7.

iel
(v) (X,7) topolojik uzay: verilsin. Eger metrik topolojisi 7 olacak sekilde X
izerinde bir metrik varsa bu 7 topolojisine metriklenebilirdir denir.
(vi) Bir (X,d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi uzaymn bir noktasina

yakinsiyorsa bu uzaya tam metrik uzay denir.

Tamm 2.5 (Dizi Uzaylari)

o={r=(x)|x N 5K k- x, = x(k)}
kiimesi

(), () = (x +y,) ve (4,(x)) = (Axp)
ile taniml toplama ve skalerle ¢arpma islemleri ile birlikte K iizerinde bir lineer
uzaydir. @ lineer uzay1 ve @ 'nin her bir lineer alt uzay1 dizi uzayi olarak adlandirilir.

¢y, ¢ ve £ sirastyla sifir dizileri dizi uzayi, yakinsak diziler dizi uzayr ve sinirh

diziler dizi uzay1 olarak adlandirilirlar. ¢, ¢ ve ¢_ dizi uzaylar ||x|| = sup|xk| normu
k

ile birlikte birer normlu uzay olustururlar.

Calismamizda kullanacagimiz diger bazi dizi uzaylar asagida verilmistir:

l=1, :={x=(xk)e a):i|xk|<°°},
k=0

mutlak yakinsak seri teskil eden biitiin dizilerin dizi uzayidir.



l, = {xz(xk)e a):i|xk|p <oo},

k=0

|/
dizi uzay1 1 < p < i¢in ||x||p = (Z|xk|p ) ! normu ile birlikte bir normlu uzaydir.

Bu dizi uzaylan arasinda, ¢/, C ¢, C c C /_ < @ kapsam bagintilar1 vardir.

Tanim 2.6.

X ve Y lineer uzaylar ve T7:X —Y bir fonksiyon olmak {iizere her

x,X, € X veher 4,ue K igin

T(Ax; + pxy) = AT (x)) + 4T (x,)

sartt saglanirsa 7T ye bir lineer operator veya lineer doniisiim denir. ¥ =R veya
Y = C olmasi durumunda ise 7 ye bir lineer fonksiyonel denir.
Eger T:X — Y operatorii sinirh kiimeleri sinirlhi kiimelere doniistiiriiyorsa

sinirl lineer operator diye adlandirilir.
Tanim 2.7 (Kompakt kiime)

(i) (X,7) topolojik uzay, Ac X ve G de X in alt kiimelerinin bir smifi

olsun. Eger A c UGi ise G smifina A nin bir Ortiisii denir. Kuvvet kiimesinin bir
GeG

G smifi A nin bir ortiisii olmak iizere eger G ortiisiiniin bir G* alt simfi da aym
zamanda A nin bir Ortiisii ise bu G’ alt simifina A nin bir alt ortiisii denir.

(ii) (X,7) topolojik uzayinda A — X in her agik ortiisiinden sonlu bir agik alt

ortii elde etmek miimkiin ise A kiimesine kompakt kiime denir.
Tanim 2.8.

Bir kompakt operator X in her hangi sinirhi alt kiimesinin L altindaki
gorlintiisiit ¥ nin kismi kompakt bir alt kiimesi olacak bicimde bir X Banach
uzayimdan baska bir ¥ Banach uzayina bir L lineer operatordiir. Bir kompakt operator

sinirl ve siireklidir.



Tamm 2.9 (Banach uzayi)

Bir Banach uzay1 tam normlu bir lineer uzaydir. Buradaki tamlik x, € X icin

||xm - X, || —0 (m,n— o) oldugunda bir xe X mevcuttur Syle ki, ||xn —x|| -0

(n — o) olur.
Tanim 2.10 (Matris Doniisiimii)

X#0, Y#0, @ uzaymm herhangi iki alt kiimesi ve A=(a,);
(n,k =0,1,2,...) kompleks sayilardan olusan bir sonsuz matris olsun. Bir x =(x,)e X
dizisinin Ax doniisiim dizisi her ne N° icin A, (x) = kz_(:)ankxk yakinsak serisi ile

verilen (A, (x))e Y dizisidir. A’ ya X *den Y i¢ine bir matris doniisiimii ve Ax ’e de
x’in A -doniisiim dizisi denir. (X,Y) ile X ’den Y i¢ine olan biitiin matrislerin sinift,
(X,Y,P) ilede X ’den Y icine limiti koruyan, yani limA (x)=1limx,, olan biitiin A

matrislerinin sinif1 gosterilir. Burada (X,Y.P) c (X,Y) dir.
Tanim 2.11 (Konservatif Matris)

A=(a,,) sonsuz bir matris olsun. Eger A matrisi yakinsak her diziyi yakinsak
diziye doniistiiriiyorsa, A matrisine konservatif matris denir ve Ae (c,c) seklinde

gosterilir.
Tanim 2.12 (Regiiler Matris)

A=(a,,) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her diziyi

yakinsak diziye limiti koruyarak doniistiiriiyorsa, A matrisine regiiler matris denir ve

A€ (c,c, P) seklinde gosterilir.



Tanim 2.13.

Zan, sonsuz bir seri ve bu serinin kismi toplamlar dizisi (Sn) olsun. Ayrica

n=o

A=(a,), = sonsuz matrisi verilsin. (s,) dizisinin A -doniisiim dizisini (z,) ile

gosterelim. Yani, ¢, = Zanksk olsun. Bu durumda A, diziden-diziye bir doniisiim
k=0

tanimlar. Eger (tn ), bir s limitine yaklasiyorsa o zaman (sn) dizisi veya Zan serisi
n=0

s’ye A toplanabilirdir denir.

Tanmim 2.14.

k,ne N° olmak iizere k >n igin a,, =0 elemanlar ile tanimlanan A = (a,, )

sonsuz matrisine alt iicgensel matris denir.

Tanmim 2.15 (Cesaro Toplanabilme Metodu)

Cok =Y n+1

0 , k>n

elemanlar ile tanimh alt ticgensel sonsuz matrise Cesaro matrisi denir ve (C,l) ile

gosterilir. Zan, (sn) kismi toplamlar dizisi ile verilen sonsuz bir seri olsun.

o, = st ile tanimlanan diziden-diziye doniisiime, (s, )dizisinin Cesaro
=0

n+1:-

ortalamasi denir. Eger limo, =5 ise, Zan serisi s degerine (C,l) toplanabilirdir
n—oo

denir.



Tanim 2.16 (Banach limiti)

¢ uzerinde tanimli bir L:/_ —R lineer fonksiyoneli asagidaki ozellikleri
sagliyorsa L’ye bir Banach limiti denir. ¢, biitin Banach limitlerinin kiimesini
gostersin.

B.1 Her n=0,1,...icin x, 20 olmak iizere L(x)Z 0

B.2 L(x)=LD(x),burada Dx=D((x,))=(x,,,) "dir.

B3 Le)=1,e=(1,1,....)

Tanim 2.17 (Hemen hemen yakinsak dizi)

Bir xe ¢ _dizisinin biitiin Banach limitleri cakisiyorsa, x’e hemen hemen
yakinsak dizi denir. f, hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin. Hemen
hemen yakinsak dizilerin uzayr f ile, sifira yakinsayan hemen hemen yakinsak
dizilerin uzay1 f, ile gosterilecektir. Lorentz (1948) bir x dizisinin bir s sayisina

hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin n’ye gore diizgiin olarak,

n=12,... olmak iizere

i o Xan et Xy
m—re m+1

oldugunu ispatladi. Eger xec ise L(x)=1(x)=1lim x, dir.

Herhangi bir x = (x, ) dizisi i¢in
1 m
dmn = dmn (x) = xn+i (21)
m+1
yazalim. Lorentz’den (1948), f tiim hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini

gostermek iizere

xef & n ye gore diizgiin olarak m —>o iken d, — s oldugu

mn

bilinmektedir. Bu durumda f —limx = s yazilir.

Zan sonsuz serisi verilsin. Bu seri kisaca a ile gosterilecektir.



X, =a,+a, +--+a, (2.2)
olsun. a ile x arasindaki bagint1 (2.2) ile verilecektir.
d,=d_, (x) =X

n—1

olarak tanimlansin. m,n >0 i¢in

yazilsin. Buradan,

q)O,n = dO n d—l,n = 'xn - xn—l = an
ve
1 m
¢ =—>VvVa 2.3
mn m(m + 1) ; n+v ( )
oldugu elde edilir.

Eger n ye gore diizgiin olarak Z|<1>mn yakinsak ise a serisine veya Xx

dizisine mutlak hemen hemen yakinsaktir denir (Das ve ark., 1984).
Bu tanim Das ve Mishra (1988) tarafindan asagidaki sekilde genelletilmistir.

Eger k >1 olmak lizere n ye gore diizgiin olarak

oo

k-1
2 m|,,

m=1

k

< oo (2.4)

ise a serisine veya x dizisine k >1 indeksi ile mutlak hemen hemen yakinsaktir denir
(Das ve Mishra, 1988).
1 m

xel_ved,, (x)=—12xn+i olsun. Eger m — o iken n ye gore diizgiin
m+14<

1

1 i|xm —s| >0 olacak sekilde seC varsa x=(x,)
m+14

olarak d,, QX - s|) =
dizisine s degerine kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir ve bu durum
[ f ]—limx = s seklinde yazilir. Ayrica ¢ [ f ] cfc/t, du.

Das ve Mishra (1988), bu tanim1 k >1 olmak iizere bir k indeksi ile asagidaki
sekilde genellestirdiler.

Eger m — oo iken n ye gore diizgiin olarak

1 m
d,, QX—SV )= m;h”n —s|k —0



olacak sekilde bir se C sayis1 varsa x = (xn) dizisine s ye k =1 indeksi ile kuvvetli
hemen hemen toplanabilirdir denir. Bu durumda [ f ]k —limx = s yazilr.
Das ve Mishra (1988), I c [f]k oldugunu ve xe [f] ise,
[f]-limx=f -limx=s

oldugunu ispatladilar. Bu sonu¢ Das ve Mishra (1988) tarafindan asagidaki sekilde
genellestirildi.

Ornek 2.1.
X = (l,O,l,O,...)dizisi alinsin.
L(x)= % (L(x)+ L(Dx)) = % (L((1,0,1,0,L,...)+(0,1,0,1,...)))

1

= (Ll111.)) = (Lle) =S ()=

Daha sonralari; hemen hemen yakinsak diziler uzayr King(1966), Duran (1972)
ve Savas (1990) tarafindan incelenmistir. Maddox (1978) kuvvetli hemen hemen

yakinsak dizi tanimini verdi ve
i=1

. I <
[f]= {x:hm—2|xi+n —s|< 0, n'ye gore diizgiin}
m m+1

seklinde tanimladi. Das ve ark. (1984) mutlak hemen hemen yakinsaklik kavramini

asagidaki gibi tanimlayarak calistilar.

1 m
@, (X)=——> va
i () m+1VZ::‘ ey



olmak tiizere,

7= {x : Z|(pmn (xl, n'ye gore dﬁzgﬁn},
;- {x sup Yo, (x) < oo}.

Tamm 2.18 ( FK ve BK —uzay1)

X bir lineer topolojik uzay ve s biitiin kompleks dizilerin uzay1 olsun. Eger

asagidaki sartlar saglaniyorsa X e bir FK -uzay1 denir.
(i) X metriklenebilirdir.
(ii) X tamdir.
(iii) X in koordinat izdiisiimleri siireklidir.

Kisaca FK -uzayma Frechet koordinat uzay1 da denir. Normlu bir FK -uzayma
bir BK —uzay1 denir. FK ve BK —uzaylarinin topolojilerine FK ve BK —topolojisi

denir.

Tamim 2.19 (Modiiliis Fonksiyonu)

f: [0, 00) —> [0, o) olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan f fonksiyonuna bir
modiiliis fonksiyonu denir.

i) fix)=0 x=0

ii) Her x,y>0 i¢in fix+y)< fix)+ f(y),

iii) f, artan,

iv) f, 0 da sagdan siireklidir.

Teorem 2.1 (Holder Esitsizligi)



1 1 )
p>1,—+—=1,a,,a,,..,a,20 ve b,b,,...,b, 20 olsun. Bu taktirde

q

n n 1/[) n
2 ab, S(Zafj (Zbi’j
k=1 k=1 k=1

olur.

Teorem 2.2 (Kojima-Schur)

A= (ank ) matrisinin konservatif olmasi icin gerek ve yeter sartlar

(i) sup .

no k=l

a,| <o

(i1) lima,, =,

n—oo

(iii) lim ) a,, =
k=1

n—oo

olmasidir.

Teorem 2.3 (Teoplitz-Silverman)

A= (ank ) sonsuz matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

@) Supi|ank| <0

no k=1
(i) lim ) a,, =1
n—oo =1
(iii) Her £ i¢in lima, =0

olmasidir.

Teorem 2.4 (Schur)

Ae (¢, c) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

(1) n ye gore diizgiin olarak Z|ank| nin yakinsak olmasi
k

(i1) k sabit iken lima,, nin var olmasidir.
n



3. MUTLAK HEMEN HEMEN TOPLANABILME

Bu boliimde Lorentz (1948), Hardy (1949), King (1966), Schaefer (1969),
Eizen ve Laush (1969), Madddox (1971), Das ve ark. (1984), Nanda (1984; 1985) ve
Savas (1990) calismalar1 dikkate alinarak mutlak hemen hemen toplanabilme siireci ele
alinmaktadir.

Reel yada kompleks dizilerin sonsuz matrisler ile toplanabilme metotlar

Madddox’da (1971) verildigi sekilde ii¢ tiptir. Bunlar;

1) Toplanabilme

2) Mutlak Toplanabilme
ve

3) Kuvvetli Toplanabilme
metotlaridir.

Aynmi anlamda hemen hemen yakinsaklik kavramininda ii¢ tip toplanabilme
metodu verecegi akla gelmektedir. Bu metotlar;

1) Hemen Hemen Toplanabilme

2) Mutlak Hemen Hemen Toplanabilme
ve

3) Kuvvetli Hemen Hemen Toplanabilme
dir.

Bu boliimde bu metotlar sirasiyla verilecektir.

3. 1. Hemen Hemen Toplanabilme

Lorentz (1948), F-toplanabilme metodunu tamimladi ve c¢esitli toplanabilme

metotlari ile iliskilerini arastirdi.

l

oo 2

x|| = sup|xn| normu ile tiim siirh reel dizilerin Banach uzayini gostersin.
n

¢, uzerinde Banach limitleri olarak adlandirilan siirekli lineer fonksiyoneller vardir.

=

=

x in herhangi bir Banach limiti liminf x, ve limsupx, arasindadir. ¢_ un bir x



elemanina, x in biitiin Banach limitleri esit oluyorsa hemen hemen yakinsaktir veya F-

toplanabilirdir denir. Tiim hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi f ile gosterilir ve
x in tiim Banach limitlerinin degeri s ise f —limx =s yazilr.

Lorentz (1948), asagidaki teoremi ispatladi:

Teorem 3.1.1.

f —limx =s olmasi i¢in gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin olarak

i X, Xt X _, 3.0)
p—ee p

olmasidir.

(3.1) sart1 ile f -limitleri simirli kompleks dizilere genisletilmistir. (3.1) ile
verilen metot (C,1) metodu ile iligkili goriilmektedir. (3.1) ile verilen metot, F metodu

diye ifade edilir.

o

Zan , sonsuz bir seri ve bu serinin kismi toplamlar dizisi (xn) olsun. Ayrica
n=0

A=(a,)7,, sonsuz matrisi verilsin. (x,) dizisinin A-doniisim dizisini (;,) ile

gosterelim. Yani,
tn = z ank xk
k=0

olsun. Bu durumda A, diziden-diziye bir doniisiim tamimlar. Eger (tn ). bir s limitine
yaklasiyorsa, o zaman (xn) dizisi veya Zan serisi s’ye A toplanabilirdir denir.
n=0

Toplanabilme teorisinde regiiler, konservatif ve coercive matrislerin
incelenmesi 6nemlidir.

Eger A matrisi yakinsak dizileri yakinsak dizilere limiti koruyarak
doniigtiiriiyorsa A ya regiilerdir denir ve A€ (c,c,P) ile gosterilir. Bir matrisin
regiiler olmasi i¢cin gerek ve yeter sartlar Teorem 2.3 de verilmistir. Bu sartlara

Toeplitz sartlart ve (c,c,P) simfindan olan matrislere ise Toeplitz matrisleri veya
regiiler matrisler denir. (c,c¢) siifinin karakterizasyonu ise Kojima-Schur teoremi

(Teorem 2.2) olarak bilinir ve (c,c, P) simifindan olan matrislere yakinsakligi koruyan



matrisler yada konservatif matrisler denir. Sinirh dizileri yakinsak dizilere doniistiiren
bir A matrisine Schur matrisi denir ve Ae (¢_,c) ile gosterilir. Bu simifin matris
karakterizasyonu ise Teorem 2.4 de verilmistir.

A=(a,), o sonsuz bir matris ve x = (x,) smirli bir dizi olsun. x dizisinin

A -hemen hemen doniisiimii A(x) , p=0,1,2,... olmak lizere,

Yip = D X, (3.2)
k=0

ile tanimlanir. Eger p =0,1,2,... olmak iizere n — o iken p ye gore diizgiin olarak
Y, — s oluyorsa x dizisi s ye hemen hemen A -toplanabilirdir veya F,-

toplanabilirdir denir.
Teorem 3.1.2.

A metodu regiiler ise yani A€ (c,c,P) ise ve bir x= (xn) dizisi s degerine

F, -toplanabilir ise ayn1 zamanda s ye F -toplanabilirdir.
Teorem 3.1.3.

A:(ank) regiiler matris metodu (A€ (c, c,P)) olsun. A nin biitiin hemen

hemen yakinsak dizileri toplayabilmesi yani A€ (f,c¢) olmasi icin gerek ve yeter sart,

lim i
k=0

lim > |a, —a,;.|= 0 (3.3)

olmasidir.

Eger (3.3) sart1 gerceklenirse, hemen hemen yakinsak her x = (xn) dizisi icin

limA(x)= f —limx dir.

Ornek 3.1.1.

k.ne N°, E? = (05+1)(a+'2)...(05+n)’ E;y =1 ve a>-1 olmak iizere
n!




elemanlan ile tanimlanan matrise « -inc1 mertebeden Cesaro matrisi denir ve (C, @)
ile gosterilir. (C,a) Cesaro matrisi & >0 ise regiilerdir ve (3.3) sartin1 saglar. Her

hemen hemen yakinsak dizi & >0 i¢in f -limit degerine (C, &) toplanabilirdir.
Ornek 3.1.2.

q >0 icin

olmak iizere, eger
ise Zan serisi A degerine (E, ¢) toplanabilirdir denir.
g=1 icin (E,1) ve ¢=0 icin bilinen yakinsaklik kavranu elde edilir. Ayrica
(E, g) metodu regiilerdir.
(E,q) (3.3) sartim sagladigindan her (xn) hemen hemen yakinsak dizisi

f —limx, degerine (E, ¢) Euler metodu ile toplanabilirdir.

Teorem 3.1.4.

A metodu regiiler yani A€ (c,c, P) ise ve (3.3) saglamirise F ve F ', metotlari

denktir.

Hemen hemen yakinsaklik kavramini kullanarak King (1966), hemen hemen
regiiler ve hemen hemen konservatif matrisleri asagidaki sekilde tanimlamistir.

Eger A sonsuz matrisi yakinsak dizileri hemen hemen yakinsak dizilere limiti

koruyarak doniistiiriiyorsa A matrisine hemen hemen regiilerdir denir ve A€ (c, f,P)
ile gosterilir. A€ (c, f) ise yani A matrisi yakinsak dizileri hemen hemen yakinsak

dizilere doniistiiriiyorsa A ya hemen hemen konservatif matris denir.



Hemen hemen yakinsak dizilerin f uzay1 ile ilgili olarak matris doniisiimii

tanimlamak i¢in

1 P
aln,k,p)=——> a,,. 34
k)= Y 34
yazalim.
Teorem 3.1.5.

A= (ank) matrisinin hemen hemen konservatif (A€ (c, f)) olmasi igin gerek
ve yeter sartlar
@) supZ|a(n,k,P)| <o ,n=0,1,..
P k=0
(i) n ye gore diizgiin olarak })im a(n,k,P)= o, olacak sekilde bir ¢, € C nin
mevcut

(ii1) n ye gore diizgiin olarak })im Za(n,k,P) =« olacak sekilde bir o, € C
7% k=0

nin var olmasidir.
Teorem 3.1.6.

A= (ank) matrisinin hemen hemen regiiler (A€ (c, f,P)) olmasi i¢in gerek ve

yeter sartlar
) supi|a(n,k,P)| <o, n=12,..
P k=0

(i1) n ye gore diizgiin olarak ,l,im a(n,k,P)=0

—o0

P—oo

(iii) n ye gore diizgiin olarak lim Za(n, k,P)=1
k=0

olmasidir.
Her regiiler matris ayn1 zamanda hemen hemen regiilerdir, fakat bunun tersinin

genelde dogru olmadigi



1 n

1+(—1 , 0<5k<
ank: n+1( ( )) "
0 , n<k

ile tanimlanan A = (ank) matrisi alinarak goriilebilir. Yani (c,c, P) e f, P) dir.

Schaefer (1969), Teorem 3.1.2 nin hemen hemen regiiler matrisler i¢inde dogru

oldugunu asagidaki teoremi ispatlayarak gosterdi.

Teorem 3.1.7.

A hemen hemen regiiler (A€ (c,f,P)) ve x , s ye F , -toplanabilir ise bu
taktirde x , s ye F -toplanabilirdir.

Asagidaki teorem Teorem 3.1.3 iin bir genellestirmesidir.

Teorem 3.1.8.

A hemen hemen regiiler matris olsun.

fo lim{i a,—a, . } =0 (3.5)

k=0

ise A tim hemen hemen yakinsak dizileri hemen hemen toplar. Bu durumda her

xe f igin f—limA(x)= f —limx dir.

Teorem 3.1.3 de bir A= (ank) regiiler matrisi ile tiim hemen hemen yakinsak

dizilerin toplanabilir olmas1 i¢in verilen (3.3) sarti hem gerek hem de yeter sarttir.
Fakat Teorem 3.1.8 de hemen hemen regiiler matrisler icin verilen (3.5) sart1 yeter sart

olmasina ragmen gerek sart degildir. Bu durum elemanlari

a,, k=n
a =
" 0 , diger durumlar



seklinde tanimlanan A = (ank ) Lorentz matrisi kullanilarak gosterilebilir.

Her sinirli diziyi hemen hemen yakinsak diziye doniistiiren sonsuz A matrisine

coercive matrisi denir ve Ae (¢_, f) ile gosterilir.

Teorem 3.1.9.

Ae (¢_, f) olmasi icin gerek ve yeter sartlar

(1) supi|a(n,k,P)| <oo ,n=01,...,

P k=0

(i1) n ye gore diizgiin olarak IlJim a(n,k,P)= o, olacak sekilde o, € C var,

(ii1) n ye gore diizgiin olarak })im i|a(n,k, P)- ak| =0
k=0

olmasidir.
Eizen ve Laush (1969) tarafindan (¢_, f)(c, f,P)= ¢ oldugu gosterilmistir.
Teorem 3.1.10.

Ae(l_,f), 1< p<oo olmasi igin gerek ve yeter sartlar

) 1 1 . - !

(i) 1< p<oo , —4+—=1 olmak iizere sup |a(n,k,P)| < oo
q P k=0

(i1) n ye gore diizgiin olarak IlJim a(n,k,P)= o, olacak sekilde ¢, € C vardur.

—o0

p= (pm) pozitif ve siirl bir reel dizi olmak iizere /(p) ve ?(p) uzaylari

Nanda (1984) tarafindan

olmak iizere



ap):{x:zwm

m

" n'ye gore diizgiin yakmsak}

seklinde tammlanmistir. Her m i¢in p, = p alinirsa ?( p) ve 7( p)yerine sirasiyla / p

)= 3,

ve ?P yazilir. Eger p =1 ise / , Ve ?p yerine /, ve Z yazilir.

A= (ank) reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Eger her n icin

A, (x)= iankxk yakinsak ise Ax = (An (x)) yazilr.

k=1

(A,p>={x:z

n

A G < oo}

(4,p). = {x : sgp; A, (x)" < oo}

(Z , ): {x : Z|dmn (Ax)™,n'ye gore diizgiin yakmsak}

m

ve

(3.p)- {x o Tl (4" < oo}

olsun. Eger her n icin p, =n alinirsa (4, p) ve (A, p). icin sirasiyla (A) ve (A):

p
yazilir. Eger p =1 alirsa (A)p yerine (A) yazilir. (A) tim mutlak toplanabilir
dizilerin kiimesidir. Burada

1 m
kom)=——o +i
a(n m) m+1;an P

olmak tizere



d,, (Ax)= Za(n,k, m)xk

k

ile tanimlidir.

Savas (1990), (Z, p)C (X, p) ve (Z )p c (A). oldugunu ispatlamistir. Yine

Savas (1990) tarafindan asagidaki matris doniisiimleri karakterize edilmistir.

Teorem 3.1.11.

b, >0 olsun. 1 + 1 1 olmak lizere

P 4
sup D la,[(b,.)"" <o
nook

ank

ve

supZ|a(n,k,m)|(bnk )_”q < oo

ise Ae (Ep, fp) dir.
Teorem 3.1.12.

1< p<oo olsun. Ae (zm,Z p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin

olarak

z(zp(n,k,m)@” o

m k

olmasidir.

3.2. Mutlak Hemen Hemen Toplanabilme

Zan sonsuz serisi verilsin. Bu seri kisaca a ile gosterilecektir.



X, =a,+a, +-+a, (3.6)
olsun. a ile x arasindaki bagint1 (3.6) ile verilecektir.

d,, =d_1n(x)=x

-1, ) n—1

olarak tanimlansin. m,n >0 i¢in

yazilsin. Buradan,

q)O,n = dO n d—l,n = 'xn - xn—l = an
ve
1 m
b = , >1 3.7
mn m(m+1);l/ an+v (m ) ( )
oldugu elde edilir. Yani,
X +x ,+...+x X +x . +..+x
B @)= 0, ()= 0, (1) = T T o
= 1 (m('xn + 'xn+1 t+..+ xn+m )_ (m + 1)('xn + xn+1 +..+ xn+m—1 ))
m(m + 1)
= m(l’]’j-i— 1) (m'xn+m - ('xn + xn+1 +..t 'xn+m—1 ))
1
= m(m + 1) [(xn+m - xn )+ ('xVH—m - xn+l ) + + (‘xn+m - xVH—m—l )]
__ 1 (@, +..+a,)+(a,, +.+a.,)+.+(a,, +.+a, )+a,. ]
m(m+1)
1
= m [man+m + (m - 1)an+m—1 +..+ an+1
1 m
~ m(m+1) ; Vi

bulunur.

Eger n ye gore diizgiin olarak Z|<I>mn yakinsak ise a serisine veya Xx

dizisine mutlak hemen hemen yakinsaktir denir ve mutlak hemen hemen yakinsak

dizilerin uzayi 7 ile gosterilir.



Eger x, mutlak hemen hemen yakinsak ise hemen hemen yakinsaktir. Yani
A= f dir. Bunun tersi dogru degildir. x yakinsak olsa bile bu mutlak hemen hemen

yakinsak olmasi i¢in yeterli degildir. Ciinkii mutlak hemen hemen yakinsakligin

CJl

tanimindan mutlak hemen hemen yakinsaklik mutlak toplanabilmeyi gerektirir.

(s, ) dizisinin Cesaro ortalamasi

1 n
o, = Ds,

n+ls3

ile tanimhdir. Eger (o, ) smirl salimimli bir dizi ((o, )€ bv ) ise yani

ian—anl ! ivav<oo
n=1

o) 5
ise, Zan serisi mutlak Cesdro toplanabilirdir veya kisaca

CJl

toplanabilirdir. Ancak

yakinsak olup |C,]| toplanabilir olmayan dizilerin var oldugu bilinmektedir.

l, in /(p) ye genisletildigi gibi Das ve ark. (1984) tarafindan 7 min tanimu daha

genel olan 2( p) ye genisletilmistir.

p= (pm) pozitif sinirh dizisi verilsin.

v, =y, ()=, (a)"

m

yazalim ve bu seri her bir # i¢in yakinsak olsun.
%(p) ={a : n'ye gore diigiin olarak v, (a) yakinsak}

seklinde tanimlanir.

p sabit olmak iizere her m i¢in p, = p alinirsa, %(p) yerine [ yazilir.
@( p) uzayu ile iligkili olarak 2( p) uzayi da

(p)={a :supy, (a) < oo}

>

ile tammmlidir. Yine her m i¢in p, = p ise %(p) yerine [ , yazilir. Ozel olarak p =1

yazilirsa 2(p) ve 7 b 7 ve 7 halini alir.



Teorem 3.2.1.
U(p)c ¥(p) dir. Ozel olarak 7, ¥, ve ¥ c ¥ dir.

Teorem 3.2.2.

(i) p2lise £, c(, dirveilave olarak a€ (  ise ||a||i7 < ||a||p dir.
(i) p<lise ¢/, c /¢, olmasi yanligtir.

¢, <t kapsam bagintist kesindir. Gergekten,

alinirsa a ¢ ¢, fakat ae v , oldugu gorilir.

Teorem 3.2.2 (i) den p=1 &zel durumunda ¢ 7 dir. Yani mutlak yakinsak

olan herhangi bir dizi mutlak hemen hemen yakinsaktir, fakat bunun tersi yanlistir.

Teorem 3.2.3.
Her m i¢in g, < p, olsun. Bu taktirde %(q) - @(p) dir.

Teorem 3.2.4.

A

Her m i¢in p, <gq,, ise ?(p)c @(q) dur.

Teorem 3.2.5.

Eger n ve r ye gore diizgiin olarak Zq)mn =0(1) ve ae 7 ise x sirhdur.
m=0



Bir hemen hemen yakinsak dizinin sinirli olmasi gereklidir. Dolayisiyla a e 7

ise x smrlidir. Fakat sadece a e 7 oldugu kabul edilirse x in hemen hemen yakinsak

oldugu bilinemez.

Dikkat edilmelidir ki, p >1 olmak iizere ae 7,

olarak a€ ¢, olsa bile bu x in sinirli olmast sonucunu vermez. a, =

ornek bu durumu gosterir.

ise veya daha kuvvetli bir sart

ile aksi

Mutlak hemen hemen toplanabilir dizilerin uzaylar1 Nanda (1985) tarafindan

={x;z A )" <oo}

(Ap{" X}

(A.p)- {x T (42" < oo}

veE

(A j {x supZ|<I> Ax)|p'"<oo}

ile tanimlanmiglardir. Burada

a , m=0

nk
b(n,k,m)= S
b 9 , 1
m+1 le n+v,k

olmak iizere

(O (Ax) = Zb(n, k, m)xk

k

ile tantmhidir. Her n icin p, = p ise

|A| yazilir ve

, tim mutlak toplanabilir dizilerin uzayini gosterir.

(3.8)

icin |A|p yazilir. Eger p =1 ise |A|p yerine



Nanda (1985) tarafindan Ap

fl,p‘c , p21 ic¢in |A| C‘A‘ ve
e P

=

fx‘ < (4)
P

oldugu ispatlanmustir.
Mutlak hemen hemen yakinsaklik ile ilgili olarak bazi matris doniisiimlerinin

karakterizasyonlarini asagidaki teoremlerde verilmistir.

Ae (fl,ﬁp) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin sup2|ank|p <o ve Ae(0_,0 )
k n

olmasi i¢in gerek ve yeter sartin sup Z|ank| < oo oldugu bilinmektedir.
k n

Teorem 3.2.6.

A

p=1olsun. Ae (fl,z p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup Y _[b(n, k,m)" < oo

nk g

olmasidir.

Teorem 3.2.7.

A

p =1 olsun. Ae (El [

N P) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
(i) sup Y |p(n,k,m) < oo
nk

ve

(ii) Her n ve k igin Y_|b(n,k,m) =1

olmasidir.

(E ool p) sinifindaki matrisle i¢in gerek ve yeter sartlar bilinmemektedir. Ancak
Ae (¢ ol )n(e_,0.) ise Ae (E ool p) oldugu bilinmektedir. Bununla ilgili Nanda

(1985) tarafindan ispatlanan matris karakterizasyonlarini verelim.



Lemma 3.2.1.

sup2|ank|p <o = sup2|b(n,k,m1p <oo dur fakat tersi genelde
k n nk g

degildir.

Ispat: m >1 icin

oldugundan

z:1| nkml z n+vkpz

v=1 m=v M\ + v=1

elde edilir. Ayrica, b(n,k,O) =a,, oldugundan

Stk m)” < S

v=n+l

p
lk

nk

olur. Dolayisiyla sup Z a
k n
Tersinin genel olarak dogru olmadigin1 gostermek i¢in

%—H%*W . O0<n<k
ank =

0 , n=0ven>k

alalim. Boylece

supZ|b(n,k,m]p < oo
nk g

oldugu gosterilebilir. Fakat sup2|ank|p < oo saglanmaz.
k n

Lemma 3.2.2.

supZ|a |<oo = sup2|bnk m)|

n,m m

Ispat: supZ|b(n,k,m)| > supZ|b(n,k,0)| = supZ|ank| olur. Ayrica
mn n k n k

dogru

<o = sup2|b(n,k,m1p<oo oldugu ispatlanir.
nk g



1
m(m + 1) = ’

sup Z|b(n, k, ml <supla,,, .|sup
mn v,n m

ank

1
=—su
2P
olur. Boylece denklik ispatlanir.

Teorem 3.2.8.

N

p>1olsun. Ae (zl,%ljm(zm,zm) ise Ae (zp,fp) dir.

Ispat: Holder esitsizliginden

|CI>mn (Ax)|p < 2|b(n, k,m)|p_12|b(n, k, m)||xk|p
k

k

yazilabilir. Boylece

;|¢m (Ax)" < Zk:|b(n,k,m)|p_1;|xk|p;|b(n,k,m)|

elde edilir. Hipotezden ve Lemma 3.2.2 den Ae (f » N p) oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.9.

¢, >0 olsun. 1 + L 1 olmak lizere

P q
sup Y | [(e,, )" < oo (3.9)
nok
ve
sup > [b(n, k,m)(c, )¢ <o (3.10)
k m

ise Ae (zp,zpj dir.
Ispat: Holder esitsizliginden

@, (Ax) < (Z|b(n,k,m)|(cnk )j

k



X z b(n, k,m)(c, )_1/"|xk |’
k
yazilabilir. Boylece,

3@, (Ax)" <> |, k,m)(c, ) "

k

x> Jx [" > pln k,m)(c, )
k m
elde edilir. Lemma 3.2.2 den (3.9),

sup Y. |p(n, k,m)(c,. )" <o (3.11)
nm g

olmasina denktir. Boylece ispat (3.9), (3.10) ve (3.11) den cikar.

3.3. Kuvvetli Hemen Hemen Toplanabilme

Kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavrami ilk kez Maddox (1979) tarafindan
calisilmis ve asagidaki sekilde tanimlanmaistir.
X= (xn) kompleks bir dizi olsun. Eger k — o iken, m ye gore diizgiin olarak
1 Z|xk - s| —0
N j=ivl

ise x, s ye kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir. Kuvvetli hemen hemen yakinsak
dizilerin uzayi [ f ] ile gosterilir. Eger x, s ye kuvvetli hemen hemen yakinsak ise
[f]—limxzs yazilir. [f]cf c /_ dur.

Nanda (1987) tarafindan asagidaki sekilde kuvvetli hemen hemen toplanabilirlik
tanimlanmugtir. A = (ank) negatif olmayan sonsuz bir matris ve p = (pk) pozitif reel

sayilarin bir dizisi olsun.

An ('x) = z ank xk|pk ve Am,n ('x) = Z amk|xk+n
k k

Pt olmak tizere

L‘A‘, PL ={x: A, (x) = 0,m — o ve n'ye gore diizgiin}

lfl, sz {x: A (x—re) = 0,m — oo baz1 ¢ igin ve n'ye gore diizgiin}

.p]. ={risupa, ()<=



dizi uzaylarina sirasiyla sifira kuvvetli hemen hemen toplanabilir, kuvvetli hemen

hemen toplanabilir ve kuvvetli hemen hemen sinirli uzaylar denir.
A=(C,1) veher k icin p, =1 alinirsa lA,pJ: [f] ve L@,pL =/_ olur.
Ayrica Nanda (1987), bu uzaylarin pe /_ ise € lizerinde lineer uzaylar

oldugunu ispatladi.



4. MUTLAK HEMEN HEMEN ve KUVVETLI HEMEN HEMEN
YAKINSAKLIGIN BiR INDEKS iLE GENELLESTIRILMESI

Bu boliimde mutlak hemen hemen ve kuvvetli hemen hemen yakinsakligin Das

ve Mishra (1988) tarafindan bir indeks ile elde ettikleri genellestirmesi verilecektir.

4.1. Bir £ indeksi ile Mutlak Hemen Hemen Yakinsakhigin Genellestirilmesi

Das ve Mishra (1988), bu uzay1 genellestirerek k =1 indeksi ile mutlak hemen

hemen yakinsak dizilerin uzayimi tanimladilar.

Mutlak hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1 7 ile gosterilir. Eger x, mutlak
hemen hemen yakinsak ise hemen hemen yakinsaktir. Yani 7 c f dir. Bunun tersi
dogru degildir.

Mutlak hemen hemen yakinsak dizilerin uzayi

= {a : i|<l>mn (a)| , n'ye gore diizgiin olarak yakmsak}

m=1

seklinde ifade edilir. Bununla iliskili 7 uzay1 Das ve ark. (1984) tarafindan asagidaki

sekilde verilmistir:

? = {a :sup > |‘13m,, (a} < oo}

o om=1

A<y oldugu yine Das ve ark. (1984) tarafindan ispatlanmistir.

G, ile tim k indeksi ile mutlak hemen hemen yakinsak olan dizilerin kiimesi

gosterilsin. Yani,
G, ={a:2m"_1|<l>mn(a)|k <oo , n'ye gore dﬁzgﬁn}
m=1

olsun. Bununla iligkili olarak

kiimesi tanimlansin.



Burada ilk olarak G, ile H, nin esit olup olmadig1 sorusuna cevap aranacaktir.

o m ve n ye bagh iki degiskenli reel degerli negatif olmayan fonksiyonlar

mn

olsun.

(i) Z o, n ye gore diizgiin olarak yakinsak;
(ii) Za'mn her n i¢in yakinsak ve toplami sinirl

seklinde (1) ve (i1) yazilirsa bu iki iddia arasinda bir iligki yoktur. Ornegin,

“ :{1 (m=n)

0 (m * n)
alalim. Bu durumda (ii) saglanir fakat (i) saglanmaz.

Eger

ise bu taktirde (i) saglanir fakat (ii) saglanmaz.

Fakat ®, keyfi olarak secilemez. Onun tanim1 n nin bir degeri ve onlarin diger
degerleri icin @, ~nin degerleri arasinda belirli iligkiler olmasim gerektirir.
Dolayisiyla G, ve H, arasinda bir kapsama bagintis1 olabilmesi miimkiindiir.

Asagidaki teorem bu gercegi dogrular.
Teorem 4.1.1.

G, Cc H, dir.

Ispat: Kabul edelim ki a€ G, olsun. G, mn tammindan n ye gore diizgiin

olarak

o

ka—1|q)m

m=1

k
< oo

olur. Buradan, Vrn i¢in

zmk—1|¢m

m=M

“<1 (4.1)




olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. (4.1) de, m > M igin
1

k-1
m

@,  <—= <1

mn

oldugu ve buradan da m>M ve Vn icin

@

mn

olarak elde edilir. Ayrica
= (m + 1)q)mn - (m - 1)q)m—1,n
oldugundan ve (4.2) den herhangi bir sabit m =2 M icin ve Vn igin

=0(1)

sinirhidir. Boylece Vm ve Vn icin

la

m+n

olur. Dolayistyla |a

n

1 m
: m(m+1)za

@

mn n+v |

v=1

ZVO

oldugu elde edilir. Sonug olarak Vn icin
M-1
Z mk—l |q)mn k
m=1

elde ederiz ki bu da teoremin ispati i¢in yeterlidir.

m+1

0(1)

Simdi mutlak yakinsak serilerin / uzayinin bir genellestirmesi

Z, = {a : imk_1|am|k <oo;k 21}
m=1

seklinde yazilabilir. Z, , mutlak yakinsak serilerinin ¢ uzayidir.

Teorem 4.1.2.

Z, G, dir.

Ispat: ae Z, olsun. Holder esitsizligini k >1 icin uygularsak (k =1 icin asikardir),

<1 4.2)



m

L _Sva,.,

m(m + 1)k V=1

k
S

m" (m + 1)k =1

k

@

mn

k-1
<— 1
m* (m+1) VZ::'V v (; j

1 ivk

- m(m + l)k =

an+V

elde edilir. Boylece

LS
m=l

m(m + 1)k =

o

zmk—1|q)mn

m=1

an+V

Vk

IN
NgE

k - k-1 1
| 2m
m=v

m(m+1)

k = k=1 k
<2 a
vV=n

<
Il
—_

Vk—l

IN
NgE

an+V

1l
—_

14

olur. Buradan Zm"’1|<l> “ nmn diizgiin yakinsakligi elde edilir. Boylece ispat

m=1

mn

tamamlanir.

Simdi G, , H, , Z, kiimelerinin bazi topolojik 6zelliklerini inceleyelim.

ae G, veya H, i¢in

1/k

|a] = sup(imk_1|cbmn (a)'kj , k=1 (4.3)
n m=1
ve a€ Z, igin

la, = ma, )" k=1 (4.4)

normlarini tanimlayalim.
Teorem 4.1.3.

G, , H, ile Z, Banach uzayidirlar ve

<|ld]
lal, <la



olur.

Ispat: G, , H, ve Z, kiimelerinin birer normlu lineer uzay olduklarini gormek
kolaydir. Bu uzaylarin yukarida belirtilen normlara gore tam olduklarini gosterelim.

G, da herhangi bir (ai) Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisinin tanimindan

s,t — oo iken |ja’ —a'| — 0 yazariz.
1
¢l,n(a):5an+l

oldugundan, s, — oo iken

N t

a’ —a'l||l—0

o, 0" -] Loz, -a)
elde edilir. Boylece her bir sabit n igin (ajl') dizisinin C de bir Cauchy dizisi oldugu
cikar. C tam oldugundan her bir sabit n i¢in s — oo iken a, — a, olacak sekilde
a, € C dizisi vardr.

Simdi a = Zan serisini goz oniine alalim. Her bir sabit N ig¢in

n

[i mk_l‘CI)mn (a‘Y —a' lkj < Ha‘Y —a'
m=1
oldugundan & >0 sayis1 verildiginde s,z > s, ve her n i¢in
imk_l‘cbmn (as —a' Xk <€
m=1
olacak sekilde s, sayisi vardir. Yukaridaki ifade de ¢ — oo alinirsa s > s, ve her n
icin

4l k
ka_l‘q)mn (a‘Y —al <&

m=1

elde edilir. N keyfi oldugundan N — oo alinirsa, s > s, ve her n i¢in
ka_l‘q)mn (a‘Y - alk <&
m=1

oldugu elde edilir. n ye gore supremum alinirsa s > s, igin Has - aH < € oldugu cikar

ve boylece a® — a , ae G, elde edilir. Bu G, nin tam oldugunu ispatlar.



H, ve Z, nin da tam oldugu benzer yolla ispatlanabilir.

R IR
Skal Skal
v=1

v=n

=

ka-1|q)m

m=1

k

an+v aV

oldugundan ||a|| ;S ||a|| elde edilir.

4.2. Bir k indeksi ile Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsakhigin Genellestirilmesi

Bu kisimda Das ve Mishra (1988) tarafindan tamimlanan bir k£ indeksi ile
kuvvetli hemen hemen yakinsakligin tanimi verilerek bazi 6zellikleri incelenecektir.
Maddox (1978), kuvvetli hemen hemen yakinsakligi asagidaki sekilde

tanimladi:

Teorem 4.2.1.

k>1 olmak iizere G, c[f], dir. xe G, ise [f], —limx=s olacak sekilde

s € C sayis1 vardir. Bu teoremin ispati i¢in agsagidaki lemmaya gereksinim vardir.
Lemma 4.2.1.

k >1 olsun. [ f ]k —limx = s olmasi icin gerek ve yeter sart
(i f-limx=s

ve m — oo iken n ye gore diizgiin olarak

(ii) ! i

m+1

Xrtn _dr,n (x)(k -0

olmasidir.

Ispat: Holder esitsizliginden

1 & < 1 &
DI DI




2

1 m 1/k
< ( X,in —s|kj (m+1)~"
m+1\=

1 m 17k
k
[ )

elde edilir. Boylece k =1 olmak iizere
[f], ~limx=s = [f]-limx=5 = f—-limx=s
olur. Minkowski esitsizliginden

kjl/kg[ 1 Z’":

m+113

-d

r+n r.n

X

1/k 1 m
. _s|kj +(_z

m+1

1 m 1/k
i o)

m+1.3

<D+,
diyelim.

[ f ]k —limx =s oldugundan m — o iken n ye gore diizgiin olarak z L= 0(1)

olur.

f—limx=s oldugundan r — oo iken n ye gore diizgiin olarak d, , — s
oldugu cikar. Buradan b unlarin aritmetik ortalamasi da yani m — oo iken n ye gore

diizgiin olarak z , — 0 olur.

Karsit ispat1, k >1 igin

1 m 1/k 1 m . 1/k
k
(m+1§xn+r_s| j S(m_i_l;xn-#r_dr,n j

1 m L 1/k
+(—m+1§;d"" —s‘ j

elde edilir.



Teorem 4.2.1’in Ispat:

x€ G, oldugunu kabul edelim. Boylece

=

V()= m"d,, -d,,,

m=r

k

her bir » 20 i¢in var ve r — o iken n ye gore diizgiin olarak V (x) > 0 dir. Lemma

4.2.1 den teoremin ispati i¢in m — o iken n ye gore diizgiin olarak

1

m+143

oldugunu gostermek yeterlidir.
'xn+r - dr,n = r(dr,n - dr—l,n)

oldugu i¢in m — o iken n ye gore diizgiin olarak

L xn+r_ rnk:L rkdrn_dr—lnk
m+17= ’ m+17= ’ ’
1 m Vl ; 1 m
=—>> r\Vv, -V = - %4 oll
m+ 1 ; ( r.n r+l,n ) +1 m+l,n + 1 ; r+l,n ( )

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.2.2.

k' >k >1 olmak iizere [f],. < [f], dir.

. k’ I 1 .

Ispat: 1, = r >1 olsun ve r, , —+—=1 olarak tammlansin. Holder

hn

esitsizliginden




1 m 1/n
)

elde edilir. Buradan [f ]k,—limxzs ise [f ]k—limx:s bulunur. Bu da ispati

tamamlar.

4.3. Bir Modiiliis fonksiyonu tarafindan tammmlanan bir 4 indeksli Mutlak
Hemen Hemen ve Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsakhik

Bir f modiiliis fonksiyonu sinirlt ve sinirsiz olabilir. (i1) den | f(x)— f( y)| < flx—y)

ve (iv) den f nin [0, o0) iizerinde her yerde siirekli oldugu goriiliir.

flx)= Ll fonksiyonu sinirl1 bir modiiliis fonksiyonudur. Ciinkii,
X+

) fx)=0e ——=0=x=0
x+1

.. X+ X X
i) flx+y)=——"= < 2= f()+ £ ()
x+y+l x+y+1 x+y+1 x+1 y+1
iii) f(x)=—— fonksiyonun tiirevi olan f'(x)=%>0 oldugundan f artandir.
x+1 (x+1)

iv) lim Ll =0= £(0) oldugundan f sifirda siireklidir.
x=0" x +

Ayrica, f(x)=1log(x+1) fonksiyonu sinrsiz bir modiiliistiir. Ciinkii,
i) f(x)=0& log(x+1)=0=x=0
i) f(x+y)< f(x)+ f(y) oldugunu gostermek icin
l+x+y<(+x)1+y)
esitsizligi ve logaritma 6zelligi kullanilarak
log(1+ x+ y) < log(l+ x)+1log(1+ y)

oldugu goriiliir.

iii) f(x)=log(x+1) tirevinden f'(x)= Ll >0 oldugundan fonksiyon
X+

artandir.



iv) lim log(x+1)=0= f(0) oldugundan fonksiyon sifirda sagdan siireklidir.
x—0*

Ruckle (1973), modiiliis fonksiyonunu kullanarak

L(f)z{xz(xi):Zf(lxi |)<oo}

dizi uzaymi tanimlamig ve bu dizi uzaymin cesitli 6zelliklerini incelemistir. Eger
fx)=x" ahnmsa L(f) , ¢ , uzayma donusir. Ozel olarak f(x)=x almirsa

L(f):ﬁlolur.

Nanda (1998) tarafindan modiiliis fonksiyonu yardimiyla ve bir k indeksi ile

tanimlanan dizi uzaylar1 asagidaki sekilde genellestirilmistir.

L(f):{a:;mf“anm|)<oo},

L(f)={a: Zmp_lf(@m ), n de diizgiin yakmsak} ,

Dikkat edilecegi iizere eger f(x)=x” ise o zaman L(f)zﬁ’[’, , i(f)z?’; , Iz(f):?’[’,
, W(f)=@’ dir. Burada ¢% , (" , 0" , @ swastyla p indeksli ¢, , 0, , 7, , @,

uzaylarin1 gosterir. Eger p =1 ise o zaman sirasiyla /7 , 1,7, 0 uzaylari elde edilir.

Teorem 4.3.1.

A

Eger f mutlak homojen ise o zaman ﬁ( f)c ﬁ( f) dir.



ispat: ae L(f) olsun. O zaman her n icin

)<1 (4.5)

> m f(o,,

m=M

olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir. Bu sebeple her n i¢in

)=0(1).

M-1
Y m (e,
m=1

yani her sinirli m ve her n i¢in f q¢mn|) nin smirl oldugunu gostermek yeterlidir.

(4.5) den goriiliir ki, her m>M ve her n i¢in

)<L < (4.6)

olur. Fakat eger m>11ise a, =(m+1)®, —(m- 1)<I>m_1,n dir. Boylece

]

)+ f(m-1e,,

)= flm+ e, ~(m-1)0,,,

fla,.,

)
)

< f(m+1)o,,

<(m+1)f (@

)+ (m-1)f (e, .,

mn

) smurh

yazilir. Herhangi m = M +1 sabiti ile bunu uygulanarak anlasilir ki, f Qa

m+n

) stnirhdir.

yani f (]av

Simdi

fl@,)s— =3 fla,.)=———0W)3i=0l)

m(m+ 1) = m(m+ 1) pr

olur ve boylece ispat tamamlanir.



Teorem 4.3.2.

Eger f mutlak homojen ise o zaman L(f)c ﬁ( f) dir.

ispat: ae L(f) iken

olur ve boylece

ip_lfqarm )i 1

m=i m(m + 1)

)= i7" f(la)

i=n+l

IA
,Mg

1l
UN

IA

. p—1
zl fqan+i
i=1

elde edilir. Goriiliir ki, yukaridaki esitsizligin sag tarafi her »n icin sonlu ve n — o

iken — 0 dir. Buradan sol taraf n de diizgiin yakinsar. O halde ae ﬁ( f) dir ve ispat
tamamlanir.

Teorem 4.3.3.

Eger f mutlak homojen ise o zaman L(f ) w(f) dir.

Bu teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemma gereklidir.

Lemma 4.3.1.

Ww(f)-limx=s & () f-limx=s



(ii) qu X —d,, )D—)O ifadesi m — o iken n

de diizgiin olur.

Lemma 4.3.1 in ispati: (i) ve (ii) saglansin.

LS (s, - )

m+1

p-1
m+1 q n+1_ in

)+ﬁgmp-lchzm )0

ifadesi m — oo iken n de diizgiin ve boylece xe Ww(f) dir.

Aksine xe w(f) olsun. Buradan

Li mp_lqui+n - S|

m+14

(i, - o)+ —— > £, — 5]

m+1 m+13

elde edilir. f siirekli oldugundan xe f ve f —limx=ys dir. Dahasi

1 &
pP—
m+1 m q 1+n_di,n
i=0

)

S (v, =)+ (-, )

i=0



<Y - d Y e pa, -)

T m+15 m+14

=2+
yazilir.

xe w(f) oldugundan, Zl =0(1) ifadesi m —> o iken n de diizgiin olur.
Tekrar f —limx=s iken goriilir ki, d,, — s ifadesi i —co iken n de diizgiin ve
boylece onun agirlikli aritmetik ortalamasi olan Z , =0 ifadesi m — o iken n de

diizgiin olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.3 iin ispat1: xe i( f) varsayilsin. Buradan her r >0 igin

)

V()= m"r(d,, ~d,.,

mOr

ve V, (x)— 0 ifadesi r — oo iken n de diizgiin olur.

Simdi teoremi ispatlamak icin, Lemma 4.3.1 geregince

LS

)—>O
m+143

ifadesinin m — o iken n de diizgiin oldugunu gostermek yeterlidir. Ayrica

oldugundan




_ ﬁ :) m"f(dd —d., )
- ﬁ r: m”_lrfqdr,n —d,,, )
_ ﬁ :) m”_lrfquyn v
- n‘l/l:l Vo + ﬁ io‘, Visin
=0(1)

ifadesi m — oo iken n de diizgiin olur ve boylece ispat tamamlanir.



5. HEMEN HEMEN SUREKLILiK ve HEMEN HEMEN KOMPAKTLIK

Son boéliimde, Nanda (2004) geregince Banach uzaylarinda hemen hemen
stirekli doniisiim ve hemen hemen kompaktlik kavramlar1 incelenecektir.

Reel yada kompleks say1 dizileri icin hemen hemen yakinsaklik Lorentz (1948)
tarafindan tanimlandi ve Banach uzayinda hemen hemen yakinsaklik Kurtz (1972)
tarafindan calisildi.

Kurtz (1972) normlu lineer uzayda diziler i¢cin hemen hemen yakinsaklik
kavramini inceledi. Buna gore, X reel yada kompleks bir normlu lineer uzay olsun.

f(X), X deki biitiin hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin.

n—1
z Xivk

f(x)=1(x,): lim==>— — x| =0, k da diizgiin

n—>o9| n

hhy
olur. Eger (xn), x e hemen hemen yakinsak (kisaca hhy) ise x, — x yazilir.

Tipki yakinsakligin, siireklilik ve kompaktlik ile ilgili olmasi gibi, hemen
hemen yakinsakligin, hemen hemen siireklilik ve hemen hemen kompaktlik kavramlari
ile ilgili olmasi gerektigini diisiinmek dogaldir.

Iste bu boliimde, herhangi bir normlu lineer uzayda hemen hemen siireklilik ve
hemen hemen kompaktlik kavramlari incelenecektir. Choudhary ve Nanda (1989)
geregince hemen hemen siirekli fonksiyon kavramini ele almak miimkiindiir.

X ve Y, aym reel yada kompleks say1 cismi iizerinde normlu lineer uzaylar

hhy
olsun. f:X —Y bir doniisiim verilsin. Eger f, xe X noktasinda x, = x iken

hhy
f(x,)— f(x) oluyorsa hemen hemen siirekli olarak ifade edilir.

Eger f ve g, hemen hemen siirekli ise o zaman f + g nin hemen hemen
stirekli oldugunu gormek kolaydir. Ayrica eger k reel ve f hemen hemen siirekli ise
kf hemen hemen siireklidir. Boylece biitiin hemen hemen siirekli fonksiyonlarin

kiimesi bir vektor uzayidir. Yine hemen hemen siirekli doniisiimlerin bileskesinin de
hemen hemen siirekli oldugunu gormek miimkiindiir.

Aslinda siirekliligin dort tipinden bahsedilebilir:



TipL x, > x = f(x,)— f(x)

hhy

TipIl: x, > x = f(x,)—= f(x)

hhy

Tipll: x, > x = f(xn)—> f(x)

hhy

TipIV: x, hgx = flx,)— f(x)
Tip I siireklidir ve Tip IV hemen hemen siireklidir.
Tipll = TipI = Tip I
Tipll = TipIV = Tip I
elde edilir.
Fakat genel de siireklilik ve hemen hemen siireklilik arasinda bir ilgi yoktur.

Baginti, belli kosular altinda anlagilir. A¢ikca, bu asagidaki iki teoremde mevcuttur.

Teorem 5.1.

Eger f lineer bir doniisiim ise o zaman siireklilik hemen hemen siirekliligi

gerektirir fakat lineer olmayan doniistimler i¢in bu gecerli olmaz.

Ispat: Siirekliligin hemen hemen siirekliligi gerektirdigi lineer doniisiimler icin
aciktir.

1

[fcls) = [ x* (e)ar
0
ile tanimli f : L’ [0,1] - [0,1] lineer olmayan déniisimii diisiinelim. (x ), I? [0,1] de x

n

. .. 2.
e yakinsayan bir dizi olsun. N = sup||xn + x|| iken
n

|5, = A = j[l (xf(r)—xZ(r))er ds

IA

j(j( (x)—x(r»zdrﬁ(xn (t)_x(t»zdt}ds

IA

N

2
x, =




elde edilir.
f nin siirekliligi yukaridaki esitsizlikten goriiliir.

hhy
Dikkat edilirse, eger x, =sinnzt ise o zaman x, — 0 dir fakat tiim »n ler i¢in

=— ve boylece f(x,)-»0 dur.

|7+,

Buradan f hemen hemen siirekli degildir ve bu teoremin ispatin1 tamamlar.

Ayrica goriilebilir ki, hemen hemen siireklilik siirekliligi gerektirmez. Bu sebeple
stireklilik ve hemen hemen siirekliligin hangi kosullar altinda denk oldugu sorusu akla

gelmektedir. Bu sorunun yaniti asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 5.2.

f X — Y olsun. Siireklilik ve hemen hemen siireklilik, k¥ da diizgiin olan

”f Xi +ka+1)+ +f(xk+nl) f(xn)(

” - -0

kosulu altinda denktir.

Ispat: Gerek sart: f kosulu saglamasinin yani sira siirekli de olsun. x, — x

verilsin. O zaman || fx, = fx|| — 0 ve k da diizgiin iken

=0 —flx, ) —o0
n
olur.
Simdi k da diizgiin iken
k— k—
z l+k z 1+k
e f)| < £ )+ (s, )= f ) - 0

yazilir ve boylece f hemen hemen siirekli olur.



Yeter sart: x, > x ve f , xe X de hemen hemen siirekli olsun ve kosul

saglansin. O zaman, k da diizgiin ve n — oo iken

-1

Z l+k

= - f(x, ) =0
n
olur. Ayrica
—1 n—1
Z l+k : f(x,urk)
| £, = A < 22— . — £l N+ ’:()T—f(xn -0

ve boylece f siireklidir.

Tipki hemen hemen siireklilik kavramindaki gibi asagidaki bi¢imde hemen
hemen siirlilik tanimlanabilir.

Eger tim n , k larigin

<M

1 n—1
HH z f('xk+i *

i=0

olacak sekilde sabit bir M >0 sayist varsa f : X — Y doniisimii hemen hemen sinirli

olarak ifade edilir.

Simdi asagidaki teorem elde edilebilir.

Teorem 5.3.

Hemen hemen sinirlilik ile bilinen fonksiyonlarin sinirliligi denktir.

Ispat: Goriiliir ki,

1 n—1 n—1
s s -5 s < sl 5 )
ik ([T 250 =0
ve
1 n—1 Sup”f xk)| n—1
su]!) s Z f(x,m* < sup Zl = sup”f X, )||
n, i=0




yazilir.

Sonug, yukaridaki iki esitsizlikten ¢ikar.

Tipki yakinsak dizilerin Cauchy ile ilgili olmasi gibi, hemen hemen
yakinsakligin hemen hemen Cauchy ile ilgili oldugunu diisiinmek dogaldir.

Simdi bu kavram ifade edilebilir.

X bir normlu lineer uzay olsun. Eger k da diizgiin ve m,n — oo iken
1 n—1 1 m—1
_lem __lem
R ico m i

oluyorsa X deki bir (xn) dizisi hemen hemen Cauchy olarak ifade edilir.

-0

Teorem 5.4.

k da diizgiin olan — 0 kosulu altinda; (xn) hemen hemen

1 n—1
_zxk+i - X,
ni—

Cauchy olsun. O zaman (xn) Cauchydir ve tersi dogrudur.

Ispat: (xn) hemen hemen Cauchy olsun ve kosul saglansin. Bu durumda

1 n—1 1 n—1 1 m—1 1 m—1
< _zxk+i_xn _zxk+i__zxk+i _zxk+i_‘xm
n i n i nm-i— m- -

elde edilir. Boylece (xn) Cauchydir.

+ +

[ ==,

(xn) Cauchy olsun ve kosul saglansin. O zaman

1 n—1 1 m—1 < 1 n—1 1 m—1
_Zxk+i__zxk+i . _lem_xn _lem_xm
ni m's niz mizo

bulunur. Buradan (xn ) hemen hemen Cauchydir. Ispat tamamlanur.

+

x, —x,[+

Teorem 5.5.

Hemen hemen yakinsak dizi, hemen hemen Cauchydir.



Ispat: (xn) hemen hemen yakinsak olsun. O zaman asagidaki esitsizlikten

1 n—1 1 m—1 1 n—1
_Z'xk+i__2xk+i < _lem_x
n'i—g m - n'izg

Simdi su tanimi vermek miimkiindiir:

sonug ¢ikar:

1 m—=1
¥
m i

Eger X deki her dizi hemen hemen yakinsak bir alt diziye sahip ise bir X
Banach uzayr hemen hemen kompakttir diye ifade edilir.

Bu ispati tamamlar.
Teorem 5.6.

Bir hemen hemen kompakt uzayin hemen hemen siirekli goriintiisii hemen

hemen kompakttir.

Ispat: X ve Y normlu lineer uzaylar olsun. K, X in hemen hemen kompakt

bir alt uzay1 ve f:X — Y hemen hemen siirekli olsun. f(K ) ={r (x): xe K} nin da
kompakt oldugunu gostermek gereklidir. f (xn), f(K) da bir dizi olsun. O zaman
(xn ), K da bir dizidir. K hemen hemen kompakt oldugundan xe X e hemen hemen

yakinsayan bir (xnk) alt dizisi vardir. Dikkat edilirse (f (xnk )), f(x,) nin bir alt

hhy hhy
dizisidir. f hemen hemen siirekli ve x, — x oldugundan f (xnk) — f(x) elde

edilir.

Boylece f(K) hemen hemen kompakt olur ve bu ispati tamamlar.
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