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1. GIRIiS

Yaklagimlar teorisinin temel problemlerinden birisi, verilen bir f fonksiyonunu ken-
disinden daha iyi 6zelliklere sahip olan fonksiyonlar dizisinin limiti bi¢ciminde géstere-
bilmektir. Burada iyi ¢zellikleri olan fonksiyonlardan kasit; polinomlar, tam fonksi-

yonlar, tiirevlenebilen fonksiyonlardir.

1885 yilinda Weierstrass iki temel teorem ispatlamigtir.

Ilkinde, kapali ve smirl bir aralik iizerinde tanmimli, siirekli bir fonksiyonun, poli-
nomlar dizisinin limiti biciminde gosterilebilecegini ispatlamigtir; yani,

feCla,bl < lim P, (z) = f(x)

n—oo

olacak bigimde bir (P,) polinom dizisinin varhgimi gostermigtir.

Ikincisinde de f fonksiyonu, 27 periyodlu, siirekli bir fonksiyon ise f fonksiyonunu
trigonometrik bir polinom dizisinin limiti bi¢iminde ifade edilebilecegini ispatlamistir,
yani,

felCl-nn < limT,(z) = f(x)

n—oo

olacak bigimde bir (7,,) trigonometrik polinom dizisinin var oldugunu gostermistir.

Bu teoremler daha sonraki yillarda Yaklagim Teorisinin temel teoremlerini olus-

turmugtur.

Yaklagim problemi, integrallenebilen fonksiyonlar sinifinda diisiiniildiigiinde Lebesgue
olciilebilir fonksiyonlarin, integralleri, Lebesgue ol¢iisii sifir olan kiimenin diginda goz
oniine alindiginda, bu siiftan alinan bir fonksiyona yakinsayan aileleri veya dizileri,

bir integral ailesi veya dizisi bi¢ciminde almak daha uygun olmaktadir.



Integrallenebilen fonksiyonlar sinifi iizerinde déniisiim yapan lineer bir integral ope-

rator;

L(f;a:):/f(t)K(t,x)dt, veD (1.1)

olarak verilebilir. Burada K (t, z) fonksiyonuna integral operatoriin ¢ekirdegi denir.

(1.1) denkleminde A indis kiimesi olmak iizere A € A iken K (t,z,\) cekirdekler

ailesi ele alinirsa,

Ly (f;x)—/f(t)K(t,x,)\)dt, reD (1.2)

bi¢iminde integral operator ailesi elde edilir.

(1.2) denklemi 6zel olarak K (t,x,\) = H (t — x, \) secilmesi ile
LA(f;x)_/f(t)H(t—x,)\)dt,xED (1.3)
D
bi¢iminde konvoliisyon tipli integral operator ailesi elde edilir.
Matematigin ve fizigin bir¢ok dalinda bu tip operatorlerle karsilasilir.

Konvoliisyon tipli integraller, yaklagimlar teorisinde biiyiik 6neme sahiptir. Ciinkii
konvoliisyon tipli integraller, H ¢ekirdek fonksiyonunun iyi 6zelliklerini, konvoliisyon
islemi sonunda elde edilen fonksiyona (kalitsal) olarak tagirlar. Bu ozellik gesitli
alanlarda karsilagilan problemlerin konvoliisyon tipli integrallerin ve yaklagimlar
teorisinin yardimiyla coziilebilecegi fikrini ortaya cikarmistir. Hilbert doniisiimii,
Cauchy integrali, Riesz integrali, konvoliisyon tipli singiiler integrallere 6rnek olarak

verilebilir. (Stein, 1970, Stein-Weiss, 1971).

Uygulama alanlarinda kargilagilan pozitif ¢ekirdekli konvoliisyon tipli integral opera-

tor aileleri agagidaki gibidir:

1) Tamm bolgesi D = (—m,7), indis kiimesi A = (0,1) ve A¢ limit noktasi 0,
2



H,(t — z) fonksiyonu,

1— N
1 —2Xcos (t — ) + \?

H,\(t—x) =

seklinde secilmesi ile elde edilen integral (Poisson integrali), birim dairedeki Dirich-

let probleminin ¢6z{imiinii vermektedir.

2) Tamm bolgesi D = (—o00,00), indis kiimesi A = (0,00) ve A¢ limit noktas:

0, H)(t — x) fonksiyonunun

A 1

H)\(t—I) = %m

olarak secilirse Abel-Poisson integrali elde edilir. Bu integral iist yar1 diizlemdeki

Dirichlet probleminin ¢oziimiidiir.

3)Tanim bolgesi D = (—o0, 00) , indis kiimesi A = (0, 00) ve limit noktasinin Ay = 0,

H,\(t — z) fonksiyonunun

A
Hy(t — z) = ﬁe—x"(t—@g

olarak segilmesi ile elde edilen Gauss-Weierstrass integrali, tiim reel eksende 1s1 denk-

leminin ¢oziimiidiir.

4)Tanmm bolgesi D = (—m, ), indis kiimesi A = N ve H)(t — =) fonksiyonunun

(t—fL’)]2

(t — )

Hy(t - 2) = [sin

2nm

INIE RN

sin
secilmesi ile elde edilen Fejer integrali, f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi

toplamlariin aritmetik ortalamasini vermektedir.

Yukaridaki orneklerden de goriildiigii gibi matematigin ve fizigin gesitli alanlarinda
karsilasilan problemlerin ¢oziimleri, pozitif ¢ekirdekli konvoliisyon tipli integrallerin

ve yaklagimlar teorisinin yardimiyla da elde edilir.

Yaklagimlar teorisinde (1.3) tipindeki operatorleri ilk kullanan matematikgiler Fejer
3



(1900), Lebesgue (1900) ve Fatou (1906) dir. Bu matematikgiler D bolgesini, A
indis kiimesini ve H(t — x, \) ¢ekirdek fonksiyonunu 6zel olarak segerek (1.3) tipin-
deki operatorleri birer integral olarak gz oniine alip hem integrallerin 6zelliklerini
incelemisler hem de bazi yaklagim problemlerinin ¢oziimleri icin yeterli kogullar elde

etmiglerdir (Zygmund, 1959).

(1.3) tipindeki operatorlerin, parametreye bagh operatorler dizisi olarak segilmesi
ilk olarak Romanovskii ile baglamigtir. Daha sonra Faddeev (1936), Tandori (1954),
Butzer (1960), Mamedov (1961), Sikkema (1983) ve Bardaro (1984) ile devam eden
¢ekirdek fonksiyonunun bazi sartlar saglayan bir dizi olarak alinmasi ile ispatlanmig
olan yakinsaklik teoremleri ile bu teorinin uygulama alani geniglemistir. Taberski
(1962a), integrallenebilen fonksiyonlar simifindaki yaklagim problemini iki paramet-
reye bagh olarak aileye geniglettikten sonra Gadjiev (1963, 1968), Rydzewska (1973)
ve Karsh (2006), iki parametreye bagh singiiler integrallerin ve tiirevlerinin yakin-
saklik ozellikleri icin ve eger bir yaklagim varsa, bu yaklagimin hizi icin ispatlar

vermislerdir.

Taberski (1962b, 1964), D = [a,b;c,d| dikdortgeni iizerinde Lebesgue integral-

lenebilen tiim reel degerli fonksiyonlarin sinifi tizerindeki yaklagim problemini
Lifiw N = [[F9 K@= as—yNdds, mg)eD (L4
D

seklinde ii¢ parametreye baglh, iki degigkenli bir singiiler integral operator ailesi
yardimi ile vermistir. Bu tip integraller ¢ift kathh Fourier serilerinin yakinsaklik
teorisinde temel rol oynamaktadir. Bu galigmadan sonra Siudut (1988, 1989), (1.4)
integral operatoriinii kullanarak cift kath singiiler integrallerin yakinsaklig: ile ilgili

ispatlar vermigtir.

(1.4) denklemi 6zel olarak

K=o =) =1 (V-0 (02

olacak gekilde secilirse, bu formdaki ¢ekirdege radyal ¢ekirdek denir. Radyal ¢ekirdek-

li singiiler integral operatorler, matematiksel fizikte pek cok uygulama alanina sahip-
4



tir. Matematiksel fizigin bircok denklemi i¢in konulmus baslangic deger veya sinir

deger probleminin c¢oziimleri bu tiir integraller yardimi ile verilmektedir.

Bu tezde, K (\/ (t—2)>+ (s —y)* )\) radyal ¢ekirdek fonksiyonuna sahip

L(f;x,y,\) = 77f (t,s) K (\/(t — )+ (s —y)%; A) dtds, (z,y) € (—m,m; —m, )

bi¢iminde taniml {i¢ parametreye bagl, iki degiskenli konvoliisyon tipli singiiler in-
tegral operatorler ailesi incelenmistir. Ilk olarak, bu singiiler integraller ailesinin
tirettigi operatorler ailesinin L} uzayindan L) uzayma simirh bir déniisiim oldugu
gosterilmistir. Daha sonra bu operator ailesi yardimu ile Ll uzayindaki, Lebesgue
anlaminda integrallenebilen 27 periyodlu fonksiyonlarin, karakteristik noktalar de-
nilen, siireklilik noktasi, Lebesgue noktasi, d-noktasi ve genellestirilmis Lebesgue

noktasidaki yakinsakliklar: elde edilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 1 <p < oo olsun. (—m,m; —7,7) C R? dizerinde olgiilebilir,

]7 |f (2, y)I" dedy < oo

kosulunu saglayan ve sirasi ile her bir degiskenine gore 2w periyodlu, tim reel degerls
fonksiyonlar uzayina, (—m,m; —7,m) tzerinde p-inci kuvvetten Lebesque integral-

lenebilir fonksiyonlar uzay denir ve Ll ile gosterilir. Bu uzayda norm

I, = | [ [ @wPasay) . 1<p<o

seklinde tanimlanar.

Teorem 2.1 (Fubini Teoremi) x,y € (—m,7) ve f (z,y), (—7,7; —7,m) C R? uzay:

tizerinde ki degiskenli ve ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

™

/ ]|f<x,y>|dy ai

integralinin degeri sonlu bir say ise [ fonksiyonu (—m,m; —m, m) tzerinde Lebesgue

anlaminda integrallenebilirdir ve

]]If(m,yﬂdxdy:] ]yf(:c,yndy dx:7 ]]f(x,yﬂdx dy

—T

egitliklert saglanar.

(Butzer and Nessel 1971).

2.1 Integral Operator Ailesi

D = (—n,m; —7,w) ile R? de acik, yar1 acik veya kapali bir kiimeyi gostermek iizere;
D iizerinde taniml, 27 periyodlu, Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyon-
lar uzay1 L} _ ile gosterilsin. Bu uzay iizerinde déniisiim yapan lineer bir integral

operator

L(f;z,y)= //f (t,s) H (t,s;x,y)dtds, (z,y) € D (2.1)

6



bigiminde verilebilir. Burada H (t, s;x,y), D x D iizerinde tamiml, 6zellikleri énce-

den bilinen bir fonksiyondur.

Eger integral operatoriin igindeki H (¢, s; x,y) fonksiyonu

Htsing) = & (o= af + - 0))

seklinde segilirse,

Lz = [[109K (Vie-af+s-pf)drts, @nen @2

bicimindeki integral operator elde edilir. Bu operatore konvoliisyon tipli lineer integ-

ral operator denir.

Tamm 2.2 K € L} olsun. Eger 0 < \/2?+ y?> < oo olmak iizere hemen hemen

her yerde K (z,y) = ¥ (x/x2 + y2> olacak bi¢imde bir ¥ (x/a? + y2) fonksiyonu

varsa K fonksiyonuna radyaldir denir.
(Bochner 1949, Nessel, 1966).
Ornek 2.1 /22 + 2, eV***Y fonksiyonlar: radyal fonksiyonlardar.

Tamm 2.3 A C R{ bir indis kiimesi olsun. X\ € A olmak fizere,

L(fizy ) ://f (t,5) K (\/(t—x)2+(s—y)2;)\> dtds, (r,y)eD (23)

bigimindeki integrale (z,y,\) parametrelerine bagl radyal ¢ekirdekli konvolisyon

tipli singiiler integral operatorler ailesi denir.
Butzer ve Nessel (1971) tarafindan verilen baz temel tanimlar: verelim:

Tanim 2.4 A C R indis kiimesi ve Ay bu kiimenin bir yagilma noktasi olsun. X € A

olmak tizere { K (t; \)} fonksiyonlar kiimesinin her bir eleman:

a) Her A€ Aigin [ |K (t;\)|dt < M < oo olacak gekilde bir M > 0 sayst var;

—Tr

b) lim [K (t;\)dt=1

A—Xo



kosullarini saglarsa bu kiimeye (periyodik) ¢ekirdek denir.
Tanim 2.5 {K (t;\)} cekirdek ailesi ilave olarak

a) Her A€ Aigin [ |K (t;\)|dt < M < oo olacak sekilde bir M > 0 sayisy var;

b) lim | sup |[K(t;A)]| =0, (0<d<m)
kosullarini da saglarsa bu aileye yaklagik birim (approzimate identity) denir.

Simdi Butzer ve Nessel (1971)’ den faydalanarak agagidaki tanmimlar1 verelim:

Tamim 2.6 A C R] indis kiimesi ve A € A olmak tizere, Ny bu kiimenin bir yiguima

noktasi olsun. {K (\/ 12 4 s2; )\)} fonksiyon sinifina

a) Her A\ € A ig¢in // ‘K(\/t2+82;)\)|dtds < M < o olacak sekilde bir M
D

sayust var;

b) Her A € A igin
lim //K (\/752 el A) dtds = 1
b

sartlariny saglandige taktirde ¢ekirdek ady verilir.

Tanmim 2.7 {K (\/t2 + s2; /\)} cekirdek ailesi, belirli bir (to, so) noktasinda

lim K (\/tg—l—s%;)\) =00
A— Ao

ozelligint saglarsa { K (\/ 12 + 52, )\)} cekirdegqi singiiler ¢ekirdek ve

L(rsen) = [[resn (Vi of - pfa) s @ayen

wntegral operator ailesi ise konvoliisyon tipli iki degiskenli singiiler integral operator

atlest adina alar.

Tanim 2.8 {K (\/ 12 + s2; /\)} singtiler ¢ekirdek ailesi, belirlenmis her § > 0 sayist
1¢in

lim sup K <\/t2 + 5% )\> =0

Ao 0<Vt2+s2<m

sartine saglarsa yaklagik birim (approximate identity) adina alur.

8



Tanim 2.9 f € L) olmak dizere § > 0 i¢in

wr, (f,0) := sup //]f (t+x,s+y)— f(t,s) dtds

2+y <6

ifadesine, [ fonksiyonunun iki degiskenli Lebesque streklilik modiili denir.
D iizerinde siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini agagidaki ii¢ teoremle ifade edebiliriz:

Teorem 2.2 f € L} _ise
limewp, (f,6) =0 (2.3)

olur.

ispat. f (t,s), D iizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise her pozitif &

//|fts B (¢, )| dtds < ¢

—TT—T

olacak gekilde 27 periyodlu, siirekli bir @ (¢, s) fonksiyonu vardir. (Taberski, 1970).

say1sl i¢in,

Buradan

//If t4x,54y) — f(t s) dtds

IN

//|f (t+xz,s+y)—P(t+x,s+y)| dtds

//|c1> (t+ 2,5 +y)—®(ts)|dids

//|fts ® (t,s)|dtds

T+x Tty
/ |f (t,s) — ®(t,s)|dtds

—m4r—m+y

//y@ (t+a,5+y) — (1) dtds

//]fts ® (t,s)|dtds



esitsizligi yazilabilir.

Ayrica ® siirekli oldugundan

\/(t—x)2+(5—y)2<(5iken |D(t+xz,s+y) —D(t,s)] <

esitsizligi saglanacak gekilde bir § = § (¢) sayisi segilebilir.

Buna gore

sup //|<I> (t+x,s+y)—@(t,s)|dtds < ¢
v x?4y2<s’

yazilabilir. Bu egitsizlikleri goz oniine alirsak

//\f(t+x,s+y)—f(t,s)\dtds

//|fts ® (t,s)|dtds

+//|<I>(t+:x,s+y)—<I>(t78)|dtd8

//|fts O (t,5)| dtds

< e4+e4+e=3¢

IN

elde edilir. Boylece

sup //\f (t+x,s+y)— f(t,s)dtds < 3e
v z2+y?<s’

bulunur. =

Teorem 2.3 f € L ve m bir dogal sayr olmak iizere

wr <f7 m6> < muwy, (f7 6)

olur.

10
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Ispat. Siireklilik modiiliiniin tanimini gz dniine alirsak

wr, (f,md) = sup //|f (t+x,s+y)— f(t,s)|dtds
\/m<m5

seklinde yazabiliriz. x = mh ve y = mk alinirsa

wr, (f,md) = sup //]f (t +mh,s+mk) — f(t,s)|dtds
m\/m<m5

= sup //]f(t+mh,8+mk)—f(t+(m—1)h,8—|—(m—1)k)
Vh2+k2<8

—T—T

+ft+m—=—1hs+(m—-1k)—...+f({t+hs+k)—f(ts)dtds

= sup

f+rhys+rk)—ft+(r—1) h,s+ (r—1)k)]|dtds
Vh2+k2§6—7r—7r r—=1

olup buradan

wr (f,md) < sup //i]f(t—l—rh,s—l—rk)—f(t—l—(r—1)h,s—|—(r—1)k)|dtds
«/mgé_ﬁ_ﬁml

elde edilir.

Burada t + (r — 1) h = z denir ve sonra z, t ile; h, x ile degistirilir ve ayni gek-

ilde s + (r — 1) k = Z denir ve 2, s ile h, y ile degistirilirse,

wr, (f,mo) < sup //Z]f (t+z,s+y)— f(t,s)dtds

2+y2<5

< m sup //\f (t+x,s+y)— f(t,s)dtds
V@2 4y2<8Y

< me(fa )

elde edilir. m
Teorem 2.4 f € Li_wve \ keyfi bir say olsun. Bu durumda

wr, (f;A0) < (A+1)w (f,9)

olur.

11



Ispat. [|\[] sayisi ile A sayisinm tam kismi gosterilsin. Bu durumda A < [[A|] + 1

ozelliginden ve wy, (f, ) fonksiyonunun artan bir fonksiyon olmasimdan

esitsizligi mevcuttur. Ayrica [|[A|]] < A ve [|A|] + 1, bir tam say1 olmasi gozoniine

alinirsa Teorem 2.3 den

WL(fv)‘(s) S wL(f7([|)‘|]+1)6)
(AT + D we (f,0)

IN

oldugu goriiliir. m
Yaklagimlar teorisinde integrallenebilen fonksiyonlara yaklagim, bazi 6zel noktalarda
aragtirihir. Simdi D C R? tizerinde yaklagimin arastirildigi, karakteristik noktalar

olarak da adlandirilan bu 6zel noktalarin tamimlarini verelim.

Tanmim 2.10 f € L} olmak iizere

xo+hyo+r

/ |f (t,8) = f (w0, 90)| dtds = O (2.4)

o Yo

li —
(h,r)liI%U,O) hr
egitliginin saglandige (o, yo) noktasina f fonksiyonunun Lebesque noktasi denir.

(2.4) esitliginde h yerine —h alinirsa egitlik
o Yo+T

1
lim — f — f —
(h,r)lH(U,O)hT / £ (s) (w0, yo)| dtds =0

zo—h Yo

sekline gelir.

Yine (2.4) de r yerine —r alinirsa esitlik

zo+h Yo

li — t,s) — dtds =0
(h7,’,,)11>r%070) hr ’f< 78) f <$07 3/0)’ S

o Yo—T

seklinde olacaktir.

Tekrar (2.4) de h ve r yerine, sirasiyla, —h ve —r alinirsa egitlik

00)hr/ / \f (t,s) — f (z0,y0)| dtds = 0

xo—hyo—Tr
12



haline gelir. Bulunanlar: diizenlersek

zo+hyo+r

/ £ (6 5) — f (0, o) dtds = 0

zo—hyo—r

li —
(h,r)li%,o) hr

ifadesi elde edilir.

Buradan agiktir ki her bir Lebesgue noktasi i¢in

] zo+hyo+r
" hm0 ohr / \f (t,s) — f(z0,y0)| dtds =0 (2.5)

:Eo—hyo—T’

esitligi gegerlidir. f € Li_ olmak iizere D bolgesinin hemen hemen her noktasi f

fonksiyonunun Lebesgue noktasidir.
Bunu gostermek icin
hor
O (z,y;h,r) = %//U’(m—l—t,y-ks) — f(z,y)| dtds
00
esitligini ele alalim.

f € L} oldugundan ® € L}_ dir. § > 0 olsun. Bu durumda

o, - /]"//[fx+ty+s) 1 (2, )| dids| dedy
= %// //\f (x+t,y+s)— f(x,y)|dedy| dtds

h’!‘_

VAN
7|~
—
\

sup //|f (x+t,y+s)— f(z,y)|dedy| dtds
m<5

_ hr:/ZwL (f,0) dtds = wy, (f,0)

ve
limewp, (f,6) =0
13



oldugundan

S e sk, =

elde edilir.

Bu da hemen hemen her (z,y) i¢in

lim & (x,y;h,r)=0
(h,r)—(0,0) (x.y )

oldugunu gosterir. @ (x,y;h,r) fonksiyonunun tanimindan D bolgesinin hemen

hemen her noktasinin Lebesgue noktas1 oldugu goriiliir.

Simdi iki degiskenli fonksiyonlar icin genellestirilmis Lebesgue noktasi ve d-noktasinin

tanmimini verelim:

Tanim 2.11 f € L olsun. 0 < a < 1 igin

i 1
" Tl)li)% O)W// |/ (t+ 20,5+ yo) — [ (20, yo)| dtds = 0 (2.6)
00

egitliginin saglandign (xo,yo) noktasina f fonksiyonunun genellestirilmis Lebesgue

noktasy denir.

Tamm 2.12 f € L} olmak iizere

oo)hr// (t + o, s + o) — [ (0, y0)] dtds = 0 (2.7)

egitliginin saglandige (zo,yo) noktasina f fonksiyonunun d-noktasy denir.

f € Li_ fonksiyonunun tiim Lebesgue noktalarimin kiimesi L(f), tiim d- noktalarimm

kiimesi de D(f) ile gosterilirse, h, r > 0, bu durumda

1 zo+hyo+r 1 zo+hyo+r
| [ s = faoldas < o [ [ 170s) = F o)l deds
o Yo o Yo

esitsizligi, her bir Lebesgue noktasinin ayni zamanda d-noktasi oldugunu gosterir.

Yani,

L(f) cD(f)
14



saglanir.

f € L} fonksiyonu (z,y) € (—m,7; —m,7) noktasinda siirekli olsun. Bu taktirde
Ve > 036 > 0igin |t —x| < d ve |[s—y| < § oldugunda |f (t,s) — f (x0,%0)] < €

saglanir.

h,r < ¢ alnirsa,
zo+hyotr

w1 = f Gl deds <<
o Yo
elde edilir. Bu ise
1 zo+hyo+r
tim [ [ 1F () = f Gl deds =0
r—0 Zo Yo

oldugunu gosterir. Yani L) uzaymnda olan her f fonksiyonunun siireklilik noktas:
aym zamanda onun Lebesgue noktasidir. f € L} fonksiyonunun tiim siireklilik

noktalarimin kiimesi C(f) ile gosterilirse

C(f) cL(f) cD(f)

seklinde bir iligki oldugu goriiliir.

Taberski (1964) ve Lenze (1989), iki degiskenli fonksiyonlar i¢in simrh salinim-
lilik, monotonluk ve Stieltjes integrallenebilirlilik kavramlarini agagidaki gsekilde ver-

mislerdir:

¢ (z,y) fonksiyonu D = [—7, m; —m, 7] karesi iizerinde tanimli ve sinirh bir fonksiyon

olsun. D nin bir parcalanmasi

P._{—W:xl<x2<...<:1:i<...<xm<:cm+1:7r}
' M=y <Y< ..<Y < ...<Yp<Ypp1 =T

olsun.

Ap (i, y5) = @ (@i, y5) — @ (i1, 95) — @ (@i, Yja1) + @ (Tig1, Yjs1)

ifadesini goz oniine alalim.

15



Ve =3 ) |Ap (i, y5)l

i=1 j=1

toplam formunu olusturalim.

Tanim 2.13 P, D karesinin miimkiin olan tim parcalanmalarinin kiimesi olsun.

Vp () = sup {ZZ |Ap (xz-,yj)|}

PEP 54 =1

genigletilmig reel sayisina, p (x,y) fonksiyonunun D dzerinde toplam salinemy denir

V= 7]|d90(fc,y)|

ile gosterilir. Eger Vp (@) toplami, D karesinin mimkiin olan her P parcalanmast

ve

1¢in diizgiin sunarly ise @, D dizerinde svmrly salinamlidir denir. D dizerinde sinarh

salimwmly fonksiyonlar sinafs BV (D) ile gosterilir.

Eger P nin herhangi bir parcalanmasi icin
Ap(ziy;) >0 (=1,2,...,m; j=1,2,...n)

oluyorsa ¢ fonksiyonu D i¢inde monoton artandir denir. Bu durumda ¢ fonksiyonu

simirl salimimhdir ve

[ [ 1o @i = r-m) — o r. 1) o (-mm) + o )

—T—T

esitligi saglanir.
Bu esitligin saglandigim gostermeden 6nce Stieltjes integralinin tanimini verelim.

f(z,y) ve ¢ (x,y) D iizerinde tamiml iki fonksiyon olsun. D iizerindeki pargalan-

malarin bir dizisi P,

k k k k k
=y <y <<y <<y <y =7

16
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ve (@,nj), [Tk, Tha1; Yn, Yks1]) (6= 1,2, ..my; J = 1,2, ...,n) dikdortgenleri iginden
bir nokta olsun.

PO = 3307 (€l) B (ool

i=1 j=1

toplamini yazalim.
Eger herhangi bir P dizisi ve keyfi bir (&;,7;) i¢in

lim S (Py) = I

k—o00
sonlu limiti var ise f fonksiyonu ¢ fonksiyonuna gore D iizerinde Stieltjes integral-

lenebilir denir ve I sayis1 f nin Stieltjes integrali denir. Bu integral

S) ]]f (z,y) de (z,y)

seklinde gosterilir.
Ispata donecek olursak, burada f (fz ; ,771]3)> = 1 sabit fonksiyon olsun ve bir P

parcalanmasi icin Ay (x;,y;) > 0 oldugunu goz éniine alarak toplamlar: acarsak

D 1A (@)l =D > Ap (i, y5)
i=1j=1 i=1j=1

mi

i=1

= Ap (z1,11) + Ap (21,92) + ... + A (T1,Yn,)

+A@ (22, y1) + A (22, 92) + ... + A (22, Yn,)

+...

_'_AQO (xmk*17 yl) + A(p (‘xmk*17 y2) +o Tt A(p (‘ka*17 ynk)

+AP (T Y1) + A (Ting, Y2) + oo + A@ (T, Yny)

olur.

Ayrica A (zi,y5) = 0 (23,y5) — 0 (Tiy1,Y5) — 0 (Ti, Yjr1) + @ (Tig1, yj41) oldugunu
17



goz ontine aldigimizda

[ (21, 91) — @ (T2,91) — @ (21, Y2) + ¢ (T2, 92)]
+ o (@1, y2) — @ (22, 42) — @ (21, 43) + ¢ (22,y3)]

+...

+ [0 (@1, Yny) — @ (T2, Yny) — € (21, Ynps1) + @ (T2, Yny11))]

+ @ (22, y1) — 0 (73,91) — @ (T2, y2) + ¢ (23, y2)]
+ @ (w2,92) — @ (23,92) — @ (22, y3) + (23, ¥3)]
+...

+ (@ (@2, Yn,) — @ (@3, Ynpt1) — @ (@2, Y1) + 0 (23, Yny11)]
o

+ [90 (':ka*17 yl) - ('kav yl) - (':ka*17 y2) T (xmw yZ)]
+ @ (Tmy—1592) — @ (Tmpr1,Y2) — @ (Tmy—1,Y3) + @ (T, Y3)]
+...

F 10 (Tmg—15Yn) = @ @ogs Yn) = @ (Timg—15 Y1) + @ (T Y1)

+ [0 (T, y1) — @ (@1, Y1) — @ (Ting, Y2) + @ (Tmps1, Y2)]

1 (T, Uni) = @ (T, Yn) — @ (Tims Yngr1) + @ (Tt 15 Y1)

olup gerekli sadelegtirmelerden sonra

mg Nk

ZZ |A90 (xlayj)| =@ ('Tlvyl) — @ ('ka-l-l?yl) — @ (xla ynk-H) + 2 (xmk—i-laynk—i-l)

i=1j=1

bulunur.

Ay (z;,y;) sirh salimmh oldugundan

mg N

D> T Ag (x5, y5)| < o0

i=1 j=1

18



oldugu aciktir.

Stieltjes integrali geregi

(k) (k)
wmk+1ynk+l
|d90 (Iz’7yj)| = (1‘17%) — @ (xmk-l-lu yl) a2 ($17 ynk-i-l) + e (xmk+17 ynk+1)
(k) (k)
Ty Y1

oldugu goriiliir. Burada sinirlar diizenlenirse

//uwmwn=wem—m—w@nﬂw—wemwwwﬂmw

—T—T

elde edilir.

Teorem 2.5 (Natanson Lemmasi) f fonksiyonu |a,b] tzerinde tanwml, integral-

lenebilir olsun ve
a+h

M = sup %/f(t)dt < 00

0<h<b—a

egitsizligi saglansin. Ayrica g fonksiyonu [a,b] tzerinde taniml, negatif olmayan,

integrali mevcut ve azalan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

/ﬂwmﬁ

a

integrali mevcuttur ve
b b
[rwowa <o [gar
egitsizligi gegerlidir.

Taberski (1962a), yukaridaki sekilde verdigi Natanson Lemmasi'min iki degigkenli
fonksiyonlar igin bir genellemesini (Taberski, 1964) de agagidaki sekilde vermigtir:

Lemma 2.1 ¢(x,y;0) fonksiyonu, D = |a,b;c,d| izerinde negatif olmayan, x ve
y degigkenlerine gore ayri ayre artmayan ve sinarl olsun. Ayrica Ap (x,y) > 0 sarts

saglansin. Eger f (z,y), D tzerinde Lebesque anlaminda integrallenebilirse

Ty
1
K = t,s)dtd
o mama 1 ) <
19
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olmak tizere

[ 1@ty sy < & [ [0 @v) oy

D

egitsizlig saglanar.

Teorem 2.6 (P.I. Romanouskii) K, (t,x) pozitif bir ¢ekirdek ve belirlenmis her n
ve x igin K, (t,x), t nin fonksiyonu olarak [a,x] araliginda t ye gore artan ve [z, b
d T
araliginda azalan bir fonksiyon olsun. . [ 1) dt} = f(z) olmak tizere Lebesgue
x a

integrallenebilir bir f (t) fonksiyonu i¢in

b
lim [ f(t) K, (t,x)dt = f (2)

n—oo
a

olur.
(Natanson, 1964).

Tanim 2.14 Eger |® (t,x)| < U (t,x) esitsizligi var ve belirlenmis x i¢in ¥ (t,x),
la, x| arahginda artan ve [x,b] arahginda azalan ise ¥ (t,z) fonksiyonuna, ® (t,x)

fonksiyonunun konveks majorantidir denir.

Teorem 2.7 (D. K. Faddeev) K, (t,x) ¢ekirdegi her n igin
b
/\I/n (t,x)dt < M (z) < oo (M (z) yalnzca x e bagl)

olacak sekilde W, (t,x) konveks majorant fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda x

noktasy f min Lebesque noktasi ise bu noktada

lim [ f(t) K, (t,x)dt = f ()

n—oo

a

esitlgi gecerlidir.

(Natanson, 1964).
Taberski 1964 yilinda iki degigkenli fonksiyonlar i¢in tanimladig

b d

J(f;a)Z//f(%y)@(x,y;a)dxdy

20



bigimindeki singiiler integral operator ailesi i¢in (a, ¢) noktasimin d-noktasi olmasi
durumunda yakinsamast ile ilgili Romanovskii tipi; (a, ¢) noktasimin Lebesgue nok-
tast olmasi durumundaki yakinsamasi halinde de Faddeev tipinde olan agagidaki

teoremleri vermistir:

Teorem 2.8 ¢ (x,y;0) fonksiyonu, negatif olmayan, D = [a,b;c,d] tizerinde x ve

y e gore ayrr ayri artmayan ve Ay (x,y) > 0 olsun.

o—00

a
lim//go(x,y;a)dxdyzl(JEA)

ve belirlenmis a,y (a < o < by <y < d) igin

lim ¢ (o, ¢;0) < 00, lim ¢ (a,7;0) < 0o (o € A)

o—00 o—00

kosullar: saglansin. Bu durumda her f € L' (D) igin

a+he+r

1
lim

- drdy —
(h,r)—>(0+70+)h’l“//f($7y) zdy = f (a,c)

egitliginin sagladige (a, c) noktasinda

lim J (f;0) = f(a,c)

o—0o0

olur.

Burada A diizlemde bir kiime ve o¢ bu kiimenin bir yigilma noktast olmak tzere

o = (§n) ve oo = (§g, 1) dur
Ayni makalede

J(f;a)=//f(x,y)‘1’(w,y;0)dxdy

singiiler integral operatorler ailesinin (a, ¢) noktasmin Lebesgue noktasi olmasi halinde

Faddeev tipi bir teorem verilmigtir.

Teorem 2.9 (a < a < bjc <y <d) olmak tzere ¥V (z,y;0) fonksiyonu belirlenmis

a,vy i¢in o € A olmak tizere [a,b; c,d] — [a, «; ¢,7] tzerinde dizgiin sinarl ve

o—00

a v
lim//\ll(:p,y;a)dmdyzl (0 € )

21



olsun.
Eger D tizerinde negatif olmayan; x ve y degiskenlerine gére ayri ayri artmayan; D

de Ap (z,y) > 0 sartine saglayan; her (z,y) € D i¢in

|V (2,y;0)] < p(x,y;0)

olacak sekilde bir i (x,y; o) fonksiyonu varsa ve ayrica

oc—00

lim//u(m,y;a)dxdy<oo (0 € )
D

18€

lim J (f;0) = f(a,c)

o—00

olur.

Hobson (1921), tarafindan verilen iki kath integraller i¢in kismi integrasyonun bir

benzerini Taberski (1964) asagidaki sekilde vermigtir:

Teorem 2.10 D = [a,b; ¢, d] bir dikdortgen olmak tizere f (x,y) fonksiyonu, (a,b)
aralige i¢inde y = ¢ ve y = d i¢in ve {c,d) arahge i¢inde de x = a ve x = b i¢in
g (x,y) fonksiyonuna gore Stieltjes integrallenebilir olsun.

Bu durumda D tzerinde g (z,y) fonksiyonu, f (x,y) fonksiyonuna gore Stieltjes in-

tegrallenebilirdir ve

[[s@nar iz - <s>]7f<x,y>dg<x,y>+7f<a:,c>dg<x,c>

—/f(x,dmg(x,d)+/f<a,y>dg<a,y>

a
d

—/f(b,y>dg<b,y>+0

egitligi saglanar.

Burada C = f(a,c)g(a,c) — f(b,c)g(bc)— f(a,d)g(a,d)+ f(b,d)g(b,d) dur.
22



Teorem 2.11 f(x,y) fonksiyonu, D = [a,b; c,d]| dikdirtgeni tizerinde Lebesque an-
lamanda integrallenebilir ve g (x,y) sinarl salinwmle olsun. Ayrica g (z,c) (veya g (x,d))

ve g (a,y) (veya g (b,y)), swrasi ile {a,b) ve (c,d) araliklari i¢inde sinarle salinamiy

olsun.

Bu durumda g (x,y) fonksiyonu D dizerinde

= (L) 771’ (s,t)dsdt, fg e L'(D)

fonksiyonuna gére Stieltjes integrallenebilirdir ve

// (r,y)dF (x,y) = // g(x,y) f (z,y) dedy

olur.

(Taberski 1964).
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3. L. UZAYINDA RADYAL CEKIRDEKLI KONVOLUSYON
TIiPLI SINGULER INTEGRAL OPERATOR AILESININ

KARAKTERISTIK NOKTALARDA YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, D = (—m, 7; —m, 7) kiimesi iizerinde A siifi olarak adlandirdigimiz
yeni bir ¢ekirdek sinifi tanimlayacagiz, bu siniftan yararlanarak Boliim 3.1 de gekirdek
fonksiyonlarinin A sinifindan secgilmesi durumunda radyal cekirdekli konvoliisyon
tipli singiiler integral operator ailesinin varligimi ispatlayacagiz; Bolim 3.2 de de
f € Li_ nin karakteristik noktalarindaki yani siireklilik noktasi, d-noktasi, Lebesgue

noktasi ve genellestirilmis Lebesgue noktasindaki yakinsakligini inceleyecegiz.

Tamim 3.1 A C RY bir indis kiimesi, Ao bu kiimenin bir yiglma noktasy ve D
tizerinde K (\/ 12 + s2; )\) fonksiyonu, negatif olmayan, 2m periyodlu, ol¢iilebilir bir
fonksiyon olsun. Eger K (\/ 12 + s?; )\) fonksiyonu;

a) her A € A igin | K (; /\)||L% < M < oo olacak sekilde bir M sayist var;

m™ T

b) lim [ [K <\/(t — )+ (s —y)% )\) dtds = 1;

(x7y7A)_>(‘TO7y7)\O)—7T—7T

c) ¢ >0 sayse igin lim sup K (\/(t —z)’ + (s —y)% )\) =0

A
T o</ (t—a) 24 (s—y) <

kosullariny saglarsa K fonksiyonuna A simafindandir denir.

3.1 Operatoriin Varhig:

Bu boliimde radyal ¢ekirdekli konvoliisyon tipli bir singiiler integral operator ailesinin,
gekirdek fonksiyonlarimin A smifindan olmasi durumunda, L} uzaymdan L} uza-

yina sinirh bir doniisiim oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.1 f € Ll olsun. Eger K (\/t2 + s%; )\) fonksiyonu A stmifindan ise bu

durumda

L(fiz.y\) = //f (t,5) K (J (1 —2)* + (s — 9% A) dtds, (z.y) € D
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radyal ¢ekirdekli konvoliisyon tipli singiiler integral operatdrier ailesi Ll uzaymdan

LY uzaywma siirekli bir doniisimdiir.

Ispat. L (f;x,y, \) operatorii lineer oldugundan L} uzaymdan L} uzayma doniigiim

yapan sinirh operator oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin

1L (fs 2,y Mgy
11y

normunun siirh oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Fubini Teoreminden fay-

1L (A)]| = sup
F#0

dalanarak integrali

L (f52,9, Ml = 77 7]f (t,s) K <\/(t — 2+ (s —y)k /\) dtds| dzdy

—M—T | —TT—T

< ]] 77|f(t,s)| K(\/(t—x)2+(s—y)2;/\) dtds | dzdy
_ 7] 77|f(t,s)| K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\) dedy | dtds
- ]]U(t,s)] ]] K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\) dady | dtds

seklinde yazabiliriz.

Buradat —x = u = —dr = du ve s — y = v = —dy = dv degigken degistirmesi ile

K € Li_ oldugu goz oniine alinarak

]]'K <\/(t—x)2+ (s—y)Q;A) doedy = _78_7t‘f( (m; A)‘dudv

= // ‘K (\/u2 +02;)\>‘dudv
elde ederiz. Burada elde ettigimiz sonucu yerine yazarsak

1L (52, M)y, < /7\f(t,s>\ ]]\K(W;A)\dudv dtds

—Tr —T—T

= Sl 1Ly,
25



seklinde diizenleyebiliriz.

Buradan (a) kosulu goz ¢niine alindiginda

L(famayv)\ 1
1L (V)| = SupH s, <M< oo
1#0 11y,

oldugu goriiliir. Yani L (f; z,y, \) operatorii L} uzayn iizerinde siirekli bir doniigiimdiir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. m

3.2 Karakteristik Noktalarda Yakinsaklik

Bu kisimda f € Li_ nin siireklilik noktasi, d-noktasi, Lebesgue noktasi ve genellegtirilmis

Lebesgue noktasindaki yakinsakligini inceleyecegiz.

Teorem 3.2 K (\/t2 +32;)\) fonksiyonu A swmifindan olsun. Bu durumda eger
(w0, y0) noktasy f € Li_ fonksiyonunun siireklilik noktast ise o zaman (x,y, \) nok-

tast, (o, Yo, No) noktasina istenilen yolla yaklastign taktirde

lim L(f;z,y,\) = f(x0,90)

(I,y7)\)4>(f£07y0 7)\0)

saglanar.

Ispat. (20,1) € D keyfi bir nokta olsun. I (x,y,)\) := L(f;z,y,A) — f (20, %)

olmak {izere

I(zy,)) = [/ﬂa@K(¢u—xf+@—yﬁA)ﬁw—fmm%>

_ //f(t,s)K<\/(t—x)2+(s—y)2;/\) dtds

(50, w0) //K (\/(t 4 (s — ) )\) dtds

D

i Gann) [[16 (Ve = o+ (5= 0P ) s = 1 au)
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IN

/ |f (&, 5) = f (2o, yo)| K (\/(t — )’ + (s — y)z;)\> dtds

D

+1 (0, 0)] //K (\/(t — )’ + (s — y)2;>\) dtds — 1

= Il (ﬂf,y, )\) + [2 <x7y7 )\)

yazilabilir.
Bs = {(t,s) : (t — w0)* + (5 — y0)* < 6%, (z0,40) € D} olsun.

I (x,y, \) integralini

Loy = 3 [[+]] mwﬁw41mmﬂK(¢@—@”+@—w%QdMs

D\Bs DNBg
- ]11 (1‘1’y7 )\) + 112 (ZE, Y, /\)

olacak gekilde D\ Bs ve D N Bj kiimeleri iizerinde inceleyelim.

Oncelikle I1; (z,y, ) integralini ele alirsak

J[ 179 =5 ol (it =07+ (=% avas

D\Bs

IA

sup K ( (t—2)*+ (s —y)% )\) |f (t,s) — f(zo,y0)| dtds
5<y/(t—2) 2+ (s—y) < \/ D/\é

< w1 (Ve 07 =) (Il + 471 ol
§<y/ (t=2)* +(s—y)* <

yazabiliriz. Ayrica (c¢) sart1 goz 6niine alindiginda yani,

lim sup K <\/(t—w)2+(s—y)2;/\) =0
A— Ao
724/ (t—2)*+(s—y)>>5

buradan

lim Iii(z,y,A\) =0
(Ll?,y,)\)—>(il‘(),y0,)\0) 11( y )

olarak bulunur.
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Simdi Iy (z,y,\) integralini ele alalim. f fonksiyonu (zg,yy) noktasinda siirekli

oldugundan her € > 0 igin (t — 20)* 4 (s — yo)* < 6° oldugunda

|f(t,s) = f(zo,m0)| <€

olacak gekilde § = § (¢) > 0 sayws1 vardir. (a) sartin1 goz oniine alarak I (z,y, \)

integralini,

Rato ) = [[ 1809 = 7wl |[K (Vo= o+ = %)

< :7]K <\/(t — )’ + (s — y)Q;)\) dtds
< 67] ‘K (\/(t — )’ + (s — y)g;)\) ’ dtds

< el Ky <eM

seklinde yazabiliriz.

Yeteri kadar kiigiik her € > 0 i¢in [15 (x,y,\) — 0 olacagindan
im I (z,y,\) =0
(I7y7>‘)_)(1‘07y07)\0) ! ( y )

oldugu goriiliir.

Simdi I, (z,y, \) integralini inceleyelim. (b) kosulundan

lim | (0, y0)] //K (\/(t —2)’ + (s — y)2;)\) dtds —1| =0

(x’yz)‘)*)(xovyo 7)\0)

oldugu aciktir.

Bulduklarimiz: diizenlersek
(‘Taya )‘) - (fE(),yo, >‘0) iken Il (l’,y, )‘) + I2 (l’,y, )‘) - 0

oldugundan dolay1 teorem ispatlanmig olur.

Goriildiigii gibi (z,y, \) — (o, Yo, A\o) yakisakligi istenilen yolla olabilir. m
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Teorem 3.3 K (\/ 12 4 s2; )\) fonksiyonu (xq, 7; Yo, 7) kiimesi tizerinde her bir degiske-
nine gore monoton azalan ve A sinifindan olsun.

Ayrica (xg, T yo, T) ve (—m, xo; —m, Yo) tzerinde AK (\/t2 + s2; )\) >0 ve

(xg, ™ =T, Yo) ve (—m, xo; Yo, T) tzerinde AK (\/t2 + 5% )\) < 0 saglansin.

Eger (xo,v0) noktasy f € Ly fonksiyonunun Lebesque noktas: ise

x0+0yo+6

[ [ (Viemar e is=-fa) - s - m) (3.1)

z0—0Yyo—9

fonksiyonunun sinirle kaldige (x,y, N) noktalar kiimesi tizerinde

lim L(f;z,y,\) = f(x0,y0)

(%%)\)—’(fo’yo 7>\0)

esitligi saglanar.

Ispat. (z0,%0) € D noktasi, f nin Lebesgue noktas1 olsun. Lebesgue noktasinin

tammindan

lim //|f t+$0a5+y0) f(xg,y0)|dtds:()

(h,r)—(0,0) hr
—h—r

hr)ﬂ(oo_//v (t + 20,5+ y0) — f (0,90)| dtds =0

0 —r

lim //If (t+ x0,5+ o) — f (z0,y0)| dtds =0

(h,r)—(0,0) hr
—h 0

lim //’f (t+ 20,5+ 1y0) — f (z0,y0)| dtds =0

(h,r)—(0,0) hr

esitlikleri vardir.

Bu esitliklerden goriildiigii gibi her € > 0 sayis1 i¢in 0 < h, k < 9 oldugunda

o Yo
|f (t,8) = f (w0, 90)| dtds < ehr (3.2)

270—5?;0—6
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2o+ Yo
/ £ (t,5) — [ (0, y0)| dtds < ehr (3.3)

o Yyo—9I

T Yyo+o
/ |f (t,8) = f (zo,y0)| dtds < ehr (3.4)

zo—0 Yo
z0+0Yyo+9

[ 15.9) = £ (oo dtds < hr (35)

Zo Yo

esitsizlikleri saglanacak sekilde en az bir 0 > 0 sayis1 vardir.

Diger taraftan I (z,y,A\) = L (f;x,y,\) — f (0, yo) olmak iizere

I(z,y,A) = ]7f (t,5) K (\/(t — )"+ (s — )% A) dtds — f (w0, yo)

- s (Yo au
//K( P )

]]W,s)_mo,yo)m(W_x)u(s_ym)dtds

[ [ (Ve s o) s

—TT—T

= Il (xvyv )‘) + 12 (xayv >‘)

IN

+1f (zo, yo)|

elde ederiz.

Bs={(t,s): (t— 20)” + (s — y0)” < 0%, (z0,90) € D} olsun. I (z,y, \) integralini

Iy, 0) = {//+//}f<t,s>f<xo,yo>f<(¢<tx>2+<sy>2;A>dtds

D\Bs DNBg
- Ill (I’ya )\) + Il2 (ZE, Y, /\)
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seklinde yazarak D\Bjs ve D N By kiimeleri {izerinde inceleyelim.

Iy (x,y,\) integralini ele alalim.

/ |f(t,s) = f(zo,90)| K (\/(t —z)’ + (s — y)Q;)\> dtds

D\ Bs

< s k(im0 [ 1 - ol s
0<+/ (t*$)2+(5*y)2§77 D\ B;

< sk (Vi ot o) (I, + 420 ot}

5<y/ (=) +(s—y)? <

elde edilir.

(¢) kogulundan biliyoruz ki her § > 0 igin

lim sup K (\/(t—x)2+(s—y)2;/\) =0
G PR3V s e P

olur. Buradan

lim Iii (z,y, A\) =0
(mvy)‘)*’(xO:yO»)\O) 11( y )

saglanir.

Is (x,y, \) integrali igin

Bt ) =[] 1709 = o)l & (e =07+ (5= P50 ) auas

DNBgs
20+0Yo+4

< [ [0 - sl (Vie- o+ - ) dras

z0—0Yyo—9

2o+ Yo

- //+// £0005) = 7 )| 5 (/6= 0 s 9% ) dods

x0—6y0—6 xo y0—5

zo Yo+d  xo+dYo+s

U R N R R T Qs e 2
To—3 Yo o Yo
= 1121(ZL’,y,/\)+]122<J],y,)\)+1123(13,y,)\)+[124(I,y,)\)
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seklinde bir diizenleme yapalim.

Oncelikle I19; (z,y, \) integralini ele alahm. (3.2) esitsizliginin saglandig1 goz oniine
alinarak

To Yo

Fit)= [ [17 ) = 5 o)l duds
seklinde bir F' fonksiyonu tanimlayalim. Burada xq —t < 0 ve y9 — s < § iken
|F'(t,5)] < &(xo—1) (Yo — 5) (3.6)
esitsizligi saglanir.
Gercekten
zo Yo
F(t,s) 1

(zo — 1) (yo — 5) a (zo — 1) (yo — 3)[/ |f (u,v) = f (z0,v0)| dudv

esitligini yazarsak, zo —t < § ve yo — s <  oldugunda (3.2) kosulundan (3.6) esit-

sizliginin saglandig1 goriiliir.

Teorem 2.11 e gore, f (t,s) €L3. olmak iizere K fonksiyonu monoton bir fonksiyon

oldugunda K fonksiyonu F' (¢, s) fonksiyonuna gére Stieltjes integrallenebilirdir ve

// ( (t =) +(3—?J)2;>\>dF(t,s)

zo—0yo—9

- 7‘/Lﬂa@—fum%NK(¢u—xf+@—yﬁx)m@

x0—dyo—4

saglanir.
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Simdi bu egitlikteki Stieltjes integraline kismi integrasyon uygularsak

// < (t—=) +(5_y)2;>\)dF(t,s)

x0—0yo—9

_ m/&yo/& (t,s) dK( (t—x)2+(8—y)2;/\)
_|_/F(t,yo—é)dtK(\/(t—x)2+(yo—5—y)2;)\>
x0—0
+yo/_6p(x0_5,s)dsK (\/(x0—5—$)2+(3—y)2;)\)

+F (20— 60— ) K (Vo =0 =2+ (=5 - 9%

elde ederiz. Ardindan (3.6) dan

ro Yo

< [ [e@-vm-9

x0—0yo—9

dK(\/(t—x)2+(s—y)2;>\)'
+755(a:0—t) dtK(\/(t—:r)2+(yo 5— y)Q;)\)‘

To—0

Yo

+/55(yg—s) 4K <\/($0—6—x)2+(8—y)2;)\>‘

Yo—6

+e0’K (\/(xo — 5 =)+ (yo— 0 —y)% )\)

= i1+ i2+ i3+ 1y

elde edilir. Sirasi ile i, i5 ve i3 integrallerine kismi integrasyon uygulayalim.

dK (\/ (t —x)° + (s — y)2;)\> > 0 olmak {izere i; integraline kismi integrasyon
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uygularsak

o Yo

o= [ (Vo) dam -0 -

ro—0yo—9

o

+eb / K (\/(t —2) + (Yo — 0 — y)Q;)\> d(—t)

Tro—

4
e y/ K (\/(:co S (s — y)Q;)\> d(=s)

Yo—6

1e82K <\/(x0 S a4 (o — 6 —y)* /\)

elde ederiz.

io integralini ele alalim. K (\/(t — x)2 + (yo— 0 — y)2; A) fonksiyonu, (zq — 4, z¢)

iizerinde t degigskenine gore artan bir fonksiyondur yani

A I <\/(t—x)2+ (o —6—y)2;/\) >0

yazabiliriz.

Buna gore 75 integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —e0’K (\/(:vo —5—2)’ + (yo— 0 — )% >\>

o

—I—sd/K(\/(t—m)2+(yo—(5—y)2;)\) dt

zo—0

elde ederiz.

i3 integralini ele alahm. K (\/(aco -0 — x)2 + (s — y)2; )\) fonksiyonu, (yo — 0, yo)

araligi iizerinde s degiskenine gore artan bir fonksiyondur yani;

4K (\/(xo —5—x)2+(s—y)2;)\) >0

yazabiliriz.
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Buna gore 73 integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —e6’K (\/m —6—2)’ + (yo— 0 — )% )\)

Yo

+55/K (\/(3:0—(5—95)2—1—(3—3/)2;)\) ds

Yyo—0

elde ederiz.

11,12 ve 13 i¢in elde ettigimiz bu sonuclari diizenlersek

Tioy (2,9, A) 367 y/oK(\/(t—$)2+($—y)2;)\)d(ﬂfo—t)(yo—s)

ro—0Yyo—0

bulunur.

Simdi I192 (z,y, A) integrali igin (3.3) esitsizligini goz oniine alarak bir

Gt s) = ]7 |f (u,v) = f (20, 0)| dudv

fonksiyonu tanmimlayalim. Burada ¢t — z¢ < § ve yp — s < ¢ iken
|G (t,s)] < & (t —20) (Yo — 5) (3.7)

oldugu aciktir.

f €Ll _olmak iizere K fonksiyonu (xq, o + ;9o — 0, yo) iizerinde monoton oldugun-

dan G (¢, s) fonksiyonuna gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

xo+d Yo

/ |f (&, 5) = f (w0, yo) | K (\/(t — )’ + (s — y)Q;)\) dtds

o Yyo—9I

20+ Yo

_ () / /K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\>dG(t,s)

o yo—0
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olur. Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulayip ardindan ifadeyi (3.7)

esitsizligini kullanarak biiytitiirsek

0+ Yo

[ (Vie-or =) ac s

zo yo—0

20+ Yo

_ //G(t,s)dK(\/(t—fﬁ)2+(5—y)2;)\>

To Yo—0
1‘0+5

+/th0 dK

(t—2)* + (yo — 6 — )% /\)

o
Yo

(Vi
—/G (20 + 8, 5) dK(\/xo+6—x +(s—y)2;)\>
(i

Yyo—0

—G(rg+0,y0—0) K \/1'0+5—SU (3/0—5—y)23)‘)

zo+d Yo

[ [ a9

o yofé

ik (Ve + =)

+55/ (t — z0) |d, K (\/(t—x) + (yo — 6 — y)2;)\>'

x0

IA

Yo

+55/ (o — 5) |dsK (\/(xo+5—x)2+(s—y)2;/\)’

yo—0

+e0’K (\/(xo +6—2) 4 (yo— 0 —y)% )\)

= iy + iy + i3+

elde ederiz.

Simdi sirasiyla i1, 75 ve i3 integrallerine sirasi ile kismi integrasyon uygulayalim.

dK (\/ (t —x)° + (s — y)2;)\> < 0 olmak {izere i; integraline kismi integrasyon
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uygularsak

elde ederiz.

(xg, o + d) lizerinde K fonksiyonu ¢ degiskenine gore azalan bir fonksiyon oldugun-

dan

d, K <\/(t—x)2+(yo—5—y)2;)\) <0

yazabiliriz.

Buna gore 75 integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —e0’K (\/(xo—x+5)2+(yo—5—y)2;/\)

mo+5

—1—55/K(\/(t—x)2+(yg—5—y)2;)\> dt

Zo

elde ederiz.

(yo — &, yo) lizerinde K fonksiyonu s degiskenine gore artan bir fonksiyon oldugun-

dan

4K (\/(x0+5—x)2+ (S—y)z;/\) >0

yazilabilir. Buna gore i3 integraline kismi integrasyon uygularsak

is = —e0’K (\/(xo—x+5)2+(yo—5—y)2;/\)

e y/ K <\/($0+6—x)2+(s—y)2;)\> ds
yo—0
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elde ederiz.

i1, iz ve i3 i¢in elde edilen sonuglari 155 (x,y, A) integralinde yerine yazarsak

20+ Yo

haeo N < 2 [ & (Y=ot e 6=t de- o )

o yo—90

bulunur.

L2 (x,y, \) integralini igin (3.4) esitsizligini goz oniine alarak bir
Ty S
Hits) = // 1f (1, 0) — F (0, yo)| dud
t yo

fonksiyonu tamimlayalim.
Yine (3.4) den xg —t < ve s — yo < 0 iken

|H (t,s)] <e(xog—1)(s—yo) (3.8)
oldugu agiktir.

(xg — 0, x0; Yo, Yo + 0) tizerinde K fonksiyonu monoton oldugundan H fonksiyonuna

gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

| y7§ |f(t,s) = f (o, yo)| K (\/(t — o)+ (s — )% A) dtds
20—9 Yo
= (S) /O MTK (\/(t — )’ 4 (s —y)* )\> dH (t,s)
z0—06 Yo

esitligi vardir.
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Bu esitlikte Stieltjes integraline kismi integrasyon metodu uygulanirsa

9 Yo+o

/ /K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\> dH (t, s)

20—06 Yo

o Yo+o

_ //H(t,s>dK<\/<t—x)2+(s—y)2;A)

z0—36 Yo

—7H(t,yg+5)dtK (\/(t—x)2+(yo—y+5)2;k)

To—9
Yyo+0

+/H(x0—5,s)d5K <\/(x0—x—5)2+(s—y)2;)\>

Yo

_H(xo—é,y0+6)K(\/(xo—x_5)2+(y0_y+5)2;>\)

elde edilir. Simdi de (3.8) esitsizliginden yararlanuhrsa

zo Yo+o

s//(ffo—t)(s—yo)

JJ dK <\/(t—x)2—|— (s—y)2;A)'

+557 (vg —t) |d: K (\/(t—a;)2+ (yo+5—y)2;)\>‘

xo—0

IN

Yo+0

+55/ (s — o) | 4K <\/(:U0+5—$)2+(8—y)2;)\>’

Yo

+e6’ K (\/(9[:0—6—3:)2—1-(3/0—1-5—1/)2;)\)
= iy +ig+ 13+ 1

elde edilir.

Simdi i1, 75 ve i3 integrallerine sirasi ile kismi integrasyon uygulayalim.

Oncelikle 7; integraline dK <\/ (t—x)+ (s —y)% )\) < 0 olmak tizere kismi integrasyon
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uygularsak

T / y76K (V=27 + =) dlan =0 - )
20—6 o
+55x0/_6K (\/(t — )+ (yo + 0 — )% )\) d(—t)
Yo+

—55/K<\/(x0—5—x)2+(3—y)2;)\> ds

L8 K <\/(:1:0 o)+ (o + 6 —y)* A)

elde ederiz.

is integraline d; K (\/ (t— )+ (yo + 6 — )% )\) > 0 olmak iizere kismi integrasyon

uygularsak
iy = —e0°K (\/(xo — =2’ + (o +0—1y)* )\)
—e0 / K (\/(t — )’ + (yo + 6 —y)* )\) d(—t)
zro—9
ve

i3 integraline d, K (\/(xo —d—z) +(s—y)* )\> < 0 olmak tizere kismi integrasyon

uygularsak

iy = —e8’K <\/<x0 o)+ (g + 6 —y)* )\>
+66y76K (\/(:co S a) 4 (s —y) /\) ds

elde ederiz.

i1, 19 ve 13 i¢in bulunan sonuclar diizenlendiginde

o Yo+o

hae N < 2 [ & (Y=ot 6 fa) da -0 6= m)

z0—06 Yo
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esitsizligine ulagilir.

Son olarak benzer iglemleri I124 (x,y, \) integraline uygulayalim. (3.5) esitsizligini

gozoniine alarak bir

Tt s) = ]/ |f (u,v) = f (0, y0)| dudv

Zo Yo

fonksiyonu tanimlayalim. Yine (3.5) den t — xy < § ve s — yo < § iken
|T (t,s)] <e(t—x0)(s— o) (3.9)

oldugu agiktur.

(x0, o + 05 Yo, Yo + 0) iizerinde K fonksiyonu monoton oldugundan 7" fonksiyonuna

gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

z0+0yo+0

//|f(t,s)—f(xo,yo>|K(\/(t—a:)2+(s—y)2;A) dtds

o

zo0+0y0+9

_ () / /K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\>dT(t,s)

o

saglanir.

Esitligin sagindaki Stieltjes integraline kismi integrasyon uygularsak

x0+0yo+6

/ T (t,s)dK <\/(t o)+ (s —p)* A)

o Yo
zo+9

—/T(t,yo—l—é)dtK (\/(t—x)2+(yo+5—y)2;)\>

zo

Yo+0

—/T(onré,s)dsK (\/(x0+5—x)2+(s—y)2;)\>

Yo
+T(1’0+5,y0+5)f((\/($0+5—x)2+(y0+5—y)23>\)
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zo+0yo+0

ardindan (3.9) dan faydalanip ifadeyi biiyiitiirsek
< 5/ / (t — o) (s — yo)
zo Yo

i (Ve + -0
x9+9

+55/ (t — mo) | K (\/(t—x)2+(yo+5—y)2;)\>‘

Zo

Yyo+0

+55/ (s — o) |d. K <\/($0+5—x)2+(s—y)2;)\>‘

Yo

+e6’ K (\/(:co +6—2) 4 (yo+ 90— )% /\)

S T iy ey

elde ederiz. Simdi i1, i ve i3 integrallerine kismi integrasyon uygulayalim.

11 integralinde dK (\/ (t—z)* + (s —y)* )\) > 0 oldugu goz oniine alimp kismi
integrasyon uygularsak

x0+0yo+6

i = / /K(\/(t—$)2+(8—y)2;)\>d(t—xo)(s—yo)
(\/t—x (o + 0 — y)*: A)dt
(\/$0+(5—w +(s—y)2;)\)ds

+e0’ K <\/(:1:0 — 240+ (yo —y +0)%; )\>

mo +(5

y0+5

elde ederiz.

io ve i3 integrallerinde K fonksiyonu sirasiyla ¢t ve s degiskenlerine gore azalan

oldugundan

K (\/(t—x)2+(yo+5—y)2;)\> <0

ve

IN

d. K (\/(aco Fo— )t (s— y)Q;)\) 0
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yazilabilir.

Simdi bu integrallere sirasi ile kismi integrasyon uygularsak

ve

is = —e0’K (\/(3:0 +0—2) + (yo+ 6 — )% A)
T0+9

+56/K(\/(t—x)2+(yo+(5—y)2;)\) dt

o

is = —eb’K (\/(xo +6—2) 4+ (yo+ 90— )% )\)
yo+4

+56/K<\/(:U0+(5—3:)2+(8—y)2;)\> ds

elde edilir.

Buldugumuz bu sonuglar1 diizenlersek

zo+0yo+6

faGa N <e [ [ K (Ve-or e e nta)ae-m s -

zo Yo

elde edilir.

Loy (2,9, N), Thae (2,9, A), T3 (2,9, A) ve I1a4 (2,9, ) igin bulunan sonuglar,

xo—0Yyo—0

[123($,y,)\)<€/ /K
x0—0 Yo

zo+0Yyo+9d

(

haGaN <z [ [ K (Ve-or 6 -nta)ae-m s
(
(

1124(33,@/,»9/ /K V=27 + (s — )% ) d(t — 20) (5 — o)

o Yo



seklindedir.

Bulunan bu ifadeleri toplarsak I3 (x,y, A) i¢in agagidaki sonuca ulagiriz:

z0+0Yyo+9

T1s (2,9, A <5//K( (t—2)? (s—y)Q;)\>d(t—x0)(s—yo)

x0—0yo—9

Hipotez geregi (3.1) ifadesinin simirh oldugu noktalar kiimesi iizerinde
(z,y,\) — (20, Yo, Ao) oldugunda I3 (x,y,A) — 0
oldugu aciktir. Buradan
lim I (z,y,\) =0

(I7y,>\)_>(1'0 7y07)\0)

bulunur.

Son olarak I (x,y, A) integralini hesaplayalim. (b) kogulundan

lim f (xo, K(y(t—2)?+(s—y*\)dtds—1| =0
(x7y,>\)—>(xovy07>\o) 0 yo // ( ( y) )

bulunur.

Bulduklarimiz: diizenlersek
(‘Taya )‘) - (x07y07 >‘0) iken Il (l’,y, )‘) + I2 (flf,y, )‘) —0
oldugundan dolay1 teorem ispatlanmig olur. m

Teorem 3.4 K (\/ 12 4 s2; )\) fonksiyonu (xq, m; o, m) kiimesi tizerinde her bir degiske-
nine gore monoton azalan ve A sinifindan olsun.

Ayrica (xg, T yo, ™) ve (—m, xo; —T, Yo) Uzerinde AK (\/t2 + s2; )\) >0 ve

(xo,T; =T, Y0) ve (—m, To; Yo, W) tzerinde AK (\/t2 + s2; )\) < 0 saglansin.

Eger (xo,v0) noktasy f € Li_ fonksiyonunun d-noktas: ise

z0+0Yyo+0

//K( (t — ) +(s—y)2;A>d(t—xo)(s—yO)g0<oo

ro— 5y0 -6
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sartiman saglandign (x,y, \) noktalar kiimesi tzerinde

lim L(f;z,y,A) = f (0, %0)

(xayv)‘)_)CrOuyO 7>\0)

egitligi saglanar.

Ispat. (o, yo) € D noktasi f nin d—noktasi olsun. d—noktasinin tanimi geregi

hmo O)h’r’// (t + 0,5 +v0) — f (20, 90)] dtds =0
—h—r

hmo O)hfr’// (t + o, s +yo) — [ (0, y0)] dtds = 0

0 —nr

11m0 O)hr// J(t+ 0,5+ yo) — f (w0, yo)] dtds = 0

—h 0

lim // f(t+xo,s+yo) — f(z0,90)] dtds =0

(h,r)—(0,0) hr

esitlikleri vardir. Yukaridaki esitliklerden goriildiigii gibi her € > 0 igin 0 < h,r < ¢

oldugunda
z0 Yo
/ / [f (t,s) — f (w0, y0)] dtds| < ehr (3.10)
2o—0yo—06
zo+6 Yo
[f (t,s) — f (zo,v0)] dtds| < ehr (3.11)
To yo—06
20 Yo+6
[f (t,s) — f (zo,v0)] dtds| < ehr (3.12)
20—38 Yo
20+90yo+4
[f (t,s) — f (zo,v0)] dtds| < ehr (3.13)
z0 Yo

esitsizliklerini saglayacak en az bir § > 0 sayis1 vardir.

Diger taraftan I (x,y, A) := L (f,z,y; \) — f (20, yo) ise

I(ey A //fts (t—$)2+(5—y)2;)\)dtds—f(»’vo;yo)
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- 77 [f (t,s) = [ (o, y0)] K (\/(t—x)2 + (s _y)2;)\) dtds
J (o, 40) //K( (t =)’ (S—y)Q;/\)dtds—l

—T—T

- ]1 ('ruyv /\) + ]2 (xuyv /\)

seklinde yazilabilir.

Bs:={(t,s): (t - 20)° + (5 — 50)” < 6%, (w0, 10) € D} olsun. I (z,y, \) integralini

L(z,y,\) = // // f (o, y0)] K (\/(t —2)’ + (s —y)% /\) dtds

D\B(g DNBg

= Ill ('T?y7 )\) + 112 (x7y7/\)

seklinde yazarak D\ Bjs ve D N Bj kiimeleri iizerinde inceleyelim.

Ik olarak Iy; (z,y, \) integralini ele alirsak,

// [f (&, 8) = f (20, yo)| I (\/(t —2)’+ (s —y)% /\) dtds

D\Bj

< s K (ot ) [[ 1705~ f ol
§</ (t—2)?+(s—y)?<n D\Bj

< s K (Yoot ) {1y + a1 ot}

§<y/ (t—2)?+(s—y)?<n

elde edilir.

Ayrica (c) sart1 geregi

lim Iii (z,y,\) =0
(r,y,)\)—>(a¢0,y0,)\0) 11( y )

olarak bulunur.
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Lo (z,y, \) integraline gegersek

he (5,9,0) = [/uuﬁ»—fum%nK(V@—xf+@—yf»)wm

DNBgs
x0+0Yo+4

< [ [ - samlr (Vo st ) s

zro—0yo—9

To Yo 2o+ Yo

=S [ [ ] e = s (Vie- o+ - ) aras

xoféyofé xo yofts
o Yot+d  x0+6yo+o

w3 [ [ e - s (Ve o+ - pfa) s

= Io1 (z,y, A) + Lo (2,9, A) + T1a3 (2,9, A) + L124 (2, y, \)

seklinde yazabiliriz.

I191 (x,y,\) integralini ele alalim. (3.10) esitsizligini gz oniine alarak

o Yo

F o) = [ [ 1 (w0) = f (@] dudo

t s

seklinde bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Yine (3.10) dan zqg—t < § ve yp — s < J iken
|F' (t,s)] <e(xog—1)(yo—9) (3.14)

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.11 den f (¢,s) €Ll olmak iizere K fonksiyonu (zg — 8, xo; 30 — J,yo) tize-

rinde monoton bir fonksiyon oldugundan K fonksiyonu
z0 Yo
Fito) = [ [ 1 (w0) = f (o) dudo
t s
fonksiyonuna gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

zo Yo

/ / Lf (t,5) = f (z0, 0)] K (\/(t —z)’ + (s —y)* )\> dtds
20—y —5
— (s) / y/ K (\/(t—m)2+ (s —y)2;)\> dF (t,s).
20—0yo—6
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Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulayalim;

// (s) ¢ (/=0 (502

z0—0yo—9

+/F(t,y0—5)dtK(\/(t—x) —|—(yo—§—y)2;)\>

xro—
Yo

+/F(x0—5,s)dSK (\/(xo—d—x)2+(s—y)2;)\)

Yo—6

+F (0= 0.0 = 0) K (lea =6 =2+ (= 5 - %)

ardindan (3.14) esitsizligi ile de ifadeyi biiyiitiirsek

// (w0 — 1) (Yo — 5) dK(\/(t—x)2+(s—y)2;)\)'

20—8yo—06
+x0/;5 (2o — t) |d K (\/(t — )+ (yo— 0 —y)%; )\> ‘
+y0/_655(yo—5) 0 (V=5 —af + (500

+e6°K (\/(xg—é—x)2+(yo—5—y)2;)\>
= i1+i2+ig+i4

elde ederiz. Buradaki ii¢ integrale sirasi ile kismi integrasyon uygulayalim.

i1 integrali igin dK <\/ (t—x)* + (s — y)*; )\) > (0 olmasi goz oniine alinarak kismi

integrasyon uygulanirsa

// (\/t—x +(s—y)2;)\>d(x0_t)(y0_s)

To— 5y06

edK(\/t—:v —0—y)* A)d(mo—t)
:c05

65K \/xo— —x2+(s—y)2;)\>d(yg—s)

+e0’°K <\/(:c0 — 5=+ (yo — 0 — )% )\)
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elde edilir.

iy integralini ele alalim. (z¢ — 0, z¢) lizerinde K fonksiyonu ¢ degiskenine gore artan

bir fonksiyondur. Yani

i (=07 + o =0 - )% A) 20

yazilabilir. Buradan i, integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —£6°K <\/($0 —5—2)*+ (yo— 0 — )% A)

s / K (\/(t a4 (go— 6 — y)Q;)\) d(~t)

zo—0

elde ederiz.

Benzer sekilde dK <\/ (20— 6 —2)° + (s — 1) A) > 0 olmasi goz 6niinde bulun-

durularak is integraline kismi integrasyon uygularsak

is = —e0°K <\/(m0 — =)+ (yo— 0 —y)%; A)

Yo

e / K (\/(xo -4 (s— y)2;)\> d(~s)

Yo—6

elde ederiz.

Buldugumuz bu sonuglar1 toplayip I12; (z,y, A) integralinde yerine yazarsak

1121@,@,,»97 7K(wt—xfﬂs—yf;A)d(sco—t><yo—s)

z0—0yo—9

esitsizligini elde ederiz.

L2o (x,y,\) integraline gecelim.

20+ Yo

hae(og ) = [ f [f(t,s>—f<xo,yo>]f<(¢<t—x>2+<s—y>2;x) dtds

o Yyo—0
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integrali igin (3.11) esitsizligini gézoniine alarak

G(t,5) = ]y/O Lf (u,v) = f (20, yo)] dudv

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Yine (3.11) den ¢ —x¢y < § ve yp — s < 0 iken
G (t,s)] < e(t—x0) (yo— s) (3.15)

oldugu aciktir.

K fonksiyonu, (zg, xg + &; 9o — 6, yo) iizerinde monoton oldugundan G (¢, s) fonksiyo-

nuna gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

zo+0 Yo

[ 105 = 7 ) 5 (=0 500 anas
- (S)xof / K (V=08 = 0%a) a6 1)

esitligi gecerlidir.

Bu esitlikte Stieltjes integraline kismi integrasyon metodu uygularsak

zo+d Yo

[ (Y=o 6=t )acs

o Yyo—9

zo+d Yo

/G(t, s)dK (\/(t—x)2 + (s —y)g;)\)

o yofé
x0+5

+/G(t,y0—5)dtK (\/(t—x)2+(y0—5—y)2;)\)

Zo
Yo

—/G(x0+(5,s)dsK (\/($0+5—x)2+(8—y)2;/\)

yo—§

IA

_G(x0+5,y0—5)K(\/(a:0+5—x)2+(y0—5—y)2;)\)
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elde ederiz. Jimdi de (3.15) den yararlanarak ifadeleri biiyiitiirsek

20+ Yo

IN

e(t— o) (Yo — s)

o Yyo—9I

dK (\/(t — )+ (s —y)% A) '
xo+9

+/55(t—x0) diK (\/(t—x)2+(yo 5 — y)Q;)\)‘

zo
Yo

+/6(5(y0—s) d,K <\/(x0—|—(5—x)2+(8—y)2;)\)‘

Yo—6

1ed? K (\/(azg Fo— )+ (yo— 0 — ) /\)

= Z'1+Z'2—|—Z'3+Z'4

elde ederiz.

Burada elde edilen ii¢ integrale sirasi ile kismi integrasyon uygulayalim.

iy integrali igin dK <\/ (t—x)* + (s — y)*; /\) < 0 olmasi goz oniine alinarak kismi

integrasyon uygularsak

20+ Yo

i = —g// ( (t—2) +(s—y)2;)\)d(t—m0)(yo—s)

o Yyo—9I
:L'(]+5

—55/ ( (t — ) —I—(yo—5—y)2;/\)dt
+55/ (\/(xo+5—az)2+(s—y)2;>\)d(—s)

yo—0

1ed? K (\/(xo +o— )+ (yo— 0 — ) /\)

elde ederiz.

iy integrali icin d; K (\/ (t—2)"+ (Yo — 6 — y)* )\> < 0 olmas1 gz oniine alinarak
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kismi integrasyon uygulanirsa

P ) (\/(:130+5—x)2—|—(y0—5—y)2;/\)

:E0+5

+e/5K (\/(t—x)2+(yo—5—y)2;)\> dt

o

elde edilir.

i3 integralinde d,K (\/ (2046 —x)* + (s — y)*; A) > 0 olmasi goz oniine alinarak

kismi integrasyon uygulanirsa

is = —e0°K (\/(xo +6—2) 4 (yo— 0 —y)% A)

. y/ K <\/(x0 Vo)t (s— y)Q;)\> d(=s)

elde ederiz.

Bulunan sonuglar 7122 (z,y, A) integralinde yerine yazildiginda

20+ Yo

hae N < 2 [ & (Yemot e 6t - )

o Yyo—90

esitsizligi elde edilir.

Simdi I123 (z,y, \) integralini inceleyelim.

zo Yo+4

hs ey = [ f [f(t,S)—f(xo,yo)]K(\/(t—x)2+(8—y)2;A) dtds

20— Yo

integrali igin (3.12) esitsizligini gézoniine alarak
Ty S
H(t,s) = // [f (u,v) — f (z0,v0)] dudv
t yo

bir fonksiyon tanimlayalim. Yine (3.12) den 2o —t < 6 ve s — yo < § iken

|H (t,5)] < & (z0—1t) (s = yo) (3.16)
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oldugu agiktir.

K fonksiyonu, (xg — d, Zo; Yo, Yo + 0) lizerinde monoton oldugundan H (¢, s) fonksiyo-

nuna gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

/ y75 [f (. s) = f (o, yo)] K (\/(t —2)" 4 (s — )% /\> dtds
z0—9 Yo
= () / 76;{ (\/(t — 1)’ + (s —y)* )\) dH (t, s)
z0—9 Yo

esitligi gecerlidir.

Bu esitlikte Stieltjes integraline kismi integrasyon metodu uygularsak

zo Yo+I

mojy/OH(t,s)dK <\/(t—$) +(s—y) ;A)

_IO/6H (t,yo + 0) di K <\/(t — 1)’ + (yo + 6 — y)*; /\)
Yo+6

+/H(mo—5,s)d8K (\/(xg—é—x)2+(s—y)2;)\)

Yo

11 0= d0+ ) K (V=0 = o 4 (10 + - )02

elde ederiz; ardindan (3.16) esitsizliginden yararlanarak agagidaki gibi ifadeleri biiyiitiirsek
zo Yo+o
< 5//($0—t)(8—y0)

i (Ve 4 (5

e / (w0 — 1) |d (\/(t ) (o6 — W;x)‘

To—0
yo+4

+55/ (s — yo) |do K <\/(m0—5—x)2+(s—y)2;)\>‘

Yo

vet’ie (flan =0 = o 4 (w5 - )
— iy g 4y i
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elde ederiz.

dK (\/(t —z) 4 (s — y)z;)\> < 0 olmak {tizere 7; integraline kismi integrasyon

uygularsak
ih=—¢ 7 y75K (\/(t — )"+ (s =) A) d(zo —t) (s — o)
20—8 o
+€5x0/_6K (\/(t — 1)’ + (yo + 6 — y)% )\) d(—t)
yot-d

&5 / K (\/($0—5—x)2+ (s—y)2;A) ds

Yo

+e0’ K (\/(xg — 66— 1)’ + (yo+ 6 —v)% )\)

elde ederiz.

19 integralinde d; K (\/ (t—2)"+ (yo + 6 — )% )\) > 0 olmas1 goz oniinde bulun-

durularak kismi integrasyon alirsak

iy = —e0’K <\/(a;0 —5—2)’ + (yo + 6 — )% A)

o

—eh / K (\/(t — 1)’ + (yo + 6 — )% /\) d(—t)

zo—0

elde ederiz.

i3 integrali i¢in dgK <\/(a:0 —0—x) +(s— y)Z;)\) < 0 olmasi goz 6niinde bu-

lundurularak kismi integrasyon alirsak

i3 = —e0°K (\/(xo —5—2)+ (Yo +05—y)% )\)
Yyo+6

ted / K <\/(3:0 -0+ (s—y)2;)\> ds

Yo

elde ederiz.
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Bulunan ifadeler diizenlenip I193 (x,y, \) integralinde yerlerine yazihirsa

o Yo+o

hae N < 2 [ & (Y=ot 60 da -0 - w)

z0—0 Yo

bulunur.

Son olarak benzer iglemleri I1o4 (2,9, A) i¢in yapalim. (3.13) esitsizligini gtz 6niine

alarak

T (t,s) = // [f (u,v) — f (x0, yo)] dudv (3.17)

o Yo

seklinde bir 7" (¢, s) fonksiyonu tanimlayalim. Yine (3.13) dent—xzo < d ve s—yo < 6

iken

T (t,s)] <e(t—x0)(s— 1) (3.18)

oldugu aciktir.

K fonksiyonu (zg, o + 9; yo, yo + 9) iizerinde her bir degiskenine gore azalan oldugun-

dan T'(t, s) fonksiyonuna gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

z0+0Yyo+9

/ Lf (t,5) = f (zo, y0)] K (\/(t —z)’ + (s —y)* A) dtds
= (8) x75y75K (\/(t — )"+ (s — )% )\) dT'(, s)

esitligi vardir.
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Simdi Stieltjes integraline kismi integrasyon uygularsak

zo+0yo+6

[ (Ve-or 6=t ar s

o Yo
z0+0Yyo+0

= / /T(t,s)dK (\/(t—w)2+(8—y)2;A)

xo Yo
x0+5

_ / Tt 5)d, K (\/(t—x)2+ (yo+5—y)2;)\>

z0

Yyo+90

_ / T(t,5) d K (\/(x0+5—:6)2—|— (s—y)2;/\)

Yo

+e0’K (\/(azo +6—a) 4 (yo+ 6 —y)% A)

elde ederiz. Simdi de (3.18) esitsizligi ile elde edilen ifadeleri biiyiitiirsek

zo+6yo+9

e(t—xo) (s —yo)

IN

o Yo

dK (\/(t—x)2 + (s —y)2;/\)'

—i—/aé(t—xo) 4K (\/(t—x)2+(yg+5—y)2;)\)‘

o

Yyo+0

+/55(s—y0) d,K <\/(:U0+6—:c)2+(s—y)2;)\>’

Yo

+e0°K (\/(:co +6—2) 4 (yo+ 90— )% A)

= i1+i2+i3+i4

elde ederiz. Buldugumuz bu ii¢ integrale kismi integrasyon uygulayalim.

dK (\/ (t —x)° + (s — y)2;)\> > 0 olmak {izere i; integraline kismi integrasyon
26



uygularsak

zo+6yo0+9

i [ fer(Viemar s - pia)d-m) -
s

—5/K(\/(t—x)2+(yo+5—y)2;/\) dt

o

Yyo+0

—8/K(\/($0+5—x)2+(s—y)2;>\) ds

Yo

+e0’°K <\/(:c0 +6—2) 4+ (yo+ 90—y A)

elde ederiz.

(xg, T + d) lizerinde K fonksiyonu ¢ degiskenine gore azalan bir fonksiyon oldugun-

dan

K (\/(t—x)2+(yo+5—y)2;)\> <0

yazilabilir.

Buna gore 75 integraline kismi integrasyon uygularsak

ip = —e0°K (\/(;1:0 +0—2) + (yo+ 6 — )% )\)

zo+0

+55/K(\/(t—x)2+(yo+(5—y)2;)\) dt

o

elde ederiz.

(Yo, Yo + 0) tizerinde K fonksiyonu s degiskenine gore azalan bir fonksiyon oldugun-

dan

d,K (\/(3:0—1-5—96)2—1—(3—3/)2;)\) <0

yazilabilir.
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Buna gore 73 integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —e0°K (\/(350 +0— )"+ (yo+ 0 — y)*; )\)

elde ederiz.

Bulunan bu sonuglar1 I194 (x,y, \) integralinde yerine yazdigimizda

x0+0yo+6

hawg < [ [ e (Vi 6 -pia)ate—a -

o Yo

elde ederiz.

Oncelikle I1o; (z,y, ), Tioz (2,9, \) , T123 (2,9, \) ve T1a4 (2,9, A) igin bulunan sonuclar

yazarsak
I (2.2 <e/ / (V=2 6= na) dlan =0 60—
20—8yo—6
Zo+46 Yo
bt < [ [ 5 (Vo e 6= iEa)de—m s w)
zo yo—06
2o Yo+o
Tos (z,y,\) < 5/ /K <\/(t—$)2+ (s_y)Z;)\) d(t —x0) (s —yo)
20—8 Yo
z0+0Yo+6
faa N < [ [ e (Viemot 6 nta)ae-a -
Zo
elde ederiz. Bu ifadeleri toplarsak
xo+0yo+4
fatan e [ 5 (Viemar 4 - pfa)a-m) -
z0—6yo—6
sonucuna ulagilir.
2o+8Y0+0
/ /K( (t —x) —|—(s—y)2;)\>d(t—x0)(s—yo) <C <o
20 —8yo—5
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durumunun saglandigi noktalar kiimesi iizerinde
¢ — 0 oldugunda I3 (x,y,\) — 0

olacaktir.

Il (3:7 Y, )\) = [11 (fE, Y, >\) + Il2 (IE, Y, )‘) Oldugundan

lim L (z,y,\) =0

(z,y,)\)ﬂ(:vo 7y0’)\0)

olur.

Son olarak (b) kosulu gtz 6niine alindiginda

lim L (z,y,\) =0

(z,y,)\)ﬂ(a:o 7yO’AO)

sonucuna ulagiriz. Sonug olarak
(‘Taya )‘) - (x07y07 >‘0) iken Il (l’,y, )‘) + I2 (flf,y, )‘) —0
Boylece teoremin ispati tamamlanmig oldu. m

Teorem 3.5 K (\/ 1?2 + s2; )\) fonksiyonu (xq, 7; yo, ™) kiimesi tizerinde herbir degiske-

nine gore monoton azalan ve A sinifindan olsun.

Ayrica (xg, T yo, T) ve (—m, xo; —m, Yo) tUzerinde AK (\/t2 + s2; /\) >0 ve

(xo, ™5 =T, Y0) ve (—T, xo; Yo, T) Uzerinde AK (\/t2 + s2; )\) < 0 saglansin.

Eger (zo,y0) noktasi f € Li_ fonksiyonunun genellestirilmis Lebesque noktasu ise

(0 < a < 1) olmak tizere

x0+0Yyo+6

/ / K <\/(t — o) 4 (s — y) A) a(t = 20) D (s =)0 (319)

1’0—5y0—5

fonksiyonunun sinirle kaldige (x,y, N) noktalar kiimesi tzerinde

L(f7$7y7)‘) = f(x(]?yO)

11m
(%,y,A)—(x0,y0, 0)

esitlgi dogrudur.
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Ispat. (z9,%0) € D noktasi, f nin genellestirilmis Lebesgue noktasi olsun.

0 < a < 1 olmak tizere genellestirilmis Lebesgue noktasi tanimi geregi

0 0

(hrl)iféoo)m//ﬁ(t-F%,Sero) — [ (0, y0)| dtds =0

’ ’ —h—r

(hrl)LOOW//UC (t+ 20,5+ yo) — [ (0, y0)| dtds = 0
0 —r

(hrl)iinoom//’f (t + 20,5+ yo) — [ (0, y0)| dtds = 0
—h 0

(hrl)inoom//!f (t+ 20,5+ yo) — f (0, yo)| dtds = 0

esitliklerini yazabiliriz.

Yukaridaki egitliklerden goriildiigii gibi her € > 0 i¢in 0 < h,r < ¢ oldugunda

[ [ 1569 = 7 ol dids < ety (3.20)

20—0Yyo—6

zo+d Yo
/ \f (t,5) — f (0, 30)| dtds < eh®Htpot? (3.21)

xo y0—6

zo Yo+6
\f (t,5) — f (0, 30)| dtds < eh®Htpet? (3.22)

To—35 Yo

zo0+6Yyo+9

/ / |f (t,8) — f (z0,0)| dtds < eh*tirott (3.23)

egitsizlikleri saglanacak sekilde en az bir > 0 sayis1 vardir.

I(z,y; \) ;== L(f;2,y,\) — f (x0, %) olmak iizere

1 ()] = //f (t,5) K (Wt — o) 4 (s - ym) dtds — f (z0,0)
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m™ T

< [ 15 = s i (Vie= 27+ =) | aras

Tm—

+¢ﬂmwwy7]K(¢u—xf+@—y%A>ﬁ@—l

- Il (xmya )\) + I2 (x’ya )‘)

seklinde yazilabilir.

I (z,y, \) integralini,
Bs = {(t,s): (t - 20)” + (5 —y0)” < 6%, (0, 0) € D}

olmak fizere

heon = 3 [[+ ] u@ﬁwwwm%nK(Ja—m?+@—w%Qdws

D\B(g DNBgs
= Ill (ZL’, Y, >‘) + 112 (QT, Y, /\)

seklinde D\ Bs ve D N Bj kiimeleri iizerinde inceleyelim.

Iy (z,y, \) integralini ele alalim.

/ | (t,8) = f (20, yo)| I (\/(t — )’ + (s — y)z;)\> dtds

D\ Bs

< sw k(o) 169 - 5 ol
§</ (t—2)?+(s—y)?<n D\Bj

< s (Yot ) {1y + a1 ot}

6</ (t—x) 24 (s—y)?<n

elde edilir. Ayrica (c) sarti geregi
lim L (z,y,A) =0

(x’y7)‘)*>(w0 »Y0 »)\0)

olarak bulunur.
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Lo (z,y, \) integraline gegersek

Lo (z,y, A // 1f(t,s) = f(zo0,50)| K (\/(t—x)2+(s—y)2;)\> dtds

DNB;
z0+0Yyo+9

< [ [ = rwomwin (Vie- o+ - i) aras

x0—0yo—9

20+ Yo

- // [ [ s = sl (Vi o o s - %) e

xro— 5y0 5 o Yo— 5
o yotd  xo-+dyo+o

w3 [ [ e - sl (Ve o+ - Fn) s
20— Yo o Yo

= T (2,9, A) + Lo (2,9, A) + T1a3 (2,9, ) + L124 (2,9, )

yazabiliriz.

(3.20) esitsizligini gz oniine alarak

o Yo

Fts) = [ [ 1f (w0) = f (oo, )] dudo

t s

seklinde bir F' (¢, s) fonksiyonu tamimlayalim. xq — ¢t < § ve yp — s < 0 iken
|F(t,8)| <elzg—t)" (yo— ) (3.24)

esitsizligi (3.20) den saglanir.

K fonksiyonu, (xg— 0, zo;yo — d,yo) iizerinde F'(t,s) fonksiyonuna gore Stieltjes

integrallenebilirdir ve

o

/)7Lﬂt@—f@mwﬂK(¢U—xV+@_yﬁA)ﬁ%

x0—3yo—4

// ( (t—z) +<S_y)2§)\>dF(t,s)

ro— 6y0 -6
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olur. Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulanirsa

7/ < (t==) +<S_y)2§)\>dF(t,s)

zo— 6y0 5

= zo/5y0/5 (t,s) dK( (t —z)? +(3—y)2;/\)
—l—/F(t,yo—é)dtK(\/(t—az)2+(yg—y—5)2;)\>
x0—0
+y0/_6F(:p0—5,s)dsK (\/(xo—x—5)2+(s—y)2;)\)

+F(x0—6,y0—5)K<\/(x0—:c—5)2+(yo—y—5)2;)\)

elde edilir. Ardindan (3.24) esitsizligi de gtz 6niine alinirsa

J ] e

i (=27 + =)

+edot! / (2o — )" |d, K (\/ (t—2)°+ (yo— 6 —y)%; A) ‘

To—0

IN

Yo

w5t [y | W (20— 0 —2)" + (5 — )" A) ]

Yo—0

+ed? VK (\/(xo —5—2)+ (yo— 06— y)% /\)

= i1+i2+i3+i4

elde edilir.

Sirasi ile elde ettigimiz integrallere kismi integrasyon uygulayalim.

i1 integrali igin dK <\/ (t—x)+ (s —y)% )\) > 0 olmak tizere ¢; integraline kismi
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integrasyon uygulandigimizda

// ( (t — ) +(S_y)2§>‘>d(xo—t)o‘“(yo_s)aﬂ

z0—0Yyo—9

Hedot! / K (\/(t —2)’ 4+ (yo — 0 — y)z;)\) d(xg— )"

zo—9

Yo

w6 W (w0 =0 —2)" + (s = y)" A) d (s — )™

Yo—9

Fes K <\/(x0 St (yo— 6 — y)* )\)

elde edilir.

iy integrali icin d; K (\/(t —2)*+ (o — 06— y)% )\) > 0 olmak tizere kismi integ-

rasyon uygularsak

i = etk (=60 o= 0

Zo

—ed* / K (\/ (t = 2)"+ (yo = 0 — wm) d (o — t)**!

xo—0

elde ederiz.

i3 integrali icin d K (\/(ajo —d—z)+ (s —y)% )\) > 0 olmak {izere i3 integraline

kismi integrasyon uygularsak

is = —ed? VK <\/(w0 —5—x) "+ (y— -y )‘)
Yo

=0t / K (\/(wo —d—2)"+ (s — )" A) d(yo— )"

Yyo—0

elde ederiz.

Simdi buldugumuz bu ifadeleri toplarsak

21+@2+23—|—Z4—5// ( (t —x) +(s—y)2;)\)d(:zcg—15)(”1(yg—s)o‘Jr1
xro— 5y05
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sonucunu elde ederiz. Yani

o Yo

Loy (w,y,A) < € / / K (\/(t — gc)2 + (s — y)Q; )\> d (zo — t)a“ (o — S)a+1

xo—0Yyo—0

olur.
L1292 (z,y, \) integralini benzer iglemler ile inceleyelim.

Agagidaki gibi bir G(t, s) fonksiyon tanimlayalim:
t Yo
G t:9) = [ [17 (w0) = 7 (oo 0)| duco
Ty S

t—xg < b veyy—s<diken |G(ts)] <e(t—x0) Y (yo— )™ oldugu agiktr.

K fonksiyonu (zg, xg + 0; 0 — 0, yo) lizerinde G (t, s) fonksiyonuna gore Stieltjes in-
tegrallenebilirdir ve

z0+d Yo

/ |f(t,s) — f (w0, 90)| K (\/(t—x)2 + (s — y)Z;)\> dtds

o Yyo—90

20+ Yo

=) [ [r(Vi-or s e-wia)aos

xo yof(s

Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygularsak

zo+d Yo

S [ [x (Vo) as

o Yyo—9

2o+ Yo

_ //G(t,s)dK(\/(t—$)2+(3—3/)2;)\>

xo ygf(s
xo+9

+ / G (t,yo — 0) i KK (\/(t—x)2+(yo—5—y)2;)\)

o
Yo

—/G(xo—i—é,s)dsK (\/($0+5—x)2+(8—y)2;)\)

Yyo—0

_G(mo—i-é,yo—é)K(\/(xg+(5—x)2+(yo—(5—y)2;)\>
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elde edilir ardimda |G (¢, s)| < e (t — 20) "™ (g — 5) ™ esitsizligi ile

i (=22 + =% a)|
A K <\/(t — o)+ (yo — 6 — )% )\)

d. K (\/(;c0 Lo — 2 (s — )% /\)

zo+0 Yo
< / / e (t — 20) D (yo — 5)(@HV

o Yyo—9
zo+0d

+ / e (t o x[))(a+1) 5(a+1)

o
Yo

+ / golett) (yo — s)(‘”l)

Yo—6

+e62O VK (\/(xo +0—2)°+ (yo— 6 — y)* )\)

= iy +ig+is+iy

sonucuna ulagilir.

11, 19, i3 integrallerine sirasiyla kismi integrasyon uygulayalim.

i1 integrali igin dK (\/ (t—2)>+ (s —y)* )\) < 0 olmasi goz éniine alinarak kismi
integrasyon uygulayalim

z0+0 Yo

e (t — 20) ™ (yo — 5)

o yofts

i (Ve 4 (5 o)

= —g// < t—x2+(S—y)2;)\>d(t—xo)(a+1)(yo—s)(a+l)

o Yyo—9I

.’L'()+5

—& / st (\/(t —2)’ + (yo — 6 — )% )\) d(t yleth)
Yo

+5/5(“+1)K (\/(

Yo—0

To+0 — ) + Q,A)d ylerh

o2tV (\/(xo +6—2)" + (yo — 6 — )% )\>

elde edilir.

io integralini ele alirsak K fonksiyonu t degiskenine gore azalan bir fonksiyon oldugun-
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dan

A K <\/(t—a:)2+(yo—5—y)2;>\) <0
dur.

Buna gore iy integraline kismi integrasyon uygulandiginda

iy = —edXotUEK (\/(370 +6—2)’+ (Yo — 0 —y)% A)
zo+0

+eoteth) / K (\/(t —2)’ 4+ (yo — 6 —y)*; /\) d (t — o)™tV

zo

elde edilir.

13 integrali i¢in K fonksiyonu s degiskenine gore artan bir fonksiyon oldugundan

d. K (\/(a:0+5—a:)2 4 (S—y)2;>\) >0

yazilabilir. Buna gore i3 integraline kismi integrasyon uygursak

iy = —ed?tVK (\/(930 +0—2)° + (yo— 6 — y)*; )\)
Yo

=0t / K (\/(xo +0 =) + (s =) A) d(yo —s) "V

Yyo—0

elde ederiz.

Buldugumuz sonuglar 12 (z,y, A) integralinde yerine yazalim;
zo+46 Yo

Ly (z,y,\) < —¢ / / K (\/(t — )+ (s —y)% A) d(t — 20)™ ™ (yo — )™

o Yo —6

sonucuna ulagiriz.
Simdi 193 (z,y, A) integralini inceleyelim.

(3.21) egitsizligi goz oniine alarak bir H (¢, s) fonksiyonu tanimlayalim:

H(t,s) = / / 1 (u,0) — f (w0, 90) | dud.
6
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o —t <9 ves—yy <9 iken

|H (t,5)] < e (xo— 1) (s — yo) >t (3.25)
oldugu agiktur.
K fonksiyonu (zg — 6, xo; Yo, yo + 0) iizerinde H (¢, s) fonksiyonuna gore Stieltjes in-

tegrallenebilirdir ve agagidaki esitlik saglanir:

zo Yo+d

[ 1709 = 7 G 5 (e =0+ =00 ) duds
20—8 Yo
zo Yo+Id
_ () / /K (\/(t—x)2+(s—y)2;A> dH (1, 5)
zo—0 Yo
Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygularsak
o Yo+I
[ s (Voo - nta)
20—6 Yo
Zo
- / H (t,yo +0) di KK (\/(t—w)2+ (yo—y+5)2;/\)
x0—08

Yo+0

+/H(a:o—5,s)dsK (\/(xo—x—5)2+(8—y)2;)\>

_H(mo—é,yo—l—(S)K(\/(xg—x—5)2+(yo—y+5)2;)\>

elde ederiz. Ardindan ifadeyi (3.25) yardimu ile agagidaki gibi biiyiitiirsek

dK <\/(t — )+ (s — y)Q;)\>‘

+eset) / (zo — )™ |d, K <\/(t — o)+ (yo —y +0)% /\) ‘

To—0
yo+6

+esleth) / (s — yo)(““) d; K (\/(:po —x+ 6)2 + (s — y)2; /\) ‘

Yo

zo Yo+o
S e / / (I‘O . t)(oz-i-l) (S i yo)(OH-l)

20— Yo

+652(0¢+1)K (\/(xO —r— 5)2 + (y() _ y+ 5)2,)\)
= iy iyt i3+ iy
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elde ederiz.

Sirasiyla i1, 75 ve i3 integrallerine kismi integrasyon uygulayalim.

i integralini ele alalim. dK <\/ (t—2z)>+ (s —y)* )\) < 0 olmas1 goz 6niinde bu-

lundurarak kismi integrasyon uygulayalim.

Bu durumda

o Yo+6

ih = —¢ / / K (\/(t —z)’ + (s —y)* )\> d(xo — t)(a+1) (s — yo)(aJrl)
zo—d Yo
+es@ D / K (\/(t — )"+ (yo—y +0)% A) d (zg — )+
)
Yyo+4

—eoletD / K (\/(1:0 —z =0+ (s —y)% /\) d (s —yo)™tY

Yo

+e0? etV g (\/(1‘0 —5—2)* + (Yo + 6 — y)* )\)

elde edilir.

iy integralini ele alahm. (xg— J,x¢) araliginda K fonksiyonu ¢ degiskenine gore

artan bir fonksiyondur. Yani

K (\/(t—x)2+(yo—y+5)2;)\> >0

saglanir.

Buna gore 75 integraline kismi integrasyon uygularsak

—eoleth / K (\/(t — 1)’ + (yo + 6 — )% A) d (zg — t) ™

ro—

elde ederiz.
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i3 integralini ele alirsak (yo, yo + 0) araliginda K fonksiyonu s degigkenine gore aza-

lan bir fonksiyondur. Yani

4K (\/(xo 8+ (s —y)z;/\) <0

saglanir. Buna gore i3 integraline kismi integrasyon uyguladigimizda

i = —ed? VK (\/(mo —0—2)+ (yo + 6 — )% )\)
Yo+6

Festeth) / K (\/(xo —5—2)+ (s —y)% )\> d (s — yo) ™V
Yo

elde ederiz.

Bulduklarimizi 153 (z, y, A) integralinde yerine yazarsak

zo Yo+o

Los (z,y,\) < —¢ / / K (\/(t - 33)2 + (s — y)Q; A) d (o — t)(aJrl) (s — yo)(aH)

20—9 Yo

esitsizligini elde ederiz.
I24 (x,y,\) integrali benzer bir metodla hesaplayalim.

(3.23) egitsizligini goz oniine alarak

T(ts) = ]/ |f (u,v) = f (w0, yo)| dudv

Zo Yo

seklinde bir T (¢, s) fonksiyonu tamimlayalim. t — xg < 0 ve s — yo < ¢ iken
T (t,8)| < & (t —a0)™" (s —y0)™ " (3.26)

esitsizligi (3.23) den saglanir.

K fonksiyonu, (g, xg + 0;y0, yo + 9) lizerinde T (¢, s) fonksiyonuna gore Stieltjes in-
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tegrallenebilirdir ve

xo0+0yo+0

/ |f (t,5) = [ (w0, 90)| K (\/(t—x)2 + (s — y)z;)\> dtds

x0+0yo+6

~ (s / /K(\/(t—x)2+(s—y)2;)\>dT(t,s).

Burada Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulanirsa

z0+0Yyo+9

[ (Vie=of =) arces

o Yo
z0+0Yyo+0

— //T(t,s)dK(\/(t—x)2+(s—y)2;A)

o Yo
CEO+§

- /T(t,yo—i—é)dtK (\/(t—x)2+(yo+5—y)2;)\>

o

Yyo+0

—/T(xg—i—é,s)dsK <\/(x0+5—x)2+(s—y)2;)\>

Yo

+ 0+ 6+ 0) K (oo +6 =0+ +5 - )72

z0+06Yyo+9

c (t o Io)a+1 (S o yo)a-i-l

IN

elde edilir. Simdi (3.26) goz oniine alindiginda
o Yo

dK (\/(t—x)z + (s —y)2;/\)‘

+ / 0t (t — 2)* ™ d KK (\/(t — 1)’ + (yo + 6 — y)*; /\> '

zo

Yo+
+ / £6°T (5 — o) |d K <\/(;1:0 +6—2)+ (s —y)% )\> ‘

Yo

+T(xo+5,y0+5)K(\/($0+5—x)2+(yo+5—y)2§)\)

= i1 t+i2+ i3+

elde edilir.
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Burada elde edilen integrallere kismi integrasyon uygulayalim.

Oncelikle i; integralini ele alalim. (xo, o + 6;Yo, Yo + J) kiimesi tizerinde

it (it =af 4 (5= i) 20

oldugunu biliyoruz.

Bunu goz 6niine alarak ¢;integraline kismi integral uygularsak

z0+0Yyo+9

io= [ e (Vi ) dl = s

zo Yo
CEO+(5

gt / K (\/(t — )2 (go + 6 — )% A) 0(t — zp)

Zo

_€5a+1y76K (\/(ﬂfo +o—x)’+ (s —y)% A) d(s— o)™

Yo

+es?etV K (\/(xo +6—2)" + (Yo + 6 — )% )\)

elde ederiz.

1o integralini ele alalim.

K (\/(t—x)2+(yg—|—5—y)2;)\> <0

olmak {izere i, integraline kismi integrasyon uygularsak

iy = —edtVEK (\/(a:o +8— )+ (yo+ 0 — y)%)
zo+0

25! / K (\/(t — )’ + (yo+ 0 —v)% A) d (t — z)**!

Zo

elde ederiz.

i3 integrali i¢in dg K <\/(£L‘0 +46— x)2 + (s — y)Z; A) < 0 olmak iizere kismi integrasyon
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uygularsak

iy = —ed’*tVK (\/(xo +0 — x)z + (yo+6 — 9)2; )\)
Yo+6

g / K (\/(xo +0—2)"+ (s — )% A) d(s —yo)*"

elde ederiz.

i1, 12 ve 13 integralleri i¢in elde ettigimiz sonuclar1 diizenlersek

zo+0yo+0
Log (z,y,\) <€ / K ( (t—x) +(s— y)2§ /\) d(t— xo)(aﬂ) (s — yO)(Ml)

esitsizligine ulagiriz.

Loy (9, N), Lo (2,9, ), T12s (2,9, \) ve I124 (z,y, A) integralleri i¢in elde ettigimiz

sonuclar;

Loy (2,9, A <5// ( (t—x) +(8—y)2;k>d(ﬂvo—t)cm(yo—S)O‘+1

zo—0yo—9

20+ Yo

Lo (2,y,\) < —¢ / / K (\/(t — 1)+ (s —y)% A) d(t — 20)"* (go — )™+

o Yyo—9

o Yo+6

s (2,9, A) < —¢ / / K (\/(t — )’ + (s — y)% A) d(zo — )T (s — o)V

z0—0 Yo

x0+0Yyo+9

Loy (z,y,A) <€ / / K (\/(t —z)’ + (s —y)%; /\) d(t— x0>(a+1) (s — yO)(OH_l)

o Yo

seklindedir.

Bu ifadeleri toplarsak yani [} (z,y, A) integralinde yerine yazarsak

z0+0Yo+9

Ly (z,y,A) <€ / / K (\/(t —z)’ + (s —y)* /\> ‘d(t — 20) @Y (5 — yo) @t

20—0Y0—5
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elde ederiz.

Hipotez geregi egitsizligin sag tarafindaki ifadenin sinirh oldugu noktalar kiimesi

tizerinde yeteri kadar kiigiik bir € > 0 i¢gin
(l‘, Y, )‘) - (x07 Yo, )\O) iken Il2 (.Z’, Y, )‘) — 0

olacag aciktir.

Ayrica
Il (fl?, Y, )\) = [11 ($, Y, )\) + 112 (xaya )‘>
oldugundan
lim I (z,y,\) =0
(mvy»)‘)*)(xO:yO,)\O) ! ( Y )
olur.

Son olarak (b) sartini dikkate alindiginda
lim Iy (z,y,\) =0
(2,9,A)—(x0,y0,M0) 2< Y )
olur.
Tiim bunlar diizenlendiginde

(xvya )‘) - (x07907 )‘0) iken [1 (f,y, )\) + [2 <x7y7 )‘) —0

bulunur.

Boylece teoremin ispati tamamlanmis oldu. m
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