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Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, tezde gerekli olan baz¬kavramlar, tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, üç parametreye ba¼gl¬konvolüsyon tipli singüler integral operatör

ailesinin L12� uzay¬nda sürekli oldu¼gu ispatland¬ktan sonra bu operatör yard¬m¬yla

L12� uzay¬ndaki f fonksiyonunun karakteristik noktalardaki yak¬nsakl¬klar¬ incelen-

mi̧stir.
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1. G·IR·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1 ·Integral Operatör Ailesi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3. L12� UZAYINDA RADYAL ÇEK·IRDEKL·I KONVOLÜSYON

T·IPL·I S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖR A·ILES·IN·IN

KARAKTER·IST·IK NOKTALARDA YAKINSAKLI¼GI . . . . . 24

3.1 Operatörün Varl¬¼g¬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.2 Karakteristik Noktalarda Yak¬nsakl¬k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

� ·Indis kümesi

h��; �i Reel say¬lar¬n yar¬aç¬k, aç¬k veya kapal¬bir aral¬¼g¬

h��; �i � h��; �i R2 de bir alt küme

h��; �;��; �i h��; �i � h��; �i = D

L (f ;x; y; �) � parametresine ba¼gl¬iki de¼gi̧skenli lineer integral operatör

! (f; �) f fonksiyonunun Lebesgue süreklilik modülü

jxj x 2 R2 olmak üzere R2 de Öklid uzakl¬¼g¬

R+0 R+ [ f0g

Kt (t; s; �) K fonksiyonunun t de¼gi̧skenine göre diferansiyeli

v



1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisinin temel problemlerinden birisi, verilen bir f fonksiyonunu ken-

disinden daha iyi özelliklere sahip olan fonksiyonlar dizisinin limiti biçiminde göstere-

bilmektir. Burada iyi özellikleri olan fonksiyonlardan kas¬t; polinomlar, tam fonksi-

yonlar, türevlenebilen fonksiyonlard¬r.

1885 y¬l¬nda Weierstrass iki temel teorem ispatlam¬̧st¬r.

·Ilkinde, kapal¬ve s¬n¬rl¬bir aral¬k üzerinde tan¬ml¬, sürekli bir fonksiyonun, poli-

nomlar dizisinin limiti biçiminde gösterilebilece¼gini ispatlam¬̧st¬r; yani,

f 2 C [a; b]() lim
n!1

Pn (x) = f (x)

olacak biçimde bir (Pn) polinom dizisinin varl¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

·Ikincisinde de f fonksiyonu, 2� periyodlu, sürekli bir fonksiyon ise f fonksiyonunu

trigonometrik bir polinom dizisinin limiti biçiminde ifade edilebilece¼gini ispatlam¬̧st¬r,

yani,

f 2 C [��; �]() lim
n!1

Tn (x) = f (x)

olacak biçimde bir (Tn) trigonometrik polinom dizisinin var oldu¼gunu göstermi̧stir.

Bu teoremler daha sonraki y¬llarda Yaklaş¬m Teorisinin temel teoremlerini oluş-

turmuştur.

Yaklaş¬m problemi, integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬nda düşünüldü¼günde Lebesgue

ölçülebilir fonksiyonlar¬n, integralleri, Lebesgue ölçüsü s¬f¬r olan kümenin d¬̧s¬nda göz

önüne al¬nd¬¼g¬nda, bu s¬n¬ftan al¬nan bir fonksiyona yak¬nsayan aileleri veya dizileri,

bir integral ailesi veya dizisi biçiminde almak daha uygun olmaktad¬r.
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·Integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬üzerinde dönüşüm yapan lineer bir integral ope-

ratör;

L (f ;x) =

Z
D

f (t)K (t; x) dt; x 2 D (1.1)

olarak verilebilir. Burada K (t; x) fonksiyonuna integral operatörün çekirde¼gi denir.

(1.1) denkleminde � indis kümesi olmak üzere � 2 � iken K (t; x; �) çekirdekler

ailesi ele al¬n¬rsa,

L� (f ;x) =

Z
D

f (t)K (t; x; �) dt; x 2 D (1.2)

biçiminde integral operatör ailesi elde edilir.

(1.2) denklemi özel olarak K (t; x; �) = H (t� x; �) seçilmesi ile

L� (f ;x) =

Z
D

f (t)H (t� x; �) dt; x 2 D (1.3)

biçiminde konvolüsyon tipli integral operatör ailesi elde edilir.

Matemati¼gin ve �zi¼gin birçok dal¬nda bu tip operatörlerle kaŗs¬laş¬l¬r.

Konvolüsyon tipli integraller, yaklaş¬mlar teorisinde büyük öneme sahiptir. Çünkü

konvolüsyon tipli integraller, H çekirdek fonksiyonunun iyi özelliklerini, konvolüsyon

i̧slemi sonunda elde edilen fonksiyona (kal¬tsal) olarak taş¬rlar. Bu özellik çeşitli

alanlarda kaŗs¬laş¬lan problemlerin konvolüsyon tipli integrallerin ve yaklaş¬mlar

teorisinin yard¬m¬yla çözülebilece¼gi �krini ortaya ç¬karm¬̧st¬r. Hilbert dönüşümü,

Cauchy integrali, Riesz integrali, konvolüsyon tipli singüler integrallere örnek olarak

verilebilir. (Stein, 1970, Stein-Weiss, 1971).

Uygulama alanlar¬nda kaŗs¬laş¬lan pozitif çekirdekli konvolüsyon tipli integral opera-

tör aileleri aşa¼g¬daki gibidir:

1) Tan¬m bölgesi D = (��; �) ; indis kümesi � = (0; 1) ve �0 limit noktas¬ 0,
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H�(t� x) fonksiyonu,

H�(t� x) =
1� �2

1� 2� cos (t� x) + �2

şeklinde seçilmesi ile elde edilen integral (Poisson integrali), birim dairedeki Dirich-

let probleminin çözümünü vermektedir.

2) Tan¬m bölgesi D = (�1;1) ; indis kümesi � = (0;1) ve �0 limit noktas¬

0; H�(t� x) fonksiyonunun

H�(t� x) =
�

�

1

�2 + (t� x)2

olarak seçilirse Abel-Poisson integrali elde edilir. Bu integral üst yar¬düzlemdeki

Dirichlet probleminin çözümüdür.

3)Tan¬m bölgesi D = (�1;1) ; indis kümesi � = (0;1) ve limit noktas¬n¬n �0 = 0,

H�(t� x) fonksiyonunun

H�(t� x) =
�p
�
e��

2(t�x)2

olarak seçilmesi ile elde edilen Gauss-Weierstrass integrali, tüm reel eksende ¬s¬denk-

leminin çözümüdür.

4)Tan¬m bölgesi D = (��; �) ; indis kümesi � = N ve H�(t� x) fonksiyonunun

H�(t� x) =
1

2n�

�
sin n

�
(t� x)

sin 1
2
(t� x)

�2
seçilmesi ile elde edilen Fejer integrali, f fonksiyonunun Fourier serisinin k¬smi

toplamlar¬n¬n aritmetik ortalamas¬n¬vermektedir.

Yukar¬daki örneklerden de görüldü¼gü gibi matemati¼gin ve �zi¼gin çeşitli alanlar¬nda

kaŗs¬laş¬lan problemlerin çözümleri, pozitif çekirdekli konvolüsyon tipli integrallerin

ve yaklaş¬mlar teorisinin yard¬m¬yla da elde edilir.

Yaklaş¬mlar teorisinde (1.3) tipindeki operatörleri ilk kullanan matematikçiler Fejer
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(1900), Lebesgue (1900) ve Fatou (1906) d¬r. Bu matematikçiler D bölgesini, �

indis kümesini ve H(t� x; �) çekirdek fonksiyonunu özel olarak seçerek (1.3) tipin-

deki operatörleri birer integral olarak göz önüne al¬p hem integrallerin özelliklerini

incelemi̧sler hem de baz¬yaklaş¬m problemlerinin çözümleri için yeterli koşullar elde

etmi̧slerdir (Zygmund, 1959).

(1.3) tipindeki operatörlerin, parametreye ba¼gl¬operatörler dizisi olarak seçilmesi

ilk olarak Romanovski¼¬ile başlam¬̧st¬r. Daha sonra Faddeev (1936), Tandori (1954),

Butzer (1960), Mamedov (1961), Sikkema (1983) ve Bardaro (1984) ile devam eden

çekirdek fonksiyonunun baz¬şartlar¬sa¼glayan bir dizi olarak al¬nmas¬ile ispatlanm¬̧s

olan yak¬nsakl¬k teoremleri ile bu teorinin uygulama alan¬geni̧slemi̧stir. Taberski

(1962a), integrallenebilen fonksiyonlar s¬n¬f¬ndaki yaklaş¬m problemini iki paramet-

reye ba¼gl¬olarak aileye geni̧slettikten sonra Gadjiev (1963, 1968), Rydzewska (1973)

ve Karsl¬(2006), iki parametreye ba¼gl¬singüler integrallerin ve türevlerinin yak¬n-

sakl¬k özellikleri için ve e¼ger bir yaklaş¬m varsa, bu yaklaş¬m¬n h¬z¬ için ispatlar

vermi̧slerdir.

Taberski (1962b, 1964), D = [a; b; c; d] dikdörtgeni üzerinde Lebesgue integral-

lenebilen tüm reel de¼gerli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬üzerindeki yaklaş¬m problemini

L (f ;x; y; �) =

ZZ
D

f (t; s)K (t� x; s� y;�) dtds; (x; y) 2 D (1.4)

şeklinde üç parametreye ba¼gl¬, iki de¼gi̧skenli bir singüler integral operatör ailesi

yard¬m¬ ile vermi̧stir. Bu tip integraller çift katl¬ Fourier serilerinin yak¬nsakl¬k

teorisinde temel rol oynamaktad¬r. Bu çal¬̧smadan sonra Siudut (1988, 1989), (1:4)

integral operatörünü kullanarak çift katl¬singüler integrallerin yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili

ispatlar vermi̧stir.

(1:4) denklemi özel olarak

K (t� x; s� y;�) = H
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�

olacak şekilde seçilirse, bu formdaki çekirde¼ge radyal çekirdek denir. Radyal çekirdek-

li singüler integral operatörler, matematiksel �zikte pek çok uygulama alan¬na sahip-
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tir. Matematiksel �zi¼gin birçok denklemi için konulmuş başlang¬ç de¼ger veya s¬n¬r

de¼ger probleminin çözümleri bu tür integraller yard¬m¬ile verilmektedir.

Bu tezde, K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
radyal çekirdek fonksiyonuna sahip

L (f ;x; y; �) =

�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds, (x; y) 2 h��; �;��; �i

biçiminde tan¬ml¬üç parametreye ba¼gl¬, iki de¼gi̧skenli konvolüsyon tipli singüler in-

tegral operatörler ailesi incelenmi̧stir. ·Ilk olarak, bu singüler integraller ailesinin

üretti¼gi operatörler ailesinin L12� uzay¬ndan L
1
2� uzay¬na s¬n¬rl¬bir dönüşüm oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Daha sonra bu operatör ailesi yard¬m¬ile L12� uzay¬ndaki, Lebesgue

anlam¬nda integrallenebilen 2� periyodlu fonksiyonlar¬n, karakteristik noktalar de-

nilen, süreklilik noktas¬, Lebesgue noktas¬, d-noktas¬ ve genelleştirilmi̧s Lebesgue

noktas¬daki yak¬nsakl¬klar¬elde edilmi̧stir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1 1 � p <1 olsun. (��; �;��; �) � R2 üzerinde ölçülebilir,
�Z
��

�Z
��

jf (x; y)jp dxdy <1

koşulunu sa¼glayan ve s¬ras¬ile her bir de¼gişkenine göre 2� periyodlu, tüm reel de¼gerli

fonksiyonlar uzay¬na, (��; �;��; �) üzerinde p-inci kuvvetten Lebesgue integral-

lenebilir fonksiyonlar uzay¬denir ve Lp2� ile gösterilir. Bu uzayda norm

kfkLp2� =

0@ �Z
��

�Z
��

jf (x; y)jp dxdy

1A 1
p

; 1 � p <1

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.1 (Fubini Teoremi) x; y 2 (��; �) ve f (x; y) ; (��; �;��; �) � R2 uzay¬

üzerinde iki de¼gişkenli ve ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger
�Z
��

0@ �Z
��

jf (x; y)j dy

1A dx
integralinin de¼geri sonlu bir say¬ise f fonksiyonu (��; �;��; �) üzerinde Lebesgue

anlam¬nda integrallenebilirdir ve
�Z
��

�Z
��

jf (x; y)j dxdy =
�Z
��

0@ �Z
��

jf (x; y)j dy

1A dx = �Z
��

0@ �Z
��

jf (x; y)j dx

1A dy
eşitlikleri sa¼glan¬r.

(Butzer and Nessel 1971).

2.1 ·Integral Operatör Ailesi

D = h��; �;��; �i ile R2 de aç¬k, yar¬aç¬k veya kapal¬bir kümeyi göstermek üzere;

D üzerinde tan¬ml¬, 2� periyodlu, Lebesgue anlam¬nda integrallenebilen fonksiyon-

lar uzay¬L12� ile gösterilsin. Bu uzay üzerinde dönüşüm yapan lineer bir integral

operatör

L (f ;x; y) =

ZZ
D

f (t; s)H (t; s;x; y) dtds; (x; y) 2 D (2.1)
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biçiminde verilebilir. Burada H (t; s;x; y) ; D�D üzerinde tan¬ml¬, özellikleri önce-

den bilinen bir fonksiyondur.

E¼ger integral operatörün içindeki H (t; s;x; y) fonksiyonu

H (t; s;x; y) = K

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
şeklinde seçilirse,

L (f ;x; y) =

ZZ
D

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2

�
dtds; (x; y) 2 D (2.2)

biçimindeki integral operatör elde edilir. Bu operatöre konvolüsyon tipli lineer integ-

ral operatör denir.

Tan¬m 2.2 K 2 L12� olsun. E¼ger 0 �
p
x2 + y2 < 1 olmak üzere hemen hemen

her yerde K (x; y) = 	
�p

x2 + y2
�
olacak biçimde bir 	

�p
x2 + y2

�
fonksiyonu

varsa K fonksiyonuna radyaldir denir.

(Bochner 1949, Nessel, 1966).

Örnek 2.1
p
x2 + y2; e

p
x2+y2 fonksiyonlar¬radyal fonksiyonlard¬r.

Tan¬m 2.3 � � R+0 bir indis kümesi olsun. � 2 � olmak üzere,

L (f ;x; y; �) =

ZZ
D

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds; (x; y) 2 D (2.3)

biçimindeki integrale (x; y; �) parametrelerine ba¼gl¬ radyal çekirdekli konvolüsyon

tipli singüler integral operatörler ailesi denir.

Butzer ve Nessel (1971) taraf¬ndan verilen baz¬temel tan¬mlar¬verelim:

Tan¬m 2.4 � � R+0 indis kümesi ve �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma noktas¬olsun. � 2 �

olmak üzere fK (t;�)g fonksiyonlar kümesinin her bir eleman¬

a) Her � 2 � için
�R
��
jK (t;�)j dt �M <1 olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬var;

b) lim
�!�0

�R
��
K (t;�) dt = 1

7



koşullar¬n¬sa¼glarsa bu kümeye (periyodik) çekirdek denir.

Tan¬m 2.5 fK (t;�)g çekirdek ailesi ilave olarak

a) Her � 2 � için
�R
��
jK (t;�)j dt �M <1 olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬var;

b) lim
�!�0

"
sup

��jtj��
jK (t;�)j

#
= 0; (0 < � < �)

koşullar¬n¬da sa¼glarsa bu aileye yaklaş¬k birim (approximate identity) denir.

Şimdi Butzer ve Nessel (1971)�den faydalanarak aşa¼g¬daki tan¬mlar¬verelim:

Tan¬m 2.6 � � R+0 indis kümesi ve � 2 � olmak üzere, �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma

noktas¬olsun.
�
K
�p
t2 + s2;�

�	
fonksiyon s¬n¬f¬na

a) Her � 2 � için
ZZ
D

��K �pt2 + s2;���� dtds � M < 1 olacak şekilde bir M

say¬s¬var;

b) Her � 2 � için

lim
�!�0

ZZ
D

K
�p
t2 + s2;�

�
dtds = 1

şartlar¬n¬sa¼gland¬¼g¬taktirde çekirdek ad¬verilir.

Tan¬m 2.7
�
K
�p
t2 + s2;�

�	
çekirdek ailesi, belirli bir (t0; s0) noktas¬nda

lim
�!�0

K

�q
t20 + s

2
0;�

�
=1

özelli¼gini sa¼glarsa
�
K
�p
t2 + s2;�

�	
çekirde¼gi singüler çekirdek ve

L (f ;x; y; �) =

ZZ
D

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds; (x; y) 2 D

integral operatör ailesi ise konvolüsyon tipli iki de¼gişkenli singüler integral operatör

ailesi ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.8
�
K
�p
t2 + s2;�

�	
singüler çekirdek ailesi, belirlenmiş her � > 0 say¬s¬

için

lim
�!�0

"
sup

��
p
t2+s2��

K
�p
t2 + s2;�

�#
= 0

şart¬n¬sa¼glarsa yaklaş¬k birim (approximate identity) ad¬n¬al¬r.
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Tan¬m 2.9 f 2 L12� olmak üzere � > 0 için

!L (f; �) := supp
x2+y2<�

8<:
ZZ
D

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

9=;
ifadesine, f fonksiyonunun iki de¼gişkenli Lebesgue süreklilik modülü denir.

D üzerinde süreklilik modülünün özelliklerini aşa¼g¬daki üç teoremle ifade edebiliriz:

Teorem 2.2 f 2 L12� ise

lim
�!0
!L (f; �) = 0 (2.3)

olur.

·Ispat. f (t; s) ; D üzerinde Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir ise her pozitif "

say¬s¬için,
�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� � (t; s)j dtds < "

olacak şekilde 2� periyodlu, sürekli bir � (t; s) fonksiyonu vard¬r. (Taberski, 1970).

Buradan
�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

�
�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� � (t+ x; s+ y)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

j� (t+ x; s+ y)� � (t; s)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� � (t; s)j dtds

=

�+xZ
��+x

�+yZ
��+y

jf (t; s)� � (t; s)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

j� (t+ x; s+ y)� � (t; s)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� � (t; s)j dtds

9



eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Ayr¬ca � sürekli oldu¼gundanq
(t� x)2 + (s� y)2 < � iken j� (t+ x; s+ y)� � (t; s)j < "

4�2

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir � = � (") say¬s¬seçilebilir.

Buna göre

supp
x2+y2<�

�Z
��

�Z
��

j� (t+ x; s+ y)� � (t; s)j dtds < "

yaz¬labilir. Bu eşitsizlikleri göz önüne al¬rsak

�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

�
�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� � (t; s)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

j� (t+ x; s+ y)� � (t; s)j dtds

+

�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� � (t; s)j dtds

� "+ "+ " = 3"

elde edilir. Böylece

supp
x2+y2<�

�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds � 3"

bulunur.

Teorem 2.3 f 2 L12� ve m bir do¼gal say¬olmak üzere

!L (f;m�) � m!L (f; �)

olur.
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·Ispat. Süreklilik modülünün tan¬m¬n¬göz önüne al¬rsak

!L (f;m�) = supp
x2+y2�m�

�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

şeklinde yazabiliriz. x = mh ve y = mk al¬n¬rsa

!L (f;m�) = sup
m
p
h2+k2�m�

�Z
��

�Z
��

jf (t+mh; s+mk)� f (t; s)j dtds

= supp
h2+k2��

�Z
��

�Z
��

jf (t+mh; s+mk)� f (t+ (m� 1)h; s+ (m� 1) k)

+f (t+ (m� 1)h; s+ (m� 1) k)� :::+ f (t+ h; s+ k)� f (t; s)j dtds

= supp
h2+k2��

�Z
��

�Z
��

�����
mX
r=1

[f (t+ rh; s+ rk)� f (t+ (r � 1)h; s+ (r � 1) k)]
����� dtds

olup buradan

!L (f;m�) � supp
h2+k2��

�Z
��

�Z
��

mP
r=1

jf (t+ rh; s+ rk)� f (t+ (r � 1)h; s+ (r � 1) k)j dtds

elde edilir.

Burada t + (r � 1)h = z denir ve sonra z; t ile; h; x ile de¼gi̧stirilir ve ayn¬ şek-

ilde s+ (r � 1) k = ẑ denir ve ẑ; s ile h; y ile de¼gi̧stirilirse,

!L (f;m�) � supp
x2+y2��

�Z
��

�Z
��

mX
r=1

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

� m supp
x2+y2��

�Z
��

�Z
��

jf (t+ x; s+ y)� f (t; s)j dtds

� m!L (f; �)

elde edilir.

Teorem 2.4 f 2 L12� ve � key� bir say¬olsun. Bu durumda

!L (f; ��) � (�+ 1)!L (f; �)

olur.
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·Ispat. [j�j] say¬s¬ile � say¬s¬n¬n tam k¬sm¬gösterilsin. Bu durumda � < [j�j] + 1

özelli¼ginden ve !L (f; �) fonksiyonunun artan bir fonksiyon olmas¬ndan

!L (f; ��) � !L (f; ([j�j] + 1) �)

eşitsizli¼gi mevcuttur. Ayr¬ca [j�j] < � ve [j�j] + 1; bir tam say¬olmas¬gözönüne

al¬n¬rsa Teorem 2.3 den

!L (f; ��) � !L (f; ([j�j] + 1) �)

� ([j�j] + 1)!L (f; �)

oldu¼gu görülür.

Yaklaş¬mlar teorisinde integrallenebilen fonksiyonlara yaklaş¬m, baz¬özel noktalarda

araşt¬r¬l¬r. Şimdi D � R2 üzerinde yaklaş¬m¬n araşt¬r¬ld¬¼g¬, karakteristik noktalar

olarak da adland¬r¬lan bu özel noktalar¬n tan¬mlar¬n¬verelim.

Tan¬m 2.10 f 2 L12� olmak üzere

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0+hZ
x0

y0+rZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0 (2.4)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬(x0; y0) noktas¬na f fonksiyonunun Lebesgue noktas¬denir.

(2:4) eşitli¼ginde h yerine �h al¬n¬rsa eşitlik

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0Z
x0�h

y0+rZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0

şekline gelir.

Yine (2:4) de r yerine �r al¬n¬rsa eşitlik

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0+hZ
x0

y0Z
y0�r

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0

şeklinde olacakt¬r.

Tekrar (2:4) de h ve r yerine, s¬ras¬yla, �h ve �r al¬n¬rsa eşitlik

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0Z
x0�h

y0Z
y0�r

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0

12



haline gelir. Bulunanlar¬düzenlersek

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0+hZ
x0�h

y0+rZ
y0�r

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0

ifadesi elde edilir.

Buradan aç¬kt¬r ki her bir Lebesgue noktas¬için

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

x0+hZ
x0�h

y0+rZ
y0�r

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0 (2.5)

eşitli¼gi geçerlidir. f 2 L12� olmak üzere D bölgesinin hemen hemen her noktas¬f

fonksiyonunun Lebesgue noktas¬d¬r.

Bunu göstermek için

� (x; y;h; r) =
1

hr

hZ
0

rZ
0

jf (x+ t; y + s)� f (x; y)j dtds

eşitli¼gini ele alal¬m.

f 2 L12� oldu¼gundan � 2 L12� dir. � > 0 olsun. Bu durumda

k�kL12� =
1

hr

�Z
��

�Z
��

������
hZ
0

rZ
0

jf (x+ t; y + s)� f (x; y)j dtds

������ dxdy
=

1

hr

hZ
0

rZ
0

24 �Z
��

�Z
��

jf (x+ t; y + s)� f (x; y)j dxdy

35 dtds
� 1

hr

hZ
0

rZ
0

24 supp
t2+s2��

�Z
��

�Z
��

jf (x+ t; y + s)� f (x; y)j dxdy

35 dtds
=

1

hr

hZ
0

rZ
0

!L (f; �) dtds = !L (f; �)

ve

lim
�!0
!L (f; �) = 0

13



oldu¼gundan

lim
(h;r)!(0;0)

k� (x; y;h; r)kL12� = 0

elde edilir.

Bu da hemen hemen her (x; y) için

lim
(h;r)!(0;0)

� (x; y;h; r) = 0

oldu¼gunu gösterir. � (x; y;h; r) fonksiyonunun tan¬m¬ndan D bölgesinin hemen

hemen her noktas¬n¬n Lebesgue noktas¬oldu¼gu görülür.

Şimdi iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ve d-noktas¬n¬n

tan¬m¬n¬verelim:

Tan¬m 2.11 f 2 L12� olsun. 0 � � < 1 için

lim
(h;r)!(0;0)

1

h�+1r�+1

hZ
0

rZ
0

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0 (2.6)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ (x0; y0) noktas¬na f fonksiyonunun genelleştirilmiş Lebesgue

noktas¬denir.

Tan¬m 2.12 f 2 L12� olmak üzere

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

hZ
0

rZ
0

[f (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)] dtds = 0 (2.7)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬(x0; y0) noktas¬na f fonksiyonunun d-noktas¬denir.

f 2 L12� fonksiyonunun tüm Lebesgue noktalar¬n¬n kümesi L(f), tüm d- noktalar¬n¬n

kümesi de D(f) ile gösterilirse, h; r > 0; bu durumda������ 1hr
x0+hZ
x0

y0+rZ
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)] dtds

������ � 1

hr

x0+hZ
x0

y0+rZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds

eşitsizli¼gi, her bir Lebesgue noktas¬n¬n ayn¬zamanda d-noktas¬oldu¼gunu gösterir.

Yani,

L(f) � D (f)
14



sa¼glan¬r.

f 2 L12� fonksiyonu (x; y) 2 h��; �;��; �i noktas¬nda sürekli olsun. Bu taktirde

8" > 0 9� > 0 için jt� xj < � ve js� yj < � oldu¼gunda jf (t; s)� f (x0; y0)j < "

sa¼glan¬r.

h; r < � al¬n¬rsa,

1

hr

x0+hZ
x0

y0+rZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds < "

elde edilir. Bu ise

lim
h!0
r!0

1

hr

x0+hZ
x0

y0+rZ
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds = 0

oldu¼gunu gösterir. Yani L12� uzay¬nda olan her f fonksiyonunun süreklilik noktas¬

ayn¬ zamanda onun Lebesgue noktas¬d¬r. f 2 L12� fonksiyonunun tüm süreklilik

noktalar¬n¬n kümesi C(f) ile gösterilirse

C(f) � L(f) � D (f)

şeklinde bir ili̧ski oldu¼gu görülür.

Taberski (1964) ve Lenze (1989), iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için s¬n¬rl¬ sal¬n¬m-

l¬l¬k, monotonluk ve Stieltjes integrallenebilirlilik kavramlar¬n¬aşa¼g¬daki şekilde ver-

mi̧slerdir:

' (x; y) fonksiyonu D = [��; �;��; �] karesi üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬bir fonksiyon

olsun. D nin bir parçalanmas¬

P :=

�
�� = x1 < x2 < ::: < xi < ::: < xm < xm+1 = �
�� = y1 < y2 < ::: < yj < ::: < yn < yn+1 = �

�
olsun.

�' (xi; yj) = ' (xi; yj)� ' (xi+1; yj)� ' (xi; yj+1) + ' (xi+1; yj+1)

ifadesini göz önüne alal¬m.
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VP =
mX
i=1

nX
j=1

j�' (xi; yj)j

toplam formunu oluştural¬m.

Tan¬m 2.13 P , D karesinin mümkün olan tüm parçalanmalar¬n¬n kümesi olsun.

VD (') = sup
p2P

(
mX
i=1

nX
j=1

j�' (xi; yj)j
)

genişletilmiş reel say¬s¬na, ' (x; y) fonksiyonunun D üzerinde toplam sal¬n¬m¬denir

ve

V =

�Z
��

�Z
��

jd' (x; y)j

ile gösterilir. E¼ger VD (') toplam¬, D karesinin mümkün olan her P parçalanmas¬

için düzgün s¬n¬rl¬ ise '; D üzerinde s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬d¬r denir. D üzerinde s¬n¬rl¬

sal¬n¬ml¬fonksiyonlar s¬n¬f¬BV (D) ile gösterilir.

E¼ger P nin herhangi bir parçalanmas¬için

�' (xi; yj) � 0 (i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n)

oluyorsa ' fonksiyonu D içinde monoton artand¬r denir. Bu durumda ' fonksiyonu

s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬d¬r ve

�Z
��

�Z
��

jd' (x; y)j = ' (��;��)� ' (�;��)� ' (��; �) + ' (�; �)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Bu eşitli¼gin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermeden önce Stieltjes integralinin tan¬m¬n¬verelim.

f (x; y) ve ' (x; y) D üzerinde tan¬ml¬iki fonksiyon olsun. D üzerindeki parçalan-

malar¬n bir dizisi Pk

Pk :=

��� = x(k)1 < x
(k)
2 < ::: < x

(k)
i < ::: < x

(k)
mk < x

(k)
mk+1

= �

�� = y(k)1 < y
(k)
2 < ::: < y

(k)
j < ::: < y

(k)
nk < y

(k)
nk+1

= �

�
16



ve
�
�i; �j

�
, [xk; xk+1; yk; yk+1] (i = 1; 2; :::mk; j = 1; 2; :::; nk) dikdörtgenleri içinden

bir nokta olsun.

S (Pk) =

nkX
i=1

nkX
j=1

f
�
�
(k)
i ; �

(k)
;j

�
�'

�
x
(k)
i ; y

(k)
j

�
toplam¬n¬yazal¬m.

E¼ger herhangi bir Pk dizisi ve key� bir
�
�i; �j

�
için

lim
k!1

S (Pk) = I

sonlu limiti var ise f fonksiyonu ' fonksiyonuna göre D üzerinde Stieltjes integral-

lenebilir denir ve I say¬s¬f nin Stieltjes integrali denir. Bu integral

(S)

�Z
��

�Z
��

f (x; y) d' (x; y)

şeklinde gösterilir.

·Ispata dönecek olursak, burada f
�
�
(k)
i;j ; �

(k)
i;j

�
= 1 sabit fonksiyon olsun ve bir P

parçalanmas¬için �' (xi; yj) � 0 oldu¼gunu göz önüne alarak toplamlar¬açarsak
mkX
i=1

nkX
j=1

1 j�' (xi; yj)j =
mkX
i=1

nkX
j=1

�' (xi; yj)

=

mkX
i=1

�' (xi; y1) + �' (xi; y2) + :::+�' (xi; ynk)

= �' (x1; y1) + �' (x1; y2) + :::+�' (x1; ynk)

+�' (x2; y1) + �' (x2; y2) + :::+�' (x2; ynk)

+:::

+�' (xmk�1; y1) + �' (xmk�1; y2) + :::+�' (xmk�1; ynk)

+�' (xmk
; y1) + �' (xmk

; y2) + :::+�' (xmk
; ynk)

olur.

Ayr¬ca �' (xi; yj) = ' (xi; yj) � ' (xi+1; yj) � ' (xi; yj+1) + ' (xi+1; yj+1) oldu¼gunu
17



göz önüne ald¬¼g¬m¬zda

[' (x1; y1)� ' (x2; y1)� ' (x1; y2) + ' (x2; y2)]

+ [' (x1; y2)� ' (x2; y2)� ' (x1; y3) + ' (x2; y3)]

+:::

+ [' (x1; ynk)� ' (x2; ynk)� ' (x1; ynk+1) + ' (x2; ynk+1)]

+ [' (x2; y1)� ' (x3; y1)� ' (x2; y2) + ' (x3; y2)]

+ [' (x2; y2)� ' (x3; y2)� ' (x2; y3) + ' (x3; y3)]

+:::

+ [' (x2; ynk)� ' (x3; ynk+1)� ' (x2; ynk+1) + ' (x3; ynk+1)]

+:::

+ [' (xmk�1; y1)� ' (xmk
; y1)� ' (xmk�1; y2) + ' (xmk

; y2)]

+ [' (xmk�1; y2)� ' (xmk+1; y2)� ' (xmk�1; y3) + ' (xmk
; y3)]

+:::

+ [' (xmk�1; yn)� ' (xmk
; ynk)� ' (xmk�1; ynk+1) + ' (xmk

; ynk+1)]

+ [' (xmk
; y1)� ' (xmk+1; y1)� ' (xmk

; y2) + ' (xmk+1; y2)]

+:::

+ [' (xmk
; ynk)� ' (xmk+1; yn)� ' (xmk

; ynk+1) + ' (xmk+1; ynk+1)]

olup gerekli sadeleştirmelerden sonra

mkX
i=1

nkX
j=1

j�' (xi; yj)j = ' (x1; y1)� ' (xmk+1; y1)� ' (x1; ynk+1) + ' (xmk+1; ynk+1)

bulunur.

�' (xi; yj) s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬oldu¼gundan

mkX
i=1

nkX
j=1

j�' (xi; yj)j <1
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

Stieltjes integrali gere¼gi

x
(k)
mk+1Z
x
(k)
1

y
(k)
nk+1Z
y
(k)
1

jd' (xi; yj)j = ' (x1; y1)� ' (xmk+1; y1)� ' (x1; ynk+1) + ' (xmk+1; ynk+1)

oldu¼gu görülür. Burada s¬n¬rlar düzenlenirse

�Z
��

�Z
��

jd' (x; y)j = ' (��;��)� ' (�;��)� ' (��; �) + ' (�; �)

elde edilir.

Teorem 2.5 (Natanson Lemmas¬) f fonksiyonu [a; b] üzerinde tan¬ml¬, integral-

lenebilir olsun ve

M = sup
0<h�b�a

8<:
������1h

a+hZ
a

f (t) dt

������
9=; <1

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Ayr¬ca g fonksiyonu [a; b] üzerinde tan¬ml¬, negatif olmayan,

integrali mevcut ve azalan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

bZ
a

f (t) g (t) dt

integrali mevcuttur ve ������
bZ
a

f (t) g (t) dt

������ �M
bZ
a

g (t) dt

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Taberski (1962a), yukar¬daki şekilde verdi¼gi Natanson Lemmas¬�n¬n iki de¼gi̧skenli

fonksiyonlar için bir genellemesini (Taberski, 1964) de aşa¼g¬daki şekilde vermi̧stir:

Lemma 2.1 ' (x; y;�) fonksiyonu, D = [a; b; c; d] üzerinde negatif olmayan, x ve

y de¼gişkenlerine göre ayr¬ayr¬artmayan ve s¬n¬rl¬olsun. Ayr¬ca �' (x; y) � 0 şart¬

sa¼glans¬n. E¼ger f (x; y) ; D üzerinde Lebesgue anlam¬nda integrallenebilirse

K = sup
a<x�b
c<y�d

������ 1

(x� a) (y � c)

xZ
a

yZ
c

f (t; s) dtds

������ <1
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olmak üzere ������
ZZ
D

f (x; y)' (x; y) dxdy

������ � K
ZZ
D

' (x; y) dxdy

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.6 (P.I. Romanovski¼¬) Kn (t; x) pozitif bir çekirdek ve belirlenmiş her n

ve x için Kn (t; x) ; t nin fonksiyonu olarak [a; x] aral¬¼g¬nda t ye göre artan ve [x; b]

aral¬¼g¬nda azalan bir fonksiyon olsun.
d

dx

�
xR
a

f (t) dt

�
= f (x) olmak üzere Lebesgue

integrallenebilir bir f (t) fonksiyonu için

lim
n!1

bZ
a

f (t)Kn (t; x) dt = f (x)

olur.

(Natanson, 1964).

Tan¬m 2.14 E¼ger j� (t; x)j � 	(t; x) eşitsizli¼gi var ve belirlenmiş x için 	(t; x) ;

[a; x] aral¬¼g¬nda artan ve [x; b] aral¬¼g¬nda azalan ise 	(t; x) fonksiyonuna; � (t; x)

fonksiyonunun konveks majorant¬d¬r denir.

Teorem 2.7 (D. K. Faddeev) Kn (t; x) çekirde¼gi her n için

bZ
a

	n (t; x) dt < M (x) <1 (M (x) yaln¬zca x e ba¼gl¬)

olacak şekilde 	n (t; x) konveks majorant fonksiyonuna sahip olsun. Bu durumda x

noktas¬f nin Lebesgue noktas¬ise bu noktada

lim
n!1

bZ
a

f (t)Kn (t; x) dt = f (x)

eşitli¼gi geçerlidir.

(Natanson, 1964).

Taberski 1964 y¬l¬nda iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için tan¬mlad¬¼g¬

J (f ;�) =

bZ
a

dZ
c

f (x; y)' (x; y;�) dxdy
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biçimindeki singüler integral operatör ailesi için (a; c) noktas¬n¬n d-noktas¬olmas¬

durumunda yak¬nsamas¬ile ilgili Romanovski¼¬tipi; (a; c) noktas¬n¬n Lebesgue nok-

tas¬ olmas¬ durumundaki yak¬nsamas¬ halinde de Faddeev tipinde olan aşa¼g¬daki

teoremleri vermi̧stir:

Teorem 2.8 ' (x; y;�) fonksiyonu, negatif olmayan, D = [a; b; c; d] üzerinde x ve

y e göre ayr¬ayr¬artmayan ve 4' (x; y) � 0 olsun.

lim
�!�0

�Z
a


Z
c

' (x; y;�) dxdy = 1 (� 2 �)

ve belirlenmiş �; 
 (a < � � b; c < 
 � d) için

lim
�!�0

' (�; c;�) <1; lim
�!�0

' (a; 
;�) <1 (� 2 �)

koşullar¬sa¼glans¬n. Bu durumda her f 2 L1 (D) için

lim
(h;r)!(0+;0+)

1

hr

a+hZ
a

c+rZ
c

f (x; y) dxdy = f (a; c)

eşitli¼ginin sa¼glad¬¼g¬(a; c) noktas¬nda

lim
�!�0

J (f ;�) = f (a; c)

olur.

Burada � düzlemde bir küme ve �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma noktas¬ olmak üzere

� = (�; �) ve �0 = (�0; �0) d¬r.

Ayn¬makalede

J (f ;�) =

ZZ
D

f (x; y)	 (x; y;�) dxdy

singüler integral operatörler ailesinin (a; c) noktas¬n¬n Lebesgue noktas¬olmas¬halinde

Faddeev tipi bir teorem verilmi̧stir.

Teorem 2.9 (a < � � b; c < 
 � d) olmak üzere 	(x; y;�) fonksiyonu belirlenmiş

�; 
 için � 2 � olmak üzere [a; b; c; d]� [a; �; c; 
] üzerinde düzgün s¬n¬rl¬ve

lim
�!�0

�Z
a


Z
c

	(x; y;�) dxdy = 1 (� 2 �)
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olsun.

E¼ger D üzerinde negatif olmayan; x ve y de¼gişkenlerine göre ayr¬ayr¬artmayan; D

de �� (x; y) � 0 şart¬n¬sa¼glayan; her (x; y) 2 D için

j	(x; y;�)j � � (x; y;�)

olacak şekilde bir � (x; y;�) fonksiyonu varsa ve ayr¬ca

lim
�!�0

ZZ
D

� (x; y;�) dxdy <1 (� 2 �)

ise

lim
�!�0

J (f ;�) = f (a; c)

olur.

Hobson (1921) ; taraf¬ndan verilen iki katl¬integraller için k¬smi integrasyonun bir

benzerini Taberski (1964) aşa¼g¬daki şekilde vermi̧stir:

Teorem 2.10 D = [a; b; c; d] bir dikdörtgen olmak üzere f (x; y) fonksiyonu, ha; bi

aral¬¼g¬ içinde y = c ve y = d için ve hc; di aral¬¼g¬ içinde de x = a ve x = b için

g (x; y) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilir olsun.

Bu durumda D üzerinde g (x; y) fonksiyonu, f (x; y) fonksiyonuna göre Stieltjes in-

tegrallenebilirdir ve

ZZ
D

g (x; y) df (x; y) = (S)

bZ
a

dZ
c

f (x; y) dg (x; y) +

bZ
a

f (x; c) dg (x; c)

�
bZ
a

f (x; d) dg (x; d) +

dZ
c

f (a; y) dg (a; y)

�
dZ
c

f (b; y) dg (b; y) + C

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Burada C = f (a; c) g (a; c)� f (b; c) g (b; c)� f (a; d) g (a; d) + f (b; d) g (b; d) d¬r.
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Teorem 2.11 f (x; y) fonksiyonu, D = [a; b; c; d] dikdörtgeni üzerinde Lebesgue an-

lam¬nda integrallenebilir ve g (x; y) s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬olsun. Ayr¬ca g (x; c) (veya g (x; d))

ve g (a; y) (veya g (b; y)) ; s¬ras¬ ile ha; bi ve hc; di aral¬klar¬ içinde s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬

olsun.

Bu durumda g (x; y) fonksiyonu D üzerinde

F (x; y) = (L)

xZ
a

yZ
c

f (s; t) dsdt; fg 2 L1 (D)

fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

(S)

ZZ
D

g (x; y) dF (x; y) = (L)

ZZ
D

g (x; y) f (x; y) dxdy

olur.

(Taberski 1964).
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3. L12� UZAYINDA RADYAL ÇEK·IRDEKL·I KONVOLÜSYON

T·IPL·I S·INGÜLER ·INTEGRAL OPERATÖR A·ILES·IN·IN

KARAKTER·IST·IK NOKTALARDA YAKINSAKLI¼GI

Bu bölümde, D = h��; �;��; �i kümesi üzerinde A s¬n¬f¬olarak adland¬rd¬¼g¬m¬z

yeni bir çekirdek s¬n¬f¬tan¬mlayaca¼g¬z, bu s¬n¬ftan yararlanarak Bölüm 3.1 de çekirdek

fonksiyonlar¬n¬n A s¬n¬f¬ndan seçilmesi durumunda radyal çekirdekli konvolüsyon

tipli singüler integral operatör ailesinin varl¬¼g¬n¬ ispatlayaca¼g¬z; Bölüm 3.2 de de

f 2 L12� nin karakteristik noktalar¬ndaki yani süreklilik noktas¬, d-noktas¬, Lebesgue

noktas¬ve genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬ndaki yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyece¼giz.

Tan¬m 3.1 � � R+0 bir indis kümesi, �0 bu kümenin bir y¬¼g¬lma noktas¬ ve D

üzerinde K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu, negatif olmayan, 2� periyodlu, ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. E¼ger K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu;

a) her � 2 � için kK (:;�)kL12� �M <1 olacak şekilde bir M say¬s¬var;

b) lim
(x;y;�)!(x0;y;�0)

�R
��

�R
��
K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds = 1;

c) � > 0 say¬s¬için lim
�!�0

24 sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�35 = 0
koşullar¬n¬sa¼glarsa K fonksiyonuna A s¬n¬f¬ndand¬r denir.

3.1 Operatörün Varl¬¼g¬

Bu bölümde radyal çekirdekli konvolüsyon tipli bir singüler integral operatör ailesinin,

çekirdek fonksiyonlar¬n¬n A s¬n¬f¬ndan olmas¬durumunda, L12� uzay¬ndan L
1
2� uza-

y¬na s¬n¬rl¬bir dönüşüm oldu¼gunu gösterece¼giz.

Teorem 3.1 f 2 L12� olsun. E¼ger K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan ise bu

durumda

L (f ;x; y; �) =

�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds; (x; y) 2 D
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radyal çekirdekli konvolüsyon tipli singüler integral operatörler ailesi L12� uzay¬ndan

L12� uzay¬na sürekli bir dönüşümdür.

·Ispat. L (f ;x; y; �) operatörü lineer oldu¼gundan L12� uzay¬ndan L
1
2� uzay¬na dönüşüm

yapan s¬n¬rl¬operatör oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bunun için

kL (�)k = sup
f 6=0

kL (f ;x; y; �)kL12�
kfkL12�

normunun s¬n¬rl¬oldu¼gunun gösterilmesi gerekmektedir. Fubini Teoreminden fay-

dalanarak integrali

kL (f ;x; y; �)kL12� =
�Z
��

�Z
��

������
�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

������ dxdy

�
�Z
��

�Z
��

0@ �Z
��

�Z
��

jf (t; s)j
����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dtds

1A dxdy
=

�Z
��

�Z
��

0@ �Z
��

�Z
��

jf (t; s)j
����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dxdy

1A dtds
=

�Z
��

�Z
��

jf (t; s)j

0@ �Z
��

�Z
��

����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dxdy
1A dtds

şeklinde yazabiliriz.

Burada t� x = u ) �dx = du ve s� y = v ) �dy = dv de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi ile

K 2 L12� oldu¼gu göz önüne al¬narak
�Z
��

�Z
��

����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dxdy =

��+sZ
�+s

��+tZ
�+t

���K �pu2 + v2;����� dudv
=

�Z
��

�Z
��

���K �pu2 + v2;����� dudv
elde ederiz. Burada elde etti¼gimiz sonucu yerine yazarsak

kL (f ;x; y; �)kL12� �
�Z
��

�Z
��

jf (t; s)j

0@ �Z
��

�Z
��

���K �pu2 + v2;����� dudv
1A dtds

= kfkL12� kKkL12�
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şeklinde düzenleyebiliriz.

Buradan (a) koşulu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kL (�)k = sup
f 6=0

kL (f ;x; y; �)kL12�
kfkL12�

�M <1

oldu¼gu görülür. Yani L (f ;x; y; �) operatörü L12� uzay¬üzerinde sürekli bir dönüşümdür.

Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

3.2 Karakteristik Noktalarda Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda f 2 L12� nin süreklilik noktas¬, d-noktas¬, Lebesgue noktas¬ve genelleştirilmi̧s

Lebesgue noktas¬ndaki yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyece¼giz.

Teorem 3.2 K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu A s¬n¬f¬ndan olsun. Bu durumda e¼ger

(x0; y0) noktas¬f 2 L12� fonksiyonunun süreklilik noktas¬ise o zaman (x; y; �) nok-

tas¬, (x0; y0; �0) noktas¬na istenilen yolla yaklaşt¬¼g¬taktirde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L (f ;x; y; �) = f (x0; y0)

sa¼glan¬r.

·Ispat. (x0; y0) 2 D key� bir nokta olsun. I (x; y; �) := L (f ;x; y; �) � f (x0; y0)

olmak üzere

I (x; y; �) =

ZZ
D

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)

=

ZZ
D

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

�f (x0; y0)
ZZ
D

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

+f (x0; y0)

ZZ
D

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)
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�
ZZ
D

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+ jf (x0; y0)j

������
ZZ
D

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

yaz¬labilir.

B� =
�
(t; s) : (t� x0)2 + (s� y0)2 � �2; (x0; y0) 2 D

	
olsun.

I1 (x; y; �) integralini

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
DnB�

+

ZZ
D\B�

9>=>; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

olacak şekilde DnB� ve D \B� kümeleri üzerinde inceleyelim.

Öncelikle I11 (x; y; �) integralini ele al¬rsakZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�n
kfkL12� + 4�

2 jf (x0; y0)j
o

yazabiliriz. Ayr¬ca (c) şart¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda yani,

lim
�!�0

24 sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�35 = 0
buradan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I11 (x; y; �) = 0

olarak bulunur.
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Şimdi I12 (x; y; �) integralini ele alal¬m. f fonksiyonu (x0; y0) noktas¬nda sürekli

oldu¼gundan her " > 0 için (t� x0)2 + (s� y0)2 < �2 oldu¼gunda

jf (t; s)� f (x0; y0)j < "

olacak şekilde � = � (") > 0 say¬s¬vard¬r. (a) şart¬n¬göz önüne alarak I12 (x; y; �)

integralini,

I12 (x; y; �) =

ZZ
D\B�

jf (t; s)� f (x0; y0)j
����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dtds

< "

ZZ
D\B�

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

< "

�Z
��

�Z
��

����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dtds
� " kKkL12� � "M

şeklinde yazabiliriz.

Yeteri kadar küçük her " > 0 için I12 (x; y; �) �! 0 olaca¼g¬ndan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I1 (x; y; �) = 0

oldu¼gu görülür.

Şimdi I2 (x; y; �) integralini inceleyelim. (b) koşulundan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

jf (x0; y0)j

������
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

������ = 0
oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bulduklar¬m¬z¬düzenlersek

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)! 0

oldu¼gundan dolay¬teorem ispatlanm¬̧s olur.

Görüldü¼gü gibi (x; y; �)! (x0; y0; �0) yak¬nsakl¬¼g¬istenilen yolla olabilir.
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Teorem 3.3 K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu hx0; �; y0; �i kümesi üzerinde her bir de¼gişke-

nine göre monoton azalan ve A s¬n¬f¬ndan olsun.

Ayr¬ca hx0; �; y0; �i ve h��; x0;��; y0i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 ve

hx0; �;��; y0i ve h��; x0; y0; �i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 sa¼glans¬n.

E¼ger (x0; y0) noktas¬f 2 L12� fonksiyonunun Lebesgue noktas¬ise

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0) (3.1)

fonksiyonunun s¬n¬rl¬kald¬¼g¬(x; y; �) noktalar kümesi üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L (f ;x; y; �) = f (x0; y0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (x0; y0) 2 D noktas¬, f nin Lebesgue noktas¬olsun. Lebesgue noktas¬n¬n

tan¬m¬ndan

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

0Z
�h

0Z
�r

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

hZ
0

0Z
�r

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

0Z
�h

rZ
0

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

hZ
0

rZ
0

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

eşitlikleri vard¬r.

Bu eşitliklerden görüldü¼gü gibi her " > 0 say¬s¬için 0 < h; k � � oldu¼gunda

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "hr (3.2)
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x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "hr (3.3)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "hr (3.4)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "hr (3.5)

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

Di¼ger taraftan I (x; y; �) = L (f ;x; y; �)� f (x0; y0) olmak üzere

I (x; y; �) =

�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)

=

�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

+f (x0; y0)

�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds

�f (x0; y0)
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)

�
�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+ jf (x0; y0)j

������
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

������
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

elde ederiz.

B� =
�
(t; s) : (t� x0)2 + (s� y0)2 � �2; (x0; y0) 2 D

	
olsun. I1 (x; y; �) integralini

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
DnB�

+

ZZ
D\B�

9>=>; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)
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şeklinde yazarak DnB� ve D \B� kümeleri üzerinde inceleyelim.

I11 (x; y; �) integralini ele alal¬m.ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�n
kfkL12� + 4�

2 jf (x0; y0)j
o

elde edilir.

(c) koşulundan biliyoruz ki her � > 0 için

lim
�!�0

24 sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�35 = 0
olur. Buradan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I11 (x; y; �) = 0

sa¼glan¬r.

I12 (x; y; �) integrali için

I12 (x; y; �) =

ZZ
D\B�

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

�
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

=

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+

8<:
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I121 (x; y; �) + I122 (x; y; �) + I123 (x; y; �) + I124 (x; y; �)
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şeklinde bir düzenleme yapal¬m.

Öncelikle I121 (x; y; �) integralini ele alal¬m. (3.2) eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬göz önüne

al¬narak

F (t; s) =

x0Z
t

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

şeklinde bir F fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada x0 � t � � ve y0 � s � � iken

jF (t; s)j � " (x0 � t) (y0 � s) (3.6)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Gerçekten

F (t; s)

(x0 � t) (y0 � s)
=

1

(x0 � t) (y0 � s)

x0Z
t

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

eşitli¼gini yazarsak, x0 � t � � ve y0 � s � � oldu¼gunda (3.2) koşulundan (3.6) eşit-

sizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

Teorem 2.11 e göre, f (t; s) 2L12� olmak üzere K fonksiyonu monoton bir fonksiyon

oldu¼gunda K fonksiyonu F (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

(S)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dF (t; s)

=

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

sa¼glan¬r.

32



Şimdi bu eşitlikteki Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygularsak

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dF (t; s)

=

x0Z
x0��

y0Z
y0��

F (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0Z
x0��

F (t; y0 � �) dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+

y0Z
y0��

F (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�

+F (x0 � �; y0 � �)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

elde ederiz. Ard¬ndan (3.6) dan

�
x0Z
x0��

y0Z
y0��

" (x0 � t) (y0 � s)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0Z
x0��

"� (x0 � t)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+

y0Z
y0��

"� (y0 � s)
����dsK �q(x0 � � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde edilir. S¬ras¬ile i1, i2 ve i3 integrallerine k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
� 0 olmak üzere i1 integraline k¬smi integrasyon
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uygularsak

i1 = "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

+"�

x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (�t)

+"�

y0Z
y0��

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (�s)

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
elde ederiz.

i2 integralini ele alal¬m. K
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�
fonksiyonu, hx0 � �; x0i

üzerinde t de¼gi̧skenine göre artan bir fonksiyondur yani

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
� 0

yazabiliriz.

Buna göre i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"�

x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
dt

elde ederiz.

i3 integralini ele alal¬m. K
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�
fonksiyonu, hy0 � �; y0i

aral¬¼g¬üzerinde s de¼gi̧skenine göre artan bir fonksiyondur yani;

dsK

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

yazabiliriz.
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Buna göre i3 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"�

y0Z
y0��

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

elde ederiz.

i1; i2 ve i3 için elde etti¼gimiz bu sonuçlar¬düzenlersek

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

bulunur.

Şimdi I122 (x; y; �) integrali için (3:3) eşitsizli¼gini göz önüne alarak bir

G (t; s) =

tZ
x0

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada t� x0 � � ve y0 � s � � iken

jG (t; s)j � " (t� x0) (y0 � s) (3.7)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

f 2L12� olmak üzere K fonksiyonu hx0; x0 + �; y0 � �; y0i üzerinde monoton oldu¼gun-

dan G (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)
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olur. Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygulay¬p ard¬ndan ifadeyi (3.7)

eşitsizli¼gini kullanarak büyütürsek

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)

=

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

G (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0+�Z
x0

G (t; y0 � �) dK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�
y0Z
y0��

G (x0 + �; s) dK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

�G (x0 + �; y0 � �)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

� "

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

(t� x0) (y0 � s)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"�

x0+�Z
x0

(t� x0)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+"�

y0Z
y0��

(y0 � s)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde ederiz.

Şimdi s¬ras¬yla i1; i2 ve i3 integrallerine s¬ras¬ile k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
� 0 olmak üzere i1 integraline k¬smi integrasyon
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uygularsak

i1 = �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (y0 � s)

�"�
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 � y � �)2;�

�
dt

+"�

y0Z
y0��

K

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2;�

�
d (�s)

+"�2K

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y � �)2;�

�
elde ederiz.

hx0; x0 + �i üzerinde K fonksiyonu t de¼gi̧skenine göre azalan bir fonksiyon oldu¼gun-

dan

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
� 0

yazabiliriz.

Buna göre i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 � x+ �)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"�

x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
dt

elde ederiz.

hy0 � �; y0i üzerinde K fonksiyonu s de¼gi̧skenine göre artan bir fonksiyon oldu¼gun-

dan

dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

yaz¬labilir. Buna göre i3 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 � x+ �)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"�

y0Z
y0��

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds
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elde ederiz.

i1; i2 ve i3 için elde edilen sonuçlar¬I122 (x; y; �) integralinde yerine yazarsak

I122 (x; y; �) � �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (y0 � s)

bulunur.

I123 (x; y; �) integralini için (3:4) eşitsizli¼gini göz önüne alarak bir

H (t; s) =

x0Z
t

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

fonksiyonu tan¬mlayal¬m.

Yine (3:4) den x0 � t � � ve s� y0 � � iken

jH (t; s)j � " (x0 � t) (s� y0) (3.8)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

hx0 � �; x0; y0; y0 + �i üzerinde K fonksiyonu monoton oldu¼gundan H fonksiyonuna

göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dH (t; s)

eşitli¼gi vard¬r.
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Bu eşitlikte Stieltjes integraline k¬smi integrasyon metodu uygulan¬rsa

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dH (t; s)

=

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

H (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0Z
x0��

H (t; y0 + �) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2;�

�

+

y0+�Z
y0

H (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � x� �)2 + (s� y)2;�
�

�H (x0 � �; y0 + �)K
�q

(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2;�
�

elde edilir. Şimdi de (3.8) eşitsizli¼ginden yararlan¬¬l¬rsa

� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

(x0 � t) (s� y0)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"�

x0Z
x0��

(x0 � t)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 + � � y)2;������

+"�

y0+�Z
y0

(s� y0)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde edilir.

Şimdi i1; i2 ve i3 integrallerine s¬ras¬ile k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

Öncelikle i1 integraline dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmak üzere k¬smi integrasyon
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uygularsak

i1 = �
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (s� y0)

+"�

x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d(�t)

�"�
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde ederiz.

i2 integraline dtK
�q

(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�
�
� 0 olmak üzere k¬smi integrasyon

uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

�"�
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d (�t)

ve

i3 integraline dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmak üzere k¬smi integrasyon

uygularsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

elde ederiz.

i1; i2 ve i3 için bulunan sonuçlar düzenlendi¼ginde

I123 (x; y; �) � �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (s� y0)

40



eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r.

Son olarak benzer i̧slemleri I124 (x; y; �) integraline uygulayal¬m. (3:5) eşitsizli¼gini

gözönüne alarak bir

T (t; s) =

tZ
x0

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Yine (3:5) den t� x0 � � ve s� y0 � � iken

jT (t; s)j � " (t� x0) (s� y0) (3.9)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

hx0; x0 + �; y0; y0 + �i üzerinde K fonksiyonu monoton oldu¼gundan T fonksiyonuna

göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dT (t; s)

sa¼glan¬r.

Eşitli¼gin sa¼g¬ndaki Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygularsak

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

T (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0+�Z
x0

T (t; y0 + �) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�

�
y0+�Z
y0

T (x0 + �; s) dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

+T (x0 + �; y0 + �)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
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ard¬ndan (3.9) dan faydalan¬p ifadeyi büyütürsek

� "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

(t� x0) (s� y0)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"�

x0+�Z
x0

(t� x0)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 + � � y)2;������

+"�

y0+�Z
y0

(s� y0)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde ederiz. Şimdi i1; i2 ve i3 integrallerine k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integralinde dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 oldu¼gu göz önüne al¬n¬p k¬smi

integrasyon uygularsak

i1 = "

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

�"�
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
dt

�"�
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

+"�2K

�q
(x0 � x+ �)2 + (y0 � y + �)2;�

�
elde ederiz.

i2 ve i3 integrallerinde K fonksiyonu s¬ras¬yla t ve s de¼gi̧skenlerine göre azalan

oldu¼gundan

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
� 0

ve

dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

42



yaz¬labilir.

Şimdi bu integrallere s¬ras¬ile k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
dt

ve

i3 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

elde edilir.

Buldu¼gumuz bu sonuçlar¬düzenlersek

I124 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

elde edilir.

I121 (x; y; �) ; I122 (x; y; �) ; I123 (x; y; �) ve I124 (x; y; �) için bulunan sonuçlar,

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

I122 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

I123 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

I124 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)
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şeklindedir.

Bulunan bu ifadeleri toplarsak I12 (x; y; �) için aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬r¬z:

I12 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

Hipotez gere¼gi (3.1) ifadesinin s¬n¬rl¬oldu¼gu noktalar kümesi üzerinde

(x; y; �)! (x0; y0; �0) oldu¼gunda I12 (x; y; �)! 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. Buradan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I1 (x; y; �) = 0

bulunur.

Son olarak I2 (x; y; �) integralini hesaplayal¬m. (b) koşulundan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

jf (x0; y0)j

������
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

������ = 0
bulunur.

Bulduklar¬m¬z¬düzenlersek

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)! 0

oldu¼gundan dolay¬teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3.4 K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu hx0; �; y0; �i kümesi üzerinde her bir de¼gişke-

nine göre monoton azalan ve A s¬n¬f¬ndan olsun.

Ayr¬ca hx0; �; y0; �i ve h��; x0;��; y0i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 ve

hx0; �;��; y0i ve h��; x0; y0; �i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 sa¼glans¬n.

E¼ger (x0; y0) noktas¬f 2 L12� fonksiyonunun d-noktas¬ise

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0) � C <1
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şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬(x; y; �) noktalar kümesi üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L (f ;x; y; �) = f (x0; y0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (x0; y0) 2 D noktas¬f nin d�noktas¬olsun. d�noktas¬n¬n tan¬m¬gere¼gi

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

0Z
�h

0Z
�r

[f (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)] dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

hZ
0

0Z
�r

[f (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)] dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

0Z
�h

rZ
0

[f (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)] dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

hr

hZ
0

rZ
0

[f (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)] dtds = 0

eşitlikleri vard¬r. Yukar¬daki eşitliklerden görüldü¼gü gibi her " > 0 için 0 < h; r � �

oldu¼gunda ������
x0Z
x0��

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)] dtds

������ � "hr (3.10)

������
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)] dtds

������ � "hr (3.11)

������
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)] dtds

������ � "hr (3.12)

������
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)] dtds

������ � "hr (3.13)

eşitsizliklerini sa¼glayacak en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

Di¼ger taraftan I (x; y; �) := L (f; x; y;�)� f (x0; y0) ise

I (x; y; �) =

�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)
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=

�Z
��

�Z
��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+f (x0; y0)

8<:
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

9=;
= I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

şeklinde yaz¬labilir.

B� :=
�
(t; s) : (t� x0)2 + (s� y0)2 � �2; (x0; y0) 2 D

	
olsun. I1 (x; y; �) integralini

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
DnB�

+

ZZ
D\B�

9>=>; [f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

şeklinde yazarak DnB� ve D \B� kümeleri üzerinde inceleyelim.

·Ilk olarak I11 (x; y; �) integralini ele al¬rsak,

ZZ
DnB�

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�n
kfkL12� + 4�

2 jf (x0; y0)j
o

elde edilir.

Ayr¬ca (c) şart¬gere¼gi

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I11 (x; y; �) = 0

olarak bulunur.
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I12 (x; y; �) integraline geçersek

I12 (x; y; �) =

ZZ
D\B�

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

<

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

=

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

9=; [f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+

8<:
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; [f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I121 (x; y; �) + I122 (x; y; �) + I123 (x; y; �) + I124 (x; y; �)

şeklinde yazabiliriz.

I121 (x; y; �) integralini ele alal¬m. (3:10) eşitsizli¼gini göz önüne alarak

F (t; s) =

x0Z
t

y0Z
s

[f (u; v)� f (x0; y0)] dudv

şeklinde bir fonksiyon tan¬mlayabiliriz. Yine (3.10) dan x0� t � � ve y0�s � � iken

jF (t; s)j � " (x0 � t) (y0 � s) (3.14)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.11 den f (t; s) 2L12� olmak üzere K fonksiyonu hx0 � �; x0; y0 � �; y0i üze-

rinde monoton bir fonksiyon oldu¼gundan K fonksiyonu

F (t; s) =

x0Z
t

y0Z
s

[f (u; v)� f (x0; y0)] dudv

fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve
x0Z
x0��

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dF (t; s) :
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Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygulayal¬m;
x0Z
x0��

y0Z
y0��

F (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0Z
x0��

F (t; y0 � �) dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+

y0Z
y0��

F (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�

+F (x0 � �; y0 � �)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

ard¬ndan (3.14) eşitsizli¼gi ile de ifadeyi büyütürsek

�
x0Z
x0��

y0Z
y0��

" (x0 � t) (y0 � s)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0Z
x0��

"� (x0 � t)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+

y0Z
y0��

"� (y0 � s)
����dsK �q(x0 � � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde ederiz. Buradaki üç integrale s¬ras¬ile k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integrali için dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önüne al¬narak k¬smi

integrasyon uygulan¬rsa

i1 = "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

+

x0Z
x0��

"�K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (x0 � t)

+

y0Z
y0��

"�K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (y0 � s)

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
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elde edilir.

i2 integralini ele alal¬m. hx0 � �; x0i üzerinde K fonksiyonu t de¼gi̧skenine göre artan

bir fonksiyondur. Yani

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
� 0

yaz¬labilir. Buradan i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�"�
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (�t)

elde ederiz.

Benzer şekilde dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önünde bulun-

durularak i3 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�"�
y0Z
y0��

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (�s)

elde ederiz.

Buldu¼gumuz bu sonuçlar¬toplay¬p I121 (x; y; �) integralinde yerine yazarsak

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

eşitsizli¼gini elde ederiz.

I122 (x; y; �) integraline geçelim.

I122 (x; y; �) =

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds
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integrali için (3:11) eşitsizli¼gini gözönüne alarak

G (t; s) =

tZ
x0

y0Z
s

[f (u; v)� f (x0; y0)] dudv

şeklinde bir fonksiyon tan¬mlayal¬m. Yine (3.11) den t� x0 � � ve y0 � s � � iken

jG (t; s)j � " (t� x0) (y0 � s) (3.15)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

K fonksiyonu, hx0; x0 + �; y0 � �; y0i üzerinde monoton oldu¼gundanG (t; s) fonksiyo-

nuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)

eşitli¼gi geçerlidir.

Bu eşitlikte Stieltjes integraline k¬smi integrasyon metodu uygularsak

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)

�
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

G (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0+�Z
x0

G (t; y0 � �) dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�
y0Z
y0��

G (x0 + �; s) dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

�G (x0 + �; y0 � �)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�
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elde ederiz. Şimdi de (3:15) den yararlanarak ifadeleri büyütürsek

�
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

" (t� x0) (y0 � s)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0+�Z
x0

"� (t� x0)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+

y0Z
y0��

"� (y0 � s)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde ederiz.

Burada elde edilen üç integrale s¬ras¬ile k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integrali için dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önüne al¬narak k¬smi

integrasyon uygularsak

i1 = �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (y0 � s)

�"�
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
dt

+"�

y0Z
y0��

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (�s)

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�

elde ederiz.

i2 integrali için dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önüne al¬narak
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k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

i2 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"

x0+�Z
x0

�K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
dt

elde edilir.

i3 integralinde dsK
�q

(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önüne al¬narak

k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

i3 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�"�
y0Z
y0��

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (�s)

elde ederiz.

Bulunan sonuçlar I122 (x; y; �) integralinde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

I122 (x; y; �) � �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (y0 � s)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Şimdi I123 (x; y; �) integralini inceleyelim.

I123 (x; y; �) =

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

integrali için (3:12) eşitsizli¼gini gözönüne alarak

H (t; s) =

x0Z
t

sZ
y0

[f (u; v)� f (x0; y0)] dudv

bir fonksiyon tan¬mlayal¬m. Yine (3.12) den x0 � t � � ve s� y0 � � iken

jH (t; s)j � " (x0 � t) (s� y0) (3.16)
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

K fonksiyonu, hx0 � �; x0; y0; y0 + �i üzerinde monoton oldu¼gundanH (t; s) fonksiyo-

nuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dH (t; s)

eşitli¼gi geçerlidir.

Bu eşitlikte Stieltjes integraline k¬smi integrasyon metodu uygularsak

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

H (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0Z
x0��

H (t; y0 + �) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�

+

y0+�Z
y0

H (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�

�H (x0 � �; y0 + �)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

elde ederiz; ard¬ndan (3:16) eşitsizli¼ginden yararlanarak aşa¼g¬daki gibi ifadeleri büyütürsek

� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

(x0 � t) (s� y0)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"�

x0Z
x0��

(x0 � t)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 + � � y)2;������

+"�

y0+�Z
y0

(s� y0)
����dsK �q(x0 � � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4
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elde ederiz.

dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
� 0 olmak üzere i1 integraline k¬smi integrasyon

uygularsak

i1 = �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (s� y0)

+"�

x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d (�t)

�"�
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

+"�2K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde ederiz.

i2 integralinde dtK
�q

(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önünde bulun-

durularak k¬smi integrasyon al¬rsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

�"�
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d(�t)

elde ederiz.

i3 integrali için dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬ göz önünde bu-

lundurularak k¬smi integrasyon al¬rsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2;�

�
ds

elde ederiz.
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Bulunan ifadeler düzenlenip I123 (x; y; �) integralinde yerlerine yaz¬l¬rsa

I123 (x; y; �) � �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (s� y0)

bulunur.

Son olarak benzer i̧slemleri I124 (x; y; �) için yapal¬m. (3.13) eşitsizli¼gini göz önüne

alarak

T (t; s) =

tZ
x0

sZ
y0

[f (u; v)� f (x0; y0)] dudv (3.17)

şeklinde bir T (t; s) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Yine (3.13) den t�x0 � � ve s�y0 � �

iken

jT (t; s)j � " (t� x0) (s� y0) (3.18)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

K fonksiyonu hx0; x0 + �; y0; y0 + �i üzerinde her bir de¼gi̧skenine göre azalan oldu¼gun-

dan T (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes integrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

[f (t; s)� f (x0; y0)]K
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dT (t; s)

eşitli¼gi vard¬r.
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Şimdi Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygularsak

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dT (t; s)

=

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

T (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0+�Z
x0

T (t; s) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�

�
y0+�Z
y0

T (t; s) dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�

elde ederiz. Şimdi de (3.18) eşitsizli¼gi ile elde edilen ifadeleri büyütürsek

�
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

" (t� x0) (s� y0)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0+�Z
x0

"� (t� x0)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 + � � y)2;������

+

y0+�Z
y0

"� (s� y0)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde ederiz. Buldu¼gumuz bu üç integrale k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
� 0 olmak üzere i1 integraline k¬smi integrasyon
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uygularsak

i1 =

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

"K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

�"
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
dt

�"
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

+"�2K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde ederiz.

hx0; x0 + �i üzerinde K fonksiyonu t de¼gi̧skenine göre azalan bir fonksiyon oldu¼gun-

dan

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
� 0

yaz¬labilir.

Buna göre i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
dt

elde ederiz.

hy0; y0 + �i üzerinde K fonksiyonu s de¼gi̧skenine göre azalan bir fonksiyon oldu¼gun-

dan

dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

yaz¬labilir.
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Buna göre i3 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i3 = �"�2K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�

y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
ds

elde ederiz.

Bulunan bu sonuçlar¬I124 (x; y; �) integralinde yerine yazd¬¼g¬m¬zda

I124 (x; y; �) �
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

"K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

elde ederiz.

Öncelikle I121 (x; y; �) ; I122 (x; y; �) ; I123 (x; y; �) ve I124 (x; y; �) için bulunan sonuçlar¬

yazarsak

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t) (y0 � s)

I122 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

I123 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

I124 (x; y; �) �
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

"K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

elde ederiz. Bu ifadeleri toplarsak

I12 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0)

sonucuna ulaş¬l¬r.

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0) (s� y0) � C <1
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durumunun sa¼gland¬¼g¬noktalar kümesi üzerinde

"! 0 oldu¼gunda I12 (x; y; �)! 0

olacakt¬r.

I1 (x; y; �) = I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �) oldu¼gundan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I1 (x; y; �) = 0

olur.

Son olarak (b) koşulu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I2 (x; y; �) = 0

sonucuna ulaş¬r¬z. Sonuç olarak

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)! 0

Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s oldu.

Teorem 3.5 K
�p
t2 + s2;�

�
fonksiyonu hx0; �; y0; �i kümesi üzerinde herbir de¼gişke-

nine göre monoton azalan ve A s¬n¬f¬ndan olsun.

Ayr¬ca hx0; �; y0; �i ve h��; x0;��; y0i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 ve

hx0; �;��; y0i ve h��; x0; y0; �i üzerinde �K
�p
t2 + s2;�

�
� 0 sa¼glans¬n.

E¼ger (x0; y0) noktas¬ f 2 L12� fonksiyonunun genelleştirilmiş Lebesgue noktas¬ ise

(0 � � < 1) olmak üzere

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ���d (t� x0)(�+1) (s� y0)(�+1)��� (3.19)

fonksiyonunun s¬n¬rl¬kald¬¼g¬(x; y; �) noktalar¬kümesi üzerinde

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

L (f ;x; y; �) = f (x0; y0)

eşitli¼gi do¼grudur.
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·Ispat. (x0; y0) 2 D noktas¬, f nin genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬olsun.

0 � � < 1 olmak üzere genelleştirilmi̧s Lebesgue noktas¬tan¬m¬gere¼gi

lim
(h;r)!(0;0)

1

h�+1r�+1

0Z
�h

0Z
�r

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

h�+1r�+1

hZ
0

0Z
�r

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

h�+1r�+1

0Z
�h

rZ
0

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

lim
(h;r)!(0;0)

1

h�+1r�+1

hZ
0

rZ
0

jf (t+ x0; s+ y0)� f (x0; y0)j dtds = 0

eşitliklerini yazabiliriz.

Yukar¬daki eşitliklerden görüldü¼gü gibi her " > 0 için 0 < h; r � � oldu¼gunda
x0Z
x0��

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "h�+1r�+1 (3.20)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "h�+1r�+1 (3.21)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "h�+1r�+1 (3.22)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds � "h�+1r�+1 (3.23)

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde en az bir � > 0 say¬s¬vard¬r.

I (x; y;�) := L (f ;x; y; �)� f (x0; y0) olmak üzere

jI (x; y;�)j =

������
�Z
��

�Z
��

f (t; s)K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� f (x0; y0)

������
60



�
�Z
��

�Z
��

jf (t; s)� f (x0; y0)j
����K �q(t� x)2 + (s� y)2;������ dtds

+ jf (x0; y0)j

������
�Z
��

�Z
��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dtds� 1

������
: = I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)

şeklinde yaz¬labilir.

I1 (x; y; �) integralini,

B� =
�
(t; s) : (t� x0)2 + (s� y0)2 � �2; (x0; y0) 2 D

	
olmak üzere

I1 (x; y; �) =

8><>:
ZZ
DnB�

+

ZZ
D\B�

9>=>; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

şeklinde DnB� ve D \B� kümeleri üzerinde inceleyelim.

I11 (x; y; �) integralini ele alal¬m.ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ZZ
DnB�

jf (t; s)� f (x0; y0)j dtds

� sup
��
p
(t�x)2+(s�y)2��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�n
kfkL12� + 4�

2 jf (x0; y0)j
o

elde edilir. Ayr¬ca (c) şart¬gere¼gi

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I11 (x; y; �) = 0

olarak bulunur.
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I12 (x; y; �) integraline geçersek

I12 (x; y; �) =

ZZ
D\B�

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

<

x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

=

8<:
x0Z
x0��

y0Z
y0��

+

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

+

8<:
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

+

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

9=; jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= I121 (x; y; �) + I122 (x; y; �) + I123 (x; y; �) + I124 (x; y; �)

yazabiliriz.

(3.20) eşitsizli¼gini göz önüne alarak

F (t; s) =

x0Z
t

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

şeklinde bir F (t; s) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. x0 � t � � ve y0 � s � � iken

jF (t; s)j � " (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1 (3.24)

eşitsizli¼gi (3.20) den sa¼glan¬r.

K fonksiyonu, hx0 � �; x0; y0 � �; y0i üzerinde F (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes

integrallenebilirdir ve

x0Z
x0��

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dF (t; s)

62



olur. Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dF (t; s)

=

x0Z
x0��

y0Z
y0��

F (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0Z
x0��

F (t; y0 � �) dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � y � �)2;�
�

+

y0Z
y0��

F (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � x� �)2 + (s� y)2;�
�

+F (x0 � �; y0 � �)K
�q

(x0 � x� �)2 + (y0 � y � �)2;�
�

elde edilir. Ard¬ndan (3.24) eşitsizli¼gi de göz önüne al¬n¬rsa

� "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

(x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"��+1
x0Z
x0��

(x0 � t)�+1
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+"��+1
y0Z
y0��

(y0 � s)�+1
����dsK �q(x0 � � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2(�+1)K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde edilir.

S¬ras¬ile elde etti¼gimiz integrallere k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integrali için dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmak üzere i1 integraline k¬smi
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integrasyon uyguland¬¼g¬m¬zda

i1 = "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1

+"��+1
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (x0 � t)�+1

+"��+1
y0Z
y0��

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (y0 � s)�+1

+"��+1K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
elde edilir.

i2 integrali için dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�
� 0 olmak üzere k¬smi integ-

rasyon uygularsak

i2 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y);�
�

�"��+1
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (x0 � t)�+1

elde ederiz.

i3 integrali için dsK
�q

(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmak üzere i3 integraline

k¬smi integrasyon uygularsak

i3 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�"��+1
y0Z
y0��

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (y0 � s)�+1

elde ederiz.

Şimdi buldu¼gumuz bu ifadeleri toplarsak

i1 + i2 + i3 + i4 = "

x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1
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sonucunu elde ederiz. Yani

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1

olur.

I122 (x; y; �) integralini benzer i̧slemler ile inceleyelim.

Aşa¼g¬daki gibi bir G(t; s) fonksiyon tan¬mlayal¬m:

G (t; s) =

tZ
x0

y0Z
s

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

t� x0 � � ve y0 � s � � iken jG (t; s)j � " (t� x0)(�+1) (y0 � s)(�+1) oldu¼gu aç¬kt¬r.

K fonksiyonu hx0; x0 + �; y0 � �; y0i üzerinde G (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes in-

tegrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)

Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygularsak

(S)

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dG (t; s)

=

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

G (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

+

x0+�Z
x0

G (t; y0 � �) dtK
�q

(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�
y0Z
y0��

G (x0 + �; s) dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

�G (x0 + �; y0 � �)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�
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elde edilir ard¬nda jG (t; s)j � " (t� x0)(�+1) (y0 � s)(�+1) eşitsizli¼gi ile

�
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

" (t� x0)(�+1) (y0 � s)(�+1)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0+�Z
x0

" (t� x0)(�+1) �(�+1)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � � � y)2;������

+

y0Z
y0��

"�(�+1) (y0 � s)(�+1)
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+"�2(�+1)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

sonucuna ulaş¬l¬r.

i1; i2; i3 integrallerine s¬ras¬yla k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integrali için dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önüne al¬narak k¬smi

integrasyon uygulayal¬m

x0+�Z
x0

y0Z
y0��

" (t� x0)(�+1) (y0 � s)(�+1)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

= �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)(�+1) (y0 � s)(�+1)

�"
x0+�Z
x0

�(�+1)K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (t� x0)(�+1)

+"

y0Z
y0��

�(�+1)K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (y0 � s)(�+1)

+"�2(�+1)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
elde edilir.

i2 integralini ele al¬rsakK fonksiyonu t de¼gi̧skenine göre azalan bir fonksiyon oldu¼gun-
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dan

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
� 0

d¬r.

Buna göre i2 integraline k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda

i2 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

+"�(�+1)
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 � � � y)2;�

�
d (t� x0)(�+1)

elde edilir.

i3 integrali için K fonksiyonu s de¼gi̧skenine göre artan bir fonksiyon oldu¼gundan

dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

yaz¬labilir. Buna göre i3 integraline k¬smi integrasyon uygursak

i3 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 � � � y)2;�
�

�"��+1
y0Z
y0��

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (y0 � s)(�+1)

elde ederiz.

Buldu¼gumuz sonuçlar¬I122 (x; y; �) integralinde yerine yazal¬m;

I122 (x; y; �) � �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)�+1 (y0 � s)�+1

sonucuna ulaş¬r¬z.

Şimdi I123 (x; y; �) integralini inceleyelim.

(3.21) eşitsizli¼gi göz önüne alarak bir H (t; s) fonksiyonu tan¬mlayal¬m:

H (t; s) =

x0Z
t

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv:
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x0 � t � � ve s� y0 � � iken

jH (t; s)j � " (x0 � t)(�+1) (s� y0)(�+1) (3.25)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

K fonksiyonu hx0 � �; x0; y0; y0 + �i üzerinde H (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes in-

tegrallenebilirdir ve aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r:

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dH (t; s)

Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygularsak

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

H (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0Z
x0��

H (t; y0 + �) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2;�

�

+

y0+�Z
y0

H (x0 � �; s) dsK
�q

(x0 � x� �)2 + (s� y)2;�
�

�H (x0 � �; y0 + �)K
�q

(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2;�
�

elde ederiz. Ard¬ndan ifadeyi (3:25) yard¬m¬ile aşa¼g¬daki gibi büyütürsek

� "

x0Z
x0��

y0+�Z
y0

(x0 � t)(�+1) (s� y0)(�+1)
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+"�(�+1)
x0Z
x0��

(x0 � t)(�+1)
����dtK �q(t� x)2 + (y0 � y + �)2;������

+"�(�+1)
y0+�Z
y0

(s� y0)(�+1)
����dsK �q(x0 � x+ �)2 + (s� y)2;������

+"�2(�+1)K

�q
(x0 � x� �)2 + (y0 � y + �)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4
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elde ederiz.

S¬ras¬yla i1; i2 ve i3 integrallerine k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

i1 integralini ele alal¬m. dK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmas¬göz önünde bu-

lundurarak k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

Bu durumda

i1 = �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)(�+1) (s� y0)(�+1)

+"�(�+1)
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2;�

�
d (x0 � t)(�+1)

�"�(�+1)
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � x� �)2 + (s� y)2;�

�
d (s� y0)(�+1)

+"�2(�+1)K

�q
(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde edilir.

i2 integralini ele alal¬m. hx0 � �; x0i aral¬¼g¬nda K fonksiyonu t de¼gi̧skenine göre

artan bir fonksiyondur. Yani

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 � y + �)2;�

�
� 0

sa¼glan¬r.

Buna göre i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

�"�(�+1)
x0Z
x0��

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d (x0 � t)(�+1)

elde ederiz.
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i3 integralini ele al¬rsak hy0; y0 + �i aral¬¼g¬nda K fonksiyonu s de¼gi̧skenine göre aza-

lan bir fonksiyondur. Yani

dsK

�q
(x0 � x+ �)2 + (s� y)2;�

�
� 0

sa¼glan¬r. Buna göre i3 integraline k¬smi integrasyon uygulad¬¼g¬m¬zda

i3 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 � � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"�(�+1)
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 � � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (s� y0)(�+1)

elde ederiz.

Bulduklar¬m¬z¬I123 (x; y; �) integralinde yerine yazarsak

I123 (x; y; �) � �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)(�+1) (s� y0)(�+1)

eşitsizli¼gini elde ederiz.

I124 (x; y; �) integrali benzer bir metodla hesaplayal¬m.

(3.23) eşitsizli¼gini göz önüne alarak

T (t; s) =

tZ
x0

sZ
y0

jf (u; v)� f (x0; y0)j dudv

şeklinde bir T (t; s) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. t� x0 � � ve s� y0 � � iken

jT (t; s)j � " (t� x0)�+1 (s� y0)�+1 (3.26)

eşitsizli¼gi (3.23) den sa¼glan¬r.

K fonksiyonu, hx0; x0 + �; y0; y0 + �i üzerinde T (t; s) fonksiyonuna göre Stieltjes in-
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tegrallenebilirdir ve

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

jf (t; s)� f (x0; y0)jK
�q

(t� x)2 + (s� y)2;�
�
dtds

= (S)

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dT (t; s) :

Burada Stieltjes integraline k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
dT (t; s)

=

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

T (t; s) dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�

�
x0+�Z
x0

T (t; y0 + �) dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�

�
y0+�Z
y0

T (x0 + �; s) dsK

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�

+T (x0 + �; y0 + �)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde edilir. Şimdi (3.26) göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

�
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

" (t� x0)�+1 (s� y0)�+1
����dK �q(t� x)2 + (s� y)2;������

+

x0+�Z
x0

"��+1 (t� x0)�+1
����dtK �q(t� x)2 + (y0 + � � y)2;������

+

y0+�Z
y0

"��+1 (s� y0)�+1
����dsK �q(x0 + � � x)2 + (s� y)2;������

+T (x0 + �; y0 + �)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
= i1 + i2 + i3 + i4

elde edilir.
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Burada elde edilen integrallere k¬smi integrasyon uygulayal¬m.

Öncelikle i1 integralini ele alal¬m. hx0; x0 + �; y0; y0 + �i kümesi üzerinde

dK

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
� 0

oldu¼gunu biliyoruz.

Bunu göz önüne alarak i1integraline k¬smi integral uygularsak

i1 =

x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

"K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)�+1 (s� y0)�+1

�"��+1
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d (t� x0)�+1

�"��+1
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (s� y0)�+1

+"�2(�+1)K

�q
(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
elde ederiz.

i2 integralini ele alal¬m.

dtK

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
� 0

olmak üzere i2 integraline k¬smi integrasyon uygularsak

i2 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"��+1
x0+�Z
x0

K

�q
(t� x)2 + (y0 + � � y)2;�

�
d (t� x0)�+1

elde ederiz.

i3 integrali için dsK
�q

(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�
�
� 0 olmak üzere k¬smi integrasyon
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uygularsak

i3 = �"�2(�+1)K
�q

(x0 + � � x)2 + (y0 + � � y)2;�
�

+"��+1
y0+�Z
y0

K

�q
(x0 + � � x)2 + (s� y)2;�

�
d (s� y0)�+1

elde ederiz.

i1; i2 ve i3 integralleri için elde etti¼gimiz sonuçlar¬düzenlersek

I124 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)(�+1) (s� y0)(�+1)

eşitsizli¼gine ulaş¬r¬z.

I121 (x; y; �) ; I122 (x; y; �), I123 (x; y; �) ve I124 (x; y; �) integralleri için elde etti¼gimiz

sonuçlar;

I121 (x; y; �) � "
x0Z
x0��

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)�+1 (y0 � s)�+1

I122 (x; y; �) � �"
x0+�Z
x0

y0Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)�+1 (y0 � s)�+1

I123 (x; y; �) � �"
x0Z
x0��

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (x0 � t)(�+1) (s� y0)(�+1)

I124 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0

y0+�Z
y0

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

�
d (t� x0)(�+1) (s� y0)(�+1)

şeklindedir.

Bu ifadeleri toplarsak yani I12 (x; y; �) integralinde yerine yazarsak

I12 (x; y; �) � "
x0+�Z
x0��

y0+�Z
y0��

K

�q
(t� x)2 + (s� y)2;�

� ���d (t� x0)(�+1) (s� y0)(�+1)���
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elde ederiz.

Hipotez gere¼gi eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifadenin s¬n¬rl¬ oldu¼gu noktalar kümesi

üzerinde yeteri kadar küçük bir " > 0 için

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I12 (x; y; �)! 0

olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Ayr¬ca

I1 (x; y; �) = I11 (x; y; �) + I12 (x; y; �)

oldu¼gundan

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I1 (x; y; �) = 0

olur.

Son olarak (b) şart¬n¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda

lim
(x;y;�)!(x0;y0;�0)

I2 (x; y; �) = 0

olur.

Tüm bunlar düzenlendi¼ginde

(x; y; �)! (x0; y0; �0) iken I1 (x; y; �) + I2 (x; y; �)! 0

bulunur.

Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s oldu.
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