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Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, literatiirde var olan bazi kiime, uzay, genellestirilmis kapali kiime kavramlarini
ele aldik. Ikinci bolimde ise, E. Hatir ve T. Noiri ( [15] ) tarafindan tanimlanan &-B-acik kiimeler
yardimiyla 6zellikle Agg-kiime kavramini tanimladik. Ardindan bu kiimenin ozelliklerini inceledik.
Ayrica E. Hatir ve T. Noiri ( [16] ) tarafindan verilen &f-T, uzay adli ayirrma aksiyomuna ait
Agp —kiimelerle ilgili karakterizasyonlarini verdik. Agg—kiime kavramiyla Agp-kapali kiime kavraminin da
tanimin1 verip bu yeni kiime c¢esidinin karakterizasyonlarimi elde ettik. Ilk defa N. Levine ( [17] )
tarafindan verilen Genellestirilmis kapali kiimeler kavrami literatiirde pek ¢ok yazar tarafindan
caligtlmistir. Burada 6-B-acik kiimeler yardimiyla 8pg-kapali kiime olarak adlandirdigimiz yeni bir
genellestirilmis  kapali kiime kavramim1 da tanmitip, bu kiimeye ait Ozellikleri inceledik.

Son olarak,

6-B-acik kiime kavrami yardimiyla, 8B-R, ve 8B-T., uzay kavramlarini tanimladik. Bu iki yeni
ayirma aksiyomunun karakterizasyonlarini ve ayrica var olan diger ayirma aksiyomlar: ile aralarindaki
iliskileri verdik.

Anahtar kelimeler: §-p-agik kiime, Azg-kiime, dBg-kapali kiime, 8p-R, uzay, 6p-T,, uzay.
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This study consist of two parts:
In the first part, we gave definitions of some sets, spaces also generalized closed sets that given

in literature.

In the second part, we defined Agg-set by using definition of 6p-open set which is defined by E.
Hatir and T. Noiri (15). At the same time using by 8p-T, space defined by E. Hatir and T. Noiri (16) we
gave the characterization of Asg-set. We gave definition and characterization of Agg-closed set by using
Asg-set. N. Levin (17) introdused the notions of generalized closed sets and lots of kind of generalized
closed set given in literature. In this paper also we introduce and investigate a new class of generalized
closed set called 8pg-closed set.

Finally,

We defined 8B-R, and 8p-T., space also we gave the characterization and the relation ship
between of this two separation axioms by using 8B-open set.

Keywords: p-open set, Asg-set, opg-closed set, 6B-R, space, of-T, space.
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GIRIS

Ik olarak 1986 yilinda H. Maki [19], A-kiime kavramini1 vermis ve bu kiimenin
sagladig1 ozellikleri incelemistir. Daha sonra H. Maki’ nin c¢alismalar1 {izerine 2002
yilinda M. Ganster ve arkadaslar1 [13], pre-A-kiime, 2004 yilinda E. Hatir ve T. Noiri
B-acik kiime [1] kavrami yardimiyla Agp-kiime [14], ve son olarak 2006 yilinda M.
Caldas ve arkadaslar1 [10], Ap-kiime kavramini vermis ve bu kiimelerin sagladig
ozellikleri incelemislerdir.

Bu calismada; &8B-agik kiime [15] kavrami yardimiyla, yukarida sayilan
calismalardan yararlanilarak, Asp-kiime kavramimi verdik ve bu kiimenin sagladig
ozellikleri inceledik. Ayrica bu kavramdan yararlanarak bazi zayif ayirma aksiyomlarini
tanimlayip bu ayirma aksiyomlariin karakterizasyonlari ve var olan diger ayirma

aksiyomlar1 ile aralarindaki iliskileri inceledik.



1. BOLUM

1.1. Topolojik Uzaylarda Bazi1 Genellestirilmis Kiimeler

Tamm 1.1.1. (X, 1) topolojik uzay, A << X olsun. Eger,
AcCl(Int(CI(A))) (srasiyla, AcInt(CI(A)),AcCl(Int(A)),
AciInt(ClI(Int(A))), AcCl(Int(A))UInt(CI(A))) ise, A kiimesine
B-acik kiime [1] ( sirastyla, pre agik ( on agik ) kiime [3], Semi acik ( yar1 agik ) kiime
[17], a-acik kiime [24], b-agik kiime [4] ) denir.

Bir B-agik kiimenin ( sirasiyla, pre agik kiimenin, semi agik kiimenin, a-agik
kiimenin, b-acik kiimenin ) tiimleyenine P-kapali ( sirasiyla, pre kapali ( 6n kapali ),
semi  kapali ( yarn kapali ), a-kapali, b-kapali ) kiime denir.

Tez boyunca tiim B-agik ( sirasiyla, pre agik, semi agik, a-agik, b-agik )
kiimelerin ailesini p(X) ( sirasiyla, PO(X), SO(X), a(X), BO(X) ) ile gosterecegiz.

Tanmm 1.1.2. (X, 7) topolojik uzay, A € X olsun. Eger, A=Int (ClI (A))
(A=CI (Int ( A)) ) ise, A kiimesine regiiler ( diizenli ) acgik kiime
(regiiler kapali kiime ) [28] denir.

Tanmm 1.1.3. (X, 1) topolojik uzay, A € X olsun. A kiimesinin kapsadigi X’ in
tim regiiler agik alt kiimelerinin birlesimine A kiimesinin 8-i¢i denir ve dInt (A) [30]
ile gosterilir. A = 8Int ( A ) oluyorsa, A kiimesine 8-agik kiime [30] denir. Bir 8-agik

kiimenin tiimleyenine 8-kapali kiime denir.

Tamm 1.1.4. (X, 7) topolojik uzay, A, B € X olsun. X € X noktasini alalim. X
noktasini igeren X’ deki her U regiiler agik kiimesi i¢in, A N U = ¢ oluyorsa, x
noktasina A kiimesinin d-kapanis noktasi1 denir. A kiimesinin tiim o-kapanis

noktalarinin kiimesine A’ nin 8-kapanisi denir ve 8Cl ( A ) [30] ile gosterilir.

Bagka bir ifadeyle, A kiimesinin 6-kapanisi,
CI(A)={xeX|ANInt(CI(B))# ¢, x€BveB et} [29] seklinde tanimlanir.
A = 08Cl ( A ) oluyorsa, A kiimesine o-kapali kiime [30] denir.

Ayrica, [ X—8Cl1 (A)]=dInt (X-A)ve[X-dInt (A)]=8ClI(X-A)

olur.

Lemma 1.1.1. [8] (X, 7) topolojik uzay, A, B, Aq < X (a € A) olsun. A, B, A,

kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir.



1. AC3CI(A),

2. ACB=3CI(A)cdCl(B),

3. 3CI(N{Aa€EA})cN{3CI(A,)|a€EA},
4. 3C1(U{A. a€A})=U{8CI(A,)|a€EA}.

Tamm 1.1.5. (X, 1) topolojik uzay A c X olsun. Eger, A € CI (Int (8C1 ( A)))
ise, A kiimesine dp-agik kiime [15] denir.

Tamm 1.1.6. (X, 1) topolojik uzay A ¢ X olsun. Eger, A c Int (6Cl (A ) )
(A c Cl(dInt (A))) ise, A kiimesine é—pre agik kiime [22] ( —semi agik kiime [25] )
denir.

Bir dp-acik ( swrasiyla, o—pre acik, 8-semi acik ) kiimenin tiimleyenine
op-kapali ( swrasiyla, o-pre kapali, &é-semi kapali ) kime denir.

Tez boyunca tiim &f-acik ( sirasiyla, 6—pre acik, d—semi agik ) kiimelerin
ailesini  op(X) (  swasiyla, oOPO(X), o6SO(X) ) ile  gosterecegiz.

E. Hatir ve T. Noiri ( [16] ) tarafindan yukaridaki kiimelerle ilgili asagidaki

sema verildi.

6-agck —» acikk — preagck—  §-pre agik

l l l |

d-semi agik ——» semi agik —— p-agtk ——  §-B-acik
Sema 1.1.1.

Tamm 1.1.7. (X, 7) topolojik uzay olsun. A € X alalim. A kiimesini kapsayan

X’ deki tim B-kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin B-kapanisi [14] denir ve
BCl ( A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.8. (X, 1) topolojik uzay olsun. A € X alalim. A kiimesini kapsayan

X’deki tim &f-kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin dp-kapanigt [15] denir ve
OpCl (A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.9. (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y € X ( X # y ) noktalar1
icin X € U, y &€ U olacak sekilde en az bir U € X (U € 1) alt kiimesi ve y € V, X € V

olacak sekilde en az bir V € X (V € 1) alt kiimesi varsa (X, T) uzayma T,- uzayi denir.



Tamm 1.1.10. (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y € X ( X # y ) noktalar1
icin X € U, y € U olacak sekilde en az bir U € X (U € B (X)) alt kiimesi ve y € V,
X & V olacak sekilde en az bir V € X (V € B (X)) alt kiimesi varsa (X, T) uzaymna B-T,
uzayi [2] denir.

Tammm 1.1.11. (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger X kiimesi ayrik iki B-agik
kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa (X, T) uzayma B-baglantili [5, 26] uzay

denir.

Tamm 1.1.12. (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger her X € X noktas1 ve X noktasini
igeren her U € T kiimesi i¢in ClI ( {x} ) € U oluyorsa, (X, t) uzayma Ry — uzay1 [11, 27]

denir.

Tamm 1.1.13. (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi bir U € B (X) kiimesi ve
x € U noktas1 i¢in BC1 ( {x} ) € U oluyorsa, (X, T) uzayina p-Ro uzay1 [14] denir.

Tamm 1.1.14. (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y € X ( X # y ) noktalari
icin X € U, y & U olacak sekilde en az bir U € X (U € ép (X)) alt kiimesi ve y € V,
X & V olacak sekilde en az bir V € X ( V € ép (X) ) alt kiimesi varsa (X, T) uzayina
Op-T,uzay1 [16] uzayi denir.

Tamm 1.1.15. I, : X — X fonksiyonu, her x € X noktasi igin, Ix = X seklinde

tanimlansin. I, fonksiyonuna birim ( 6zdeslik, idantik ) fonksiyon denir.

Tamm 1.1.16. (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger T topolojisindeki acik kiimelerin
herhangi arakesiti yine T topolojisinin elemani oluyorsa (X, T) uzayma Alexandroff
uzayr [7] denir.

Sema 1.1.1. deki tanmimlari kullanarak asagidaki semayr verelim.
Sema 1.1.1. deki kiimeler arasindaki gegis saglandigindan asagidaki uzaylar arasindaki

gecislerin ispat1 agiktir. Terslerinin dogru olmadigi [14]” de verildi.
T,-uzayt — B-T,uzay1 — opB-T, uzay1

Sema 1.1.2.



1.2. A-Kiimeler ve Baz1 Zayif A-Kiimeler

Bu kesimde oOncelikli olarak literatiirde yer alan sirasiyla, A, Ap, Agp, Ap
operatorlerinin tanimlarini ve bu operatorlerin bazi 6zelliklerini hatirladik. Ardindan
ilgili operatorleri kullanarak sirasiyla, A-kiime, pre-A-kiime, Asp-kiime, Ap-kiime
seklinde tanimlanan kavramlar1 ve bu kavramlar arasindaki bilinen karsilagtirmalar ele
almaktayiz.

Tamim 1.2.1. [21, 29] (X, T) topolojik uzay ve A c X olsun. A? alt kiimesi
AAM=N{U|Ac U, U € 1} seklinde tanimlanur.

Lemma 1.2.1. [19] (X, T) topolojik uzaymndaki A, B ve A, (a € A) alt kiimeleri
icin asagidaki ozellikler gegerlidir:

1. Ac AA,

2. AcB=Ac B

3. AM =AM
4, AeT=>A=AA
5. (U{Aa| a € ADNA=U{(Ax)* | €A},
6. (N{Aa|a € APDAecN{(Ax)* |a €A}

Uyan 1.2.1. [19] Asagidaki 6rnekte verildigi tizere, Lemma 1.2.1. (6)’ nin tersi,
genelde dogru degildir.

Ornek 1.2.1. [19] X ={a,b,c}ve t={¢, {a}, {b, c} X} olmak iizere,
(X, 1) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde A = { b } ve B = { ¢ } alt kiimeleri i¢in
(ANB)A=¢ve (A2 N BA)={b, c}elde edilir.

Literatiirde A operatorii yardimiyla tanimlanan A-kiime kavramini, Tanim 1.2.2.

ile ele alalim.

Tamim 1.2.2. [19] (X, T) topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A = A? ise, A

kiimesine A-kiime denir.

A-kiimeler ile ilgili o6zellikler, A-kiime kavramimi tanimlayan H. Maki [19]

tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

Lemma 1.2.2. [19] (X, 7) topolojik uzayindaki A ve A, (a0 € A) alt kiimeleri igin
asagidaki ozellikler gecerlidir:

1. ¢ ve X kiimeleri A-kiimedir.



2. Her a € A icin A, kiimesi A-kiime ise, Uy e o A, kiimesi A-kiimedir.

3. Her a € A i¢in A, kiimesi A-kiime ise, Ny e A Ag kiimesi A-kiimedir.

Tanim 1.2.1. de agik kiime yerine pre agik kiime alinarak Ganster ve ark. [13]

tarafindan tanimlanan A, operatdoriinii ele alalim.

Tamm 1.2.3. [13] (X, 1) topolojik uzay ve A < X olsun. Ap(A) alt kiimesi
Ap(A)=N{U|AcU,UEePO(X) } seklinde tanimlanr.

Simdi de Ganster ve ark. [13] tarafindan verilen Ap operatoriiniin bazi

Ozelliklerini hatirlayalim.

Lemma 1.2.3. [13] (X, T) topolojik uzayindaki A, B ve A, (a € A) alt kiimeleri
icin asagidaki ozellikler gecerlidir:

A c Ap(A),

A c B = Ay(A) c Ay(B),

Ap (Ap(A)) = Ap(A),

A € PO(X) = A = Ay(A),

Ap(U{Au| a €A}) = U {Ap(Ad) |a €A}
Ap(N{A, @ €A}) € N {Ap(As) [aEAY.

o o~ w noPE

Uyan 1.2.2. [13] Asagidaki ornekte gosterildigi gibi Lemma 1.2.3. (6)’nin tersi,
genelde dogru degildir.

Ornek 1.2.2. [13] X ={a, b,c}ve 7={¢, {a} X} olmak iizere,
(X, 7) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde A = { b } ve B = { ¢ } alt kiimeleri igin
Ap(A N B) = ¢ kiimedir. Fakat Ap(A) N Ap(B) = { a} elde edilir.

Literatiirde yer alan A, operatdriiniin tanimi ve bazi 6zelliklerinden sonra simdi

bu operatorii kullanarak verilen yeni bir kiime ¢esidini ele alalim.

Tamm 1.2.4. [13] (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A = Ay(A) ise, A
kiimesine pre-A-kiime denir.
H. Maki [19] tarafindan verilen A-kiime ile Ganster ve ark. [13] tarafindan

verilen pre-A-kiime kavramlar1 arasindaki iliski asagidaki sonugta verildi.

Sonug 1.2.1. [13] Her A-kiime, pre-A-kiimedir.



Ispat. Herhangi bir A alt kiimesini alalim. A, A-kiime oldugundan, A = A? ve
Tanim 1.2.1. geregince A € t olur. Her agik kiime, pre agik kiime oldugundan,

Lemma 1.2.3. (4) ve Tanim 1.2.4. geregince A kiimesi pre-A-kiimedir.

Pre acik kiimelerden daha zayif olan B-agik kiimeler kullanilarak Hatir ve Noiri

[14] tarafindan tanimlanan yeni bir A kiime kavramini ele alalim.

Tamm 1.2.5. [14] (X, 1) topolojik uzay ve A c X olsun. Asp(A) alt kiimesi
Asp(A)=N{U|Ac U, UEe B(X) } seklinde tanimlanur.

Asp operatorii yardimiyla tanimlanan Agp-kiime kavrami, asagidaki gibidir:

Tamm 1.2.6. [14] (X, ) topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A = Agp(A) ise, A

kiimesine Agp-kiime denir.

Simdi de Hatir ve Noiri [14] tarafindan verilen Ag, operatdriiniin bazi

ozelliklerini ele alalim.

Lemma 1.2.4. [14] (X, ) topolojik uzayindaki A ve A, (a € A) alt kiimeleri igin
asagidaki 6zellikler gecerlidir:

2. A€ BX) = A =Ag(A).
3. Her a € A igin, A, kiimesi Agp-kiime ise, ( Uq e p Aq ) kiimesi, Agp-kiimedir.

4. Her a € A igin, A, kiimesi Agp-kiime ise, ( Ny e Ag) kiimesi Agp-kiimedir.

Pre agik kiime kavramindan daha zayif, B-a¢ik kiime kavramindan daha kuvvetli
olan b-acik kiime kavrami igin, Caldas ve ark. [10] tarafindan verilen Ap operatorii,

Ap-kiime kavramlar1 asagidaki iki tanimdaki gibidir:

Tamm 1.2.7. [10] (X, 1) topolojik uzay ve A c X olsun. A% alt kiimesi
AM =N{U|A c U, UeBO(X) } seklinde tanimlanur.

Tamm 1.2.8. [10] (X, ) topolojik uzay ve A c X olsun. Eger A = A% ise, A

kiimesine Ap-kiime denir.

Simdi de Caldas ve ark. [10] tarafindan verilen Ap operatoriiniin bazi

ozelliklerini inceleyelim.



Lemma 1.2.5. [10] (X, T) topolojik uzaymndaki A, B ve A, (a € A) alt kiimeleri
icin asagidaki 6zellikler gecerlidir:

1. AcAM,

2. AcB=AMc BM,

3. (AM)Ab = Ahp,

4. (U{Aa| a € AN =U{(A0)? |a €A},
5. AEBO(X) = A =AM,

6. (N{Aa|a € A} cN{(Aa)* |a €A}



2. BOLUM

2.1. Asp-kiimeler

Sekil 1.1.1. de verildigi gibi B-acik kiime kavramindan daha zayif olan df-agik
kiime kavrami igin karsilik gelen A operatoriinii tanimlayarak, bu operatoriin bazi
ozelliklerini elde ettik. Ardindan Agsp operatorii olarak tanimladigimiz bu yeni A
operatoriinii kullanarak Aspg-kiime kavramini tanimladik. Ayrica, Asp-kiime kavraminin

sagladigi bazi 6zellikleri de elde etmekteyiz.

Tamm 2.1.1. (X, 7) topolojik uzay ve A < X olsun. Asp(A) alt kiimesi
Asp(A) =N{U|Ac U, UEedp(X) } seklinde tanimlanur.

Lemma 2.1.1. (X, 7) topolojik uzayindaki A, B ve A, (a € A) alt kiimeleri igin
asagidaki ozellikler gecerlidir:

A C Asp(A),

A C B = Ag(A) € Asy(B),

Asp (Asp(A)) = Asp(A),

A € 3B(X) =A = Agp(A),

Asp(U{Ac| 0 €4}) =U { Asp(As) [0 EA},
Asp(M{Aq|a €A}) N {Asp(Ag) |0 EA}.

o o~ w n e

Ispat. (1) A c U olacak sekilde, U dp-acik kiimesini alalim. A kiimesini
kapsayan tiim 8p-acik kiimeler i¢in A < 1 U olur. Tanim 2.1.1. geregince A € Asp(A)

elde edilir.

(2) A c B olsun. Olmayana ergi yonteminden, X € Asp(B) olacak sekilde bir X
noktasini alalim. O halde Tanim 2.1.1. geregince X ¢ V olacak sekilde en az bir
Ve X) (B cV)vardir. Ac Vvex &NV oldugundan, X & Asp(A) elde edilir.
Dolayistyla, Asp(A) € Asp(B) olur.

(3) Tanim 2.1.1. geregince Asp(A) = N{ U | A c U, U € 4p(X) }.
Ap(NU)=N{V|NU cV,V € spX) }. Ayrica, NU c U ve U € 6p(X) oldugundan,
NV = NU olur. Dolayistyla, Asp ( Asp(A) ) = Asp(A) elde edilir.

(4) Tanim 2.1.1. geregince Asp(A) = N{ U | A c U, U € 3p(X) }. A € op(X)
oldugundan, NU = A olur. Dolayistyla, A = Ass(A) elde edilir.
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(5) Her a € A icin (2) geregince Asp(As) © Asp( UgeaAq ) gegerlidir.
Dolayisiyla, Uqen Asg(Ao) © Asp ( UaenBq) elde edilir.

Tersine, X € UqcaAsg(Ag) Kabul edelim. Her a € A icin X & Asp(Ay) olur, oyle
ki A, € U, ve X & U, olacak sekilde en az bir U, € op(X) kiimesi vardir.
UgeaAa € UgeaUqg Ve (UgenUq ) € 0B(X) oldugundan, X & ( UgeaUq ) Olur.
Asp(UaeaBa) = MUaeaUal UnenBAa © UaenUai UaeaUa€ 8B(X) } oldugundan,
X & Asp (UaenAq) olur. Buise, Asp(UgenAa) € UgenAsp(Ag) oldugunu gosterir.
Dolayistyla, Asp ( U{Aq| @ € A}) = U { Asp(As) | @ € A }Olur.

(6) x € N { Asp(As) | @ € A } oldugunu kabul edelim. X & Asp(A,,) oOlacak
sekilde en az bir @ € A ve en az bir U € 8p(X) kiimesi vardir, dyle ki X € U ve A, c U
olur. N Ag € Ag,c U ve x & U oldugundan, X & Asp ( N{As | @ € A} ) olur. O halde
Asp( N{AL | a €A}) € N { Asp(As) | @ € A } elde edilir.

Uyan 2.1.1. Asagidaki ornekte verildigi lizere Lemma 2.1.1. (6)’ nin tersi,
genelde dogru degildir.

Ornek 2.1.1. ( R, U ) uzay1 R ( Reel sayilar ) kiimesinin alisilmis topolojisi
olmak iizere, A = Q ( Rasyonel sayilar ) ve B= (R — Q) ( Irrasyonel sayilar ) alt
kiimeleri i¢in Asp (A N B) = ¢ kiimedir. Fakat Asp (A) N Asp( B) = R elde edilir.

Tamm 2.1.2. (X, 7) topolojik uzay ve A © X olsun. Eger A = Azp(A) ise, A

kiimesine Asg-kiime denir.

Lemma 2.1.2. (X, 1) topolojik uzayindaki A ve A, (@ € A ) alt kiimeleri igin
asagidaki 6zellikler gecerlidir:

1. ¢ ve X kiimeleri Asp-kiimedir.

2. Asp(A), Asp-kiimedir.

3. A e dp(X) ise, A kiimesi Asp-kiimedir.

4. Her a € A igin A, kiimesi Agg-kiime ise, Ugq e o A kiimesi Asg-kiimedir.

5. Her a € A igin A, kiimesi Agg-kiime ise, Mg e p Aq klimesi Asg-kiimedir.
Ispat. (1) ¢, X € 3p(X) oldugundan, ispat agiktir.

(2) Asp (Asp(A) ) = Asp(A) oldugundan, Tanim 2.1.2. geregince Azp(A) kiimesi
Aaﬁ-kﬁmedir.
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(3) A € 8p(X) olsun. Lemma 2.1.1. (4) geregince A = Asp(A) elde edilir.

Dolayisiyla, tanim geregince A kiimesi Asg-kiimedir.

(4) Her a € A i¢in A, kiimesi Asp-kiime olsun. Lemma 2.1.1. (5) geregince
Asg (UfAs | a € A} ) = U { Asp(Ay) | @ € A } vardir. Asg(Ay) = A, oldugundan,
Asp(UaenAa) = UgenAq elde edilir. Dolayisiyla, Ug e o A kiimesi Agp-kiimedir.

(5) Her a € A i¢in A, kiimesi Asp-kiime olsun. Lemma 2.1.1. (1) geregince
NaecaAa € Asp(NgenAq) vardir. Asp(Ag) = Ag oldugundan, esitligin her iki tarafindan
kesisim islemi alirsak N Asp (Aq) = N A, olur. Lemma 2.1.1. (6) geregince
Asp( NAL) € NA,olur. Dolayistyla, Ny e p A kiimesi Azg-kiimedir.

Asp-kiimelerin olusturdugu aile T%%% olmak iizere, bu ailenin Alexandroff [7]

tarafindan verilen Alexandroff uzay1 oldugunu asagidaki teoremde verdik.

Teorem 2.1.1. (X, 1) topolojik uzay1 igin 2% = { A | A, (X, 1)’ da Asp-kiime }

alirsak ( X, T4 ) uzay1 bir Alexandroff uzaydir.

Ispat. ¢ ve X kiimeleri Asp-kiime, Lemma 2.1.2. geregince Asp-kiimelerin
herhangi birlesimi ve herhangi arakesiti yine Asp-kiime oldugundan, ( X, T4 ) uzay:

bir Alexandroff uzaydir.

Literatiirde &f-acik kiimelerle ilgili bir ayirma aksiyomu olan 6f-T, uzay
kavramin1 Tanim 1.1.14. de hatirlamistik. Simdi 8B-T, uzaymnin Ajpg-kiime ve dp-kapali

kiimelerle ilgili karakterizasyonlarini verelim.
Onerme 2.1.1. (X, 7) topolojik uzayi i¢in asagidaki 6zellikler denktir:

1. (X, 1), 0B-T, uzayidir.
2. V x € X igin {x}, Asp-kiimedir.
3. V x € X i¢in {x}, df-kapalidur.

Ispat. (1) = (2) x € X noktasini alalim. X noktasindan farkli herhangi bir y
noktasi i¢in Tanim 1.1.14. geregince X € U, y & U olacak sekilde en az bir U € X
(U e oB(X) ) kiimesi vardir. Asg({X}) = NU oldugundan, y & Asp({x}) elde edilir.
Buradan Asp({x}) < {x} olur. Lemma 2.1.1. geregince {X} < Asp({X}) oldugundan,
{x} = Asp({x}) esitligi elde edilir.
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(2) = (3) x € X noktasinm1 alalim. Herhangi bir y € X — {x} i¢in (2) geregince
{y} = Asp({y}) olur. Tanim 2.1.1. geregince X & Uy , y € Uy, olacak sekilde en az bir
U, € OB(X) kiimesi vardir. Boylece y € U, < ( X - {x} ) ve
(X-{x})= Uye(x-x) Uy bulunur. 8p-acik kiimelerin herhangi birlesimi yine df-agik
kiime [16] oldugundan, {x} kiimesi bir 6p-kapali kiime olur.

(3) = (1) X’ deki herhangi fakli X, y noktalar1 igin {Xx} ve {y} kiimeleri
op-kapal1 kiimeler olsun. O halde (X, T) uzaymnin 8B-T, uzay1 oldugu agiktir.

B-acik kiimelerle ilgili tanimlanan fonksiyon ¢esitlerinden, Nasef ve ark. [23]
tarafindan verilen strongly-B-irresolute fonksiyon kavramini asagidaki tanimda ele

aldik.

Tamm 2.1.3. [23] (X, 1) Ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f : (X, t) — (Y, o) bir
fonksiyon olsun. Eger, (Y, o) uzayindaki her V € B(Y) icin f~1 (V) e 1 oluyorsa, f

fonksiyonuna strongly-p-irresolute fonksiyon denir.

Topolojinin 6nemli konularindan biri olan baglantililik kavrami, Hatir ve Noiri
[16] tarafindan &f-acik kiimeler araciligiyla asagidaki gibi yeni bir baglantililik ¢esidine

donistiirilmiistir.

Tamm 2.1.4. [16] (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger X kiimesi ayrik iki dp-acik

kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa, (X, T) uzayma dp-baglantili uzay denir.

Tanim 2.1.3. deki B-agik kiime yerine 8f-agik kiime alarak asagidaki tanimi

verelim.

Tanmm 2.1.4. (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f : (X, ) — (Y, o) bir
fonksiyon olsun. Eger, (Y, o) uzayindaki her V € 8p(Y) icin f~1 (V) € 7 oluyorsa, f

fonksiyonuna strongly-op-irresolute fonksiyon denir.

Simdi (X, Tt) topolojik wuzayr verildiginde Asg-kiimeler araciligiyla
Teorem 2.1.1. deki gibi tanimlanan T3 ailesinin olusturdugu ( X, T ) Alexandroff

uzay1 ve (X, T) topolojik uzayi ile ilgili baz1 6zellikleri ele alalim.

Teorem 2.1.2. (X, 7) ve ( X, T8 ) topolojik uzaylari icin asagidaki dzellikler
gecerlidir:
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1. (X, 1) uzaymin &B-T, uzay! olmasi igin gerek ve yeter sart ( X, 7498 )
uzayinin ayrik uzay olmasidir.

2.1d, @ (X, T ) — (X, 1) birim fonksiyonu strongly-dp—irresolute
fonksiyonudur.

3. (X, T8 ) uzay1 baglantili uzay ise, (X, T) uzay1 6p-baglantili uzaydir.

Ispat. (1) = (X, 7) uzay1 8p-T, uzay1 olsun. Herhangi bir x € X noktasini alalim.
Onerme 2.1.1. geregince {X}, Asp-kiime ve {x} € t4 olur. X’ in herhangi bir A alt
kiimesi i¢in Lemma 2.1.2. geregince A € t4% elde edilir. Bu ise, ( X, 74 )
uzayinin ayrik uzay oldugunu gosterir.

& Her x € X noktast icin, {x} € 4% ve {X} kiimesi Asp-kiime olsun.

Onerme 2.1.1. geregince (X, T) uzay1 8f-T, uzayidir.

(2) V kiimesi (X, 1) uzayinda herhangi bir p-agik kiime olsun. Lemma 2.1.2.
geregince (Id,)~! (V) = V e t4% oldugundan, Id, fonksiyonu strongly-dp-irresolute

fonksiyonudur.

(3) (X,1) uzaymin o&f-baglantili uzay olmadigin1 kabul edelim. O halde
Vi1 U V2 = XveViNV; = ¢ olacak sekilde (X, T) uzayinda bostan farkli Vi, V; seklinde
iki dp-acik kiimesi vardir. Dolayisiyla, (Id,)~1(V1), (Id,)~1(V>) kiimeleri ( X, 448 )
uzayinda acik kiimelerdir. (Id,)"1(V1) U (Id,) (Vo)) = Vi U V, = X ve
(Id,)"Y(V1) N (Id,)"1(V2) = ViN V2 = ¢ olur. Bu ise, ( X, T4 ) uzaymin baglantili

olmadigini gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
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2.2. Asp -kapah Kiimeler
A-kiime ve kapali kiime yardimiyla [6]’ da tanimlanan A-kapali kiime kavrami
da literatiirde 6nemli yer tutmaktadir. Simdi, Arenas ve ark. [6] tarafindan verilen bu

kiimenin tanimint verip 6zelliklerini inceleyelim.

Tamm 2.2.1. [6] (X, 1) topolojik uzay: ile herhangi bir A € X alt kiimesini
alalim. Eger L, A-kiimesi ve F, kapali kiimesi i¢cin A = L [ F oluyorsa, A kiimesine
A-kiime ( ya da A-kapali kiime ) denir. Bir A-kapali kiimenin tiimleyenine A-agik kiime

denir.

Lemma 2.2.1. [6] (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi bir A < X alt kiimesi
icin agagidaki 6zellikler esdegerdir:

1. A kiimesi A-kapal1 kiimedir.
2. L kiimesi A-kiime olmak tizere, A = L N CI(A) esitligi vardir.
3. A= AN CI(A).

Lemma 2.2.2. [9] (X, 1) topolojik uzay olsun. A, ( & € A ) alt kiimeleri igin
asagidaki ozellikler gecerlidir:

1. Her @ € A i¢cin A, kiimesi A-kapali kiime ise, NgepAq kiimesi A-kapali
kiimedir.

2. Her a € A igin A, kiimesi A-agik kiime ise, Uy ¢ p A kiimesi A-agik kiimedir.

Simdi, Tanim 2.2.1. de yer alan A-kiime kavramindan daha zayif Asg-kiime
kavrami ve kapali kiime kavramindan daha zayif &-kapali kiime kavrami kullanilarak

Asg-kapali kiime olarak adlandirdigimiz yeni bir A-kapali kiime ¢esidini verelim.

Tanmm 2.2.2. (X, ) topolojik uzayi ile herhangi bir A € X alt kiimesini alalim.
Eger L, Asp-kiimesi ve F, d-kapali kiimesi icin A = L 1 F oluyorsa, A kiimesine
Asp-kapali kiime denir.

Sonug 2.2.1. Her Asp.kiime ve her 8-kapal1 kiime Asp-kapali kiimedir.
Ispat. Tanim 2.2.2. den agiktir.

Simdi de Asp-kapali kiime kavraminin karakterizasyonlarini verelim.
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Onerme 2.2.1. (X, 7) topolojik uzay olsun. Herhangi bir A € X alt kiimesi i¢in

asagidaki ozellikler esdegerdir:

1. A kiimesi Asg-kapali kiimedir.
2. L kiimesi Asp-kiime olmak iizere, A = L N 6CI(A) esitligi vardir.
3. A=As(A) N 8CIA).

Ispat. 1) = (2) A kiimesi Asp-kapali kiime olsun. O halde Tanim 2.2.2.
geregince L, Aspkiime ve F, 8-kapali kiime olacak sekilde A kiimesi, A =L N F
seklinde yazilir. A < F oldugundan, oCl(A) < oCI(F) = F wve
A cL NodClA) c L N F = A olur. Boylece L, Asp-kiime olmak iizere,
A =L N 3CI(A) esitligi elde edilir.

(2) = (3) L kiimesi Asp-kiime olmak iizere, A = L N 8CI(A) olsun. A € L
oldugundan, A5B(A) C Aap(l_) = L ve A c A;‘,';(A) c L olur.
A c Asp(A) N OCI(A) € L N 6CI(A) = A. Boylece A = Asp(A) N dCI(A) elde edilir.

(3) = (1) A = As(A) N 8CI(A) esitligi gecerli olsun. Agg(A) kiimesi, bir
Asp-kiime ve 8CI(A) kiimesi, bir 8-kapali kiime oldugundan, Tanim 2.2.2. geregince A

kiimesi, Asp-kapali kiimedir.

Tanimm 2.2.2. de verilen Agspkapali kiime kavram ile ilgili olarak; akla gelen
" Herhangi kesisim islemine gore Aspkapali kiimeler ailesi kapali midir ? " seklindeki

soruyu asagidaki onermede cevaplayalim.

Onerme 2.2.2. (X, 1) topolojik uzay olsun. A, (@ € A) alt kiimesini alalim. Her
a € A icin, eger A, € X alt kilmesi Aspg.kapali kiime ise, N{A, | @ € A} kiimesi
Agsg-kapal1 kiimedir.

Ispat. Her a € A igin, A, € X kiimesinin Aspkapali kiime oldugunu kabul
edelim. O halde her a € A i¢in, A, = L, N F, olacak sekilde bir L, , Asp-kiimesi ile bir
Fe , oO-kapali kiimesi vardir. Dolayisiyla Ngepda = NeeallaNFq) Ve
Naerla = (Ngeale) N (NgeaFq) esitligi gecerlidir. Lemma 2.1.2. geregince
N ea Ly, Aspkiimedir. Ayrica, Ngea Fq kiimesi 6-kapali kiime oldugundan, Ngepdq
kiimesi Tanim 2.2.2. geregince Aspkapali kiime  olur.

Literatiirde topolojik uzaylardaki genellestirilmis kapali kiimeler de 6nemli yer

tutmaktadir. Simdi bunlardan ikisini ele alalim.
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Tamm 2.2.3. [18] (X, 7) topolojik uzay olsun. A c X alt kiimesi i¢in A € U ve
U € tiken Cl ( A) c U oluyorsa, A kiimesine g-kapali kiime denir.

Tamim 2.2.4. [14] (X, 7) topolojik uzay olsun. A < X alt kiimesi i¢in, A € U ve
U, B-acik kiime iken CI ( A) € U oluyorsa, A kiimesine B-g-kapali kiime denir.

N. Levin [18] tarafindan verilen g-kapali kiime kavrami ile ilgili olarak
Ty, - uzay1 seklinde adlandirilan yeni bir ayirma aksiyomu asagidaki gibi Dunham [12]

tarafindan verilmistir.

Tamm 2.2.5. [12] (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger X’ in her g-kapal1 alt kiimesi
kapal1 kiime oluyorsa, bagka bir ifadeyle X’ in tek noktadan olusan her alt kiimesi agik

kiime ya da kapali kiime oluyorsa, (X, T) uzayina T, - uzay1 denir.

Tanim 2.2.5. in B-agik kiimeler i¢in karsiligi ise, Hatir ve Noiri [14] tarafindan

asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.2.6. [14] (X, 1) topolojik uzay olsun. Eger X’ in her B-g-kapali alt
kiimesi kapali kiime oluyorsa, (X, T) uzaymna B-Tyuzayr denir.

Tanim 2.2.4. de yer alan B-acik kiime kavramindan daha zayif 8p-acik kiime
kavram1 ve kapanis yerine &-kapanig kullanilarak opg-kapali kiime olarak

adlandirdigimiz yeni bir genellestirilmis kapali kiime ¢esidini verelim.

Tanim 2.2.8. (X, 7) topolojik uzay, A € X olsun. A € U ve U € 4p(X) iken
dCI(A) c U oluyorsa, A kiimesine dpg-kapali kiime denir.

Regiiler kapali kiimenin dpg-kapali kiime kavrami ile ilgili bir

karakterizasyonunu asagidaki gibi elde ettik.

Onerme 2.2.3. (X, 1) topolojik uzay, A € X olsun. A kiimesinin dpg-kapali
kiime ve dB-ac¢ik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin regiiler kapali kiime

olmasidir.

Ispat. = A kiimesi dpg-kapali kiime oldugundan, A € U ve U e 3p(X) iken
dCI(A) c U olur. Hipotez geregince A kiimesi dp-acik kiime oldugundan 6zel olarak U
yerine A alirsak dCI(A) € A ve A kiimesi §-kapali kiime olur. Dolayisiyla, dCI(A) = A
oldugundan, Cl (Int (8Cl1(A)))=Cl(Int (A)) c Cl (A) € 6CI(A) olur. Buradan
Cl( Int ( 8Cl (A) ) ) < 6CI(A) elde edilir. A kiimesi op-acik kiime ve 6CI(A) = A
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oldugundan, 8Cl(A) < CI ( Int ( 8Cl ( A ) ) ) elde edilir. O halde
dCI(A) = Cl ( Int ( 6CI(A) ) ) olur. 8CI(A) = A oldugundan, A = CI ( Int (A) ) olur.
Bu ise, A  kiimesinin  regiiler = kapali kiime  oldugunu  gdsterir

<= A kiimesi regiiler kapali kiime olsun. O halde A kiimesi dpg-kapali kiimedir.
Diger taraftan A=CIl (Int (A))c ClI(Int(CI(A)))cClI(Int(8Cl1(A)))
oldugundan, A kiimesi dp-acik kiimedir.

Simdi ise, d6pg-kapali kiimenin Agsp operatdrii ile ilgili karakterizasyonunu

asagidaki 6nermede verelim.

Onerme 2.2.4. (X, ) topolojik uzayi ile herhangi bir A € X alt kiimesi verilsin.
A kiimesinin ofg-kapali kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart 8Cl (A) € Asp(A)

olmasidir.

Ispat. = A kiimesi dpg-kapali kiime olsun. O halde, Tamim 2.2.7. geregince
A c U olmak tizere, herhangi bir U € 8f(X) i¢in 8Cl ( A ) ¢ U ve dolayisiyla,
oCl (A )c n { U] A c U U e opX) } = Asp(A) elde edilir.

< A c U olmak iizere, herhangi bir U € 4p(X) kiimesini alalim.
0Cl (A) c Asp(A) € U oldugundan, A kiimesi dpg-kapali kiimedir.

Ayrica, dpg-kapali kiimenin 8p-kapali kiimelerle ilgili karakterizasyonunu da

asagidaki gibi elde ettik.

Onerme 2.2.5. (X, 7) topolojik uzayi ile herhangi bir A € X alt kiimesi verilsin.
A kiimesinin dfg-kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter sart [ 6Cl1 ( A ) — A ]

kiimesinin bostan farkli hi¢bir dp-kapali kiime icermemesidir.

Ispat. = A kiimesi dPg-kapali kiime olsun. Olmayana ergi yonteminden
Fc[oCl (A)— A] olacak sekilde bostan farkli bir F, dp-kapali kiimesinin var
oldugunu kabul edelim. F € [ 8Cl1 (A ) - A] € ( X - A) oldugundan, tiimleme islemi
ile ( X — F) kiimesi dp-acgik kiime olmak tizere, A € ( X — F ) elde edilir. A kiimesi
dpg-kapali kiime oldugundan, Tanim 2.2.7. geregince 6Cl1 ( A) € ( X — F ) ve
dolayisiyla, F <« ( X — oCl ( A ) ) olur. A kimesi opg-kapal
kiime oldugundan, F kiimesi bos kiimedir.

& Herhangi bir U € o&p(X) kimesi icin A < U olsun.
CI(A)N(X-U)cdCI(A)N(X-A)=[0Cl(A)-A]olur. Hipotez geregince
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[ 6C1 ( A ) — A ] kiimesi bostan farkli higbir 8f-kapali kiime igermediginden,
6CI (A)N (X -U) = ¢ ve dolayisiyla, dCl ( A ) € U olur. O halde Tanim 2.2.7.
geregince A kiimesi dpg-kapali kiimedir.
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2.3. Baz1 Zayif Ayirma Aksiyomlari

Bu kesimde, oncelikle of-acik kiimeler icin sirasiyla 6B-Ty, ve oB-Ro uzaylar
olarak adlandirdigimiz iki yeni ayirma aksiyomunu tanim kriterleri ile tanittik. Ardindan

op-T, uzayr kavraminin Asg-kiime ile ilgili 6zelliklerini elde ettik.
Tamm 2.3.1. (X, 1) topolojik uzay olsun.

1. (X, 1) uzaymin 8B-Ty uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her opg-kapali
kiimenin &-kapali kiime olmasidir.
2. (X, 1) uzaymin 6B-Rg uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

U € op(X) ve x € U i¢in, 6Cl ({x} ) € U olmasidir.
Op-Ty, uzaymin 6f-kapali kiimeler ile ilgili bir karakterizasyonunu verelim

Teorem 2.3.1. (X, T) uzaymin 6p-T, uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart X’ in

tek noktadan olusan her bir alt kiimesinin 8-agik kiime ya da dp-kapali kiime olmasidir.

Ispat. = x € X noktasim alalim. {X} kiimesinin 8p-kapali kiime olmadigini
kabul edelim. O halde ( X — {x} ) kiimesi 8f-acik kiime degildir ve ( X — {x} ) kiimesi
opg-kapali kiimedir. (X, T) uzay1 6f-Ty, uzay1 oldugundan, ( X — {x} ) kiimesi d8-kapali
kiime ve {x} kiimesi (X, t) uzayinda §-acik kiimedir.

< A kiimesinin dfg-kapali kiime oldugunu kabul edelim. 6C1 ( A ) € A
oldugunu gostermeliyiz. X € Cl ( A ) olsun. {x} kiimesi ya 8-a¢ik kiime ya da ép-kapali

kiimedir.

(i) {x}, 6-acik kiime ise, x € 8Cl1 ( A ) oldugundan, Int (Cl ({x})) N A = ¢ ve

X € A olur.

(ii) {x}, 8p-kapal1 kiime ise, Onerme 2.2.5. geregince [ 8CI ( A ) — A ] kiimesi
bostan farkli higbir 8f-kapali kiime i¢ermez. Boylece, X & [ 8Cl ( A ) — A ] fakat,
X € 8CI ( A) olur. O halde x € A bulunur. Sonugta (i) ve (ii) geregince 8Cl1 (A ) c A

elde edilir. Bu ise, A kiimesinin 8-kapali kiime oldugunu gosterir.

Ayirma aksiyomlar1 topolojik uzaylar iizerinde tanimlandigi icin asagidaki

teoremin varlig asikardir.

Teorem 2.3.2. Her topolojik uzay 8f-T;, uzayidir.
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Ispat. (X, ), topolojik uzay olsun ve x € X noktasini alalim. Eger {X} kiimesi
6-acik kiime degilse, dInt ( {x} ) = ¢ oldugundan, {X} kiimesi 8f-kapali kiimedir.
Boylece, Teorem 2.3.1. geregince (X, 1) uzay1 6f-T, uzayidir.

Sonug 2.3.1. Teorem 2.3.2. geregince her o6p-T, uzaymnin 6f-Ty, uzayr oldugu
agiktir.

Simdi, Tanim 2.3.1. (2)’ de tamimlanan 6f-Ro uzaymnin Asg operatorii ile ilgili

elde ettigimiz baz1 karakterizasyonlarini verelim.
Teorem 2.3.3. (X, 1) topolojik uzay1 i¢in, asagidaki 6zellikler esdegerdir:

1. (X, 1) uzay1 dp-Ro uzayidir.
2. Her x € X noktast i¢in, 0Cl ( {x} ) = Asp({X}) esitligi gegerlidir.
3. Her x € X i¢gin, 8Cl1 ( {x} ) € Asp({x}) bagntis1 gegerlidir.

Ispat. (1) = (2) x € X noktasin1 ve X’ i igeren herhangi bir V € dp(X) kiimesini
alalim. (X, t) uzay1 6p-Ro uzay1 oldugundan, Tanim 2.3.1. geregince opCl ( {x} ) c V
ve dolayisiyla, 8BCI ( {x} ) € Asp({x}) olur. y € Asp({X}) oldugunu kabul edelim.
X noktasini igeren her V of-acik kiimesi i¢cin y € V ve X € dpCl ( {y} ) olur. Diger
taraftan y & SBCl ( {x} ) oldugunu varsayalim. O halde y € G ve X € G olacak sekilde
en az bir G € 8p(X) kiimesi vardir. (X, T) uzay1 8f-Ro uzay oldugundan Tanim 2.3.1.
geregince ofCl ( {y} ) € G ve x & 3pCl ( {y} ) olur. Bdylece, Asp({X}) € 6pCl ( {x} )
elde edilir. Sonug olarak, 8BCl ( {x} ) = Asp({x}) bulunur.

(2) = (3) ispatr agiktir.

(3) = (1) V € 8B(X) ve x € V alalim. O halde Asp({X}) € V bagintis1 gecerlidir.
Ayrica (3) geregince x € dpCl ( {x} ) € Asp({X}) oldugundan, dpCl ( {x} ) € V olur. Bu

ise, (X, 1) uzayinin 8p-Rguzay1 oldugunu gosterir.
Simdi, olduke¢a kullanigli olan asagidaki lemmay1 ele elalim.

Lemma 2.3.1. [20] Herhangi bir (X, t) topolojik uzay1 i¢in, X kiimesinin tek
noktadan olusan her bir alt kiimesi ya pre agik kiime ya da pre kapali kiimedir.
Tanim 1.1.14. de verilen &B-T, uzaymin Agg-kiimeler ile ilgili

karakterizasyonlarini asagidaki teoremde verelim.

Teorem 2.3.4. (X, 1) topolojik uzay1 i¢in asagidaki 6zellikler esdegerdir:
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1. (X, T) uzay1 6p-T, uzayidir.

2. X uzayimndaki her alt kiime, Asg-kiimedir.

3. Xuzayindaki her Asg-kapali kiime, Asp-kiimedir.
4. X uzayndaki her pre kapali kiime, Asp-kiimedir.

Ispat. (1) = (2) A kiimesi X’ in herhangi bir alt kiimesi olsun. Her X € A igin
Onerme 2.1.1. geregince {X} kiimesi Asp-kiimedir. Lemma 2.1.2. geregince A kiimesi

Asﬂ-kﬁmedir.

(2) = (3) Hipotez geregince X uzayindaki her alt kiime, Asp-kiime oldugundan,
her Asp-kapali kiime, Asp-kiimedir.

(3) = (4) Ispatr agiktir.

(4) = (1) Herhangi bir x € X noktasin1 alalim. Lemma 2.3.1. geregince iki

durum vardar:
(i) Eger {x} kiimesi pre kapali kiime ise,

DG ClI(Int({x}))oInt(Cl(Int({x}))) > Int(Cl(dInt ({x}))) ve
Int ( Cl ( 8Int ({x} ) )) < {x} oldugundan, {x} kiimesi df-kapal1 kiimedir.

(i) Eger {x} kiimesi pre agik kiime ise,

X — {x} kiimesi Asg-kime ve X - {x} =N {V | X - {x} €V, V € 4p(X) } olur.
Boylece bazi1 Vo € 8B(X) i¢in, {X} € (X — Vo) c U( X — V) c {x} olur. Bu ise,
{x} = (X — Vy) kiimesinin 8f-kapal1 kiime oldugunu gosterir. Onerme 2.1.1. geregince
(X, 1) uzayr OB-T, uzayidir.

Tanim 1.1.14. de verilen 8f-T, uzay: ile Tanim 2.3.1. de verilen 8p-Ro uzayi

kavramlarinin gakisik oldugunu verelim.

Teorem 2.3.5. (X, T) uzaymin 98B-T, uzayr olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

(X, 1) uzayinin 6p-Ro uzay1 olmasidir

Ispat. = (X, 1) uzay1 8p-T, uzay1 olsun. Herhangi bir U, 8p-acik kiimesi ve
X € U noktast igin, Onerme 2.1.1. geregince 8pCl ( {x} ) = {x} < U olur.
Boylece, (X, T) uzay1 6f-Ro uzayidir.

< Lemma 2.3.1. geregince her bir x € X noktasi i¢in, {X} kiimesi pre agik kiime

ya da prek apali kiimedir. X noktasindan farkli y € X noktasi alinsin.
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(1) {x} kiimesi pre agik kiime ise, {x} € 0p(X) ve y & {x} olur.

(i) {x} kiimesi pre kapali kiime ise, y € ( X = {X} ) [ ( X = {x} ) € 6p(X) ]
oldugundan, opCl ( {y} ) € ( X — {x} ) ve x € ( X — OBCl ( {y} ) )
[(X—0BCl({y})) €dp(X)]olur.y & (X —90pCl({y})) oldugundan, (i) ve (ii)
geregince X € U ve y € U olacak sekilde en az bir U € 8p(X) kiimesi vardir. Ayni
sekilde y € V ve x &€ V olacak sekilde en az bir V € oB(X) kiimesi vardir.
Boylece, (X, T) uzay1 6p-T, uzayidir.

op-Ro ve Op-Ty, uzaylarmin literatiirde var olan diger uzaylarla iligkilerini,
asagidaki semada verdik. Dikkat edilirse; bu sema, Sema 1.1.2. nin daha da genisletilen
halidir. Ayrica; bu semada yer alan B-T, uzay1 ile B-Ty, uzay1 arasindaki iliskinin ispati

ve B-T,uzay1 ile B-Ro uzaymin ¢akigik oldugu [14]* de verildi.

B-Tyuzay: op-Ty,uzay

T,-uzayt ——> B-T, (= B-Ro) uzayt ——— 6p-T, (= 6p-Ro) uzayi

Sema 2.1.1.
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