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             Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır: 

              Birinci bölümde, literatürde var olan bazı küme, uzay, genelleştirilmiş kapalı küme kavramlarını 

ele aldık. İkinci bölümde ise, E. Hatır ve T. Noiri ( [15] ) tarafından tanımlanan 𝛿-β-açık kümeler 

yardımıyla özellikle Λδβ-küme kavramını tanımladık. Ardından bu kümenin özelliklerini inceledik. 

Ayrıca E. Hatır ve T. Noiri ( [16] ) tarafından verilen δβ-T₁ uzay adlı ayırma aksiyomuna ait 

Λδβ –kümelerle ilgili karakterizasyonlarını verdik. Λδβ–küme kavramıyla Λδβ-kapalı küme kavramının da 

tanımını verip bu yeni küme çeşidinin karakterizasyonlarını elde ettik. İlk defa N. Levine ( [17] ) 

tarafından verilen Genelleştirilmiş kapalı kümeler kavramı literatürde pek çok yazar tarafından 

çalışılmıştır. Burada 𝛿-β-açık kümeler yardımıyla δβg-kapalı küme olarak adlandırdığımız yeni bir 

genelleştirilmiş kapalı küme kavramını da tanıtıp, bu kümeye ait özellikleri inceledik. 

              Son  olarak, 

              𝛿-β-açık küme kavramı yardımıyla, δβ-R0 ve δβ-T½ uzay kavramlarını tanımladık. Bu iki yeni 

ayırma aksiyomunun karakterizasyonlarını ve ayrıca var olan diğer ayırma aksiyomları ile aralarındaki 

ilişkileri verdik. 

              Anahtar kelimeler: 𝛿-β-açık küme, Λδβ-küme, δβg-kapalı küme, δβ-R0 uzay, δβ-T½ uzay. 
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This study consist of two parts:  
In the first part, we gave definitions of some sets, spaces also generalized closed sets that given 

in literature. 

In the second part, we defined Λδβ-set by using definition of δβ-open set which is defined by E.  

Hatır and T. Noiri (15). At the same time using by δβ-T₁ space defined by E. Hatır and T. Noiri (16) we 

gave the characterization of Λδβ-set. We gave definition and  characterization of Λδβ-closed set by using  

Λδβ-set. N. Levin (17) introdused the notions of generalized closed sets and lots of kind of generalized 

closed set given in literature. In this paper also we introduce and investigate a new class of generalized 

closed set called δβg-closed set. 

Finally, 

We defined δβ-R0 and δβ-T½ space also we gave the characterization and the relation ship 

between of this two separation axioms by using δβ-open set. 

 

Keywords: δβ-open set, Λδβ-set, δβg-closed set, δβ-R0 space, δβ-T½ space. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

∈                  Eleman 

∉                  Eleman değil 

=                  Eşit 

                  Eşit değil 

                  Denk 

⟹                Gerek şart 

⟸                Yeter şart 

𝜙                  Boş küme 

X                  Evrensel küme 

P(X)             Kuvvet kümesi 

A ⊂ B          B, A kümesini kapsar 

A ⊄ B          B,  A kümesini kapsamaz 

A ⋂ B          A kesişim B 

A ⋃ B          A birleşim B 

A – B           A fark B 

                  f, fonksiyonunun tersi 

                    Açık kümelerin oluşturduğu topolojik yapı 

 Λ               Λ  -kümelerin oluşturduğu topolojik yapı 

(X, τ)           Topolojik uzay 

𝒰                    Reel sayılar kümesi üzerinde alışılmış topolojik yapı 

(R, 𝒰)          Alışılmış uzay 

Q                  Rasyonel sayılar 

R – Q           İrrasyonel sayılar 

α                   İndis 

                   İndis kümesi 

Int(A)           A kümesinin içi 

Cl(A)           A kümesinin dışı 

𝛿Int(A)        A kümesinin 𝛿-içi 

𝛿Cl(A)         A kümesinin 𝛿-kapanışı 

βCl(A)         A kümesinin β-kapanışı 

𝛿βCl(A)       A kümesinin 𝛿β-kapanışı 

β(X)             (X, τ) uzayındaki tüm β-açık kümelerin ailesi 

𝛿β(X)           (X, τ) uzayındaki tüm 𝛿β-açık kümelerin ailesi 

PO(X)          (X, τ) uzayındaki tüm pre açık kümelerin ailesi 

SO(X)          (X, τ) uzayındaki tüm semi açık kümelerin ailesi 

α(X)             (X, τ) uzayındaki tüm α-açık kümelerin ailesi 

BO(X)          (X, τ) uzayındaki tüm b-açık kümelerin ailesi 

δPO(X)        (X, τ) uzayındaki tüm δ–pre açık kümelerin ailesi 

δSO(X)        (X, τ) uzayındaki tüm δ–semi açık kümelerin ailesi    
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GİRİŞ 

 

İlk olarak 1986 yılında H. Maki [19], Λ-küme kavramını vermiş ve bu kümenin 

sağladığı özellikleri incelemiştir. Daha sonra H. Makiʼ nin çalışmaları üzerine 2002 

yılında M. Ganster ve arkadaşları [13], pre-Λ-küme, 2004 yılında E. Hatır ve T. Noiri 

β-açık küme [1] kavramı yardımıyla Λsp-küme [14], ve son olarak 2006 yılında M. 

Caldas ve arkadaşları [10], Λb-küme kavramını vermiş ve bu kümelerin sağladığı 

özellikleri incelemişlerdir. 

            Bu çalışmada; 𝛿β-açık küme [15] kavramı yardımıyla, yukarıda sayılan 

çalışmalardan yararlanılarak, Λδβ-küme kavramını verdik ve bu kümenin sağladığı 

özellikleri inceledik. Ayrıca bu kavramdan yararlanarak bazı zayıf ayırma aksiyomlarını 

tanımlayıp bu ayırma aksiyomlarının karakterizasyonları ve var olan diğer ayırma 

aksiyomları ile aralarındaki ilişkileri inceledik. 
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1. BÖLÜM 

1.1. Topolojik Uzaylarda Bazı Genelleştirilmiş Kümeler 

 

Tanım 1.1.1. (X, τ) topolojik uzay, A ⊂ X olsun. Eğer, 

A ⊂ Cl ( Int ( Cl ( A ) ) ) ( sırasıyla, A ⊂ Int ( Cl ( A ) ), A ⊂ Cl ( Int ( A ) ), 

A ⊂ Int ( Cl ( Int ( A ) ) ), A ⊂ Cl ( Int ( A ) ) ⋃ Int ( Cl ( A ) ) )  ise, A kümesine 

β-açık küme [1] ( sırasıyla, pre açık ( ön açık ) küme [3],  semi açık ( yarı açık ) küme 

[17], α-açık küme [24], b-açık küme [4] ) denir. 

Bir β-açık kümenin ( sırasıyla, pre açık kümenin, semi açık kümenin, α-açık 

kümenin, b-açık kümenin ) tümleyenine β-kapalı ( sırasıyla, pre kapalı ( ön kapalı ), 

semi kapalı ( yarı kapalı ), α-kapalı, b-kapalı ) küme denir. 

            Tez boyunca tüm β-açık ( sırasıyla, pre açık, semi açık, α-açık, b-açık ) 

kümelerin ailesini β(X) ( sırasıyla, PO(X), SO(X), α(X), BO(X) ) ile göstereceğiz. 

Tanım 1.1.2.  (X, τ) topolojik uzay, A ⊂ X olsun. Eğer, A = Int ( Cl ( A ) ) 

( A = Cl ( Int ( A ) ) ) ise, A kümesine regüler ( düzenli ) açık küme 

( regüler kapalı küme ) [28] denir. 

Tanım 1.1.3. (X, τ) topolojik uzay, A ⊂ X olsun. A kümesinin kapsadığı X’ in 

tüm regüler açık alt kümelerinin birleşimine A kümesinin δ-içi denir ve δInt (A) [30] 

ile gösterilir. A = δInt ( A ) oluyorsa, A kümesine δ-açık küme [30] denir. Bir δ-açık 

kümenin tümleyenine δ-kapalı küme denir. 

Tanım 1.1.4. (X, τ) topolojik uzay, A, B ⊂ X olsun. x ∈ X noktasını alalım. x 

noktasını içeren X’ deki her U regüler açık kümesi için, A ⋂ U = 𝜙 oluyorsa, x 

noktasına A kümesinin δ-kapanış noktası denir. A kümesinin tüm δ-kapanış 

noktalarının kümesine A’ nın δ-kapanışı denir ve δCl ( A ) [30] ile gösterilir. 

Başka bir ifadeyle, A kümesinin δ-kapanışı, 

δCl ( A ) = { x ∈ X | A ⋂ Int ( Cl ( B ) )   𝜙, x ∈ B ve B ∈ τ } [29] şeklinde tanımlanır. 

A = δCl ( A ) oluyorsa, A kümesine δ-kapalı küme [30] denir. 

            Ayrıca, [ X – δCl ( A ) ] = δInt ( X – A ) ve [ X – δInt ( A ) ] = δCl ( X – A ) 

olur. 

Lemma 1.1.1. [8] (X, τ) topolojik uzay, A, B, Aα ⊂ X (α ∈  ) olsun. A, B, Aα 

kümeleri için aşağıdaki özellikler geçerlidir. 
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1. A ⊂ δCl ( A ), 

2. A ⊂ B ⇒ δCl ( A ) ⊂ δCl ( B ), 

3. δCl ( ⋂ { Aα | α ∈   } ) ⊂ ⋂ { δCl ( Aα ) | α ∈   }, 

4. δCl ( ⋃ { Aα | α ∈   } ) = ⋃ { δCl ( Aα ) | α ∈   }. 

Tanım 1.1.5. (X, τ) topolojik uzay A ⊂ X olsun. Eğer, A ⊂ Cl ( Int ( δCl ( A ))) 

ise, A kümesine δβ-açık küme [15] denir. 

Tanım 1.1.6. (X, τ) topolojik uzay A ⊂ X olsun. Eğer, A ⊂ Int ( δCl ( A ) ) 

( A ⊂ Cl ( δInt (A) ) ) ise, A kümesine δ–pre açık küme [22] ( δ–semi açık küme [25] ) 

denir. 

Bir δβ-açık ( sırasıyla, δ–pre açık, δ–semi açık ) kümenin tümleyenine 

δβ-kapalı ( sırasıyla, δ–pre kapalı, δ–semi kapalı ) küme denir. 

            Tez boyunca tüm δβ-açık ( sırasıyla, δ–pre açık, δ–semi açık ) kümelerin 

ailesini δβ(X) ( sırasıyla, δPO(X), δSO(X) ) ile göstereceğiz. 

            E. Hatır ve T. Noiri ( [16] ) tarafından yukarıdaki kümelerle ilgili aşağıdaki 

şema verildi.   

  𝛿-açık                        açık                    pre açık                    𝛿-pre açık 

 

𝛿-semi açık                semi açık                 β-açık                     𝛿-β-açık                     

Şema 1.1.1. 

Tanım 1.1.7. (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X alalım. A kümesini kapsayan  

X’ deki tüm β-kapalı kümelerin arakesitine A kümesinin β-kapanışı [14] denir ve  

βCl ( A ) ile gösterilir. 

Tanım 1.1.8. (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X alalım. A kümesini kapsayan  

X’deki tüm δβ-kapalı kümelerin arakesitine A kümesinin δβ-kapanışı [15] denir ve 

δβCl ( A ) ile gösterilir. 

Tanım 1.1.9. (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y ∈ X ( x   y ) noktaları 

için x ∊ U, y ∉ U olacak şekilde en az bir U ⊂ X ( U ∈ τ ) alt kümesi ve y ∊ V, x ∉ V 

olacak şekilde en az bir V ⊂ X ( V ∈ τ ) alt kümesi varsa (X, τ) uzayına T₁- uzayı denir. 
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Tanım 1.1.10. (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y ∈ X ( x   y ) noktaları 

için x ∊ U, y ∉ U olacak şekilde en az bir U ⊂ X ( U ∊ β (X) ) alt kümesi ve y ∊ V, 

x ∉ V olacak şekilde en az bir V ⊂ X ( V ∊ β (X) ) alt kümesi varsa (X, τ) uzayına β-T₁ 

uzayı [2] denir.   

Tanım 1.1.11. (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer X kümesi ayrık iki β-açık 

 kümenin birleşimi şeklinde yazılamıyorsa (X, τ) uzayına β-bağlantılı [5, 26] uzay 

denir. 

Tanım 1.1.12. (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x ∈ X noktası ve x noktasını 

içeren her U ∈ τ kümesi için Cl ( {x} ) ⊆ U oluyorsa, (X, τ) uzayına R0 – uzayı [11, 27] 

denir. 

Tanım 1.1.13. (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi bir U ∊ β (X) kümesi ve  

x ∊ U noktası için βCl ( {x} ) ⊂ U oluyorsa, (X, τ) uzayına β-R0 uzayı [14] denir. 

Tanım 1.1.14. (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi x, y ∈ X ( x   y ) noktaları 

için x ∊ U, y ∉ U olacak şekilde en az bir U ⊂ X ( U ∊ δβ (X) ) alt kümesi ve y ∊ V, 

x ∉ V olacak şekilde en az bir V ⊂ X ( V ∊ δβ (X) ) alt kümesi varsa (X, τ) uzayına 

δβ-T₁ uzayı [16] uzayı denir.  

Tanım 1.1.15. Ix : X → X fonksiyonu, her x ∈ X noktası için, Ix = x şeklinde 

tanımlansın. Ix fonksiyonuna birim ( özdeşlik, idantik ) fonksiyon denir. 

Tanım 1.1.16. (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer τ topolojisindeki açık kümelerin 

herhangi arakesiti yine τ topolojisinin elemanı oluyorsa (X, τ) uzayına Alexandroff 

uzayı [7] denir. 

            Şema 1.1.1. deki tanımları kullanarak aşağıdaki şemayı verelim. 

Şema 1.1.1. deki kümeler arasındaki geçiş sağlandığından aşağıdaki uzaylar arasındaki 

geçişlerin ispatı açıktır. Terslerinin doğru olmadığı [14]’ de verildi. 

T₁- uzayı    β-T₁ uzayı                      δβ-T₁ uzayı 

Şema 1.1.2. 
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1.2. Λ-Kümeler ve Bazı Zayıf Λ-Kümeler 

Bu kesimde öncelikli olarak literatürde yer alan sırasıyla, Λ, Λp, Λsp, Λb 

operatörlerinin tanımlarını ve bu operatörlerin bazı özelliklerini hatırladık. Ardından 

ilgili operatörleri kullanarak sırasıyla, Λ-küme, pre-Λ-küme, Λsp-küme, Λb-küme 

şeklinde tanımlanan kavramları ve bu kavramlar arasındaki bilinen karşılaştırmaları ele 

almaktayız. 

Tanım 1.2.1. [21, 29] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun.    alt kümesi 

   = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ τ } şeklinde tanımlanır. 

Lemma 1.2.1. [19] (X, τ) topolojik uzayındaki A, B ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri 

için aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. A ⊂   , 

2. A ⊂ B ⇒    ⊂   , 

3.     =   , 

4. A ∈ τ ⇒ A =   , 

5.    ⋃          ∈        = ⋃ {       | α ∈   }, 

6.   ⋂         ∈        ⊂ ⋂ {       | α ∈   }. 

Uyarı 1.2.1. [19] Aşağıdaki örnekte verildiği üzere, Lemma 1.2.1. (6)’ nın tersi, 

genelde doğru değildir. 

Örnek 1.2.1. [19] X = { a, b, c } ve  τ = { 𝜙, { a }, { b, c }, X } olmak üzere, 

(X, τ) topolojik uzayı verilsin. Bu takdirde A = { b } ve B = { c } alt kümeleri için 

    ⋂      = 𝜙 ve (    ⋂    ) = { b, c } elde edilir. 

Literatürde Λ operatörü yardımıyla tanımlanan Λ-küme kavramını, Tanım 1.2.2. 

ile ele alalım. 

Tanım 1.2.2. [19] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A =    ise, A 

kümesine Λ-küme denir. 

Λ-kümeler ile ilgili özellikler, Λ-küme kavramını tanımlayan H. Maki [19] 

tarafından aşağıdaki gibi verilmiştir. 

Lemma 1.2.2. [19] (X, τ) topolojik uzayındaki A ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. 𝜙 ve X kümeleri Λ-kümedir. 
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2. Her α ∈   için Aα kümesi Λ-küme ise, ⋃     ∈   kümesi Λ-kümedir. 

3. Her α ∈   için Aα kümesi Λ-küme ise, ⋂     ∈   kümesi Λ-kümedir. 

Tanım 1.2.1. de açık küme yerine pre açık küme alınarak Ganster ve ark. [13] 

tarafından tanımlanan Λp operatörünü ele alalım. 

Tanım 1.2.3. [13] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Λp(A) alt kümesi 

Λp(A) = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ PO(X) } şeklinde tanımlanır. 

Şimdi de Ganster ve ark. [13] tarafından verilen Λp operatörünün bazı 

özelliklerini hatırlayalım. 

Lemma 1.2.3. [13] (X, τ) topolojik uzayındaki A, B ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri 

için aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. A ⊂ Λp(A), 

2. A ⊂ B ⇒ Λp(A) ⊂ Λp(B), 

3. Λp ( Λp(A) ) = Λp(A), 

4. A ∈ PO(X) ⇒ A = Λp(A), 

5. Λp (⋃{Aα |  α ∈  } ) = ⋃ { Λp(Aα) | α ∈   }, 

6. Λp ( ⋂{Aα | α ∈  } ) ⊂ ⋂ { Λp(Aα) | α ∈   }. 

Uyarı 1.2.2. [13] Aşağıdaki örnekte gösterildiği gibi Lemma 1.2.3. (6)ʼnın tersi, 

genelde doğru değildir. 

Örnek 1.2.2. [13] X = { a, b, c } ve  τ = { 𝜙, { a }, X } olmak üzere, 

(X, τ) topolojik uzayı verilsin. Bu takdirde A = { b } ve B = { c } alt kümeleri için 

Λp(A ⋂ B) = 𝜙 kümedir. Fakat Λp(A) ⋂ Λp(B) = { a } elde edilir. 

Literatürde yer alan Λp operatörünün tanımı ve bazı özelliklerinden sonra şimdi 

bu operatörü kullanarak verilen yeni bir küme çeşidini ele alalım. 

Tanım 1.2.4. [13] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A = Λp(A) ise, A 

kümesine pre-Λ-küme denir. 

            H. Maki [19] tarafından verilen Λ-küme ile Ganster ve ark. [13] tarafından 

verilen pre-Λ-küme kavramları arasındaki ilişki aşağıdaki sonuçta verildi. 

Sonuç 1.2.1. [13] Her Λ-küme, pre-Λ-kümedir. 
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İspat. Herhangi bir A alt kümesini alalım. A, Λ-küme olduğundan, A =    ve 

Tanım 1.2.1. gereğince A ∈ τ olur. Her açık küme, pre açık küme olduğundan, 

Lemma 1.2.3. (4) ve Tanım 1.2.4. gereğince  A kümesi pre-Λ-kümedir. 

Pre açık kümelerden daha zayıf olan β-açık kümeler kullanılarak Hatır ve Noiri 

[14] tarafından tanımlanan yeni bir Λ küme kavramını ele alalım. 

Tanım 1.2.5. [14] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Λsp(A) alt kümesi 

Λsp(A) = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ β(X) } şeklinde tanımlanır. 

Λsp operatörü yardımıyla tanımlanan Λsp-küme kavramı, aşağıdaki gibidir: 

Tanım 1.2.6. [14] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A = Λsp(A) ise, A 

kümesine Λsp-küme denir. 

Şimdi de Hatır ve Noiri [14] tarafından verilen Λsp operatörünün bazı 

özelliklerini ele alalım. 

Lemma 1.2.4. [14] (X, τ) topolojik uzayındaki A ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. Λsp(A) alt kümesi, Λsp-kümedir. 

2. A ∈ β(X) ⇒ A = Λsp(A). 

3. Her α ∈   için, Aα kümesi Λsp-küme ise, ( ⋃     ∈   ) kümesi, Λsp-kümedir. 

4. Her α ∈   için, Aα kümesi Λsp-küme ise, ( ⋂     ∈  ) kümesi Λsp-kümedir. 

Pre açık küme kavramından daha zayıf, β-açık küme kavramından daha kuvvetli 

olan b-açık küme kavramı için, Caldas ve ark. [10] tarafından verilen Λb operatörü, 

Λb-küme kavramları aşağıdaki iki tanımdaki gibidir: 

Tanım 1.2.7. [10] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun.     alt kümesi 

    = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ BO(X) } şeklinde tanımlanır. 

Tanım 1.2.8. [10] (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A =     ise, A 

kümesine Λb-küme denir. 

Şimdi de Caldas ve ark. [10] tarafından verilen Λb operatörünün bazı 

özelliklerini inceleyelim. 
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Lemma 1.2.5. [10] (X, τ) topolojik uzayındaki A, B ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri 

için aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. A ⊂     , 

2. A ⊂ B ⇒    ⊂    , 

3.         =     , 

4.   ⋃          ∈         = ⋃ {        | α ∈   }, 

5. A ∈ BO(X) ⇒ A =    , 

6.   ⋂         ∈         ⊂ ⋂ {        | α ∈   }. 
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2. BÖLÜM 

2.1. Λδβ-kümeler 

Şekil 1.1.1. de verildiği gibi β-açık küme kavramından daha zayıf olan δβ-açık 

küme kavramı için karşılık gelen Λ operatörünü tanımlayarak, bu operatörün bazı 

özelliklerini elde ettik. Ardından Λδβ operatörü olarak tanımladığımız bu yeni Λ 

operatörünü kullanarak Λδβ-küme kavramını tanımladık. Ayrıca, Λδβ-küme kavramının 

sağladığı bazı özellikleri de elde etmekteyiz. 

Tanım 2.1.1. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Λδβ(A) alt kümesi                                                                                                                                                                                                                                     

Λδβ(A) = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ δβ(X) } şeklinde tanımlanır. 

Lemma 2.1.1. (X, τ) topolojik uzayındaki A, B ve Aα (α ∈  ) alt kümeleri için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. A ⊂ Λδβ(A), 

2. A ⊂ B ⇒ Λδβ(A) ⊂ Λδβ(B), 

3. Λδβ ( Λδβ(A) ) = Λδβ(A), 

4. A ∈ δβ(X) ⇒A = Λδβ(A), 

5. Λδβ (⋃{Aα |  α ∈  } ) = ⋃ { Λδβ(Aα) | α ∈   }, 

6. Λδβ ( ⋂{Aα | α ∈  } ) ⊂ ⋂ { Λδβ(Aα) | α ∈   }. 

İspat. (1) A ⊂ U olacak şekilde, U δβ-açık kümesini alalım. A kümesini 

kapsayan tüm δβ-açık kümeler için A ⊂ ⋂ U olur. Tanım 2.1.1. gereğince A ⊂ Λδβ(A) 

elde edilir. 

(2) A ⊂ B olsun. Olmayana ergi yönteminden, x ∉ Λδβ(B) olacak şekilde bir x 

noktasını alalım. O halde Tanım 2.1.1. gereğince x ∉ V olacak şekilde en az bir 

V ∈ δβ(X) ( B ⊂ V ) vardır. A ⊂ V ve x ∉ ⋂ V olduğundan, x ∉ Λδβ(A) elde edilir. 

Dolayısıyla, Λδβ(A) ⊂ Λδβ(B) olur. 

(3) Tanım 2.1.1. gereğince Λδβ(A) = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ δβ(X) }. 

Λδβ(⋂U) = ⋂{ V | ⋂U ⊂ V, V ∈ δβ(X) }. Ayrıca, ⋂U ⊂ U ve U ∈ δβ(X) olduğundan, 

⋂V = ⋂U olur. Dolayısıyla, Λδβ ( Λδβ(A) ) = Λδβ(A) elde edilir. 

(4) Tanım 2.1.1. gereğince Λδβ(A) = ⋂{ U | A ⊂ U, U ∈ δβ(X) }. A ∈ δβ(X) 

olduğundan, ⋂U = A olur. Dolayısıyla, A = Λδβ(A) elde edilir. 
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(5) Her α ∈   için (2) gereğince Λδβ(Aα) ⊂ Λδβ( ⋃     ∈   ) geçerlidir. 

Dolayısıyla, ⋃         ∈    ⊂         ⋃     ∈  )  elde edilir.                                                                                          

            Tersine, x ∉ ⋃         ∈     kabul edelim. Her α ∈   için x ∉ Λδβ(Aα) olur, öyle 

ki Aα ⊂ Uα ve x ∉ Uα olacak şekilde en az bir Uα ∊ δβ(X) kümesi vardır. 

⋃     ∈   ⊂ ⋃     ∈   ve  ( ⋃     ∈   ) ∊ δβ(X) olduğundan,  x ∉ ( ⋃     ∈   ) olur.  

Λδβ (⋃     ∈  ) = ⋂{⋃     ∈   | ⋃     ∈    ⊂  ⋃     ∈  , ⋃     ∈  ∊ δβ(X) } olduğundan, 

x ∉ Λδβ (⋃     ∈  ) olur. Bu ise, Λδβ ( ⋃     ∈   ) ⊂ ⋃         ∈    olduğunu gösterir. 

Dolayısıyla, Λδβ ( ⋃{Aα |  α ∈  } ) = ⋃ { Λδβ(Aα) | α ∈   } olur. 

(6) x ∉ ⋂ { Λδβ(Aα) | α ∈   } olduğunu kabul edelim. x ∉ Λδβ(   
) olacak 

şekilde en az bir    ∊   ve en az bir U ∊ δβ(X) kümesi vardır, öyle ki x ∉ U ve    
⊂ U 

olur. ⋂ Aα ⊂    
⊂ U ve x ∉ U olduğundan, x ∉ Λδβ ( ⋂{Aα | α ∈  } ) olur. O halde  

Λδβ( ⋂{Aα | α ∈  } ) ⊂ ⋂ { Λδβ(Aα) | α ∈   } elde edilir. 

Uyarı 2.1.1. Aşağıdaki örnekte verildiği üzere Lemma 2.1.1. (6)ʼ nın tersi, 

genelde doğru değildir. 

Örnek 2.1.1. ( R, 𝒰 ) uzayı R ( Reel sayılar ) kümesinin alışılmış topolojisi 

olmak üzere, A = Q   Rasyonel sayılar   ve B = ( R – Q ) ( İrrasyonel sayılar ) alt 

kümeleri için Λδβ ( A ⋂ B ) = 𝜙 kümedir. Fakat Λδβ ( A ) ⋂ Λδβ ( B ) = R elde edilir. 

Tanım 2.1.2. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Eğer A = Λδβ(A) ise, A 

kümesine Λδβ-küme denir. 

Lemma 2.1.2. (X, τ) topolojik uzayındaki A ve Aα ( α ∈   ) alt kümeleri için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir:    

1. 𝜙 ve X kümeleri Λδβ-kümedir. 

2. Λδβ(A), Λδβ-kümedir. 

3. A ∊ δβ(X) ise, A kümesi Λδβ-kümedir. 

4. Her α ∈   için Aα kümesi Λδβ-küme ise, ⋃     ∈   kümesi Λδβ-kümedir. 

5. Her α ∈   için Aα kümesi Λδβ-küme ise, ⋂     ∈   kümesi Λδβ-kümedir.             

İspat. (1) 𝜙, X ∊ δβ(X) olduğundan, ispat açıktır. 

(2) Λδβ ( Λδβ(A) ) = Λδβ(A) olduğundan, Tanım 2.1.2. gereğince Λδβ(A) kümesi 

Λδβ-kümedir. 



11 
 

 
 

(3)  A ∊ δβ(X) olsun. Lemma 2.1.1. (4) gereğince A = Λδβ(A) elde edilir. 

Dolayısıyla, tanım gereğince A kümesi  Λδβ-kümedir. 

(4) Her α ∈   için Aα kümesi Λδβ-küme olsun. Lemma 2.1.1. (5) gereğince 

Λδβ (⋃{Aα |  α ∈  } ) = ⋃ { Λδβ(Aα) | α ∈   } vardır. Λδβ(Aα) = Aα olduğundan, 

Λδβ (⋃     ∈   ) = ⋃     ∈   elde edilir. Dolayısıyla, ⋃     ∈   kümesi Λδβ-kümedir. 

(5) Her α ∈   için Aα kümesi Λδβ-küme olsun. Lemma 2.1.1. (1) gereğince 

⋂     ∈   ⊂ Λδβ(⋂     ∈  ) vardır. Λδβ(Aα) = Aα olduğundan, eşitliğin her iki tarafından 

kesişim işlemi alırsak ⋂ Λδβ (Aα) = ⋂ Aα olur. Lemma 2.1.1. (6) gereğince 

Λδβ( ⋂Aα ) ⊂ ⋂Aα olur. Dolayısıyla, ⋂     ∈   kümesi Λδβ-kümedir. 

Λδβ-kümelerin oluşturduğu aile      olmak üzere, bu ailenin Alexandroff [7] 

tarafından verilen Alexandroff uzayı olduğunu aşağıdaki teoremde verdik. 

Teorem 2.1.1. (X, τ) topolojik uzayı için      = { A | A,  (X, τ)’ da Λδβ-küme } 

alırsak ( X,      ) uzayı bir Alexandroff uzaydır. 

İspat.  𝜙 ve X kümeleri Λδβ-küme, Lemma 2.1.2. gereğince Λδβ-kümelerin 

herhangi birleşimi ve herhangi arakesiti yine Λδβ-küme olduğundan, ( X,      ) uzayı 

bir Alexandroff uzaydır. 

Literatürde δβ-açık kümelerle ilgili bir ayırma aksiyomu olan δβ-T₁ uzay 

kavramını Tanım 1.1.14. de hatırlamıştık. Şimdi δβ-T₁ uzayının  Λδβ-küme ve δβ-kapalı 

kümelerle ilgili karakterizasyonlarını verelim. 

Önerme 2.1.1. (X, τ) topolojik uzayı için aşağıdaki özellikler denktir: 

1. (X, τ), δβ-T₁ uzayıdır. 

2.   x ∊ X için {x}, Λδβ-kümedir. 

3.   x ∊ X için {x}, δβ-kapalıdır. 

İspat. (1) ⇒ (2) x ∊ X noktasını alalım. x noktasından farklı herhangi bir y 

noktası için Tanım 1.1.14. gereğince x ∊ U, y ∉ U olacak şekilde en az bir U ⊂ X 

( U ∊ δβ(X) ) kümesi vardır. Λδβ({x}) = ⋂  olduğundan, y ∉ Λδβ({x}) elde edilir. 

Buradan Λδβ({x}) ⊂ {x} olur. Lemma 2.1.1. gereğince {x} ⊂ Λδβ({x}) olduğundan,  

{x} = Λδβ({x}) eşitliği elde edilir. 
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(2) ⇒ (3) x ∊ X noktasını alalım. Herhangi bir y ∊ X – {x} için (2) gereğince 

{y} = Λδβ({y}) olur. Tanım 2.1.1. gereğince x ∉    , y ∊    olacak şekilde en az bir  

   ∊ δβ(X) kümesi vardır. Böylece y ∊    ⊂ ( X – {x} ) ve 

( X – {x} ) = ⋃     ∊     –       bulunur. δβ-açık kümelerin herhangi birleşimi yine δβ-açık 

küme [16] olduğundan, {x} kümesi bir δβ-kapalı küme olur. 

(3) ⇒ (1) X’ deki herhangi faklı x, y noktaları için {x} ve {y} kümeleri  

δβ-kapalı kümeler olsun. O halde (X, τ) uzayının δβ-T₁ uzayı olduğu açıktır. 

β-açık kümelerle ilgili tanımlanan fonksiyon çeşitlerinden, Nasef ve ark. [23] 

tarafından verilen strongly-β-irresolute fonksiyon kavramını aşağıdaki tanımda ele 

aldık. 

Tanım 2.1.3. [23] (X, τ) ve (Y, σ) topolojik uzaylar ve f : (X, τ) → (Y, σ) bir 

fonksiyon olsun. Eğer, (Y, σ) uzayındaki her V ∊ β(Y) için     (V) ∊ τ oluyorsa, f 

fonksiyonuna  strongly-β-irresolute fonksiyon denir. 

Topolojinin önemli konularından biri olan bağlantılılık kavramı, Hatır ve Noiri 

[16] tarafından δβ-açık kümeler aracılığıyla aşağıdaki gibi yeni bir bağlantılılık çeşidine 

dönüştürülmüştür. 

Tanım 2.1.4. [16] (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer X kümesi ayrık iki δβ-açık 

kümenin birleşimi şeklinde yazılamıyorsa, (X, τ) uzayına δβ-bağlantılı uzay denir. 

 Tanım 2.1.3. deki β-açık küme yerine δβ-açık küme alarak aşağıdaki tanımı 

verelim. 

Tanım 2.1.4. (X, τ) ve (Y, σ) topolojik uzaylar ve f : (X, τ) → (Y, σ) bir 

fonksiyon olsun. Eğer, (Y, σ) uzayındaki her V ∊ δβ(Y) için     (V) ∊ τ oluyorsa, f 

fonksiyonuna strongly-δβ-irresolute fonksiyon denir. 

Şimdi (X, τ) topolojik uzayı verildiğinde  Λδβ-kümeler aracılığıyla 

Teorem 2.1.1. deki gibi tanımlanan      ailesinin oluşturduğu ( X,      ) Alexandroff 

uzayı ve (X, τ) topolojik uzayı ile ilgili bazı özellikleri ele alalım. 

Teorem 2.1.2. (X, τ) ve ( X,      ) topolojik uzayları için aşağıdaki özellikler 

geçerlidir: 
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1. (X, τ) uzayının δβ-T₁ uzayı olması için gerek ve yeter şart ( X,      ) 

uzayının ayrık uzay olmasıdır. 

2. Idx : ( X,      ) → (X, τ) birim fonksiyonu strongly-δβ–irresolute 

fonksiyonudur. 

3. ( X,      ) uzayı bağlantılı uzay ise, (X, τ) uzayı δβ-bağlantılı uzaydır. 

İspat. (1) ⇒ (X, τ) uzayı δβ-T₁ uzayı olsun. Herhangi bir x ∊ X noktasını alalım. 

Önerme 2.1.1. gereğince {x}, Λδβ-küme ve {x} ∊      olur. X’ in herhangi bir A alt 

kümesi için Lemma 2.1.2. gereğince A ∊      elde edilir. Bu ise, ( X,      ) 

uzayının ayrık uzay olduğunu gösterir. 

             ⟸ Her x ∊ X noktası için, {x} ∊      ve {x} kümesi Λδβ-küme olsun. 

Önerme 2.1.1. gereğince (X, τ) uzayı δβ-T₁ uzayıdır. 

(2) V kümesi (X, τ) uzayında herhangi bir δβ-açık küme olsun. Lemma 2.1.2. 

gereğince      
   (V) = V ∊      olduğundan, Idx fonksiyonu strongly-δβ-irresolute 

fonksiyonudur. 

(3) (X,τ) uzayının δβ-bağlantılı uzay olmadığını kabul edelim. O halde  

V1 ⋃ V2 = X ve V1⋂ V2 = 𝜙 olacak şekilde (X, τ) uzayında boştan farklı V1, V2 şeklinde 

iki δβ-açık kümesi vardır. Dolayısıyla,      
  (V1),      

  (V2) kümeleri ( X,      ) 

uzayında açık kümelerdir.      
  (V1) ⋃      

  (V2) = V1 ⋃ V2 = X ve 

     
  (V1) ⋂      

  (V2) =  V1⋂ V2 = 𝜙 olur. Bu ise, ( X,      ) uzayının bağlantılı 

olmadığını gösterir. Böylece ispat tamamlanır. 
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2.2. Λδβ -kapalı Kümeler 

Λ-küme ve kapalı küme yardımıyla [6]ʼ da tanımlanan 𝜆-kapalı küme kavramı 

da literatürde önemli yer tutmaktadır. Şimdi, Arenas ve ark. [6] tarafından verilen bu 

kümenin tanımını verip özelliklerini inceleyelim. 

Tanım 2.2.1. [6] (X, τ) topolojik uzayı ile herhangi bir A ⊂ X alt kümesini 

alalım. Eğer L, Λ-kümesi ve F, kapalı kümesi için A = L ⋂ F oluyorsa, A kümesine 

𝜆-küme ( ya da 𝜆-kapalı küme ) denir. Bir 𝜆-kapalı kümenin tümleyenine 𝜆-açık küme 

denir. 

Lemma 2.2.1. [6] (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi bir A ⊂ X alt kümesi 

için aşağıdaki özellikler eşdeğerdir: 

1. A kümesi 𝜆-kapalı kümedir. 

2. L kümesi Λ-küme olmak üzere, A = L ⋂ Cl(A) eşitliği vardır. 

3. A =    ⋂ Cl(A). 

Lemma 2.2.2. [9] (X, τ) topolojik uzay olsun. Aα ( α ∈   ) alt kümeleri için 

aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

1. Her α ∈   için Aα kümesi 𝜆-kapalı küme ise, ⋂     ∈   kümesi 𝜆-kapalı 

kümedir. 

2. Her α ∈   için Aα kümesi 𝜆-açık küme ise, ⋃     ∈   kümesi 𝜆-açık kümedir. 

Şimdi, Tanım 2.2.1. de yer alan Λ-küme kavramından daha zayıf Λδβ-küme 

kavramı ve kapalı küme kavramından daha zayıf δ-kapalı küme kavramı kullanılarak 

Λδβ-kapalı küme olarak adlandırdığımız yeni bir Λ-kapalı küme çeşidini verelim. 

Tanım 2.2.2. (X, τ) topolojik uzayı ile herhangi bir A ⊂ X alt kümesini alalım. 

Eğer L, Λδβ-kümesi ve F, δ-kapalı kümesi için A = L ⋂ F oluyorsa, A kümesine 

Λδβ-kapalı küme denir. 

Sonuç 2.2.1. Her Λδβ-küme ve her δ-kapalı küme Λδβ-kapalı kümedir. 

İspat. Tanım 2.2.2. den açıktır. 

Şimdi de Λδβ-kapalı küme kavramının karakterizasyonlarını verelim. 
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Önerme 2.2.1. (X, τ) topolojik uzay olsun. Herhangi bir A ⊂ X alt kümesi için 

aşağıdaki özellikler eşdeğerdir: 

1. A kümesi Λδβ-kapalı kümedir. 

2.  L kümesi Λδβ-küme olmak üzere, A = L ⋂ δCl(A) eşitliği vardır. 

3. A = Λδβ(A) ⋂ δCl(A). 

İspat. (1) ⇒ (2) A kümesi Λδβ-kapalı küme olsun. O halde Tanım 2.2.2. 

gereğince L, Λδβ-küme ve F, δ-kapalı küme olacak şekilde A kümesi, A = L ⋂ F 

şeklinde yazılır. A ⊂ F olduğundan, δCl(A) ⊂ δCl(F) = F ve 

A ⊂ L ⋂ δCl(A) ⊂ L ⋂ F = A olur. Böylece L, Λδβ-küme olmak üzere, 

A = L ⋂ δCl(A) eşitliği elde edilir. 

(2) ⇒ (3) L kümesi Λδβ-küme olmak üzere, A = L ⋂ δCl(A) olsun. A ⊂ L 

olduğundan, Λδβ(A) ⊂ Λδβ(L) = L ve A ⊂ Λδβ(A) ⊂ L olur. 

A ⊂ Λδβ(A) ⋂ δCl(A) ⊂ L ⋂ δCl(A) = A. Böylece A = Λδβ(A) ⋂ δCl(A) elde edilir. 

(3) ⇒ (1) A = Λδβ(A) ⋂ δCl(A) eşitliği geçerli olsun. Λδβ(A) kümesi, bir  

Λδβ-küme ve  δCl(A) kümesi, bir δ-kapalı küme olduğundan, Tanım 2.2.2. gereğince A 

kümesi, Λδβ-kapalı kümedir. 

Tanım 2.2.2. de verilen  Λδβ-kapalı küme kavramı ile ilgili olarak; akla gelen 

" Herhangi kesişim işlemine göre Λδβ-kapalı kümeler ailesi kapalı mıdır ? " şeklindeki 

soruyu aşağıdaki önermede cevaplayalım. 

Önerme 2.2.2. (X, τ) topolojik uzay olsun. Aα ( α ∈   ) alt kümesini alalım. Her 

α ∈   için, eğer Aα ⊂ X alt kümesi Λδβ-kapalı küme ise, ⋂{Aα | α ∈  } kümesi  

Λδβ-kapalı kümedir.  

İspat. Her α ∈   için, Aα ⊂ X kümesinin Λδβ-kapalı küme olduğunu kabul 

edelim. O halde her α ∈   için, Aα = Lα ⋂ Fα olacak şekilde bir Lα , Λδβ-kümesi ile bir 

Fα , δ-kapalı kümesi vardır. Dolayısıyla ⋂     ∈   = ⋂          ∈   ve 

⋂     ∈   =  ⋂     ∈     ⋂     ∈    eşitliği geçerlidir. Lemma 2.1.2. gereğince 

⋂     ∈  , Λδβ-kümedir. Ayrıca, ⋂     ∈   kümesi δ-kapalı küme olduğundan, ⋂     ∈   

kümesi Tanım 2.2.2. gereğince Λδβ-kapalı küme olur. 

            Literatürde topolojik uzaylardaki genelleştirilmiş kapalı kümeler de önemli yer 

tutmaktadır. Şimdi bunlardan ikisini ele alalım. 
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Tanım 2.2.3. [18] (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X alt kümesi için A ⊂ U ve 

U ∈ τ iken Cl ( A ) ⊂ U oluyorsa, A kümesine g-kapalı küme denir. 

Tanım 2.2.4. [14] (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X alt kümesi için, A ⊂ U ve 

U, β-açık küme iken Cl ( A ) ⊂ U oluyorsa, A kümesine β-g-kapalı küme denir. 

N. Levin [18] tarafından verilen g-kapalı küme kavramı ile ilgili olarak 

T½ - uzayı şeklinde adlandırılan yeni bir ayırma aksiyomu aşağıdaki gibi Dunham [12] 

tarafından verilmiştir. 

Tanım 2.2.5. [12] (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer X’ in her g-kapalı alt kümesi 

kapalı küme oluyorsa, başka bir ifadeyle X’ in tek noktadan oluşan her alt kümesi açık 

küme ya da kapalı küme oluyorsa, (X, τ) uzayına T½ - uzayı denir. 

Tanım 2.2.5. in β-açık kümeler için karşılığı ise, Hatır ve Noiri [14] tarafından 

aşağıdaki gibi verilmiştir. 

Tanım 2.2.6. [14] (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer X’ in her β-g-kapalı alt 

kümesi kapalı küme oluyorsa, (X, τ) uzayına β-T½ uzayı denir. 

            Tanım 2.2.4. de yer alan β-açık küme kavramından daha zayıf δβ-açık küme 

kavramı ve kapanış yerine δ-kapanış kullanılarak δβg-kapalı küme olarak 

adlandırdığımız yeni bir genelleştirilmiş kapalı küme çeşidini verelim. 

Tanım 2.2.8. (X, τ) topolojik uzay, A ⊂ X olsun. A ⊂ U ve U ∊ δβ(X) iken 

δCl(A) ⊂ U oluyorsa, A kümesine δβg-kapalı küme denir. 

Regüler kapalı kümenin δβg-kapalı küme kavramı ile ilgili bir 

karakterizasyonunu aşağıdaki gibi elde ettik.  

Önerme 2.2.3. (X, τ) topolojik uzay, A ⊂ X olsun. A kümesinin δβg-kapalı 

küme ve δβ-açık küme olması için gerek ve yeter şart A kümesinin regüler kapalı küme 

olmasıdır. 

İspat. ⟹ A kümesi δβg-kapalı küme olduğundan, A ⊂ U ve U ∊ δβ(X) iken 

δCl(A) ⊂ U olur. Hipotez gereğince A kümesi δβ-açık küme olduğundan özel olarak U 

yerine A alırsak δCl(A) ⊂ A ve A kümesi δ-kapalı küme olur. Dolayısıyla, δCl(A) = A 

olduğundan, Cl ( Int ( δCl ( A ) ) ) = Cl (Int ( A ) ) ⊂ Cl (A) ⊂ δCl(A) olur. Buradan 

Cl( Int ( δCl (A) ) ) ⊂ δCl(A) elde edilir. A kümesi δβ-açık küme ve δCl(A) = A 
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olduğundan, δCl(A) ⊂ Cl ( Int ( δCl ( A ) ) ) elde edilir. O halde 

δCl(A) = Cl ( Int ( δCl(A) ) ) olur. δCl(A) = A olduğundan, A = Cl ( Int (A) ) olur. 

Bu ise, A kümesinin regüler kapalı küme olduğunu gösterir 

            ⟸ A kümesi regüler kapalı küme olsun. O halde A kümesi δβg-kapalı kümedir. 

Diğer taraftan A = Cl ( Int ( A ) ) ⊂ Cl ( Int ( Cl ( A ) ) ) ⊂ Cl ( Int ( δCl ( A ) ) ) 

olduğundan, A kümesi δβ-açık kümedir. 

Şimdi ise, δβg-kapalı kümenin Λδβ operatörü ile ilgili karakterizasyonunu 

aşağıdaki önermede verelim. 

Önerme 2.2.4. (X, τ) topolojik uzayı ile herhangi bir A ⊂ X alt kümesi verilsin. 

A kümesinin δβg-kapalı küme olması için gerek ve yeter şart δCl (A) ⊂ Λδβ(A) 

olmasıdır. 

İspat. ⟹ A kümesi δβg-kapalı küme olsun. O halde, Tanım 2.2.7. gereğince 

A ⊂ U olmak üzere, herhangi bir U ∊ δβ(X) için δCl ( A ) ⊂ U ve dolayısıyla, 

δCl ( A ) ⊂   { U | A ⊂ U, U ∊ δβ(X) } = Λδβ(A) elde edilir. 

            ⟸ A ⊂ U olmak üzere, herhangi bir U ∊ δβ(X) kümesini alalım. 

δCl ( A ) ⊂ Λδβ(A) ⊂ U olduğundan, A kümesi δβg-kapalı kümedir. 

Ayrıca, δβg-kapalı kümenin δβ-kapalı kümelerle ilgili karakterizasyonunu da 

aşağıdaki gibi elde ettik. 

Önerme 2.2.5. (X, τ) topolojik uzayı ile herhangi bir A ⊂ X alt kümesi verilsin. 

A kümesinin δβg-kapalı küme olması için gerek ve yeter şart [ δCl ( A ) – A ] 

kümesinin boştan farklı hiçbir δβ-kapalı küme içermemesidir. 

İspat. ⟹ A kümesi δβg-kapalı küme olsun. Olmayana ergi yönteminden 

F ⊂ [ δCl ( A ) – A ] olacak şekilde boştan farklı bir F, δβ-kapalı kümesinin var 

olduğunu kabul edelim. F ⊂ [ δCl ( A ) – A ] ⊂ ( X – A ) olduğundan, tümleme işlemi 

ile ( X – F ) kümesi δβ-açık küme olmak üzere, A ⊂ ( X – F ) elde edilir. A kümesi 

δβg-kapalı küme olduğundan, Tanım 2.2.7. gereğince δCl ( A ) ⊂ ( X – F ) ve 

dolayısıyla, F ⊂ ( X − δCl ( A ) ) olur. A kümesi δβg-kapalı 

küme olduğundan, F kümesi boş kümedir. 

            ⟸ Herhangi bir U ∊ δβ(X) kümesi için A ⊂ U olsun. 

δCl ( A ) ⋂ ( X – U ) ⊂ δCl ( A ) ⋂ ( X – A ) = [ δCl (A ) – A ] olur. Hipotez gereğince 
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[ δCl ( A ) – A ] kümesi boştan farklı hiçbir δβ-kapalı küme içermediğinden, 

δCl ( A ) ⋂ ( X – U ) = 𝜙 ve dolayısıyla, δCl ( A ) ⊂ U olur. O halde Tanım 2.2.7. 

gereğince A kümesi δβg-kapalı kümedir. 
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2.3. Bazı Zayıf Ayırma Aksiyomları 

Bu kesimde, öncelikle δβ-açık kümeler için sırasıyla δβ-T½ ve δβ-R0 uzayları 

olarak adlandırdığımız iki yeni ayırma aksiyomunu tanım kriterleri ile tanıttık. Ardından 

δβ-T₁ uzayı kavramının Λδβ-küme ile ilgili özelliklerini elde ettik. 

Tanım 2.3.1. (X, τ) topolojik uzay olsun. 

1. (X, τ) uzayının δβ-T½ uzayı olması için gerek ve yeter şart her δβg-kapalı 

kümenin δ-kapalı küme olmasıdır. 

2. (X, τ) uzayının δβ-R0 uzayı olması için gerek ve yeter şart herhangi bir  

U ∊ δβ(X) ve x ∊ U için, δCl ({x} ) ⊂ U olmasıdır. 

δβ-T½ uzayının δβ-kapalı kümeler ile ilgili bir karakterizasyonunu verelim 

Teorem 2.3.1. (X, τ) uzayının δβ-T½ uzayı olması için gerek ve yeter şart X’ in 

tek noktadan oluşan her bir alt kümesinin δ-açık küme ya da δβ-kapalı küme olmasıdır. 

İspat. ⟹ x ∊ X noktasını alalım. {x} kümesinin δβ-kapalı küme olmadığını 

kabul edelim. O halde ( X – {x} ) kümesi δβ-açık küme değildir ve ( X – {x} ) kümesi 

δβg-kapalı kümedir. (X, τ) uzayı δβ-T½ uzayı olduğundan, ( X – {x} ) kümesi δ-kapalı 

küme ve {x} kümesi (X, τ) uzayında δ-açık kümedir. 

            ⟸ A kümesinin δβg-kapalı küme olduğunu kabul edelim. δCl ( A ) ⊂ A 

olduğunu göstermeliyiz. x ∊ δCl ( A ) olsun. {x} kümesi ya δ-açık küme ya da δβ-kapalı 

kümedir. 

(i) {x}, δ-açık küme ise, x ∊ δCl ( A ) olduğundan, Int ( Cl ( {x} ) ) ⋂ A   𝜙 ve 

x ∊ A olur. 

(ii) {x}, δβ-kapalı küme ise, Önerme 2.2.5. gereğince [ δCl ( A ) – A ] kümesi 

boştan farklı hiçbir δβ-kapalı küme içermez. Böylece, x ∉ [ δCl ( A ) – A ] fakat, 

x ∊ δCl ( A ) olur. O halde x ∊ A bulunur. Sonuçta (i) ve (ii) gereğince δCl ( A ) ⊂ A 

elde edilir. Bu ise, A kümesinin δ-kapalı küme olduğunu gösterir. 

Ayırma aksiyomları topolojik uzaylar üzerinde tanımlandığı için aşağıdaki 

teoremin varlığı aşikardır. 

 

Teorem 2.3.2. Her topolojik uzay δβ-T½ uzayıdır. 
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İspat. (X, τ), topolojik uzay olsun ve x ∊ X noktasını alalım. Eğer {x} kümesi 

δ-açık küme değilse, δInt ( {x} ) = 𝜙 olduğundan, {x} kümesi δβ-kapalı kümedir. 

Böylece, Teorem 2.3.1. gereğince (X, τ) uzayı δβ-T½ uzayıdır. 

Sonuç 2.3.1. Teorem 2.3.2. gereğince her δβ-T₁ uzayının δβ-T½ uzayı olduğu 

açıktır. 

Şimdi, Tanım 2.3.1. (2)ʼ de tanımlanan δβ-R0 uzayının Λδβ operatörü ile ilgili 

elde ettiğimiz bazı karakterizasyonlarını verelim. 

Teorem 2.3.3. (X, τ) topolojik uzayı için, aşağıdaki özellikler eşdeğerdir: 

1. (X, τ) uzayı δβ-R0 uzayıdır. 

2. Her x ∊ X noktası için, δβCl ( {x} ) = Λδβ({x}) eşitliği geçerlidir. 

3. Her x ∊ X için, δβCl ( {x} ) ⊂ Λδβ({x}) bağıntısı geçerlidir. 

İspat. (1) ⇒ (2) x ∊ X noktasını ve x’ i içeren herhangi bir V ∊ δβ(X) kümesini 

alalım. (X, τ) uzayı δβ-R0 uzayı olduğundan, Tanım 2.3.1. gereğince δβCl ( {x} ) ⊂ V 

ve dolayısıyla, δβCl ( {x} ) ⊂ Λδβ({x}) olur. y ∊  Λδβ({x}) olduğunu kabul edelim. 

x noktasını içeren her V δβ-açık kümesi için y ∊ V ve x ∊ δβCl ( {y} ) olur. Diğer 

taraftan y ∉ δβCl ( {x} ) olduğunu varsayalım. O halde y ∊ G ve x ∉ G olacak şekilde 

en az bir G ∊ δβ(X) kümesi vardır. (X, τ) uzayı δβ-R0 uzay olduğundan Tanım 2.3.1. 

gereğince δβCl ( {y} ) ⊂ G ve x ∉ δβCl ( {y} ) olur. Böylece, Λδβ({x}) ⊂ δβCl ( {x} ) 

elde edilir. Sonuç olarak, δβCl ( {x} ) = Λδβ({x}) bulunur. 

(2) ⇒ (3) İspatı açıktır. 

(3) ⇒ (1) V ∊ δβ(X) ve x ∊ V alalım. O halde Λδβ({x}) ⊂ V bağıntısı geçerlidir. 

Ayrıca (3) gereğince x ∊ δβCl ( {x} ) ⊂ Λδβ({x}) olduğundan, δβCl ( {x} ) ⊂ V olur. Bu 

ise, (X, τ) uzayının δβ-R0 uzayı olduğunu gösterir. 

Şimdi, oldukça kullanışlı olan aşağıdaki lemmayı ele elalım. 

Lemma 2.3.1. [20] Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayı için, X kümesinin tek 

noktadan oluşan her bir alt kümesi ya pre açık küme ya da pre kapalı kümedir. 

            Tanım 1.1.14. de verilen δβ-T₁ uzayının Λδβ-kümeler ile ilgili 

karakterizasyonlarını aşağıdaki teoremde verelim. 

Teorem 2.3.4. (X, τ) topolojik uzayı için aşağıdaki özellikler eşdeğerdir: 
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1. (X, τ) uzayı δβ-T₁ uzayıdır. 

2. X uzayındaki her alt küme, Λδβ-kümedir. 

3. X uzayındaki her Λδβ-kapalı küme, Λδβ-kümedir. 

4. X uzayındaki her pre kapalı küme, Λδβ-kümedir. 

İspat. (1) ⇒ (2) A kümesi X’ in herhangi bir alt kümesi olsun. Her x ∊ A için 

Önerme 2.1.1. gereğince {x} kümesi Λδβ-kümedir. Lemma 2.1.2. gereğince A kümesi 

Λδβ-kümedir. 

(2) ⇒ (3) Hipotez gereğince X uzayındaki her alt küme, Λδβ-küme olduğundan, 

her Λδβ-kapalı küme, Λδβ-kümedir. 

(3) ⇒ (4) İspatı açıktır. 

(4) ⇒ (1) Herhangi bir x ∊ X noktasını alalım. Lemma 2.3.1. gereğince iki 

durum vardır: 

(i) Eğer {x} kümesi pre kapalı küme ise, 

{x} ⊃ Cl ( Int ({x} ) ) ⊃ Int ( Cl ( Int ({x} ) ) ) ⊃ Int ( Cl ( δInt ({x} ) ) ) ve  

Int ( Cl ( δInt ({x} ) ) ) ⊂ {x} olduğundan, {x} kümesi δβ-kapalı kümedir. 

(ii) Eğer {x} kümesi pre açık küme ise, 

X − {x} kümesi Λδβ-küme ve X − {x} = ⋂ { V | X − {x} ⊂ V, V ∊ δβ(X) } olur. 

Böylece bazı V0 ∊ δβ(X) için, {x} ⊂ ( X − V0 ) ⊂ ⋃( X − V ) ⊂ {x} olur. Bu ise, 

{x} = ( X − V0 ) kümesinin δβ-kapalı küme olduğunu gösterir. Önerme 2.1.1. gereğince 

(X, τ)  uzayı δβ-T₁ uzayıdır. 

            Tanım 1.1.14. de verilen δβ-T₁ uzayı ile Tanım 2.3.1. de verilen δβ-R0 uzayı 

kavramlarının çakışık olduğunu verelim. 

Teorem 2.3.5. (X, τ) uzayının δβ-T₁ uzayı olması için gerek ve yeter şart 

(X, τ) uzayının δβ-R0 uzayı olmasıdır. 

İspat. ⟹ (X, τ) uzayı δβ-T₁ uzayı olsun. Herhangi bir U, δβ-açık kümesi ve 

x ∊ U noktası için, Önerme 2.1.1. gereğince δβCl ( {x} ) = {x} ⊂ U olur. 

Böylece, (X, τ) uzayı δβ-R0 uzayıdır. 

            ⟸ Lemma 2.3.1. gereğince her bir x ∊ X noktası için, {x} kümesi pre açık küme 

ya da prek apalı kümedir. x noktasından farklı y ∊ X noktası alınsın. 
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(i) {x} kümesi pre açık küme ise, {x} ∊ δβ(X) ve y ∉ {x} olur. 

(ii) {x} kümesi pre kapalı küme ise, y ∊ ( X – {x} ) [ ( X – {x} ) ∊ δβ(X) ] 

olduğundan, δβCl ( {y} ) ⊂ ( X – {x} ) ve x ∊ ( X − δβCl ( {y} ) ) 

[ ( X − δβCl ( {y} ) ) ∊ δβ(X) ] olur. y ∉ ( X − δβCl ( {y} ) ) olduğundan, (i) ve (ii) 

gereğince x ∊ U ve y ∉ U olacak şekilde en az bir U ∊ δβ(X) kümesi vardır. Aynı 

şekilde y ∊ V ve x ∉ V olacak şekilde en az bir V ∊ δβ(X) kümesi vardır. 

Böylece, (X, τ) uzayı δβ-T₁ uzayıdır. 

            δβ-R0 ve δβ-T½ uzaylarının literatürde var olan diğer uzaylarla ilişkilerini, 

aşağıdaki şemada verdik. Dikkat edilirse; bu şema, Şema 1.1.2. nin daha da genişletilen 

halidir.  Ayrıca; bu şemada yer alan β-T₁ uzayı ile β-T½ uzayı arasındaki ilişkinin ispatı 

ve β-T₁ uzayı ile β-R0 uzayının çakışık olduğu [14]’ de verildi. 

 

                                                      β-T½ uzayı                      δβ-T½ uzayı 

 

 

  T₁- uzayı     β-T₁ (   β-R0 ) uzayı                    δβ-T₁ (   δβ-R0 )  uzayı    

Şema 2.1.1. 
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