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Bu tezde klasik mekanikte terslenebilir doniistimler olan kanonik ve kanonoid
dontistimler incelenmistir. Bilindigi gibi bu doniisiimler Hamilton hareket denklemlerini
daha basit bir forma indirgemek icin kullanilan terslenebilir gonderimlerdir. Bu
caligmada ilk olarak, dontisiimlerin daha iyi anlagilmasi agisindan teget uzayi, faz uzayi,
Liouville teoremi, Poisson parantezleri gibi yardimec1 kavramlar ele alinmigtir. Daha
sonra kanonoid ve kanonik doniisiimlerin detayli ve zamana bagimliligi da igerecek
bicimde bir tanimi1 yapilmis ve bir doniisiimiin kanonoid ve kanonik olmasi i¢in gerek,
yeter sartlar bulunmustur. Buna gore kanonoid doniisiimlerde, daha basit bir sisteme
gecis icin, Hamilton hareket denklemlerini degismez birakan yeni bir Hamilton
fonksiyonunun varligi yeterli olurken, kanonik donilisimlerde, yeni Hamilton
fonksiyonunun varhiginin yani sira yeni faz wuzayr degiskenlerinin Poisson
parantezlerinin de degigsmez kalmasi gerekmektedir. Her iki doniisiimiinde bu
tanimlarindan yararlanarak bir kiyaslama kurulmus ve kanonik doéniisiimlerin kanonoid
doniisiimlerin 6zel bir alt sinifi oldugu sonucuna varilmistir. Son olarak her iki doniisiim
icin de Tretici fonksiyon ifadeleri bulunmus ve bu doniisiimler degisik dinamik
sistemler kullanilarak 6rneklendirilmistir.

Ocak 2011, 47 sayfa

Anahtar Kelimeler: kanonoid doniisiimler, kanonik doniisiimler.



ABSTRACT

Master Thesis

SOME INVERTIBLE TRANSFORMATIONS
IN CLASSICAL MECHANICS

Emre GURKANLI

Ankara University
Graduate school of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Adnan TEGMEN

In this thesis, canonical and canonoid transformations which are invertible
transformations in classical mechanics are investigated. As 1is known, these
transformations are invertible transformations which can be used to reduce Hamilton’s
equations of motions into a simpler form. In this study, in order to understand the
concept of transformation, the complementary concepts such as tangent space, phase
space, Liouville theorem, Poisson brackets are considered. Second, definitions of
canonical and canonoid transformations which contain time dependence are made and
the necessary and sufficient conditions for a transformation to be canonical and
canonoid are found. With this argument, while in canonoid transformations the
existence of a new Hamiltonian function which preserves the Hamiltonian nature of the
equations of motion is enough in passing into a simpler form, in canonical
transformations besides the existence of a new Hamilton function, the Poisson bracket
of new phase space variable should remain invariant. A comparison to the definitions of
both transformation is made, and it is found that canonical transformations are a special
subclass of canonoid transformations. Eventually, in both transformations, generating
functions are found and transformations are exemplified by using several dynamical
systems.

January 2011, 47 pages

Key Words: canonoid transformations, canonical transformations.

11



TESEKKUR
Tez ¢aligmalarimin her asamasinda bana yol gdsteren ve yakin ilgisiyle biliyiik destek
saglayan Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Fizik Boliimii Ogretim iiyelerinden

danisman hocam, Saym Dog. Dr. Adnan TEGMENe tesekkiirlerimi sunarim.

Emre GURKANLI
Ankara, Ocak 2011

111



ICINDEKILER

0 /71 1
ABSTRACT .. tiiiiiiiiiiiieiiieiiinetststosssessstossssssstosassssssssssosssssssssssssssssssnssns i
N O ) 34 S0 2 S iii
SIMGELER DIZINI....ciituiiiiiiiiiiriiiiieeeeiieeeeeteeeeeeeeneeeeenneeeeennensesennonne v
SEKILLER DIZINT....ccuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiciiieiierieereeteraeennernennessnesssmnens vi
| B 1 21 1 TN 1
2. TEGET (TANJANT) UZAYL..uucvuuieerneeriieereneernneeernneersneersneersneesssnnes 2
3. DOGRUSAL FONKSIYON....cccctttitriuiiiiniieeieneeereeeeeeeeeeerennnnnnnnensssssnne 4
3.1 Dogrusal FOnKSIyOn....ocevviuiiiieiiiniiiieiiiniiiiiiieieinecsseiosnscsnsosnsssnsssosssnnns 4
3.2 DoZrusal FOrM...oeiieiiiiiiiieiiiiiiiiieiieiiieeieeieiieeieciecciesiacescssscsascnscnssnns 4
R TN 111 I 7 4
4. KOTANJANT (FAZ) UZAYL...cciiuiiiiniiiiiiiieiiineiiseiosasosstosascsnscssasosnscsnes 5
4.1 Faz UzayInin Taniml...cccoeeeiiieeiiieiiineiiieieinieietssarcesscsssossssssssssssssnsssnns 5
4.2 Faz Uzaymnin OzelliKIETi.........eeeuueeerrneeeennereruieeenneeeeneeesneeesneeessnesesnnnns 5
4.3 Faz Uzayinda DOntiSlim......cccceiieiiiniiiniiiieiiiniiieiiietiiercsssssesscsnssssssonnses 8
5. LIOUVILLE TEOREMI.....ccuuituiiiiiiiieiiriieieetierneeenerseesneeseseneesessessnnes 9
6. POISSON PARANTEZLERI......ccvuiiitiiiiniiiiieeieeineeeteerneerneeneneesnnesnnns 11
6.1 Poisson Parantezlerinin OzelliKIeri.........ccvueeunieneeeneeeierneenneeneeneeeneennennns 11
7. KANONOID DONUSUMLER........cccccttttmmmmmmminiiiiiiieereeeeeeeeeeeneeeeeeess 16
7.1 Kanonoid Déniisiimler i¢in Uretici Fonksiyonlar.............cceeveveueenennennnnn. 19
7.2 Kanonoid Déniisiim Ornekleri ve Uretici Fonksiyonlari............cc..cevvueee... 23
8. KANONIK DONUSUMLERL.....cuctuituiitiiniinernirnernernernernernernesneenssmmeesnens 30
8.1 Kanonik Déniisiimler icin Uretici Fonksiyonlar.............ceevveeernneennenennees 30
8.2 Kanonik Déniisiimler icin Uretici Fonksiyon Tipleri.........cceevuveenereneenennne. 35
8.3 Kanonik Déniisiim Ornekleri ve Uretici Fonksiyonlart...............ceevveevnnen.. 39
8.3.1 Metrik domiiStimler......oceveeeiiiiiiiiiinneiieesiiesnsessscessssssssssscssssessasssossons 39
8.3.2 Lineer doniiSlimler......ccceueeiiiiiiiiinneerieerirsnnecececeessonnssccccesssnnssssscanns 39
8.3.3 Ayar dOnUSUMIeric..cceeeiiiiiniiiiiniiiiintiiiintiriinstesesstosessscssnssscsnsscases 40
8.3.4 Nokta dOnUSUIMIEri......cuueeiiiiiiinnneeeieeeirienneeeteeecsennssscccccsssnnsscssscnnncs 41
8.3.5 RZ e QONIMC...ueunrnneneneneeneenerneeneeneeneeseensenseseesensssmmsscssesssmenssnenns 42
8.4 Sonsuz Kiiciik Kanonik Dontisiimler.......ccccviiiiiiiiieeiiiiiiiiinneesiiccisccnnanss 42
O SONUC . uuiiiiiiiniiiieiiietiitiieetetatesestsessossssssstossssssssossssssssssssssssssnssonns 45
KAYNAKLARL.. . ttiiiiiiiiiiiiiiiieiiitiiietitstesstsssstosssssssssssssssssssssssssssmssssnes 46
OZGECMIS...coiiiiiiiiiiiitiiiceee ettt e e e e e e sssne s e e 47

v



Z 2 " g C R T

*

<

SIMGELER DiZIiNi

Hamilton fonksiyonu

Kamilton fonksiyonu

Lie tlirevi

Kanonoid doniistimler igin iiretici fonksiyon
Kanonik donitistimler i¢in tiretici fonksiyon
P cismi tizerinde bir vektor uzay1

P cismi tizerinde bir vektor uzay1

M vektor uzayinin dual uzayi

Stireklilik parametresi

Sonsuz kiiciik yer degistirme

Sonsuz kii¢iik kanonik dontistimler i¢in tiretici fonksiyon

R’ manifoldu iizerinde m noktasindaki teget (tanjant) uzayi

T_R® uzaynm dual uzay1

Faz uzayinda sonsuz kii¢iik hacmin yogunlugu
Faz uzayinda sonsuz kii¢lik hacimdeki sistem noktalarinin sayisi
Faz uzayinda sonsuz kii¢ilik bir bolgenin hacmi

Reel sayilar kiimesi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1 Tanjant (teEEt) UZAYT......eeuuiiitt it e e e e iaeereee e neeas
Sekil 4.1 Kepler probleminde radyal hareket icin faz portresi.....................cooene.
Sekil 4.2 Bir boyutlu basit harmonik salinict i¢in faz portresi..............coovviiiieninnnn

Sekil 5.1 Faz uzayinda bir hacmin hareketi..................ocooiiiiiiiiiii i

vi



1.GIRiS

Bilindigi gibi kanonik doniisiimler ve onun daha genis bir formu olan kanonoid
doniistimler Hamilton mekaniginde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Bu doniisiimler
Hamilton hareket denklemlerini daha basit bir forma indirgemek icin kullanilan
terslenebilir gonderimlerdir. Boyle bir doniisiim Hamilton denklemlerini bi¢im olarak
degismez birakan yeni bir Hamilton fonksiyonunu gerektirirken, yeni faz uzayi

degiskenlerinin Poisson parantezini de degigsmez birakmasi gerekir.

Kanonoid doniisiimler ise kanonik doniisiimlere gore daha genis bir sinif olup, daha
basit bir sisteme ge¢mek icin yeni Hamilton fonksiyonu firetebilen terslenebilir bir

gonderim bulmak yeterli olur.

Buradan anlasilacagi gibi kanonoid doniistimler, dinamik sistemlerin ¢oziilmesinde daha
genis ve rahat bir hareket alami saglamakta, kanonik doniisiimler ise kanonoid

doniistimlerin 6zel bir alt siifi olarak kalmaktadir.

Ik olarak, bu doniisiimlerin daha iyi anlasilmasi igin teget uzayi, faz uzayinmn yapist,
Liouville teoremi ve Poisson parantezleri gibi bazi yardimci kavramlar ele alinacak
daha sonra bir doniisiimiin kanonoid olmas1 ve kanoniklik i¢in gerek ve yeter sartlar

incelenecektir.



2.TEGET (TANJANT) UZAYI

me R’ olsun.ve R* olmak iizere mnoktasindan m+vVv noktasina giden yénlii dogru

parcast “m noktasinda, v teget vektorii” olarak adlandirilsin ve v bi¢iminde

gdsterilsin. Bu m noktasindaki biitiin teget vektdrlerinin kiimesi T_R* ile gosterilsin

(Sekil 2.1).

Sekil 2.1 Tanjant uzayi

T_R® kiimesi iizerinde toplama ve skalerle garpma iglemleri asagidaki gibi tanimlansin;
v, +w, =(V+Ww),
2) 42 € R olmak iizere ;

AV, =(AV),,



Burada v, +Ww_ teget vektorii, m noktasindan m+ (v+Ww) noktasina giden yonlii dogru
parcasidir. Yine Av, teget vektorii de, m noktasindan m+Av noktasina giden yonlii

dogru parcasidir.

T_R® kiimesi yukarda tanimlanan, islemlere gore R cismi iizerinde bir vektdr uzayidir.

Boylece elde edilen T, R’ vektdr uzayina, R* uzaymin m noktasindaki * teget uzay1”

denir.



3. DOGRUSAL FONKSIYON (LINEER DONUSUM)

3.1 Dogrusal Fonksiyon

M ve N ayni P cismi {lizerinde iki vektor uzayi ve

f:M >N

bir fonksiyon olsun. Buna gore asagidaki kosullar saglansin.

DHer X,y € M i¢in
f(x+y) =100+ f(y)

2)Her xe M ve her 1 €P igin
f(AX)=AT(X)

Bu f fonksiyonuna bir dogrusal fonksiyon veya lineer doniisiim denir.

3.2 Dogrusal Form

Eger yukaridaki tanimda N =P olursa
f:M->P

Fonksiyonu dogrusal ise buna dogrusal (lineer) form denir.

3.3 Dual Uzay

M iizerinde biitiin dogrusal formlarin kiimesi M * ile gosterilir. Burada M * bir vektor

uzayidir ve M ’nin dual uzay1 ya da “cebirsel duali” olarak isimlendirilir.



4. KOTANJANT (FAZ) UZAYI

me R? olsun.T,R? uzayindan R ye giden biitiin lineer doniisiimlerin kiimesi T * R’

ile gosterilsin. Bu kiime R cismi tizerinde bir vektor uzayidir.

Bu vektor uzayma T, R® vektdr uzayinin “duali” ad1 verilir.

4.1 Faz Uzaymnin Tanim

T* R? vektdr uzaymna, R* manifoldu iizerinde m noktasindaki kotanjant (faz) uzayi

denir. Bu uzayn her bir elemanma m noktasinda bir “kotanjant vektdr” denir.

4.2 Faz Uzaymn Ozellikleri

1) Faz uzayi, iginde bir sistemin tiim olas1 durumlarinin temsil edildigi bir uzaydir.

2) Sistemin her olast durumuna karsilik faz uzayinda bir tek nokta vardir.

3) Mekanik sitemler i¢in, faz uzay1 genellikle konum ve momentum degiskenlerinin
tiim olas1 degerlerinden olusur.

4) Bir faz uzayinda, her serbestlik veya sistem degiskeni ¢ok boyutlu uzayda bir eksen
olarak gosterilir. Sistemin olast her durumu i¢in, veya sistem degiskenlerinin
degerlerinin izin verilen kombinasyonlari i¢in, ¢ok boyutlu uzayda bir nokta isaretlenir.
Bu isaretli noktalarin temsili, sistemin durumunun zamana gore ilerlemesiyle benzerdir.
5) Faz diyagrami sistemin girebilecegi her durumu temsil eder ve diyagramin sekli,
sistemin niteliklerini aydinlatir.

6) Bir faz uzay1 bir¢cok boyuttan olusabilir. Ancak boyut ¢ift say1 olmalidir.

7) Klasik mekanikte faz uzaymnin koordinatlari genellestirilmis koordinatlar g, ve
onlarin konjuge eslenikleri p, lerdir. Boyle bir sistemdeki noktalarin yerel yogunlugu

Liouville teoremine uymaktadir ve bdylece sabit olarak alinabilir.
8) Klasik mekanikte, sistemin verilen herhangi bir zamandaki faz uzay1 koordinatlar

sistemin tiim dinamik degiskenlerinden olusmaktadir.



9) Faz uzayinda her bir noktanin kesinlikle bir yoriingede bulunmasi sebebiyle, hi¢cbir

sekilde faz yoriingeleri kesismez.

Sekil 4.1-4.2” de Kepler probleminde radyal hareket ve basit harmonik salinici i¢in faz

portreleri goriilmektedir.

¢ A

’ e

=

Sekil 4.1 Kepler probleminde radyal hareket i¢in faz portresi

Sekil 4.1° de kapali egriler bagl durumlara karsilik gelmektedir ve bu kapali egriler

negatif enerji seviyesindedir.



Sekil 4.2 Bir boyutlu basit harmonik salinici i¢in faz portresi

Sekil 4.2° de goriildiigii tizere hatmonik salinict i¢in ii¢ farkli toplam enerjiye karsilik
gelen kapali yoriingeler goriilmektedir. Diyagrama bakarak asagidaki g¢ikarimlarda

bulunulabilir.

1) Kapali yoriingelerin bir noktada kesismedigi goriilmektedir. Herhangi bir noktada
yoriingelerin kesismis olmast durumunda ise, bu noktada toplam enerji, iki olas1 enerji

diizeyinde bulunmasindan dolay1 tanimli olmayacaktir.

2) Kapali yériingeler goriildiigii {izere saat yoniindedir. Ornek olarak diyagramin sag iist

kosesinde hiz pozitifdir.

3) Diyagramda X in bu bodlgede X a karsilik arttigi ve hizin sifir oldugu degerde

maksimuma ulastig1 goriillmektedir.



4.3 Faz Uzayinda Doniisiim

Bir genellestirilmis koordinat ve momentum takimindan bir baska genellestirilmis
koordinat ve momentum takimina ge¢gmek faz uzayinda bir doniisiim yapmaktir.

(%, 1) = (X;(x,1),1)
Faz uzaymda yapilan doniisiimler genellikle Hamilton fonksiyonunu ve Hamilton

denklemlerinin seklini degistirir.

Giris boliimiinde agiklandig1 lizere, Hamilton hareket denklemlerinin ve Hamilton

fonksiyonunun yapisini degistirmeyen doniisiimler incelenecektir.



5. LIOUVILLE TEOREMI

Faz uzayinda her sistem bir tek nokta ile gosterilir. Dolayisiyla bu sistemlerin kiimesi fa
uzayinda bir noktalar yiginina kars1 gelir. Liouville teoremi faz uzayinda verilen bir

sistemin komgulugundaki sistemlerin yogunlugunun zamanla degismedigini ifade eder.

Faz uzayinda verilen bir sistem noktasini ¢evreleyen sonsuz kiiciik bir hacim g6z 6niine

alinsin. Bu hacmin sinir1 t=t, aninda bazi komsu sistem noktalarinin yiizeyleri ile

meydana getirilmis olsun. Zamanla hacmi tanimlayan sistem noktalar1 faz uzayinda

hareket ederler ve hacim zamanla farkl sekiller alir.

Yukarida tanimlanan D yogunlugunun zamana gore toplam tiirevi

B _p i+ L
dt ot

(5.1)

biciminde yazilir.

Sekil 5.1 Faz uzayinda sonsuz kiiciik bir hacmin hareketi



Sekil 5.1 de, kesikli ¢izginin meydana getirdigi egri sonsuz kii¢iik hacmin zamanla yer
degistirmesini gosteriyor. Hacim igindeki noktalarin sayisi sabit kalacaktir. Bu ifade
sOyle aciklanabilir. Baslangigta hacim i¢inde olan bir sistem noktast disar1 ¢ikamaz.
Eger bir sistem noktasi sinir1 gegerse belli bir an i¢in faz uzayinda sinir yiizeyini
tanimlayan sistem noktalarindan biriyle ayni konumda olacak, yani g¢akisacaktir. O
halde sistem hi¢bir zaman hacmi terk edemez. Aymi nedenden dolay1 baslangicta

disarida olan bir sistem hi¢bir zaman hacim i¢ine giremez.

Bir baska durum ise hacmin biiyiikliigii ile ilgilidir. Poincare integral invaryantlarinin
bir sonucu olarak, faz uzayinda bir bolgenin hacminin sonsuz kiigiik kanonik
doniistimler altinda degigsmez kaldigini ifade eder. Bu nedenle hacmin biiyiikliigii de

zamanla degismez.

O halde sonsuz kiigiik hacimde hem sistemlerin dZ sayis1t hem de dV hacmi sabittir.

Dolayisiyla
dz
D=— 52
Y (5.2)
ifadesi bir sabittir. Buradan;
dD
—= =0 5.3
pm (53)
olur. Bu ifade de Liouville teoremini ispatlar. Teorem, degisik olarak
oD
—=—{D,H 5.4
p {D,H;} (5.4)

biciminde de ifade edilebilir.

10



6. POISSON PARANTEZLERI

f(X,,X,,t) genellestirilmis koordinatlara ve zamana bagli bir fonksiyon olsun. Bu

fonksiyonun zamana gore tlirevi;

LI (KL I L 6.1)
dt | 0x OX, ot

olur. Bu ifade de Hamilton hareket denklemleri kullanilirsa ifade asagidaki gibi olur.

z_::(ﬁf oH o m}g 62)

0X, OX, OX, 0OX

Yukaridaki ifadede

o oH _of oH
OX; OX, OX, OX

Seklindeki terimler icin bir kisaltma kullanilir ve bu kisaltma ilk Poisson tarafindan

kullanildig1 i¢in onun adryla anilir.

Herhangi iki f(X,X,,t) ve g(X,,X,,t) i¢in Poisson parantezi su sekilde tanimlanr.

{f.0} =(ﬂ6—g—ié—gj (6.3)

Buna gore f(x,,X,,t) fonksiyonunun zamana gore tam tiirevi

df of
= H S 6.4
gt I ©4)

olur.
6.1 Poisson Parantezlerinin Ozellikleri

1) iki fonksiyonun Poisson parantezi antisimetriktir.

{f.o}=—{g, f} (6.5)

11



Ispat

__(8_91_6_9@] 66)
0%, OX, OX, OX
=—{0,f}
2) f,g ve h herhangi {i¢ fonksiyon olmak iizere;
{f.g+h}={f,h}+{g.h} (6.7)
{f.g+hi={f,g}+{f.h} (6.8)
olur. Bu, Poisson parantezinin her iki fonksiyona gore lineer yani bilineer oldugunu
gosterir.
Ispat
(f +g,h}:6(f +g) oh  a(f+g) oh
oX,  OX, oX, 0X
[, og)an (o og)en 69)
oX, OX )OX, \0OX, OX, )0OX
={f.hj+{g.h}

3) f ve g herhangi iki fonksiyon ve ¢ de bir sabit olmak tizere asagidaki esitlikler

saglanir.

{cf.g} =c{f.g}

6.10
(f.cg)=cif.q) (6.19)

12



Ispat

OX, OX, OX, OX 6_><]6_x2_6_x28_x1

{f.g}

a(cf)a_g_a(cf)a_gzc[éf og of afJ
6.11)

=c{f,g}

4) T, g ve h herhangi ii¢ fonksiyon olsun. Buna gére asagidaki esitlikler saglanir.

{f,ghi={f,gth+g{f,h}

6.12
{fg.hy={.hjg+ f{g.h} (6-12)

Ispat

{f,gh}:(@a(gm_ia(gh)]

oX, OX, OX, 0OX

of [ o9 oh of | &g oh
= —| —h+g— |-——| —=—h+9—
0%, \ OX, oX, ) OX,\ OX oX, (6.13)
[ %9 o oG, gt oh_of oh
OX, OX;  OX, OX OX, OX, OX, OX
if.g} {f.hy

={f,gth+g{f,h}

5) f, g ve h herhangi ii¢ fonksiyon olmak iizere;

{f.{g.h}}+{0.{f.g}}=0 (6.14)
Yukaridaki 6zdeslik Jakobi 6zdesligi olarak bilinir. Poisson parantezinin asosyatif

olmamasinin bir sonucudur.
Ispat

of ( 0°g oh o0°hog o°goh  o*h o
(fgm= | =2 21228 g S

X, \ OX,0X, OX, OX, OX, OX; OX, OX,0X, OX,
g [azg oh, oh g g @_h_ﬁzga—gj}

Cox, | X2 ox,  OXOX, X, OXOX, OX  OX: OX,

(6.15)

ifadesine benzer olarak {g,{h, f}} ve {h,{f,g}} ifadelerinin esitleri de yerine yazilirsa

sonug sifir olacaktir.
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6) Herhangi iki f ve g fonksiyonu igin;

dor ol grser 98
a{f,g}—{dt,g}ﬂf,dt} (6.16)

dir. Bu esitlik Poisson Parantezi Teoremi olarak bilinir.

Ispat

a6 o 2
a{f,g}—{{f,g},HHat{f,g} (6.17)

elde edilir. Jakobi 6zdesliginden
{f.o},H}={f {9, H}}+{{f.H}, 0} (6.18)

oldugu goriilmektedir. Diger yandan,

0 oo og of og
Zif,gl=—
Zinai-5f ]

0X, OX, OX, OX (6.19)

_ ot a
_{at’g}+{faat}

olur. Burada Poisson parantezlerinin lineer olma 6zelligi kullanilarak;

4t g a ]
dt{f’g}_{{f’H}-i_ at 5g}+{fa{gaH}+ at}
={f,g}+{f.9}

(6.20)

bulunur.

7) Herhangi iki f ve g fonksiyonunun Poisson parantezi kanonik doniisiim altinda

invaryanttir, yani degeri degismez.
Ispat

Zincir kuralindan;

of _of X, ot X,

— = (6.21)
ox, OX, ox, OX, 0X
oldugu bilinmektedir.
of og of o
{f.0}, = 249 249 (6.22)
OX, OX, OX, OX
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ifadesinde terimler zincir kuralindan yararlanilarak yeniden yazilirsa asagidaki esitlik

elde edilir.

oX, ox,  OX, ox | X, ax, oX, ox,

(ot X, ot ax, (g ax, | g X,
oX, dx, X, ox, )\ X, ox X, ox,

{f,g}x=(af ox,  of asz[ og X, , o9 axzj

_of oy of ag (axl oX, X, axzj 623)
oX, OX, 0X, OX,\ 0%, OX, OX, OX
{f.9}
={X, X, H{f, g}
:{f’g}x
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7. KANONOID DONUSUMLER

n boyutlu bir faz uzayinda f(x,,...,X,) = f(X)dinamik degiskeninin zamanla degisimi

Nambu parantezi ile verilir.

o(f,H,..H, )
O(X,5-es X))

f={f,H,.,H }= (7.1)

Burada Hamilton fonksiyonlari lineer bagimsizken X,,...,X, degiskenleri R" deki lokal

koordinatlardir.

Nambu parantezinin daha agik formu asagidaki gibidir.

ity Qe ) O oy (72)
O(X,5-wes X)) ""“8in OX.

Asagidaki ifadede goriildiigii gibi nboyutta yazilan Nambu parantezi ifadesi 2 boyutta
yazildig1 zaman Poisson parantezi ifadesine doner.

i gy ddh oh o (7.3)

Bu boliimde zamana bagimliligi da géz onlinde bulundurarak daha genel bir tanim

yapilacaktir.

X;,X, lokal koordinatlar olmak tiizere Hamilton hareket denklemleri asagidaki gibi

verilmektedir.

Xi=&—, L]=L2 g, ,=¢,=0 ¢,=-¢&,=1 (7.4)
i

f dinamik degiskeninin zamanla degisimi ise,

: of
f={f H+— 7.5
{T,H} p (7.5)
ile verilir.(7.5) esitliginden,;
H = daH — oH (7.6)
dt ot

oldugu goriiliir.
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Tanim 7.1

Hamilton fonksiyonu H(X,t) olan bir dinamik sistem i¢in faz uzayinda asagidaki gibi
bir doniisiim tanimlansin.

(X, 1) = (X, (X,1),t) (7.7)
Eger donlisimden sonra Hamilton hareket denklemlerini (7.8) esitliginde gorildigi

gibi degismez birakan yeni bir K(X,t) Hamilton fonksiyonu bulunabiliyorsa, bu

dontistime H’ ye gore kanonoiddir denir.

oK
i ij axl ( )
Ayrica ters doniisiim ile vektor alanlarinin bazlar1 ve diferensiyel formlar da degisir.

Doniisiim kurallar1 asagidaki gibi olur.

o X, 0 oo

=t (=0)
ox  0x OX; O ot

OX;
0 _ ,i+8tg(:0)
oX, OX, ox; OX, ot

! (7.9)

dx, =2 gx .+ X

ox; ot
ax, = P e

OX; ot

Tanimdan da anlasildig {izere bir doniisiim, her Hamilton fonksiyonuna gore kanonoid
olmayabilir. Bir doniisiimiin kanonoidlik sartinin Hamilton fonksiyonundan bagimsiz

olusu asagidaki teoremle verilir.
Teorem 7.1
Bir doniisiimiin tiim Hamilton fonksiyonlarina gore kanonoid olmasi durumu asagidaki

esitligin saglanmasi ile gerceklesir.

{X,,X,} =sht (7.10)
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Ispat

Hamilton hareket denklemlerinden yararlanilarak;

oK

X, =& —, ,j=12 7.11
i ij axj J ( )

elde edilir, dolayisiyla;

0 K 9 K
X, OX, X, X,

(7.12)

olur. Bu ifade diizgiin bir bicimde yazilirsa,

0 6K
7.13
i 8X 6X (7.13)
halini alir. Ayn1 zamanda (7.11) denkleminden
8X
=0 7.14
8X (7.19)
oldugu da acik¢a goriliir.
oX, 6X
X, (Xt =—"X; 7.15
(%D OX, 8t (7.15)

i

iken (7.15) ve (7.13) ifadeleri (7.14) esitliginde kullanilirsa;

0 8X 8H oX; 0 ,oH 0 OX,
—)— =0 7.16
( ) Ci ox; 0X, (ax ) oX, ot (7.16)

bulunur. Esitlikteki 2.terim doniisiim kurallarindan dolay1 “0” olur. Dolayisiyla

0 oH _

7.17
Ci ax ax (7.17)

Bir doniisiimiin tiim Hamilton fonksiyonlarina gore kanonoid olmasi yani Hamilton
fonksiyonundan bagimsiz olmasi durumunda 1. terimin katsayis1 “0” olur. 3. terim de
ayni sekilde “0” olur.

Boylece;

0 OX; .
— 1 =0 {X,X,}=sabit 7.18
X o X1 X,} (7.18)

olur.
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7.1 Kanonoid Déniisiimler icin Uretici Fonksiyonlar

@ simplektik 2-formunu @ =-dé seklinde tanimlayalim. Benzer sekilde H ve K i¢in

o, =—d6, ve o, =—-db, oldugu goriilmektedir.

Bu ifadelerde v =7, *6 olmak iizere

6, =v—Hdt

7.19
6 =v—Kdt (7.19)

lle verilir. Bu 1-formlar, L (@, ~®'w,)=0 ifadesinde kullanilarak Lie tiirevi

cinsinden yazilan d[L (6, —®"6,)]=0 elde edilir. Burada L E% dir.

aw
Bu ise,

L. (6, -6, )=dW (7.20)
olmasini gerektirir. (7.20) denkleminde lokal koordinatlar kullanildig1 zaman asagidaki
esitlikler elde edilir.

2
H_PH M HXY X A
oX,  OX0X, 0X oX, ox, dt
2
W _oH lj X2+X2—a{H’X‘}+{h,XZ}%—@ (7.22)
oX, OX, OX, ox, ot
2 _ *
MW _OH ox PHXS gy x K IHCK) oy ok (723)
ot Otox, ot ot ot ot
burada;
A=X, le , B=X, le
% % (7.24)
C=X, X,
ot
seklindedir.

Verilen bir kanonoid doniisiim i¢in yukarida verilen esitliklerdeki W (X, X,,t)

fonksiyonu, bu doniisiim i¢in iiretici fonksiyonu temsil eder.
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Bu durumun tersine, verilen bir W fonksiyonu igin her X, (X,,X,,t) ve X,(X,X,,t)

¢ozlimleri de, H (X, X,,t) Hamilton fonksiyonuna gore kanonoid doniisiimleri verir.

Yukaridaki esitliklere bagli olarak W (X,X,,t) gibi bir fonksiyondan iiretilen bir
donlisim ele alindiginda W =L.F esitligini saglayan bir F(X,X,,t) fonksiyonu

bulunabiliyorsa bu doniisiim kanonoid doniisiimiiniin 6zel bir alt sinifi olan kanonik bir
doniisiim olur. Bir bagka sekilde,

w :{F,H}+% (7.25)

esitligi (7.21) , (7.22), (7.23) denklemlerinde kullanilirsa asagidaki esitlikler,yani

kanonik doniisiim i¢in iiretici fonksiyon elde edilir.
oF _
0%
oF _
OX,
oF
ot

X, — A

-B (7.26)

=—(H-®'K)-C

(7.26) ifadeleri, kanonoid bir doniisiim igin iiretici fonksiyon bulunmasiin en genel

formudur. Eger 6zel olarak X, =X, ve zamandan bagimsiz bir Hamilton fonksiyonu

H(X,,X,) secilerek bir kisaltma yapilirsa, yukaridaki esitlikler daha basit bir forma

indirgenir.
2
MW T8 -y - T gh,x -2
oX,  OX,0X, OX, ot
oW o°H
—=—(-X 7.27
x o (%, = X,) (7.27)
aﬂ:MH@*K,H}
ot ot

Burada 6rnek olarak serbest par¢actk Hamiltonyeni H :% p> secilirse, bu durumda

asagidaki esitlikler bulunur.
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ox, Pox, ot
W _

= )(2
OX,

(7.28)
- X,
Yukaridaki esitliklerden X, nin X,(X,X,,t) seklinde ¢oziimii ancak ve ancak W
ifadesinin asagidaki esitligi saglamasiyla miimkiindiir.

oW W ow

X, + = (7.29)
OX,0X, OX, — OX,ot
Bu durumda genel ¢6ziim su sekilde bulunur.
B of (x,,t)  of (x,,t)
W _IUh(XPXl —xzt)dp}dpjtx2 P + p (7.30)

Burada h(x,,x, —xt) ve f(x,t), argiimanlar1 (X,,X —Xt) ve (X,t) olan,

tiirevlenebilir keyfi fonksiyonlardir.

Boylece, yukaridaki tanimdan,

of (x,,1)
X, =%, — | h((x,,% —x,t)dp ———=~ 7.31
, =% = [, % = x,t)dp o (7.31)
bulunur. Yeni degiskenlerin Poisson parantezi ise asagidaki gibi olur.
{X,, Xy} =1=h(X,, X, = X,t) (7.32)

Bu ifadede {X ,X,} ifadesi kanoniklik sartindan h(X,,X —X,t) kadar farklidir.
Yukaridaki ifadede 6zel olarak h(X,,X, —X,t) =0 sectigimiz durumda,

{X,, X,}=1 (7.33)
doniisiim;

1
At () (7.34)
X

X, =X
X, =X
ve iiretici fonksiyon ifadesi de,

af (Xlat) + af (Xlat)

W =x, 5
X, ot

(7.35)

olarak bulunur.
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Burada iiretici fonksiyon ifadesi,

=x, —+— 7.36
Pox, ot (7.36)

Olmak tizere W = L. f olarak yazilir.

Genel ¢oziimdeki f(X,t) fonksiyonu yukaridaki ifadeyle birlikte kanonik doniisiimiin

tiretici fonksiyonu haline gelir.

Ozetle (7.30) formundaki her W fonksiyonu igin, H :% p> Hamilton fonksiyonuna

gore kanonoid bir doniisiim tanimlanabilir. Bu durumun tersine (7.27) de gorildigi

tizere her X, =X X,(X,X,,t) doniisiimii birW iretici fonksiyonu belirler.

Son olarak W ifadesi i¢in en genel ¢oziim yapilirsa;

W = f (X)X, +(1/t)h(X, = X,t)+ g, (X,) + g, (t) (7.37)
bulunur. Burada f(X),h(x, —X,t),9,(x,) ve g,(t) keyfi fonksiyonlardir. Bu ifadede
h=g, =0 oldugu durumda W = f (x,)X, + g, olur. Uretici fonksiyonun en genel formu,

zamandan bagimsiz kanonoid doniisiimler i¢in diizenlenmis olur. W ifadesinin bu en

genel formu icin (7.28 ) esitliginden yararlanarak doniisiim tanimlanirsa,

X, =% — F(x)=g,(X,)+ A/ (x, = X,t) (7.38)
bulunur ve yeni degiskenlerinin Poisson parantezi asagidaki gibi olur.

(X, X, =1-g",(%)—h (X —Xxt) (7.39)
(7.39) esitliginden, h ve @, fonksiyonlar: lineer fonksiyonlar ise {X,,X,}=1 olur.

Doniigtim kanonik bir doniisiim olur. Diger durumlarda ise {X,, X,} = sbt olur.

Bu tip doniisiimler ve iiretici fonksiyonlari, degisik dinamik sistemler kullanilarak

orneklendirilmistir.
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7.2 Kanonoid Déniisiim Ornekleri ve Uretici Fonksiyonlari

1) H =x X, Hamilton fonksiyonu i¢in hareket denklemleri asagidaki gibidir.
., oH
Xi=——=X
0X,
_oH _
2 aXl 2

(7.40)

Bu sistem igin X, =xe*, X, =%, doéniisiimii yapildiginda K =3X,X, Hamilton
fonksiyonu i¢in hareket denklemlerinin degigsmezligi saglanir.

oK

X, =——=xe" +2xe” =3X,
82K (7.41)
X2 :—87:3X22X2 = —3X23 :—3X2
1

Yukaridaki ifadelerden K =3X X, oldugu acik¢a goriiliir. Bu doniisiimiin iretici

fonksiyonu ise (7.21), (7.22) ve (7.23) denklemleri araciligtyla
oW

—=0
oX,

W _ 0 (7.42)
OX,

W _,
ot

bulunur. Dolayisiyla
W=sabit (7.43)

olur.

2) H =X,” /2 serbest pargactk Hamiltoniyeni i¢in Hamilton hareket denklemleri,

X oH X
1 8)(2 2
(7.44)
. oH
X, =——=0=X, =sbt
OX

1

2

seklindedir. Bu dinamik sistem igin X, =X, X, =X,"? =’ doniisiimii uygulandig

zaman K = %(X2 + X,?)’ Hamilton fonksiyonu i¢in hareket denklemleri degismez kalir.
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oK

X1:8X =(X,+ X)) =% =X,
2
| (7.45)
X, =—§7K:—2X1(X2 + X :%szzl/z —-2%X,
1

| —
0

Bu doniisim H(X;,X,) Hamilton fonksiyonuna gore kanonoiddir. Bu doniisiimiin

tiretici fonksiyonu ise (7.21), (7.22) ve (7.23) esitlikleri yardimiyla bulunur.

W =2XX,
oX,
(7.46)
W oy —x12ix?
- ™ 2 1
0X,
Buna gore;
X, 2
W = XX, +%—§x23/2 (7.47)
bulunur.
3) Bu 6rnekte Harmonik osilator i¢in bir doniisiim uygulansin.
Hamilton hareket denklemleri su sekildedir.
X = ﬁ =X
o (7.49)
__H__ ‘
2 8Xl 1
Bu sistem i¢in X, =X, ve X, =X, +X,° doniisiimii uygulandig1 zaman,
, oK
xl :Rz = (xz - X12)
(7.50)
y 8K 2
X, = _8_)(]: —2X, (X, = X)) =X,
dolayistyla yeni Hamilton fonksiyonu
X2 1
K:71+5(X2—X12)2 (7.51)

seklinde bulunur. Ayrica bu doniisiimiin tiretici fonksiyonu ise;
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— =-2X/X,
OX,
(7.52)
W _ .
x,
ifadelerinden
W =-x,%’ (7.53)

bulunur. X, =x,, X, = lx; +%X12X2 donilisimii i¢in de benzer islemler yapilarak

tiretici fonksiyonu bulunabilir.

Bu doniigiimiin iiretici fonksiyonu ise,

ow | | 2
— =X =X =X X,
OX, 2 2
(7.54)
oW Lo, 15
o T TS XNK X
OX, 2 6
ifadelerinden
W :l(xzz_)(12)_l(xlzxzz)"'lx14_sz4 (7.55)
2 4 8 24
bulunur.

4) Yine serbest parcacik Hamiltoniyeni i¢in faz uzayinda asagidaki gibi bir doniisiim

tanimlansin.
X, = (X12 _ le/z)z
_ 2 1/24-1 (7.56)
XZ Xl(xl - X, )
Buna gore;
Xl = STK = 4()(12 — le/z)xlxl _ (XIZ _ )(21/2))(271/2).(2
2
— 4(X12 _ )(21/2))(1)(2
= (X" X, = X)8X, X, (7.57)
Xy = =0 ) 20 )
1

= (4X22X1 v X1 )2(_4)(22 +%X11/2)
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bulunur. Bu ifadelerden K Hamilton fonksiyonu
1
K =§(4X22X1 Y X, )3

bulunur. Bu doniisiimiin {iretici fonksiyonu ise asagidaki gibi bulunur.

6W 1/2

_ 3 2 -1 3/2 2 1/2\-1
a_x__zxle (X7 =%77) 7 2% %77 (% =% 7) T —2XX,
1
2 1/2
X" =%")
— 1 2
= 2%, X, 2= ——2X X,
(Xl =% )
=—4X X,
Benzer sekilde
oW _ 401
=X, —2X14(X12 _X21/2) 1+2X1X2]/2(X12 _X21/2) 1__X21/2
OX, 2

dir. Buna gore,

W _ X, — 2% +lx2”2
OX, 2
W =-4x,X

oX,

ifadelerinden W {iretici fonksiyon ifadesi asagidaki gibi bulunur.

W :lxz2 —2X,%,’ +%x23/2

(7.58)

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

5) Hamilton fonksiyonu H :%Xf —X, olan bir dinamik sistem i¢in Hamilton hareket

denklemleri su sekildedir.

X —a—H—x

1 6X2 2

P
OX,

Bu dinamik sistem i¢in faz uzayinda,
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1 2
(5% —%)
Xl =e? + X22 (764)
X, =X,
déniisiimii yapilsin. Bu durumda déniisiimden sonra K = X,> — X, Hamilton fonksiyonu

icin hareket denklemlerinin degismezligi saglanmis olur.

X, =K _ox,
oX,
(%Xzzfxl), . . (%Xzz’xl)
=X,e X, +2X,X, — X,e (7.65)
=2X,
x2 = —a—K = 1 = )(2
oX,

Bu doniisim H :Exzz —X, Hamilton fonksiyonuna gore kanonoiddir. Doniislimiin

tiretici fonksiyonu ise,

1 2
%:1_’_ G* %)
oX,
(7.66)
%:_3)( _ (ZX2 %)
8X2 2 2
denklemlerinden
1 2
W=—g2" 1)—%x22+xl (7.67)
bulunur.
6) Hamilton fonksiyonu agagidaki gibi olan bir sistem i¢in,
H :%xz2 +e”'gx, (7.68)
su doniigiim yapilsin.
X, =X
7.69
X, :%x22+(g/7/)x2e” 7.9

Bu dinamik sistem icin Hamilton hareket denklemleri asagidaki gibi olur.
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7.70
. oH (7.70)
X, =———=-¢"g

OX,
Doniisiimden sonra Hamilton hareket denklemleri ise;

X, =g/ e +ol(g? e +2X,1
2
oK

X, =———=—(g*/y)e"
2 oX, 9°/y)

(7.71)

bulunur. Bu ifadelerden yeni Hamilton fonksiyonu K(X,, X,,t) ifadesi
K=(g*/y)e” X, -(g/7)e" X, +%0'[(g2 [yh)e” +2X,1" (7.72)

bulunur. Bu ifadede o ifadesi asagidaki gibidir.
o =sign(x, +(g/y)e") (7.73)

Bu doniisiimiin iiretici fonksiyonu ise su sekildedir.

w
OX,

oW 1, .
—=X,——X"—=(g/7)X,e" 7.74
x Tk (977)%, (7.74)

oW X, g’
E = —;/gxleyt +292X]ezyt —Tze}/t +79

=(g*/y)e” —ge”

3yt

Bu ifadelerden doniisiimiin tiretici fonksiyonu W (X, X,,t)

2 3 2 3

w=9 % gxe” +lX22 B (G Xen +g—3e37t (7.75)
y 2 6 y 2 3y

bulunur.

7) Serbest pargactk Hamiltoniyeni H =X,”/2 i¢in zamana bagli asagidaki déniisiim
uygulansin.
X, =X

X (7.76)
X, = (1/2t)(X, = X,1)
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Bu durumda;

oK 1
X, = X =% =X, =¥[x1 —(2tX,)"?]
(7.77)
; oK X,
)(2 = —— = ——
oX, t
bulunur. Yukaridaki ifadelerden yeni Hamilton fonksiyonu K(X,, X,,t)
1 2 1/2
K =X, =5 X)X, (7.78)

bulunur. Bu doniistimiin iiretici fonksiyonu ise asagidaki gibi bulunur. Buna gore,

w1

ox, e Kb
% =X, —%(x1 —x,t)? (7.79)
%{:’ = —%(x1 —X,t)’ —%(x1 - Xx,t)°
ifadelerinden
w =(X22/2)+é(x1 —X%,t)’ (7.80)
bulunur.
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8. KANONIK DONUSUMLER

Giris boliimiinde belirtildigi tizere kanonik doniisiimler, kanonoid doniisiimlerin 6zel bir

alt sinifi olarak kalmaktadir. Buradan yola ¢ikarak asagidaki tanim yapilabilir.

Tanim 8. 1

(7.18) ifadesindeki sabitin 6zel olarak “1” oldugu durumlarda ise kanonik doniigiimler

denir. Bu durumda;

{X,, X,}=1 (8.1)
olur. Sonug¢ olarak kanonoid doniisiimlerin kanonik doniisiimlere gore daha genis bir

aile oldugu gortiliir.

Benzer sekilde eski koordinatlarin Poisson parantezinin “1” vermesi de kanoniklik
tanimu i¢in yeterlidir.

{X,, X, =1 (8.2)
Ayni zamanda bir kanonik doniisim keyfi sec¢ilmis fonksiyonlar ig¢in Poisson

parantezinin yapisini korur.

{f (X’t)a g(Xat)}x = {f (X’t)’ g(xat)}x

Buradan agikga goriiliir ki;

{Xi>H}x :{Xi’H}X

{XiaH}x:{XiaH}x (83)

8.1 Kanonik Déniisiimler icin Uretici Fonksiyonlar

Bu béliimde kanonik dontigiimler i¢in iiretici fonksiyonlar ve tipleri incelenecektir.

y=dX, AdX, (8.4)
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Yukaridaki ifadede dX, ve dX, ifadeleri asagida goriildiigii tizere diferensiyel formda

acilarak yazilirsa

ax, = o g+ gy
6xj ot

ve asagidaki esitlik elde edilir.

X, X,
dXz /\Xm = {Xl’ Xz}dx2 A\ Xm +Fa—xldxl Adt

Diger yandan

oX; _ oK

X, H
ot 6X BT

ifadesi (8.6) denklemi icerisinde kullanildig1 zaman
oK 0 oX,,
dX, ndX, :dszdx]+——dx| dt—{X, H}—"dx Adt
oX . OX OX

i I |

elde edilir. Yukaridaki ifadede;
6K oX; 8K oX, « oK 0oX,

—Ldx, Adt=  Adt+ | Adt
X, ox, X, oX, OX, OX,
[ Koax, + X ax, + Kot | aat
oX, oX, ot
=dK A dt
Bu ifadede
(X, H}=X Al
[i° =i ot

dir.

(8.9) ifadesinde son terim agik bi(;irnde yazilirsa;

{X,,H} 1 dx, /\dt+{X,,H} dxz/\dtz{x H} 2dx Adt
OX OX

1 2 1

{Xz,H} 1dX Adt
OX

1

+{X;,H} dex Adt—{X,,H} dex Adt

2 2
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olur. Yukaridaki ifadede Poisson parantezleri agik bir bigimde yazilirsa;

oX, 3, oX, +8X1 5, oX, 0X, %, oX, X, 5, oX, dx, A dt
OX, OX, OX, ~OX OX OX, OX, ~ 0X

=—{X,, X, }xdx, Adt =—xdx, Adt
- 4y adt
0

X,

olur. Bu ifadeler (8.11) de kullanilirsa sonug olarak asagidaki ifade bulunur.

oX .
{X4i» H}—”:ﬁdx1 /\dt+%dx2 adt+ g adt
0%,  OX OX, ot

S M+ Mg, + Mot | aat
ox, ' ox, ot

=0H Adt

Boylece (8.8) denklemi,

dX, AdX, =dx, Adx, +dK Adt—dH A dt

seklini alir. Eger doniisiim zamandan bagimsiz ise (8.8) esitligi

dX, AdX, =dx, Adx

halini alir. (8.8) esitligi diizenlenirse,

dQ =d (x,dx, — X,dX, + Kdt — Hdt) = 0

dF

ve buradan da;
dF = x,dx, — X,dX, + Kdt — Hdt

seklini alir. Burada Q ifadesi bir formdur ve dF ifadesine esittir.
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(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)



Yukaridaki esitlikte zamana bagimhilik goz Oniinde bulundurulmadan dF(Xx,X,)

ifadesi, diferansiyel formda yazilir ve katsayilar esitlenirse;

%X, Z1=2 _ g
oX,  OX

oX oF (8.18)
X, = = Ax)

0%, 0X,

bulunur. Buradan

% + @ =0 (8.19)
oX, OX,

Esitliginin saglandigi da goriiliir.(8.18) denklemleri iiretici fonksiyon ve kanonik
doniigiimlerin bulunmasi i¢in ¢ok kullanish denklemlerdir.

5_F5_F:gij FF _, (8.20)
OX; OX;, 0X; 0X;
Verilen bir X;(X) kanonik doéniisimii icin iretici fonksiyon, asagidaki kismi
diferensiyel denklemin ¢oziilmesiyle elde edilir.

A(X,t)ﬁ-‘r B(X,t)izo (8.21)

oX, 0X,

Bu durumun tersine lretici fonksiyonun verilmesi durumunda ise asagidaki esitlikten
doniisiim belirlenebilir.

[A(X,t)—xz]%-f- B(X,t)%:o (8.22)

OX, OX,

Déniisiimiin kalan kismi olan X, (8.18) esitliklerinden yararlamlarak bulunabilir. Ote

yandan (8.17) ifadesinde zamana bagimlilik g6z oOniinde bulundurularak katsayilar
esitlenirse, iiretici fonksiyon, kanonik doniisiim ve yeni Hamilton fonksiyonu arasinda
asagidaki gibi bir esitlik elde edilir.

& k-H-x, 2 (8.23)
Verilen bir dinamik sistem i¢in kanonik doniisiim uygulandiktan sonra, sistemin yeni

Hamilton fonksiyonu su sekilde bulunabilir.
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0K _aH aX, X,

== (8.24)
ox, ox, 0% ot
Buradan
LA (8.25)
oX;)

oldugu da goriiliir. Bu denklemin ¢6ziimii yeni Hamilton fonksiyonunu verir. Ayrica

g K _, KK _,
ox, "X, ox,

(8.26)

Esitliginin ¢6ziimii de ayni sonucu verir.
Teorem 8.1

Eger kanonik donilisiim zamandan bagimsiz ise yeni Hamilton fonksiyonu asagida

goriildiigii iizere kolayca bulunabilir.

K(lexz):H(Xl(xlvxz)vxz(xpxz)) (8.27)
Ispat

. OX, . oX. oH oX. 6X, oH
Xi =—X. :g.m :g,m
ox; ' Moxg ox, " ox; ox, 0X,
oH
oX,

= X0 Xy}

o (8.28)

X,
x
X,

= &y

= &

Buradan
K(lexz):H(Xl(xlvxz)vxz(xpxz)) (8-29)

oldugu goriiliir.
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8.2 Kanonik Déniisiimler icin Uretici Fonksiyon Tipleri

(8.17) ifadesinde goriildiigii gibi F tretici fonksiyonu X, X,, X,, X, degiskenlerine

baghdir. Kanonik doniisiimler nedeniyle bu dort degisken takimi arasinda iki tane

baginti takimi vardir. Bu durum, F fonksiyonunun X,X,,X,, X, degiskenlerinden

yalnizca iki tanesine bagli olmasini gerektirir.

F fonksiyonu (X,X,) koordinatlarina veya (X,,X,) koordinatlarina bagli olmasi

durumunda bir doniisiim belirlenemez. Bu nedenle geriye (X, X,), (X, X,),(X,, X,) ve

(X,, X,) koordinatlarina bagli olmas1 durumlari kalir.

Bu durumlar ise kanonik dontisiimler i¢in {iretici fonksiyon tiplerini verir.
Tip 1

X, ve X, degiskenlerinin bagimsiz koordinatlar oldugu bir doniisiim i¢in;

olur. Dolayistyla (8.17) ifadesi asagidaki gibi olur.

df,(x,, X,,1) :%dxl +a—f1dx2 +%dt = x,dx, — X,dX, + Kdt — Hdt

1 2

Yukaridaki esitlikte dx;, dX, ve dt nin katsayilar1 esitlenirse;

of,

— 1 — X2
OX,
o _
oX,

a—f‘+H:K
ot

_X2

oldugu  goriiliir.  Ayrica F (X, X,,t) = f,(x, X,,t) =F (X, X,,t)

yararlanilarak;
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(8.31)

(8.32)

durumundan



— =X
ox
R _

X, ?
ﬁ+H =K
ot

oldugu goriiliir.

Tip 2

(8.33)

Bagimsiz koordinatlarin X, ve X, olmast durumunda F[Xx,X, (X, X,),t]= f,(x, X,,t),

(8.17) ifadesi ise asagidaki gibi olur.
olur. Dolayistyla (8.17) ifadesi asagidaki gibi olur.

of of of
df, (x,, X,,t) :8_)(2Xm +72dx2 +Ezdt

1 2

= X,dX, — Xz(zXl dx, + le dx, + 6;[1 dt) + Kdt — Hdt
X X

1 2

Yukaridaki esitlikte dx;, dX, ve dt nin katsayilar esitlenirse;

8_f2 — X2 — X2 %
OX, OX,
of oX

2 =—X, 1
oX, oX,
of, oX,

—+X,—+H=K
ot ot

(8.35) de parantez i¢indeki kalan ifade ise F, yi verir.

0
a_x(fz + XZXI): X,

1
2

Sonug olarak

—2+H=K
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esitlikleri elde edilir. Ayrica bu ifadelerden
F(Xl’ XZ’t) = fZ(XI’ XZ’t)+ XZXI(XIJ XZ’t)
= F (X, X, (X, X, 1) + X, X, (%, X, 1)

oldugu goriiliir.

Tip 3

(8.38)

Bagimsiz koordinatlarin X, ve X, olmast durumunda F[X (X,, X)), X,,t]= f,(X,, X,,1),

(8.17) ifadesi ise agagidaki gibi olur.

df3(x2,X1,t):%dx2+—af3 Xm+%dt
OX, oX, ot
= Xz(%dx1 +%dx1 +%dt)— X,dX, + Kdt — Hdt
0%, oX, ot

Yukaridaki esitlikte dx,, dX, ve dt nin katsayilar esitlenirse;

of, o,

— 3 — X2—

OX, 0X,

of, oX,

~ oy TN
oX, oX,
a—f3—x2%+ H=K
ot ot

(8.40) de parantez i¢indeki kalan ifade ise F, yi verir.

0

a_xl( f3 - XZXI) = _Xz

3

(8.39)

(8.40)

(8.41)

Burada parantez igindeki ifade F;ii verir. Bu tanimla beraber asagidaki esitlikler

bulunur.
0X,
ok _
oX,

%+H=K
ot

_X2

Ayrica bu ifadelerden
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F3 = f3(X2’Xl’t)_XZX](XZ’Xlﬁt): FS(X2’X19t) (843)

oldugu goriiliir.
Tip 4

Bagimsiz koordinatlarin X, ve X, olmasi durumunda F[X (X,, X,),X,,t]= f,(X,, X,,t)

ve (8.17) ifadesi ise asagidaki gibi olur.

df, (x,, X,,t) :%dx2 +idx2 +%dt
OX, 8X2 ot

=X, 1dx + % dx, + 1dt 8.44
(ax2 X, ot ) ( )

X1 g, + 8@ L ity + Kdt — Hdt

- X 5 (% dx2
OX, oX,

Yukaridaki esitlikte dx,, dX, ve dt nin katsayilar esitlenirse;

o, ., X
Sa — X, L

OX, ax 0X,

My 3y 2K (8.45)
oX, oX, 0X,

A Zx, %=k

o ot ot

Yukaridaki esitliklerde

oX, O
X, — =—(X,X,) — X
26X2 a)(2(12) 1

oX, @
=2 (X, X,)-X
2 axz axz( 1 2) 1

(8.46)

ifadeleri kullanilirsa;

—(f — XX + X, X,) ==X

OX, ~
3 ’ (8.47)
X (f, —xx + X, X,) =X,
2

Fy

esitlikleri bulunur. Buna gore;
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_ 4 — )(1

OX,

oF, =-X, (8.48)

oX,

£+ H=K

ot
Ayrica bu ifadelerden

I:4 = f4(X2’ XZat)_ X2X1(X25 xzat)+ Xz(xb xzat)xl (849)

=F, (%, X,,1)
oldugu goriiliir.
8.3 Kanonik Déniisiim Ornekleri ve Uretici Fonksiyonlari
8.3.1 Metrik doniisiimler
X, =ax
(8.50)
X,=bx,, ab=1
(8.18) esitliklerinden yararlanilarak doniisiimiin {iretici fonksiyonu;
X, K
oX,  OX
(8.51)
oX, _ oF _ 0
Pox,  ox,

bulunur. Boylece

F = Sbt (8.52)
bulunur.
8.3.2 Lineer doniisiimler

X, =aX +a,X, (8.53)

X, =bx +b,X,

seklinde bir doniisiim tanimlansin. Burada kanoniklik sartindan dolay1
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q bz —q, bl

olur.

(8.18) denklemleri kullanilarak F {iretici fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

F
Z_ =X, _alblxl - albz X,
X, m
=-abx —a,bx,
oF
& = _a2b1X1 - azbzxz
ifadelerinden,
1 > 1 2
F(Xl’ Xz) = _Ealblxl _Eazbzxz - a2b1X1X2
bulunur.
8.3.3 Ayar doniisiimleri

Ug boyutlu faz uzayinda asagidaki gibi bir doniisiim tanimlansin.
X, =X
X, =%+ f (%)

(8.54)

(8.55)

(8.56)

(8.57)

(8.58)

Bu doniisiim {X,, X,} =1 oldugu iizere kanoniktir. Doniistimiin tiretici fonksiyonu ise;

8izxz_(Xﬁf(xl)):—f(xl)

ifadelerinden
F(x)==] f(x)dx
bulunur. Bir diger doniisiim sekli ise;

X, =X +09(X,)
X, =X,

seklindedir. Bu doniislimiin iiretici fonksiyonu ise asagidaki gibidir.
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—=X,-X%X =0
6)(1 2 2
(8.62)
F_ 9
X, o
Bu ifadelerden F iiretici fonksiyonu,
F =[x, 2y, (8.63)
0X,
bulunur. Bu ifadede kismi integrasyon alinirsa,
F =—X2g(X2)+J.g(X2)dX2 (8.64)
bulunur.
8.3.4 Nokta doniisiimleri
X, =Tf(x
1= T0) (8.65)
X, =9(X)X,

doniistimii g6z Oniine alinsin. Bu ifadede f ve g keyfi segilmis fonksiyonlardir. Bu

doniisiimde kanoniklik sartindan dolayi,

XX = F ) = (8.66)
OX

2

olmalidir. Doniisiimiin iiretici fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

oF
g =X~ f(xz)g(xz)
' (8.67)

F gy T

x, X
esitliklerinden,

F=xx-xf(X)g(x,) (8.68)
bulunur.
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8.3.5 R?de donme

Bu 6rnekte ise zamana bagimli asagidaki doniisiim g6z Oniine alinsin.
X, =X, cost+X, sint

' (8.69)
X, ==X, sint + X, cost

Bu doniisiim asagida goriildiigii tizere kanoniktir.
{X,,X,}=cos’t+sin’t =1
Doniistimiin tiretici fonksiyonu ise asagidaki gibidir.

oF . . .
— =X, + X, costsint—X, cos’ t = X sintcost + X, sin’ t
—

8X1 1-sin’t (8 70)

oF . .
— =X sin’t— X, sint cost
2

Ifadelerinden iiretici fonksiyon;
c 2 1 2 . 1 2 .
F =XxX,sin"t +§X1 costsint ~3 X,” costsint
(8.71)

1
_ .2 . 2 2
= XX, sin t+§c0stsmt(x1 -X%")

seklinde bulunur.
8.4 Sonsuz Kii¢iik Kanonik Doniisiimler

Iki boyutlu faz uzayinda sonsuz kiiciik kanonik déniisiimler asagidaki gibi verilir.

X, =X +en (X, %) =X +&{X,G} =X +g—ZG
X
82G (8.72)
X, =X, +&m,(X,%X,) =X, +&{X,,G} =X, —ga—
X

1

Yukaridaki ifadelerde ¢ siireklilik parametresi G is sonsuz kiigiik kanonik doniisiim

icin iiretici fonksiyon ifadesidir. Bu ifadelerden,
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9, 9 g (8.73)
oX,  OX,

oldugu acikca goriilmektedir.

Sonsuz kiiciik kanonik doniigiim, bir sistemi faz uzay:r i¢inde, sistemin ydriingesi
boyunca sonsuz kiiciik bicimde hareket eden parametrelere baglidir. Buradan
anlasilacagi iizere sonlu bir kanonik doniisiim, birbirini izleyen sonsuz kiiciik kanonik

doniistimlerin toplami1 bi¢iminde ifade edilir.

Bu ifade asagidaki gibi gosterilebilir.

2
&

¢=§0+8{¢,G}+5{{¢,G},G}+%{{{¢,G},G},G}+--- (8.74)

Bu esitlikte ¢ = X, X, ve ¢ =X, X, olarak yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.

2 3

xi:xi+g{xi,G}+%{{xi,G},G}+%{{{xi,e},e},e}+... i=1,2 (8.7

Benzer sekilde asagidaki gibi bir vektor alani tanimlanirsa,
V, = f,(x)0x, + f,(x)ox,

e?ex = X,

(8.76)

seklinde yine ayn1 doniisiim elde edilir.
Bu durumun nasil isledigi bir 6rnekle gosterilebilir.

X, =X +&X, 8.77)
X, =X, —&X, '

gibi bir dontistim ele alinsin. Bu doniisiimiin iiretici fonksiyonu asagidaki gibidir.
G= %(xl2 +%,7) (8.78)

Bu doniistim ve tiretici fonksiyon ifadesi (8.75) esitliginde kullanilarak agikg¢a yazilirsa

R? de donme ifadesi elde edilir.
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X, =X cos&+X,sIne
_ (8.79)
X, ==X sIn&+X, cos&

Bu ifadelerde £ donme agisini verir.
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9. SONUC

1) Kanonik doniisiimler Hamilton hareket denklemlerini daha basit bir forma

indirgemek i¢in kullanilan terslenebilir bir gonderimdir.
2) Bu tip bir doniisiim hareket denklemlerini sekil olarak degismez birakan yeni bir
Hamilton fonksiyonunun varligini gerektirirken, yeni faz uzay1 degiskenlerinin Poisson

parantezini de degigsmez birakmalidir.

3) Kanonoid doniistimlerde ise, daha basit bir sisteme ge¢mek icin yeni bir Hamilton

fonksiyonu iiretebilen terslenebilir bir gonderim bulmak yeterli olmaktadir.

4) Kanonoid doniisiimler dinamik sistemlerin ¢éziimlenmesinde daha genis ve rahat bir

hareket alan1 saglamaktadir.

5) Kanonik doniisiimler ise, kanonoid doniisiimlerin 6zel bir alt simifi olarak

kalmaktadir.
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