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Bu galismada, bir ve iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomlarinin ve genellesmis
Bernstein-Stancu tipli polinomlarin yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizlar1 incelen-
mistir.

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci bsliimde, Bernstein polinomu ve lineer pozitif operatsrler tanitilip temel dzel-
likleri incelenmistir. Bir ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar icin Korovkin tipi teoremler
ifade edilmistir. Ayrica bir ve iki degiskenli fonksiyonlar icin siireklilik modiillerinin
tanimlari ve baz1 ozellikleri verilmigtir.

Uctincii boliimde, bir ve iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomlarimim yaklagim zel-
likleri ve yaklagim hizlar1 incelenmistir. Ayrica niimerik ¢rnekler verilmistir.

Son boliimde ise, Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin bir genellesmesi ile ilgili bir
makale (Gadjiev ve Ghorbanalizadeh 2010) ele alinmigtir. Son olarak niimerik 6rnek-

ler verilmistir.
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1. GIRIS

Matematigin bir ¢cok uygulamasinda, teorik matematikte ve uygulamali matematikte
standart fonksiyonlardan ¢ok daha karmasik fonksiyonlarla karsilagilir. Yaklagimlar
teorisinin en tnemli ¢aligmalarindan biri, islem yapilmasi zor olan bu fonksiyonlarin

daha iyi ozellikleri olan diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir.

Yaklagimlar teorisinin temelini tegkil eden teorem, kapali ve simirh [a,b] aralig
tizerinde tamml, reel degerli, siirekli bir f fonksiyonu i¢in her e > 0 ve her z € [a, D]

olmak iizere

|P(z) — f(z)| <e
olacak gekilde bir P(z) polinomunun varlhg), ilk kez Weierstrass (1885) tarafindan

ispat edilmigtir.

Weierstrass teoremi yukaridaki kosullar altinda boyle bir P polinomun varligim

garanti eder, ancak tipi hakkinda bilgi vermez.

Bernstein (1912), [0,1] aralig: izerinde taniml, reel degerli, siirekli bir f fonksiyo-

nuna yaklagan polinomun tipini belirleyen bir teorem ispatlamistir. Bu ispati
B ) =3 (B)esra-a 5 0<as<n
n ) e n n 9 =~ =~

polinomlar dizisini kullanarak gostermistir. Daha sonraki yillarda bu polinomlar
dizisi Bernstein polinomlari olarak anilmaya baglanmistir. f fonksiyonunun sadece
[0,1] araliginda bulunan rasyonel noktalardaki degeri bilindigi taktirde B, (f; x)
polinomlar1 olugturulabilir. Bu polinomlar i¢in keyfi ¢ > 0 verildiginde [0, 1]

araliginin her bir x noktasinda ve her n > ng icin

|Bn(f; @) — f(2)] <e

esitsizligi saglanacak bigimde ng = ng(e) sayist vardir (Lorentz 1953).



Bernstein polinomunun iki degigkenli siirekli fonksiyonlar uzayinda yaklagimi ise

Stancu (1963) tarafindan sabit tiggensel bolgede incelenmistir.

1912 yilindan giiniimiize kadar Bernstein polinomunun bir ¢ok genellesmesi tanim-
lanmig ve yaklagim 6zellikleri incelenmigtir. Bunlardan birisi Stancu (1969) tarafindan

a,
0<a<p

kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak iizere

Pras(f Zf( 3) Chat (1 =)™

seklinde tamimlanan P,,3 : C[0,1] — C[0,1] Bernstein-Stancu polinomudur.
Stancu, Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin [0, 1] araliginda, 0 < o < § kosulunu
saglayan her o , 8 reel sayisi icin f siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yaklagtigini
gostermistir. B, (f;z) Bernstein polinomunun diigiim noktalari, [0, 1] araliginn n

esit parcaya boliinmesiyle elde edilen 5 noktalar1 iken Bernstein-Stancu polinomu-

k+a

s noktalaridar.

nun diigiim noktalar1 ise [0, 1] araliginin
Biiyiikyazici ve Ibikli (2004) tarafindan iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomlar:
[0,1] x [0,1] bolgesinde x degiskenine gre n - inci ve y degigkenine gére m - inci
dereceden olmak iizere

n

a,B o +a
w (f wy) = jizj?(ﬁiﬁi’ %ﬁg@)lmﬁix)qmg(y)

k=0 j5=0

seklinde tanimlanmigtir. Burada

Pnk(x) = Cﬁxk (1-— x)n_k

Gnj(y) = Cly’ (1—y)™

ve ay, B, (k=1,2) 0<a; <f, kosulunu saglayan pozitif reel sayilardir
(Biiyiikyazic1 ve Ibikli 2004).



Gadjiev ve Ghorbanalizadeh (2010) tarafindan Bernstein-Stancu polinomunun bir
genellesmesi bir ve iki degigskenli durumda tanimlanmig, yaklagimlar: ve yaklasim

hizlar1 incelenmistir.

Bu polinom tek degigken halinde oy, a3, 84, 55
0<ay<ag <pB; <Py

kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak iizere x € [n T 2122] igin

. n+ 3 k+ o as " (n+a "
Sn,a,ﬁ(f’ ) = ( 2) Zf(ﬂ‘l’ﬁl) k(x_n—i—BQ) (n+ﬁ2_x)

seklinde tanimlanmigtir.

Genellegmis Bernstein-Stancu polinomu iki degigsken halinde iki bolgede incelen-

mistir.
S = [n+61’ Zigﬂ X [m 5 Zigﬂ dikdortgensel bolgesinde =z degiskenine gore
n - inci ve y degiskenine gére m - inci dereceden genellesmis Bernstein-Stancu
polinomu
~ i+ I+
Sakﬁkﬁhak x 0,00 T )qm,j,0
n,m (f y Zf (n+0_17 m+0_2 p 2 1761( )q 5J 2762(3/)

1=0 j=

seklinde tanimlanmstir. Burada py,ia,,8, V€ @m,ja.,3, fonksiyonlar:

— [ nth ncz’ a1\ (nten e
Pron sy (€) = (57 n \* ~ ags, ) \nyp, — 7%

m—+ m ; a J Mo m—j
Ingena() = (722)" 05, (y - ) (s )

esitlikleri ile tanimhdir.



Ay Vs 61{:7 O (k = 1’2)

0 < qp <y <o1<py

0 < ag <7y <oy<fy

kosullarini saglayan pozitif sayilardir.

A= {(a:, y):x+y< ’“;Lfg‘, xr,y > %ﬁ} iiggensel bolgesinde ise genellesmis Bernstein-

Stancu polinomu

SpoO (5 ) =

nn—kf(k+a1 l+()é2
n+617 n+ By

)ittt

k=0 =0

seklinde tanimlanmigtir. Burada

ki A+ B\ _a F _a : n+2a k=t
p”’a’ﬁ(ﬁ’y)_( n ) CnCun |\ 7 n+p 4 n+p n+ 0 vy

ve 0 < a < B olmak iizere o, ay, 8, B, (k =1,2) pozitif sayilardir.

Bu ¢alismada Stancu’ nun "Asupra unei generalizari a polinoamelor lui Bernstein",
Biiyiikyazic1 ve Ibikli’ nin "The approximation properties of generalized Bernstein
polynomials of two variables" ve Gadjiev ve Ghorbanalizadeh’ nin "Approxima-
tion properties of a new type Bernstein—Stancu polynomials of one and two vari-
ables" makaleleri esas alinarak bir ve iki degigkenli Bernstein-Stancu polinomlar: ve
genellesmis Bernstein-Stancu polinomlarimin yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizlar:

incelenmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde Weierstrass teoremi ve Bernstein polinomu ifade edilmis, lineer pozi-
tif operatorlerin tamimi sagladiklar: ozelliklerle birlikte verilmis ve daha sonraki
boliimlerde de kullanilacak tanimlar aciklanmigtir. Bunlara ek olarak lineer pozi-

tif operatorlerle ilgili olan Korovkin teoreminin ifadesi de bu boliimde verilmistir.
2.1 Weierstrass Teoremi ve Bernstein Polinomu

Weierstrass (1885) kapali ve simirli [a, b] aralig iizerinde tanimli reel degerli her
siirekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklagilabilecegini asagidaki teorem ile ifade

etmigtir.

Teorem 2.1.1 (Weierstrass 1885) f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olmak iizere

Ve >0 igin [a, b] aralig) iizerinde

|Po(z) — flz)] <e

esitsizligini gergekleyen en az bir P,(x) = Z ayx
k=0

¥ polinomu vardir.

Bernstein (1912), [0,1] arahginda Weierstrass teoremini gercekleyen polinomun

tipini belirleyen bir teorem ispatlamigtir. Bu polinom asagidaki gibi tanimlanmistir.
Tanim 2.1.1 (Bernstein 1912) f:[0,1] — R taniml, siirekli bir fonksiyon olsun.
- k k .k n—k
k=0 "
ile tanimli polinoma, Bernstein polinomu adi verilir.

f fonksiyonunun sadece [0,1] arahginda bulunan rasyonel noktalardaki degeri

bilindigi taktirde B, (f; =) polinomlar1 olugturulabilir.



Tanim 2.1.2 a ve b pozitif sayilar ve n bir dogal say1 olmak iizere

(a+0)"=>_ Cka*p*

k=0

esitligine Binom Formdili denir.
Simdi daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremleri verelim.
2.2 Lineer Pozitif Operatorler

Tanim 2.2.1 X ve Y aym1 K cismi iizerinde iki lineer uzay ve D C X olsun. D
nin her bir elemanina Y nin bir elemanmim karsilik getiren kurala D den Y ye bir
doniistim veya operator denir.

D kiimesine L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve genellikle D(L) ile gosterilir.
R(L) = {ye€Y :y=L(z),z € D(L)} kiimesine L operatdriiniin goriintii kiimesi
denir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.2.2 X ve Y aynm K cismi iizerinde iki lineer uzay olmak tizere L : X — Y

seklindeki L operatoriinii gozoniine alahm. Eger Vx,y € D(L) ve Vo, € K igin
L(ax + fy) = aL(x) + AL (y)

kosulu saglaniyor ise L operatoriine lineer operator denir.

Bu galismada X ve Y lineer uzaylarim C'[a,b] ve K C R? kompakt olmak iizere

C' (K) fonksiyon uzaylar1 olarak ele alacagz.

Tanmim 2.2.3 f bir fonksiyon ve L bir operator olmak iizere
f>0i¢in L(f)>0

saglaniyorsa L operatoriine pozitif operatér denir (Korovkin 1960).



Hem lineer hem de pozitif olan operatore lineer pozitif operatdr denir.
Lineer pozitif operatorlerin bazi énemli 6zellikleri agagida verilmigtir.

Lemma 2.2.1 Lineer porzitif operatérler monoton azalmayandir. Yani

g < f=L(g) < L(f)

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Lemma 2.2.2 L bir lineer pozitif operator ise

IL(AHI < LD

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
2.3 C[a,b] Uzayinda Lineer Pozitif Operatorler ile Yaklasim Problemi

Tanim 2.3.1 [a,b] aralig iizerinde tanimh ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlar

uzay1 Cla, b] ile gosterilir ve Cla, b] uzay1

1/l oo = max [ f(z)]

a<z<b

normu ile lineer normlu uzaydir.

Tanmim 2.3.2 Eger her € > 0 ve her € A i¢in n > ng oldugunda

[fulx) = f2)] <e

olacak gekilde bir ng = ng(¢) € N sayist mevcut ise f,, dizisi A iizerinde f fonksi-

yonuna dizgiin yakinsaktyr denir ve f,, = f ile gosterilir (Musayev vd. 2003).



Lemma 2.3.1 C|[a, b] uzayinda normda yakinsaklik ile diizgiin yakinsakhik denktir
(Musayev vd. 2003).

Teorem 2.3.1 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi) Her (z1, 22, ..., x,) , (Y1, Y2, -, Yn) € R”

icin
1 1
n n 2 n 2
S ] < (z w) (z w)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gerceklenir (Kreyszig 1978).

Yaklagimlar teorisinde iki temel problem vardir. Birincisi, verilen uzaydaki bir
fonksiyona yakinsayan bir dizi var mudir? Diger problem ise yakinsama var ise

hiz1 nedir? L, (f;x) keyfi bir lineer pozitif operatorler dizisi olmak iizere
[ Lnf = fl =0 (n— o0)
olsun. Simdi de yaklagim hizini belirleme sorusuna gelinebilir. «,, — 0 olmak iizere,

denilirse («,) dizisinin sifira yaklagma hizi nedir? Burada («,) dizisinin sifira yak-
lagma hiz1 hakkinda herhangi bilgiye sahip degiliz. Acaba hiz1 bilinen (vy,,) sifir dizisi
bulunabilir mi ki bu dizinin sifira yaklagsma hizindan (o) dizisinin sifira yaklagma

hizi bulunabilsin? Bu sorunun cevabi evettir.

f € Cla,b] i¢in bir siireklilik modiilii dizisi yazilabilir.(y,,) dizisi en azindan stireklilik

modiilii ile olusturulabilir.

Tanim 2.3.3 () # [ C R sirh araligr verilmis olsun.

d(I) = sup |z —y|
x,yel

biiytikligiine I kiimesinin ¢ap: denir.



Tanim 2.3.4 [ C R smirh bir aralik ve f : I — R siirh bir fonksiyon olsun.

d = d(I) I kiimesinin gap1 olmak iizere w : (0, d] — [0, 00)

w(0) =w(f;0) = sup {[f(x) = f(O)]:x,t €T}

|z—t|<d

seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun [ {izerindeki stireklilik modvili denir

(Altomare ve Campiti 1994).

Lemma 2.3.2 [ C R smirh bir aralik ve f | [ {izerinde tanmimlh ve sinirh bir
fonksiyon olsun. Bu durumda siireklilik modiilii,

i. w(d) monoton artan bir fonksiyondur,

ii. m e Nigin w(md) < mw (9)

iii. A > 0i¢in w (M) < (A+1)w(d)

iv. fe (1) icin 511)1(1]1+ wy(6) =0

ozelliklerine sahiptir (Altomare ve Campiti 1994).

Korovkin (1953) lineer pozitif operatorlerin yaklagimlariyla ilgili agagidaki teoremi

vermistir.

Teorem 2.3.2 (Korovkin 1953) (L,,) lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] araliginda
n — oo iken

L,(;z) =1
L,(t;z) = x
L, (t*;2) = 2

kosullarim gergekliyorsa, [a,b] araligi iizerinde siirekli ve tiim reel eksende simirh

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken [a,b] araliginda

Ln(f;z) = f

gerceklenir.



Yakinsaklik hizinin hesabina 6rnek olarak asagidaki teoremler verilebilir.

1912 yihinda B, (f;z) polinomlar dizisinin f fonksiyonuna yaklagmasinin ardindan,

yaklagim hiz1 1934 yilinda asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.3.3 (Popoviciu 1934) f € C[0,1] ve B,(f;x) Bernstein polinomu igin

Bulfio) - f(@)] < o (=)

esitsizligi gergeklenir.

L, : Cla,b] — B [a,b] lineer pozitif operatorler dizisinin yaklagim hiz1 agagidaki gibi

verilebilir.

Teorem 2.3.4 (Shisha ve Mond 1968) (L,)nen , Ln : Cla,b] — Bla,b] lineer
pozitif operatorler dizisi olsun ve sabit fonksiyonu sabit fonksiyona doniigtiirsiin.

Her f € Cla,b] , x € [a,b] ve § € [0,b — a] i¢in

Lo (f;2) = fl2)] < {1 + 5‘1\/Ln ((t —2)? ;I)}w(f; 5) (2.3.1)

esitsizligi gergeklenir.

2.4 Iki Degiskenli Siirekli Fonksiyonlar Uzayinda Lineer Pozitif

Operatorler ile Yaklasim Problemi

Tamm 2.4.1 K C R? smirh bolgesi tizerinde tamiml ve siirekli tiim reel degerli

fonksiyonlar uzay1 C'(K) ile gosterilir ve C(K) uzay1

||f||c(K) = sup |[f(z,y)]
(z,y)eK

normu ile lineer normlu uzaydir.
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K C R? kompakt bolge ise

||f||c(K) = (g?é( |f(z,y)]

olur.

Tamm 2.4.2 K C R? kompakt bolge olmak iizere her € > 0 ve her (z,y) € K igin

n,m > N oldugunda

‘fn,m(way) - f<$7y)| <é

olacak sekilde bir N = N(e) sayis1 mevcut ise f,, ,, dizisi K iizerinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir denir ve f,,,, = f ile gosterilir.
Lemma 2.4.1 C(K) uzaymda normda yakinsaklik ile diizgiin yakisaklik denktir.

Tamim 2.4.3 D C R? simirli bir bolge ve f : D — R tamml, siirh bir fonksiyon

olsun. K C D kompakt bir bolge ve = (z1,22) , y = (y1, y2) olmak lizere

(@) w2 £8) = sup {fGor,m2) = Flon) vy € Koyl o+ (- ) <0}
fonksiyonuna f fonksiyonunun tam streklilik modiilii denir.
() @y (f:8) = sup {|f(@1,y) = fla2.9)] : (@1,9), (@2,) € K, |11 — x| <5}

W (f58) = sup {|f(w, 1) — fz,92)| : (m.90), (w,0) € K, |y1 — o] < 6}

fonksiyonlarina sirasiyla f fonksiyonunun x e gore kismi stireklilik modiilii ve y ye

gore kismi streklilik modili denir (Altomare ve Campiti 1994).
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Lemma 2.4.2 D C R?* smurh bir bolge, K C D kompakt bir alt bolge ve f
fonksiyonu D bolgesi iizerinde tanimli ve sinirhi fonksiyon olsun. f fonksiyonunun
tam siireklilik modiilii wy (0) = ws (f;0)

i.  wy (0) monoton artan bir fonksiyondur,

ii. m € Nigin wy (md) < mws (9)

iii. A > 0 igin we (A0) < (A4 1) ws (9)

iv. f e C(K) ise 5111((% we (0) =0 (Altomare ve Campiti 1994)

V. A1, A2 > 0 olmak iizere wo(A101, A2ds) < (14 A1 + Ao)wa(d1,02) (Ipatov 1955)

ozelliklerini saglar.

Volkov (1957) tarafindan Korovkin (1953)’ in elde ettigi bazi sonuglar (Teorem 2.3.2)

m boyutlu duruma agagidaki sekilde genisletilmistir.

Teorem 2.4.1 (Volkov 1957) X C R™ smurh bir bolge olmak iizere eger (L)

lineer porzitif operatorler dizisi K C X kompakt bolgesinde n — oo iken

La(t*52) = |af’

seklindeki (m + 2) tane sarti sagliyorsa X bolgesinde siirekli ve tiim R™ de sinirh

herhangi bir f fonksiyonu i¢in K {iizerinde n — oo iken

Ln(f;2) = f

m 2
gergeklenir. Burada = = (1, 22, ..., x) ve |z = |z| = (Z xi) seklindedir.
k=1

12



3. BIiR VE iKi DEGISKENLi BERNSTEIN-STANCU POLINOMLARI

Bu boliimde Bernstein-Stancu polinomunun bir ve iki degigkenli hallerinin yaklagim-

lar1 ve yaklagim hizlar1 incelenecektir. Ayrica niimerik érnekler verilecektir.

3.1 Bir Degiskenli Bernstein-Stancu Polinomu

Bernstein-Stancu polinomu, Stancu (1969) tarafindan agagidaki gsekilde tanimlan-

migtir:

Tamm 3.1.1 P,,s3: C[0,1] — C'[0,1] Bernstein-Stancu operatorler dizisi (poli-
nomlar dizisi) « , 8

0<a<p

kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak iizere

Prap(fiz) = Zn:f (iig) Chak (1 — )" (3.1.1)
k=0

seklinde tamimlanir. Bernstein-Stancu polinomunun diigiim noktalar ise [0, 1] ar-

aligimin ffT‘g noktalaridir. Ayrica « = = 0 igin klasik Bernstein polinomu elde

edilir. Bernstein-Stancu operatorler dizisinin lineer ve pozitif oldugu agiktir.

Lemma 3.1.1 n € N olmak iizere Vx € [0,1] icin Bernstein-Stancu polinomu

Praps(liz) =1 (3.1.2)
Prap(tia) = - + niﬁ (3.1.3)
Ppos(t?z) = (n+—15)2 {n(n—1)2%+ (14 2a) nz + o*} (3.1.4)
Poop((t —2)*52) = m {nz(1—2)+ Bz —a)?} (3.1.5)

esitliklerini saglar.
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Ispat. f (t) = 1 fonksiyonuna Bernstein-Stancu operatérii uygulanirsa Binom

formiiliinden
n

Prap(liz) =) Cpa* (1—2)"" =1

k=0
elde edilir.

f(t) =t fonksiyonu i¢in P, , s operatoriiniin lineerliginden

P,ost;x) = 2”: (I:Lig) Chgk (1 — )" n—k

- n—i—ﬁ Z k:ln— ot (1) +0‘ZCM n_}

= { n '_(T:Ll)_ k)!xk—l (1 - x)n—k + Oé}

nx Z af (11— )" 04}

n_.._@
x
n+ 3 n+ 3

bulunur.

f(t) =t* fonksiyonu i¢in P, , s operatoriiniin lineerliginden

P 2, _ = k+a ? k_k n—k
st r) = Z Crhab (1 —2)

k=0 n+ﬁ
— k . n—k
B nJrﬁ {Z El(n — k)! (1-2)

+2a Z kCF2P (1 — 2)" % + o2 Z CFaF (1 — :E)"_k}

k=0 k=0
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Pn,aﬁ (t2; .1') =

elde edilir.
ft) = (t—=)?

n

(n—1)! n
G i 9

k=1

—{—Qn&xz (1 — )T 1k+a2}

1 o 5(32 - (n_2)' xk—Q _J;n—k
<n+5>2{”<" V7L G

k=2

n—1
+nx Z Ck aF (1 — )" 4 2nax + a2}
k=0

1 _
( 5)2{ (n—1) x2 1—xn2k+nx+2nozx+oz2}
n —+
(n+52{n )z% + (1+2a) nx + o?}

fonksiyonu i¢in P, , 3 operatoriiniin lineerligi ve yukarida elde edilen

esitlikler yardimiyla

Prap((t —2)°;2) = y (“O‘—x)zcﬁxm_@n—k
(

2
s a) Chab (1 — )" "

n

“ [k _
_2xz(nig)ck E(1—z)m*

+2° Z Chab (1 — )" "
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Pooslt—);2) = (n—l——lﬁ)z {n(n—1)2"+ (14 20) nz + o*}

—2z o T+ a + 22
n+pB  n+p

1
= ———{n(n— 1)z + 2anz + nz + o® — 2n*2”

(n+p)
—28na® — 2anz — 20z + n’z* + 2nPa® + (22}

1 2
= m{nx(l—m)—i—(ﬁx—a)}

elde edilir.

Korovkin teoremi yardimiyla Bernstein-Stancu operator dizisinin yakinsakligi agagi-

daki teoremde gosterilmistir.
Teorem 3.1.1 [, [0,1] arahiginda siirekli bir fonksiyon ise

Tim [ Poasf = fllooy =0

gerceklenir.

Ispat. Korovkin teoreminin kullamlabilmesi icin
nh_{glo HPn,a,B(tV; :E) - CUVHC[O,l] =0 , v=0,1,2 (316)
oldugu gosterilmelidir. Diger taraftan C[0, 1] uzaymdaki normun

| Pacsf = Flletony = ma [Pras(f:) = F(a)

seklinde tanimli oldugu biliniyor.
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v =0 igin (3.1.2) esitliginden

28, 3205 Pras1i0) = 1] =0

oldugu aciktir.
v =1 i¢in (3.1.3) esitligi ve tiggen esitsizliginden

. , n a
lim max |P,,s5(t;2) —2z|] = lim max T+ -
n—oo0<e<l’ n—oo0<e<l|n+ [  n+f

li AP
= 1m max T
n—oo0<z<l|n+f  n+f

ol

IN

lim max {

n—oo 0<z<1

—3
n+5‘x+

. a+p
= lim

elde edilir. ¥ =2 igin (3.1.4) esitligi ve tiggen esitsizliginden

lim max | B, . 5(t% z) — 2?|

n—oo 0<z<1
— 1 1 _ 2 21 _ .2
= nh_}[{:o 01232(1 ip? {n (n 1) e+ (1 + 204) nr + o } T

< nhj{)lom {0213%(1 (|- (n+2n8+ B%)| 2% + |1 + 2a| nz + |a2|)}

. 1 2 2 2
= lim {Orgggl[(n+2n6+ﬁ )a? + (14 2a) nz + a }}

= lim Lz {(n+ 2053+ 5%) + (1 +20) n + o?}

=0
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elde edilir. O halde (3.1.6) esitligi saglanir. Boylece Korovkin teoreminden [0, 1]

araliginda siirekli her f fonksiyonu igin

Tim [1Ps05f = Fllego =0

gerceklenir.

f € Cla,b] fonksiyonu igin tanimlanan siireklilik modiilii yardimiyla Bernstein-

Stancu operatoriiniin yaklagim hizi agagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 3.1.2 Her f € C[0,1] ve z € [0,1] i¢in Bernstein-Stancu polinomu

| P (f;2) = f(2)]

.

[N

3w (/i (n+402)77) i ae03] ve Bela, 2]
veya

a€ [,3] ve Be[da? 20

(1 - 42%?21) w (f; (n +4a?)”

ol
N———

ac [1,1] ve Be€ o 40

IN

veya

;<a<f<2a

%w (f; (n+4(6—o¢)2)_%> o a€ [ﬂ—\/TB, g} ve (€ [;11,1]
(g e(rmra@-0)?) 5 a<iwsz

esitsizligini saglar.
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Ispat. (2.3.1) esitsizligi ve ardindan (3.1.5) esitligi dikkate alimip sag taraftaki ifade

biiyiitiiliirse

| Pras(f;2) = fl2)]

< {10 Palt=afi0) b i)

- {1+51(niﬁ>\/{nx(l—x)+(59€—04)2}}w(f75)

< {1 s (niﬁ) \/{ {g[%ff] nz (1 — x)} + e (o~ a)Z}} w(f,6)  (3.17)

esitsizligi elde edilir.

Simdi bu esitsizligi irdeleyelim. g(z) := 2(1—x) esitligi ile g fonksiyonu tanimlansin.

¢ (x) = 1—2z oldugundan z = % , g fonksiyonunun kritik noktasidir. Diger taraftan

¢"(x) = —2 < 0 oldugundan m[ax}g(x) =g (%) = 1 bulunur. Dolayisiyla (3.1.7)
z€[0,1

esitsizligi

’Pn,aﬁ(f; .Z') - f(.%’)| < {1 + 671(71_15) \/{% + maXge[o,1] (6$ - 04)2}}64) (f7 5)
(3.1.8)

seklinde yazilabilir.

h(z) == (Bz — a)? esitligi ile h fonksiyonu tanmmlansin. h” (z) = 26% > 0 oldugun-
dan h fonksiyonu maksimum degerini kritik noktasinda degil, araligin u¢ noktalarin-

dan birinde alir. Yani

- o 2
e (@) = max (br —a)

= max {a’, (6—&)2}

bulunur.
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Burada iki durum s6z konusudur:

1. Durum : max (Bz —a)® = & olsun. Bu durumda o? > (3 — «)® olacagindan
z€(0,1

20 > (3.1.9)

elde edilir. Diger taraftan m[ax] (Bz — a)® = a? oldugundan (3.1.8) esitsizligi
z€(0,1

|Pros(fiz)— flx)] < {1 +07! Vn+4a2}w(f, J) (3.1.10)

1
2(n+p)
olarak elde edilir. (3.1.10) esitsizliginden

B 1

B vn + 402

. 1 (n+ 4a? 1
| Poas(fi2) = f(@)] < {1 +3 < o )}w (f, m) (3.1.11)
elde edilir. Burada

dizisi tanimlansin.
B — 4a?
n+p3)(n+B+1)

Apt1 — Ap = (

oldugundan burada 8 —4a® > 0 ve 8 —4a? < 0 olmak iizere iki durum soz

konusudur.

(a) 8 —4a? > 0 olsun. Bu durumda 8 > 4a? olacagidan

2
:n+4a <1

, n=12 ..
n+

Qn

bulunur ve bu esitsizlik (3.1.11) ifadesinde dikkate almirsa

3 1
| Poas(fi2) = f(@)] < % (f, m) (3.1.12)

elde edilir.
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Simdi de (3.1.12) esitsizliginin @ ve [ sabitlerinin hangi segimlerinde gercek-
lenecegini inceleyelim. (a) sikkinda 3 > 4a? olmasi durumu ele alinmstir ve Bernstein-
Stancu operatoriiniin tanimindan 0 < « <  oldugu bilinmektedir. Bu durumda

a > 402 ve a < 402 olmak iizere iki durum sz konusudur.

(i) @ > 4a? olsun. P,, s polinomunun tammmdan 0 < o < 3, (3.1.9) ifadesin-
den 8 < 2a ve (a) sikkindaki segimimizden dolayr 8 > 4a? oldugu biliniyor. Bu

esitsizlikler beraber gozoniine alinip o > 4a? olmasi durumu incelenecek olursa

402

IN

a < 2o

elde edilir. Buradan

bulunur.

(ii) @ < 4a? olsun. P, ,s polinomunun tammindan 0 < a < 3, (3.1.9) ifadesin-
den 8 < 2a ve (a) sikkindaki segimimizden dolay1 3 > 4a? oldugu biliniyor. Bu

esitsizlikler beraber gozoniine alimp o < 4o olmas1 durumu incelenecek olursa
a<40® <2a ve 40 < B <2

elde edilir. Buradan

11 ,
a € L—l,ﬂ ve (€ [404,204

bulunur.

(b) B —4a? < 0 olsun. Bu durumda a,; —a, < 0 (n = 1,2,...) olacagindan a,,

dizisi azalandir. Yani
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yazilabilir ve bu egitsizlik (3.1.11) esitsizliginde dikkate alinirsa

| Poas(f;2) — f2)] < {H%}w (f, ﬁ) (3.1.13)

elde edilir.

Simdi de (3.1.13) esitsizliginin « ve [ sabitlerinin hangi segimlerinde gergek-
lenecegini inceleyelim. (b) sikkinda 8 < 4a? olmasi durumu ele alimmustir ve (3.1.9)
ifadesinden 2o > 3 oldugu bilinmektedir. Bu durumda 2a > 40? ve 2a < 4a?

olmak iizere iki durum s6z konusudur.

(i) 2a >4a? olsun. P,, s polinomunun tammndan 0 < o < 3, (3.1.9) ifadesin-
den 8 < 2a ve (b) sikkindaki se¢imimizden dolay1 8 < 4a? oldugu biliniyor. Bu

esitsizlikleri beraber gozoniine alirsak
a<4a?<2a ve a<f<4a?

elde edilir. Buradan

11 )
ae[z,ﬂ ve 56[04,404}

bulunur.

(ii) 2a <4a? olsun. P, , s polinomunun tammindan 0 < o < 3, (3.1.9) ifadesin-
den 3 < 2a ve (b) sikkindaki segimimizden dolay1 8 < 4a? oldugu biliniyor. Bu

esitsizlikleri beraber gozoniine alirsak
0<2a<40® ve a<f< 2

elde edilir. Buradan

ve [ € [a,2a]

N | —

bulunur.
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2. Durum : max (fz —a)’ = (8 —a)® olsun. Bu durumda (8 — a)

z€[0,1]

2 > o? ola-

cagindan

B> 20 (3.1.14)

elde edilir. Diger taraftan max (fz — a)® = (6 — @) oldugundan (3.1.8) esitsizligi

z€[0,1]

_ 1
Pasalrio) - 50 < {1457 flor - @} b
(3.1.15)
olarak elde edilir. (3.1.15) esitsizliginden

|Rmﬁgﬂﬂ_f@”§{1+%Ci%%ﬁ>}w(ﬂ——i——> (3.1.16)

elde edilir. Burada

n+4(8— a)2
b, =
n+p
dizisi tanmimlansin. )
_ p-4(B-a)
bn—l—l - bn -

(n+8)(n+pB+1)

oldugundan burada iki durum s6z konusudur.

(a) B—4(8—a)®>0olsun. Bu durumda 8 > 4(3 — a)® olacagindan

2
_ntdB-a) 1,

by,
n+p .

bulunur ve bu esitsizlik (3.1.16) ifadesinde dikkate alimirsa

Pras(fiz) - f@)] < 2 <f, —) (3.1.17)

elde edilir.
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Simdi de (3.1.17) esitsizliginin @ ve [ sabitlerinin hangi segimlerinde gercek-
lenecegini inceleyelim. Burada f > 4 (5 — a)2 oldugundan o > f — ‘/TB elde edilir.
P, o polinomunun tammindan 0 < o < § ve (3.1.14) ifadesinden [ > 2a oldugu

biliniyor. Bu esitsizlikler beraber gozoniine alinirsa

Ogﬁ—\/?géaS?aSﬁ

elde edilir. Burada 8 — VB < g oldugundan g < 1 ve 8 — f > 0 oldugundan

B>1 elde edilir. Sonug olarak (3.1.17) esitsizligi

e 2] et

i¢in gerceklenir.

(b) B—4(8—a)* <0 olsun. Bu durumda b, — b, <0 (n =1,2,...) olacagindan

b,, dizisi azalandir. Bu durumda

4(6—a)+1

, n=1,2 ..

yazilabilir ve bu esitsizlik ve (3.1.16) esitsizliginde gzoniine alinirsa,

n+4(8—

Proalin) - @l < {14 it} o (o) Gy

elde edilir.

Simdi de (3.1.18) esitsizliginin « ve [ sabitlerinin hangi segimlerinde gergek-
lenecegini inceleyelim. Burada 3 < 4 (8 — ) oldugundan o < 8 — ‘/TB bulunur.
. . . 6 B v o1 .
(3.1.14) ifadesinden 3 > 2a¢ yani a < 5 ve 5 < B — %> oldugu bilinmektedir.
Bu egitsizlikler beraber gozoniine alimirsa § > 1 elde edilir. Sonug olarak (3.1.18)

esitsizligi

N[
3
™
v
—_

icin gerceklenir.
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Ornek 3.1.1 f(z) = sin(12(In 22 +1)) esitligi ile tanimh f fonksiyonuna P, o s(f; x)
polinomlar dizisi ile yaklagim, o = 0.2, § = 0.3 olmak tizere n=20, 50, 100, 200 i¢in
sekil 3.17 de gosterilmistir.

"I_
051
0 0.2 0.4 T
H
051
_1 -
(]
n=20
n=50
=100
n=200

Sekil 3.1 P, ,5(f; x)polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklagim

Ornek 3.1.2 o = % ve 3 = % icin f(x) = sin (7wx) esitligi ile tamimh f fonksiyonuna
P, .o5(f;x) polinomlariyla yaklagilirken, stireklilik modiilii yardimiyla elde edilen

hata degerleri cizelge 3.1’ de verilmigtir.

Bu ornekte hata degerleri Teorem 3.1.2 yardimiyla hesaplanmigtir.
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Cizelge 3.1 f(z) = sin (wx) fonksiyonuna P, , s(f;x) polinomlar
dizisi ile yaklasildiginda elde edilen hata degerleri

n Siireklilik modiiliine gore hata degerleri
10 1.254342373

102 0.4633855004

103 0.1487691851

10* 0.04711599142
10° 0.01490163261
106 0.004712381082
107 0.001490187990
108 0.0004712388900
10° 0.0001490188237
1010 0.00004712388980

3.2 Iki Degiskenli Bernstein-Stancu Polinomu

Biiyiikyazict ve Ibikli (2004) tarafindan iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomu

asagidaki sekilde tanimlanmistir:

Tanim 3.2.1 (3.1.1) ile tammh Bernstein-Stancu polinomu iki degigsken halinde
[0,1] x [0,1] bolgesinde x degiskenine gre n - inci ve y degiskenine gore m - inci
dereceden olmak {izere

n

osBr . “ ]{?—l-Oél +O[2) ‘
B (f: a.1) —sz(n+ ) ) (G2

seklinde tanimlanabilir. Burada

Pnk(x) = Cﬁxk (1-— x)n_k

Gmj(y) = Cly’ (1—y)™
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esitlikleriyle tamimh fonksiyonlar ve oy, 5, (k= 1,2) ise

Oﬁakﬁﬁk

kosullarini saglayan pozitif sayilardir. o; = as = 5, = 5, = 0 i¢in 1989 yilinda

Martinez tarafindan [0, 1] x [0, 1] karesel bolgesinde tanimlanan iki degiskenli Bern-

stein polinomu elde edilir.

Iki degiskenli Bernstein-Stancu operatoriiniin lineer ve pozitif oldugu aciktar.

Lemma 3.2.1 n, m € N ve Bi5 (fiz,y) , [0,1] x [0,1] bélgesi iizerinde (3.2.1)

ile taniml iki degiskenli Bernstein-Stancu polinomu olmak iizere

By2s (15 w,y) = 1

a n (0751
B (bey) = g+ g
1 1

m (0%

Byl (riw,y) = +

x
m+ 3, m + [,

2
-1
Bgﬁhﬁk(t2+7'2;:c,y) = ( - ) (n >:1:2—|—(1+2a1)

n+ 3, n

ol ) ()
(n+51)2 m + (3, m Y

2
a5

= -
(m+ )" (m+ Ba)

+ (1 + 2a9)

esitlikleri saglanir.

Ispat. g(t,7) =1 fonksiyonu i¢in Binom formiiliinden

Bg,%ﬁk (1 ) xvy) = Z an,k(aj)Qm,j(y) - an,k(x) Z Qm,j(y) =
k=0 j=0

k=0 j=0

elde edilir.
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g(t,7) =1t fonksiyonu igin Bf,fﬁf ¥ operatoriiniin lineerliginden

Bg,%ﬂk (t s, y) = Z (ﬁigi) pn,k(x)QmJ(y)

n+Bq

n+p5

n+58;

3

- né% { k%ﬂéukyxk(l“ﬂﬁn_k+-a1}

n—1
1 ~1-k
= n+B mfzcﬁ 17 (1= )" ‘|"71}
k=0
- n+6 T+ n+ﬁ

elde edilir. g(t,7) = 7 fonksiyonu i¢in benzer iglemler yapilarak,

. “s [t
By (s ay) = Y ) <m+ﬁ )p”7k(~"'7>qm,j(y)
2

k=0 j=0

1 n m n m
— —H {kz Zojpnk Qm,j ) + g an,k qm,J(y)}

k=0 j=0
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Bl (15 w,y) = e {ank qumj +a2}

=0

+ 2
m+ By m+ B,

elde edilir. Son olarak da g(t,7) = t2 + 72 fonksiyonu icin Ba%i* operatériiniin

lineerliginden

Bo‘kﬁ’“(tQ—i-T T,y)

n

i {(ﬁi‘éi) (ﬁ%";ﬂ Do (2)dm. 3 ()

j=0

o
[e=]

3

n

£101) (0 mg) + 30D (222) Pk @)ms (v)
n+8; mk m] m+ﬂ2 pnk QWH )
k=0 5=0

e
Il
o
<
I
o

I

3

2 m mo
(Zi—%i) pn,k(aﬁ)qu,j(yHZ(ﬂﬁ) G (y ank
=0

Jj=0

o
[e=]

3

k+a a
(#) Prk(® +Z<5@iﬂi) Gm.j(v)

j=0

o
o

(3.2.6)

elde edilir. Simdi bu iki toplami hesaplayalim. By, B operatoriiniin lineerliginden

ve yukaridaki benzer esitliklerden faydalanilarak

n k 2
no= 3 () ha

k=0

- (n+6 {Zkzpnk *20‘12@” +alzp"’k(x)}
1

= k=0 k=0

= Z KRR (1 — 2)" 7" 4 2noqx + o
TL+‘61
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1 = k2 n!
L = — o Lk 1 — n—k 9 9
1 (n+8,)* {nz n kl(n — k;)lm (1—2)" "+ na1x+a1}

k=0 ’

n

) m {nz(k 1) g (L 2 a?}

k=1

1 " (n—l)' k n—k
i m{”z%‘%—m(n—w e

k=1

& n—1)! i " 9
—i—nz " —(1)!(n)— k)!x (1—2x) k—|—2noz1.r+oz1}

1 o
= m {n(n — )22 CF i (1 —2)" 4 e+ 2nanx + oﬁ}
n 1

2

B n *In—1 9 n of
N (n+51> < n >$ +(1+2a1)(n+51)2x+(n+51)2

elde edilir. Benzer sekilde

m *Im—1 9 m a3
L= () (B ) e 2o sy

bulunur. ; ve 5 toplamlar (3.2.6) esitliginde dikkate alinirlarsa istenilen elde edilir.

R? de Korovkin teoreminden iki degiskenli Bernstein-Stancu operator dizisinin yakin-

sakligi asagidaki teoremde gosterilmistir.

Teorem 3.2.1 f,[0,1] x [0,1] bolgesinde siirekli bir fonksiyon ise

i B = Flegonsion =0

gerceklenir.

30



Ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem 2.4.1 kullamlacagindan éncelikle

li Bz%ﬁk ]-7 ) - H =
i || B (G2 9) = | o o
lim Bg%ﬁ’“(t,x,y — x’ =
n,m—o00 C([0,1]%[0,1])
li Bkl (rs @ H =
n,rrlzllloo ' (T Y C([o,1]x[0 1])
lim Bakﬁ’“tQ—i— cx,y) — (22 + ‘ =0
n,rrlz—>oo ( T y) ( Y ) €([0,1]x[0,1])

oldugu gosterilmelidir. Diger taraftan C ([0, 1] x

(3.2.7)

[0, 1]) uzayimndaki normun

a 6 — kB ( f. _
1B (fiey) = F @) o 0 = o2 [Bis (f52,9) = f (. y)
seklinde tanimlandigi biliniyor.
g(t,7) =1 fonksiyonu i¢in (3.2.2) egitlig¢inden
1 ak,B . _ —
Jim {5255 05 ) 1}
oldugu aciktir.
g(t,7) =t fonksiyonu i¢in (3.2.3) esitligi ve ii¢gen egitsizliginden
lim max ‘Bo‘kﬁk (t; z,y) —a:‘ = lim ¢ max " xr+ G
n,m—oo | 0<z,y<1 n—oo | 0<z,y<l|n + Bl n + Bl
= lim ¢ max =5 T+ “
n—oo |0<zy<i|n+f;  n+fF
< lim < max —h T+ il
n—oo |0<e<1 \|n + f; n+ B,
— lim & + Py
n—oo 1 + 61
= 0

bulunur.
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g(t,7) = 7 fonksiyonu i¢in (3.2.4) esitligi ve tiggen egitsizliginden

n,m—oo | 0<z,y<1

elde edilir. Son olarak ¢(t,7)

esitsizliginden
n,1Mm— 00

0<z,y<

= lim { max

n,Mm—00

+ (1 + 2061) mx + (1 + 20[2)

2
< am {|(=)"«

+‘(1+20¢1)

=0

elde edilir.

lim {max ‘B“’“’ﬁk (15 x,y)

lim { max ‘Bak’ﬁk (2 + 7%

0<z,y<1

(+5)

IN

’(1 + 2as)

32

. m (&%)
lim max Y+
M—00 {O<x,y<1 m + 52 m + 52
li —62 &%)
Im < max Y
m—oo | 0<y<1|Mm -+ 62 m —+ 62
5 —Bs
Im < max Y
m—oo | 0<y<1 \ |m + [, m+ B,

I as + [y
im
N

iy

)}

fonksiyonu icin (3.2.5) esitligi ve tiggen

(m+/82)

7Y +

(n+/31)2 t

z 1

(m+By)* (n+51)

(m+8,)*

}



Boylece Teorem 2.4.17 in hipotezleri gergeklenir ve bu sayede [0, 1] x [0, 1] bolgesinde

stirekli ve tiim R? de simirh herhangi bir f fonksiyonu icin

lim HB% Jhf f||c[0,1]x[0,1] =0

n,Mm—0o0

esitligi saglanir.

f € C([0,1] x [0,1]) fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilleri yardimiyla
Bﬁ’jnﬁ * iki degiskenli Bernstein-Stancu operatoriiniin yaklagim hizi asagidaki teo-

remde verilmigtir.

Teorem 3.2.2 f € C([0,1] x [0,1]) olsun. Bu durumda

‘Bak P (fra,y) —f(x,y)) < g{ (f, \/nn;:ml) +w® (f; %;f%)}

.- ak,Br [ r. n+4 m+452
() | B (i) — floy)| < b (/200 + 25
esitsizlikleri gerceklenir.

ispat.

(i) Bnaf;,’f * iki degigkenli Bernstein-Stancu operatorii igin Lemma 2.2.2” den

‘B‘“’“ﬂ’“ fiay) — f(xyy)‘

n

_ Xm: [f (jji—g %) — f (=, y)] Prge(T)Gim,j ()

k=0 j=0

3

(g o) - () + 1 (52) = F@0)] poa@)ans(y)

e
Il
o
<
Il
o

I

n

>3 G e ) B =) I C| P oA )
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yazilabilir. Ucgen esitsizliginden

B (fiw,y) - flay)

<SS (Bm ) - 1 (B2 y) | pes@)ama(v)
k=0 j=0
+ 3| (B2y) - £ )| pus@am )
k=0 j=0
=L+ (3.2.8)

esitsizligi elde edilir. Sirasiyla Lemma 2.4.2 (iii) ve Cauchy-Schwarz egitsizliginden

f(k+a1 j+a2) _f<k:+a1 )
n+ By m+ By nt B

n

I, = Z

Pn.k (J}) qm.j (y)

AN
[z
E:A
»
VR
T
3 .
+ |+
|8
|
=
~__
=
43
=
&5
(=)
3
S

IN
E/\
&
=
=2
&
—_

+

Qm,j (y) }

iﬁ% - y\ Vi) qm,xy)}

IA
E/—\
»
-
[«
ED
~
+
01|H
NE

_ y' I (0) (3.29)

esitsizligine ulagilir.

34



Operatoriin lineerligi ve Lemma 3.2.1” in ispatinda elde edilen esitlikler g6zoniine

alimip gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

>

J=0

22yl )

=y (,i:’;i) i (y) =20 (5;1‘;1) (W) + V2D i (y)
=0 =0

J=0

2 2

_ m m—1 2 m o 2

= <m+ﬂz> ( m )y + (14 20) (m+55)2 Y + (m+22)2 —2y [m—l—ﬁ m+6 ] TY

= oo L(Bay — )’ +my (1 - )}
(3.2.10)

elde edilir. (3.2.10) esitligi (3.2.9) esitsizliginde gozoniine alinirsa
1 1
AP TP FHE S S e e
<6 (0 {14 5 oy V Bay — ) my (1)

1

elde edilir. Burada daha ¢nceki hesaplamalarimizdaki gibi y (1 —y) < 7 oldugu

dikkate alinirsa;

I < W@ (f; 5m){1+i( N \/4 (Boy — a2)’ +m} (3.2.11)

bulunur. Benzer sekilde I igin;

L <wW(f;6 ){1+% ey \/4 Bz — on)? +n} (3.2.12)
1

elde edilir. (3.2.11) ve (3.2.12) egitsizlikleri (3.2.8) esitsizliginde gozoniine alimirsa

|Bet(f2,9) — floy)] < w(”(f”s”){ +L +5 \/4 (B = 1)2+”}
1

w® (f;0m) {1 + %m\/él (Byy — a2)2 +m}
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esitsizligi elde edilir. (8,2 —a1)® < 62 ve (Byy — an)® < 52 oldugundan

E (n+ By)

i (f’ém){Hzém (m+ B)

esitsizligine ulagilir. Buradan

5 :\/n—|—4ﬂf ve 4§ :\/m—|—45§
" (n+By) " (m + f,)

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

(ii) Bf{ﬁf # iki degigkenli Bernstein-Stancu operatorii i¢cin Lemma 2.2.2 ve Lemma

2.4.2 (iii) egitsizliginden

B (Fiwy) = fay)

2":27”: [f (Zi_%iv %) - f(a:,y)} Pk (%) G5 (y)

k=0 j=0

<

Z ‘f (ﬁ_gi, %) — (@, 9)| Prk (@) @ i (1)
k=0 j=0

elde edilir.
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Cauchy-Schwarz esitsizliginden

‘Bﬁ,’if’“(f;x,y) - f(x,y)‘

Pt (@) gm; (y)

<w (f?én,m) {

n m
=0

k=0 j

(3.2.13)

Pl - Z
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elde edilir. Benzer sekilde

1 9 B
Py = m{(ﬁzy—%) +my(1—-y)}

bulunur. Bu sonuglar (3.2.13) esitsizliginde dikkate alinirsa

n,m 2

n 2 2
B ) o] < (30 {1+ 51t 4 )

esitsizligi elde edilir. Buradan

5 :\/n+45§ L m 45
TV (B (m+ By)?

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.
Ornek 3.2.1 f(z,y) =In(a® + y* + 1) esitligi ile tamml f fonksi-

yonuna Bﬁﬁf’“(f; x,y) polinomlar dizisiyle yaklagim, a; = 0.2, ay = 0.1, 5, = 0.3,
By = 0.4 olmak iizere n=m=1, 3, 5, 10,13 i¢in sekil 3.2’ de gosterilmistir.

Sekil 3.2 Bgﬁ;f k(f;x,y)polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklagim
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Ornek 3.2.2 3, =1 ve 3, = 2 icin f(z,y) = zsin (y) esitligi ile tanimh f fonksiy-
onuna B,O{f‘,';f‘“( f;z,y) polinomlariyla yaklagilirken, tam ve kismi siireklilik modiil-

leriyle elde edilen hata degerleri ¢izelge 3.2’ de verilmigtir.

Cizelge 3.2 f(z,y) = xsin (y) fonksiyonuna ijf;;f *(f;x,y) polinomlar dizisi
ile yaklagildiginda elde edilen hata degerleri

n, m | tam siireklilik modiiliine gore hata | kismi siireklilik modiiliine gore hata
10 0.6385555858 1.047709894

102 0.2088596702 0.2855388904

103 0.06634057352 0.08766292002
10 0.02112363480 0.02763206954
10° 0.006698742759 0.008735180428
106 0.002120358136 0.002762216489
107 0.0006707236632 0.0008734867002
108 0.0002121223452 0.0002762206577
10° 0.00006708106995 0.00008734863867
10%0 0.00002121310650 0.00002762206479
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4. BIR VE IKi DEGiISKENLi BERNSTEIN-STANCU TiPLi
POLINOMLAR

Bu bsliimde Gadjiev ve Ghorbanalizadeh (2010) tarafindan tanimlanan Bernstein-
Stancu operatoriiniin bir genellesmesinin yaklagimi ve yaklagim hizi incelenecektir.

Ayrica niimerik ornekler verilecektir.
4.1 Bir Degiskenli Bernstein-Stancu Tipli Polinom

Tanim 4.1.1 oy, s, B, By
0§062§051§51§ﬁ2

kosulunu saglayan pozitif reel sayilar olmak tizere z € I,, C [0,1] igin

. (n+p k+ oy as \*(n+a i
Snya,ﬁ(f’x)_( 2> Zf(n—l—ﬁ) (x_n—G—BQ) (”4’52_20)

(4.1.1)
seklinde taniml polinoma Bernstein-Stancu tipli polinom adi verilir. Burada
I, = [nfﬁy Zigz] dir. ay = [, = 0 i¢in Bernstein-Stancu polinomu elde edilir.

oy = ag = 3 = By = 0 icin klasik Bernstein polinomu elde edilir.

(4.1.1) ile tamml S, , 5 : C[0,1] — C(I,,) Bernstein Stancu tipli operatoriin lineer
ve pozitif oldugu aciktir.

Lemma 4.1.1 n € N olmak {izere Vo € [, icin S,.,3 Bernstein-Stancu tipli

polinom

Snaps(liz) = 1 (4.1.2)

. [ n+ By a1 — Qg
Spaptiz) = <n+61) x4 (n+61 ) (4.1.3)
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() G (ot vy @
Sl = ot { P () (5 )
[z (B — By) + (a1 — a2)]"} (4.1.5)

esitliklerini saglar.

Ispat. f(t) =1 fonksiyonu icin Binom formiiliinden

N (ntB a; \"(ntas "
Sn,aﬂ(lvx) - ( > ZCk (x_n+ﬁ2) (n+52—$>

elde edilir.
f(t) =t fonksiyonu i¢in S, , g operatoriiniin lineerliginden

k n—=k
N (B \" k k
Sn,aﬁ(t?x) - <nn 2) Z (niE) Cn (l’ N nfﬁz) <Z::—‘gz B x)

k=0

n n k n—=k
— 1 (ntB, ny k_nt (. o ntaz _ .
T on+B, n n k!(n—k)! n+0By n+0By
k

n k n—k
! +
01 ) et (fc—%ﬁJ (Zfﬁf _5’5> }
k=0
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n k
. _ 1 n+p3 «
Suaslti) = 1 (2422) { (o 2 ) z s (e o)
" n—1—k n
nroaz
X <n+62 x) T <n+ﬂ ) }

_ _n T — —2 n+08,y " n n71+ ay
T ontpB, n+fBy n n+p; n+B;

_ [ n+By a1 —ao
= (nwl) T ( n i )

bulunur.

f(t) =t* fonksiyonu igin benzer iglemler yapilarak

S (tQI) — n+py " n (n . 1) T — -2 2 (n—2)!
n,a,B\Y n (n+8;)? n+0B, kl(n—2—k)!

2 2 2
_ (n= n+p o n+08 14+2a o @
_ ( n ) (nJrﬁj) ([L’ - n+,232) + <n+5?) (n+511> (I - n+2ﬁ2) + (n+611)2
elde edilir. f(t) = (t — x)? fonksiyonu i¢in yukarida elde edilen esitlikler ve S, . s

operatoriiniin lineerligi gézoniine alinirsa

Sn,a,ﬂ((t - 1’)2 ;:L‘) = (%)n {i (%)205 <(L’ N "‘7‘252)k (%gz B x)n_k

k=0

k n—k n
k+a « n+a 2 n
_2372 (n+ﬁ1) (:c - n+2ﬁ2) (n+,83 B :c) Tz <n+62) }
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§Q
Q
i)
—
—~
~
|
8
N—
(&)
8
S~—
Il
—
3
-

2 2
1 n+p _ _« 14201 n+52 a2
) (nwf) <I n+262> + <n+51> <n+51) (m n+52)

a2 n+p8 a1—a 2
t ey T2 { (n+ﬁ2> T ( nl%z)} T

— i {8 (52) (2= 525) 0 ) (o 235+ 200 (0t )

< (= zo2) tad 20 (n+ B) [0+ B) 2 + (1 — )] + (n + 8,)° 2

2
= oy {( o (x - ﬁ%) [(” -1 (” - ni%)] s t20a(n+ 5y

x (v - 325;) + 03 —20(n+B) [(n+ B) v + (an — az)] + (n + 8,)7 2%}

1 {(n+,32)2 <.I'— s ) |:TLI'—ZL'— nay | _az

— (TL+61)2 n n+62 "+52 TL+B2 ] +2TL(I1!E

n+6

+ 201 By — 2010 + 3 + (—2nx — 23,7) (nT + B + ay — )

+ (n® + 2n8; + B7) %}

2
= {( 16,) (m _ ni%2> (zig; _g;> (n+By)% 2% — as (n + By)

—ag (n+5,) <x — n+5 ) + 201 By — 20100 + 02 — 208,22 + 2nanx

n 2 o nto 2
= b e (o o) (242 = 0) [ (B, — B) + (o — o))

elde edilir.
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Teorem 4.1.1 [, [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

Tim {1506 = fllog,) =0

gerceklenir.

Ispat. Korovkin teoreminin kullanilabilmesi icin
lim HSn,a,ﬁ<tV; iE’) - xyHC([n) =0 , V= Oa 1? 2

oldugu gosterilmelidir.
v =0 igin (4.1.2) egitliginden
lim max  |Spaps(l;z)—1]=0

n—oo _a2 < ntag
n+pBg == n+pPo

oldugu aciktir.
v =1 igin (4.1.3) egitliginden

n+pBo ST n+pB8o

= lim max
n—o0 _ &2 ntog
n+pa S n+pBa

n+LBy al—asz \
(n%) T ( ni ) x‘

R 3 /82_51 o] —o2
=t omax, {(G5) 0+ (952) )

nt By TS,

_ 1 Ba—8 n+a a1—a
= Jim { () (s32) + (s02) )

=0

gerceklenir.
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v =2 igin (4.1.4) esitligi ve iiggen esitsizliginden

lim max  |Spap(t?z) — 2
n—0o0 23 . ntagy o
n+Bg == n+pB2

2 2
=1 -1\ (nt5 142 n+p
= Jim, max | () <n+ﬂj> (‘T N nizﬁg) i (nwaf) (nwf) (x N nfﬁz)

n—oo 23 . ntag
n+Bo =" = n+pBo

2

o5 _ 1.2
(n+84)* )
~lin w5 (35) 1] i e () 41 20

n+pBo %> n+pBo

+ (nT—l) (m—a2)® a3 Qo

(n+84)° n(n+pB,)” (n+8,)*

2
< Jim mjxn+a2{ () (53) — 1
n+Bg =" — n+pBo
n+8 _ n—1 n=1\ (m—a2)® a3 a
| ety [0 (252) + 1+ 20| + [ (250 rmen) ek e

(:jﬁﬁf)g [—2042 (nT—l) + 1 + 20[1]

:lim{

n+a
X (n-i-,@z ) +

2 2
o) ()" 1| ()

n—1) (m—a)® o}
("5) G ~ mmo t

Q2
(n+8,)°
=0

elde edilir.

S .5 ODeratori

Snas(fiz) 3 w€ |, ]

Sap(fiT) = F(x) ;T € [0, #2:32] U [Zigiv 1]

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda

|

Srasl = ooy = max[S;,s(f;2) — f(2)]

z€(0,1]

= max |Syas(f;7) = f(2)] (4.1.7)

ag n+ag
re {"+52 ’ n+52]

elde edilir. Diger taraftan (4.1.6) ve (4.1.7) beraber gozoniine alinirsa v = 0,1, 2
icin

lim |5} o 5(t"; @) 0

n—oo

- xV”C[O,l] =

bulunur. Korovkin teoreminden her siirekli f fonksiyonu i¢in

Jim 195 08f = fHC[O,l] =0
elde edilir ve burada (4.1.7) esitligi dikkate alinirsa

lim max  |[Spap(f;z)— f(x)]=0

n—oo _ a2 x ntag
n+pBo == n+pB2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2 Her f € C[0,1] ve z € [nj‘:%z, Zigﬂ icin Bernstein-Stancu tipli

polinom

Snas(f32) = f()|

2
§w<f;m\/4(ﬁz—ﬁl)2(;‘i—§j+l) +n) D Ba— Bz a1 -y

IN

2
%W<f;m\/4(al—a2)2<%§z+l> —|—n> s By —fr < —
(4.1.8)

esitsizligini saglar.
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Ispat. Bu teoremin ispatinmn en énemli adimi olan (2.3.1) esitsizliginden

|Snas(fix) — flz)| < {1 + 5_1\/S’n,a75((t - x)2 : m)} w(f,0) (4.1.9)

yazilabilir. Burada iki durum s6z konusudur:

1. Durum: B, — B, > a3 — as olsun. Lemma 4.1.1" den

2 - 1 (n+52)2 _ n—i—ozz_x
Sn,a,ﬁ((t_m) ,$) - (n_'_ﬁl)z { n <CL’ n‘i‘ﬂg) (n+52 )

+[(By = By) z + (o1 — a2)]”}

oldugu biliniyor.

h(z) = (:1: — n?ﬁz) (Zigz — :C) fonksiyonu tamimlansi. h fonksiyonunun kritik
noktas1 z = 2’2;;2%;) olarak bulunur. Diger taraftan h”(zx) = —2 < 0 oldugundan

kritik nokta maksimum degeri verir. O halde

h(zx)

IN

max  h(x)
ag n+a2
ntBy =TS nis,

n2

4(n+ 52)2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ve 8, — 8, > a3 — a3 durumu beraber gozoniine

aliirsa;

Snas((t — )% 7)

n 2 n2 2
< o {( e (B = A1)+ (1 — )] }

= o A+ (8= ) + ()}

< G Ui T [ (Ba = 1) + (B, = AP}

- (n+161)2 {% + (62 - 61)2 (l’ + 1)2}
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elde edilir. Esitsizligin sag tarafinin maksimumu alinirsa

Sunalli =50 € L {2 - (252 1)

(n+51)2 n+ [,

bulunur. Bu esitsizlik (4.1.9) esitsizliginde dikkate alinirsa

[Snas(fs2) — f()|

= -1 1 _ B,)2 ( ntae ?
149 2(n+5;) n+4(8y — p1) <n+52+1> w(f,9)

elde edilir ve buradan

§——  na(B, -8, <”+O‘2+1>2
~ (n+p) 2 ! n+ B,

bulunur.

2. Durum: [y — 31 < ay — s olsun. Benzer sekilde

2
|Sn,o¢,5(f;x)_.f(x)| S 1+5_1m¢n+4(a1_a2)2 (Zigz +1) W(f,(S)

elde edilir ve buradan

5= — Lt (o — an)? (”*“2“)2
(n+6;) ' ? n+ By

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 4.1.1 f(x) = sin(27x) In(2?+1) esitligi ile tanimh f fonksiyonuna S, 5(f; )
polinomlar dizisiyle yaklasim, oy = 2, ay = 1, §; = 3, 5 = 4 olmak iizere n=30,

50, 100 igin sekil 4.1” de gosterilmigtir.

0.1
H
] 2 o 0.5 0.8 ]
o
-0.1
-0.2
-0.5
0.4
1)
n=30
n=50
=100

Sekil 4.1 S, , g(f;z) polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklagim

Ornek 4.1.2 a; = 0.2, ay = 0.1, 3, = 0.3 ve 3, = 0.5 igin f(z) = sin (7z) esitligi
ile tamml f fonksiyonuna S, , s(f;x) polinomlariyla yaklagilirken siireklilik modiilii

yardimiyla elde edilen hata degerleri ¢izelge 4.1’ de verilmistir.

Bu ornekte hata degerleri Teorem 4.1.2 yardimi ile hesaplanmistir.
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Cizelge 4.1 f(z) = sin (mx) fonksiyonuna S, , s(f;2) polinomlar

dizisi ile yaklasildiginda elde edilen hata degerleri

n stireklilik modiiliine gore hata degerleri
10 1.257140713

102 0.4636069098

103 0.1487767570

104 0.04711623273
10° 0.01490164026
106 0.004712381324
107 0.001490187998
108 0.0004712388903
10° 0.0001490188238
1010 0.00004712388980

4.2 1ki Degiskenli Bernstein-Stancu Tipli Polinomlar

(4.1.1) ile tamimli Bernstein-Stancu tipli polinomunun iki degisken halinde iki tiir

. . oqe L a nta a m-+a . . .
genellesmesi verilebilir. S := [n +%1, - +Bﬂ X [m +2ﬂ2, - +Bﬂ dikdortgensel bol-

gesinde x degiskenine gore n - inci ve y degiskenine gére m - inci dereceden

Bernstein-Stancu tipli polinom

k1550 SN (it
snwkw;x,y):ZZf( . 2)pn,i,m,@l<x>qm,j,a2,52<y> (42.1)

L £ n+oy m+oy
=0 7=0

seklinde tanimlanabilir. Burada

_ n+61 nCz aq ‘ n+ay n—i
Pri,on,8, (x) —\"n n\¥— n+p5, n+8, Y

m+ o « J m+a m=J
qm7j7a27ﬁ2 (y> = <T2> an‘ <y o m+2ﬂ2> <#ﬁi N y)
seklinde tanimhdir.
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Ay Vs 61{:7 O (k = 1’2)

0 < qp <y <o1<py

0 < ag <7y <oy<fy

ALYV 7Bk; Ok
m

kogullarini saglayan pozitif sayilardir. Kolaylik agisindan S, f; z,y) gos-

terimi yerine S, ., (f; z,y) gosterimini kullanacagiz.

A = {(m,y) rx+y < %, x,y > ﬁﬂ} ticgensel bolgesine uygun Bernstein-

Stancu tipli polinom

Ea

n n—

k+oar l+ay\ 5y
570;70<k,67,3k (f; z,y) = f ( , )pn’a (z,y) (4.2.2)
o0 1 n —+ ﬁl n 4+ 62 a,p

I
o

seklinde tanimlanabilir. Burada

il n+B\" vk a k a : n42a n—k—
pma”@(l’,y) = (T) Cnonfk (:L‘ - m) (y - m) ( s LT y)

ve 0 <a <[ olmak iizere a, ay, 3, B, (k= 1,2) pozitif sayilardir.
4.2.1 Dikdortgensel bolgede iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli polinom

Lemma 4.2.1.1 n,m € N ve S, (f;x,y) S dikdortgensel bolgesi iizerinde

(4.2.1) ile tamimlh iki degigkenli Bernstein-Stancu tipli polinom olmak iizere

Snm (Liz,y) =1 (4.2.1.1)

Syt y) = EP T (4.2.1.2)
’ n—+o; n+o;

S (132, = et P2y T2 02 (4.2.1.3)

m -+ 02 m + 09

o1



2 2
Snn (2 + 725 2,y) = (%) (=1) (x - ni}fl) + (1 +27,) (jjﬁl)z

2 2
« m+f3 m—1 «
x (o= ) + e+ () () (v - )

+(1+272)L622<y— @2 )+( 7 . (4.2.1.4)

esitlikleri saglanir.
Ispat. g(t,7) =1 fonksiyonu icin Binom 6zdesliginden

Sn,m<1; x,y) = Zzpnzal,ﬁl Qm,jozzﬁg(y)

=0 j7=0

= an,i7a1,ﬁ1 (:C) Z Am,j,0,8, (y)
1=0 j=0

= an,i,oq,ﬁl(x)
1=0

elde edilir. g(t,7) =t fonksiyonu i¢in S, ,, operatoriiniin lineerliginden

n

m
Z (,ii;yjll ) Pnjiar,6, (x)Qm,j,azﬁg (y)

=0 7=0

Sn,m (t )

= n+z71 { Z an,z,al,ﬁl Qm,j ag,ﬁQ + Y1 Z Z DPn.i al,/jl Qm,],ag,ﬁg (y) }

=0 7=0 =0 7=0

n m
= njgl { Z'pn,i,cu,ﬁl (l’) Z qm,j,az,8, (y) + ’71}
i =0

= n—:al { Z.pnﬂ',al,/& (SIZ’) + 71}
=0
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aq
n+pB1

" - nl ¢ n+a
) Zli!(n—i)! (x_ > <n+51

(n—1)!

a1

—$) ) ‘1‘71}

=1 (n—0)! <x -
i=1

(031
n+5;

)n ”Z_i ct <a: —
=0

n+p,

) (

i—1 n—i

) (s -o) }
n—1—1

—1’) +7

n+aoaq
n+p8;

elde edilir. g(t,7) =7

Spm (75 ,y)

elde edilir.

fonksiyonu icin benzer islemler yapilarak

(j+72
i=0 j=0 m+ o2

1
m—+ o9

—'_72 Z Z pn,i,ozl,ﬁl (x>qm,j,a2,52 (y)

) Pnjian,6, (m)Qm,j}azﬁg (y)

Z Z jpn,z‘,oq,ﬁl (x)Qm,j,QQ,ﬁg (y)

i=0 j=0

i=0 j=0
1 “ n
= n,i,o € .m’a +
m+ o9 {;p s, )]Z_;]q iz, (1) 72}
_ m+ P, Yo — Q2
m+ 02 m+ oo
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Son olarak da g(t,7) = t* + 72 fonksiyonu i¢in;

n m . 2
S (2 + 7% 2, _ <Z+71> +(
' ( T :cy) 2:0; n—+o;
_ - i(i‘i"h
im0 =0 n+o;

e (j+72
5 =0 m -+ o
- (z’—l—’yl

P n -+ o1

J+
(e

1+
n—+oq

>

1=0

2
) pn,i,a1751 (CL’)

) m,j, 012,62 an727a17/81

2
) pn,i,al,ﬁl (CC) +

J+ 79
m + 09

2
> ] Pnjian,6, (m)QMJ,azﬁg (y)

2
) pn,i,al,ﬁl (:L‘)Qm,j,az,ﬁg (y)

2
) Pnjiai,8, (x)qm,j,OQﬂQ <y>

Z qm,j,a2,8, (y)
7=0

m 2
Z ) qm,j,a2,8, (y)

J=0

J+ 7
m 4+ o9

elde edilir. Yukaridaki esitliklerden ve S, ,,, operatoriiniin lineerliginden

L+

<n+01
pTL’LOC
(n+ o) {Z 14, (@

(n +lal>2 { (n Zﬁl

+27; (n+ B4) (x—

n 2
[1 Z > pn,i,ahﬁl (.CC)
=0

n

=0

n -9 n'

=0

«

w5)
(n +lal)2 { (n : Bl) ”Z

" <n+a1
n+ 5

+ﬁ}

o4

)+ 271 Y D5 (2) F 91 Y Priians, (7)

}

1=0

—33) 7 + 27 (n+ B4) <x—

( _ (03] )Z (n+041_ >n—i
o n+ 0, n+ 5, *
(n—1)! o\’
V=D <5"‘n+ﬁl)

a1

”+51>+ﬁ}



i { () Sy s (o)
(G- (52 et (et
() e (o) )

e () o0 (- 55) S s
(eats) () () )

n—1 o i n+a n—1—1
; 1 1
X E C, T — —x
“( n+61) <n+61 )

=0

+27 (n + B;) (x - nilﬁl) +’Y%}

1 <n+ﬂl)nn(n—1)<x— i >2nz_20i <x— a
(n+01)” n ntp) & n+ 6,

(2

() ) ) ()
n+ B4 n n+ B4 n+ 5,

+27, (n + B;) <$_ - )"‘V%}

n+,61

(n+101>2 {(“J;ﬁﬁ)nn(n— 1) (:,3_ ni1ﬁ1>2 <nfﬁl)n2

+(n+51)<x— < )+271<n+51)<x— & )—l—ﬁ}

7L+,61 n+,61
(0 () (-2)
l‘_
n+ oy n n+ 5,

n+ 5, ! 7%
+(1+27) (n—|—01)2 (x n+51>+(n+01)2

95

)
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elde edilir. Benzer sekilde

w- (i) () b-ats)
> 7 \m+o, m Y m + 5,

m+ 3, . V%
+(1+27,) (m + 02)2 <y m+ﬁz) * (m + 02)2

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(4.2.1) ile tamimh iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli operator dizisinin yakinsaklig

asagidaki teoremde gosterilmigtir.

Teorem 4.2.1.1 f,[0,1] x [0,1] bolgesinde siirekli bir fonksiyon ise

wiim Snmf = Flloe) =0

gerceklenir.

ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem 2.4.1 kullanilacagindan ¢ncelikle
lim max [S,m(l;2,y)—1] =0

nim—00 (2,y)€S

lim max [S,m(t;z,y) —x| =0
Mmoo (y)es (4.2.1.5)
lim max [S,m(m;2,y) —yl=0

nm—00 (z,y)€S

lim  max [S,,(t*+ 7% 2,y) — (2 +y*)] =0

n,m—oo (z,y)€S

oldugu gosterilmelidir.

g(t,7) =1 fonksiyonu igin (4.2.1.1) esitliginden

lim {(me)mx | Shm (15 xy)—1|} 0
n,m—0o0 x,y)e

oldugu agiktir.
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g(t,7) =t fonksiyonu icin (4.2.1.2) esitligi ve tiggen egitsizliginden

lim { max |Sy.m (t; x,y) —a:|}

nm—oo | (z.y)eS

= lim
n—oo

max
ag n+oq
n+p1 =" = n+By

n+o1 n+o1

n+51$ + Yo .’ll"}

elde edilir. ¢(t,7) = 7 fonksiyonu i¢in (4.2.1.3) esitligi ve tiggen esitsizliginden

lim {(maX | Snm (73 x,y)—yl}

n,M—00 m,y)GS

max
@2 m+tag
m+Bg Sys< m+pBg

m+0, Yo—@2
m+02y + m—+oao y

}

Yo~ 2

m-+o2

Y+

elde edilir.
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Son olarak ¢(t,7) = t?+ 72 fonksiyonu igin (4.2.1.4) esitligi ve iggen esitsizliginden

nm—oo | (z,y)8

lim {(max |Snm (2 + 725 z,y) — (2% + y2)|}

4ot (n;) _ (1+2‘Y1)a1 + v + a? > (m_1>  (142vy)

Qg + 22
(m+0_2)2 2

(m+o2)”

}

2 2
m+3 m—1 m+a n+p
<Fo§) (T) - 1' <Fﬁz) m

x| ~201 (352) + 1+ 29| (252) + 22 | —20, (222) + 14 29 (222)

041
o+ (n+0'1)2

+‘(ma% (mol) — Qb2 o 0B

+02)> \ m (m+02)? (m+a2)?

)

elde edilir. S}, operatorii

Sy n(fim,y) = Snan(f32,9) (z,y) € S
fz,y) ; (z,y) €10,1] x [0,1]\S

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda

1S5 mf = fHo([o,ux[o,u) = (z,y)en[%ﬁ?x[o,u |S:7i,m(f; T, y) = f(x,y)|

= max |Sun(fimy) — f@my)l (4210
(z,y)esS

esitligine ulagilir. (4.2.1.5) ve (4.2.1.6) ifadeleri kullanilarak

lim HS;;?m(l;x,y) - 1Hc[o,l]x[o,l] =0

n,Mm—00

n}rllf_f)loo | Snm(ti 2, y) — xHC[O,l}X[O,l] =0
n,}qifiloo 185 (7 2, ) = yHC[OJ}x[&H =0
lim || (2 + 7% 2,y) — (a2 + y2)HC[0,1]><[0,1] =0

bulunur. Béylece Teorem 2.4.1° den [0, 1] x [0, 1] bélgesinde siirekli ve tiim R? de

sinirli herhangi bir f fonksiyonu igin

n,'ELIEoo HSZ,mf - f”c[o,l}x[o,l] =0

elde edilir. Burada (4.2.1.6) esitligi gozoniine alinirsa

lim {(max S (F 5 @) — f<x,y>\} 0

n,m— 00 z,y)ES
bulunur ve boylece ispat tamamlanir.
f € C(S) fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilleri yardimiyla (4.2.1) ile

taniml iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli operatoriin yaklagim hizi siradaki teo-

remde verilmistir.
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Teorem 4.2.1.2 f € C(S) olsun. Bu durumda

(i) By —01 > 7, —a1 ve By — 09 > 7y — ay igin

|Sn,m(f;£b‘,y) o f(l’,y)| < % {w(l) (f? n-:m \/4 (ﬁl - 01)2 (%gi + 1>2 + n)

+w® (f; . \/4 (By — 09)? (%g; + 1)2 + m> }

fr—o1 <71 —a1 ve Py —02<7,—a i¢in

[Snm(f52,9) = fl@,9)] <3 {w(l) (f; Wlm\/4 (71 — an)? <Zi§i + 1)2 +”)

2
+w® (f, mi@ \/4 (5 — az)” (;”Jrgs + 1) + m) }

(ii) By —01 > v, —ay ve By — 09 > 79 — ay igin

[Snm(fs2,9) — f(2,9)]

2 2
5 1B () o 4Ba—en)? (52 41)
<3 {w (f, \/ ion) + o

Bi—01 <7 —a1 ve [By— 09 <7y — e igin

|Sn,m(f;xay> - f(x,y)|

2 2
o [ () ey (35 ) e
= {w (f’\/ (n+o1)” + (m+o2)?

esitsizlikleri saglanir.
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ispat.

(i) Lemma 2.2.2 ve iiggen esitsizliginden

|Sn,m(f;xay) - f(x,y)|

= Z f (::;1117 73;:1,2) pn,z,al,ﬁl( )Qm,j,ag,ﬁg (y) - f(iU, y)

= Z |:f (%7 %) - f(xa y)i| Pnjiar,6, (x)qm,j,ocz,ﬁg (y)

=X () s () 7 (B w) — S
Xpn,i,a1,51 (x)Qm,j,aQﬁQ (y) ‘
<3| () - () + 1 (32 ) - )

X Pnjiair,p; (x)Qm,j,az,ﬁg (y>

Prsisan,8y (T)Gm,jran,8, (Y)

n o m
E v Jtva ) 71
< ’f <n+01 ’ m—i—ag) f <n+01 ) y)
1=0 5=0

n

Z pn1i7a1761 (m)Qm,j,ag,ﬁ2 (y) (4.2.17)

=0 j=0

<Z+71 )—f(af,y)

n-+o

elde edilir. Lemma 2.4.2 (iii) ve Cauchy-Schwartz esitsizliginden

pn7iaa1761 ('I)QW,j,QQ,ﬁQ (y)

— ity gty ity
]1 o Z Z ‘f (n+crl1’ m+022> o f (n+ol1 ’ y)

i=0 j=0

3

\Ms

22— )Y Dsen s (0 , )

o (f
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292 — ) Gujns (0)

I < iw(z) (f:

" sz,
<3 w® (£:5,) {1 - —‘} g5 (9)

- w(2) (f7 5m) {Z Am,j,a2,8, (y) + ﬁ
=0

+
%T,LZ - y‘ Am,j,az,5, (y)}
=0

=w® (f;0m { D | —y’ i qm,j,azﬁz(y)\/qm,j,azﬂz(y)}
7=0

m ) 2
<6 (F10m) Y1 3| D |05 0] s )
7=0

(4.2.1.8)

esitsizligi elde edilir. Ayrica Lemma 4.2.1.17 in ispatinda elde edilen egitliklerden

faydalanilip, gerekli sadelestirmeler yapilirsa

>

J=0

. 2
J+y
m+022 - y‘ qmvj7a27ﬂ2 (y)

=3 (52) tnsenss) 23 (F55) s ) 5 3 s

=0 j=0 j=0

<.

2 2
_ [m4pB m— « m+3 «
_ <m+a§) ( ml) <y - m+252) + (1 + 272) (m+022)§ <y - m+2ﬁ2)

7 m+f Yo— o2 2
+ (m+(272) o 2y |:m+a§y + n?b+a2:| Ty

ﬁ — 0 —|— ’y — X —|——L : o m—+to
(m:"z’)Q {3 = 72)y + (s )+ Tjﬂ <y m+2/32> (miﬁi —y)}
(4.2.1.9)

bulunur.
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(4.2.1.9) esitligi (4.2.1.8) esitsizliginde gozoniine alinirsa

1 1

I < w(z)(f;5m){1+am [[(By — 02) y + (72 — )]

1

(m—|—ﬁ2)2 O m+ay :
A - S ()

esitsizligi elde edilir. % <y — m‘fﬁ) (:Z:[gi — y) < T esitsizligi yukardaki

esitsizlikte gozoniine alinirsa

L <w® (f;6m){1+— i on) \/4 o —02) Y+ (7 —ag)]2+m} (4.2.1.10)

bulunur. Benzer sekilde I, igin;

I <wW (f:6,) {1 +— CErN \/4 —o)z+ (y —a)]P + n} (4.2.1.11)
yazilabilir. (4.2.1.10) ve (4.2.1.11) esitsizlikleri (4.2.1.7) esitsizliginde gozoniine alinirsa

|Sn,m(f;$ay) - f(xay)|

< w® (f:0,) {1 + ﬁm_lgl)\/zl (B —o1)z+ (v, — ozl)]2 +n

+w® (f;6m) {1 + ﬁm\/‘l (B2 — 02) y + (72 — a2)]* +m

elde edilir.

b1 —012>7 —a1 ve [y — 09> 7, — s igin

S (f52,9) = f2,9)] < 0O (f;6,) {1 ot 4By — 00 (@ + 17+ n}

(£ {14 g Gt 1(02 — 0 G4 D m
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S (F12,9) — (@, y)] < w® (f;én){1+2a <n:m>¢4<ﬁl—al> (Zi%”“) +”}

w® (f;6,) {1 + ﬁ—(mj@)

elde edilir. Buradan

\/4 (B, — 0)? (22

+1) +m}

bulunur.

Bi1—01 <7 —a1 ve [By— 09 <7y— a2 igin

On n+01 \/4

Sum(Fi,9) — (s g)] < w0 (£:5,) {1

o)’ (z+1) +n}

2) (F15) {1 Fobo

042

(y+1)° +m}

W (£5,) {1 TR

\/4(71—

)’ (Zigl + 1) +n}

+w® (f;0m) {1 + 37 o)

bulunur. Buradan

\/4(72—042) <Zig2 +1)2+m}

elde edilir.
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(ii) Swrasiyla Lemma 2.2.2, Lemma 2.4.2 (iii) 6zelligi ve Cauchy-Schwartz esitsizligi

kullanilarak

|Snn(f32,y) — f(2,y)]

= I (22 by () () — £ (2,9)
i=0 j=0
= I (B ) = S )| Prsen sy (2500, ()
i=0 j=0
<SS (E ) - £ )| Prien sy (0 m s 0)
i=0 j=0
 — i+y 2 Jj+v 2
S ZW f, (n+011 - l‘) + (Fcfz - y) pmi,al,ﬁl (I)Qm,j,(mﬁg (y)
i=0 j=0
L (=) ()’
<w(fidum) D D |14+ G s Prion, 5 ()G j .5, ()
i=0 j=0

Il
&
T
>,
3
3
—N—
3
INgE
ks
S
2
o
—~
]
N~—
(=)
3
<.
Q
»
=
[ V)
—~~
=

+6n1m Z \/<7’FLL—:’Z}1 > + <731—:’L'22 - y) pnﬂ;’al’ﬁl (x>qm7j7a2’52 (y)}
i=0 j=0
i=0 j=0

Xpn,i,al,ﬁl (x)qm,j7a2ﬂ2 (y)}
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S (f52,9) — f(2,9)]

sotinrfrea (S o) e

1
XPniians, (0)m s, ()) |

S w (f7 6n,m) { Sn.m [ Z (;—:3;11 - .Z') X pn,i,al,/jl (m)Qm,j,ag,ﬁz (y)

1
n 2

m 2
+ Z (7{:‘122 o ) X Prsison 5y (x)Qm,j,oQ,ﬁz (y)]

=0 5=0

Zw(f;5n,m){1+ [P1+P2]1/2}

5n,m
(4.2.1.12)
esitsizligi elde edilir. Ayrica (i) sikkinin ispatinda elde edilen (4.2.1.9) esitligi P,

toplamini vereceginden

Py = m {[(52 — o)y + (75 — )" + M <y - m(j‘fﬁz) (Zigi - y)}

n 2 a nta
Py = m{[(ﬁl —o)z+ (y —on) + % (m_ ”+151) <”iﬁi —:p)}

bulunur. P, ve P, toplamlar: (4.2.1.12) esitsizliginde yazilirsa

[Snm(fr2,9) — f(2,9))

< (fidam) {14 55 | bm {18 — oo + (1 — o)

6” m

HOEE (o= o) (3350 - 2) b+ e (B2 = )y (2 = )P

m+02)

1
(m4+8,)? o m+a 2
w2 (y— o) (22 -0) )]
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1Snm(f52,9) — f(2,9))

<w(f;0nm) {1 + Qgi’m [m {418y — o)z + (7, — )] + n}

—i—m {4 [(By —02)y + (79 — aQ)]2 + m}] 1/2}

esitsizligi elde edilir.

Bi—012>7 —a1 Ve [By— 09> 7, — Qg igin

|Sn,m(f;$7y) - f(x,y)|

< (Fibum) {1+ g5t [ {481 = 00 (0 417 )

2
<w(f;0nm) 1—1—251 —1 4(51—01)2 ?ﬁ—i-l +n
n,m (TL+O’1) +,31

2 2
v {1 s+ ) el }

bulunur. Buradan

elde edilir.
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Bi—01 <7 —a; ve By —03 <7y — g icin

|Sn,m(f;x7y) - f(x,y)|

< (f30nm) {1+ 5 [ {400 = 1)’ (@ + 1) + 0}

i (40— 02)’ (y+ 1) + m} ;}

2
< w (f;0nm) {1 + 25i’m {ﬁ(nﬁn) {4(71 —ay)? (_Zigi + 1) + n}

1
2 2
i {100 (5 +1) e}

bulunur. Buradan

1 m—+ « 2
+— 4(72_042)2( 2+1) +m
(m+ 02)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Ornek 4.2.1.1 f(z,y) = 2%y esitligi ile tammh f fonksiyonuna S, ,,(f;z,%)

polinomlar dizisiyle yaklagim oy = g =1, v, =7, =2, 01 =03=3, 5, =, =4

olmak tizere n=m=3, 5, 8, 11, 15 i¢in sekil 4.2’ de gosterilmistir.
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Sekil 4.2 S, ,,.(f; x,y) polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklagim

Ornek 4.2.1.2 ap =as =1, 7 =7 =2, 0p =09 =3ve 3, =y =35

i¢in f(z,y) = xsin (y) esitligi ile tamimh f fonksiyonuna S,, ., (f; x, y) polinomlariyla

yaklagilirken, tam ve kismi siireklilik modiilleriyle elde edilen hata degerleri ¢izelge

4.2’ de verilmigtir.

Cizelge 4.2 f(z,y) = xsin (y) fonksiyonuna S, ., (f;2,y) polinomlar dizisi

ile yaklagildiginda elde edilen hata degerleri

n, m | tam siireklilik modiiliine gore hata | kismi siireklilik modiiliine gore hata
10 0.6934041516 1.303590353
102 0.4651383140 0.5413964762
103 0.1745790207 0.1824961900
10* 0.05839924095 0.05921048798
10° 0.01881056229 0.01889245789
106 0.005983590530 0.005991806132
107 0.001895722484 0.001896544882
108 0.0005998354881 0.0005999177550
10° 0.0001897202052 0.0001897284327
1010 0.00005999835446 0.00005999917722
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4.2.2 Ucgensel bélgede iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli polinom

Lemma 4.2.2.1 n € Nve Sy™% (f:2.4) A ticgensel bolgesi iizerinde (4.2.2)

ile taniml iki degiskenli Bernstein-Stancu tipli polinom olmak iizere

SO (1) = 1

(4.2.2.1)
Gk (tz,y) = :jﬁﬁ 4+ Ziﬁ (4.2.2.2)
Gk (r;2,y) = ::éy % (4.2.2.3)

2
Sg’a’“’ﬁ’ﬁk (t2+72;x,y) — (n—i——lﬁl)Z {(n“‘ﬁ)? (n; 1) (:U— niﬁ)

+2a3 (n + ) (y — %) + 042}

(4.2.2.4)

esitlikleri saglanir.

Ispat. g(t,7) =1 icin operatoriin tanimindan ve Binom 6zdegliginden

n n—=k

Sﬁ’ak’ﬂ"g’“ (L;z,y) = Zanaﬁxy

k=0 =0
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=1
elde edilir. g(t,7) =¢ olmak iizere S3™"’* operatériiniin lineerliginden
n n—k
Q,x navﬂ . «Q k7l
Sp ok k (t,$7y) = (iiﬁi)pnyaﬂ( 7y)
k=0 1=0
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elde edilir. g(t,7) = 7 fonksiyonu i¢in benzer iglemler yapilarak

St PO (13, y) = (ﬁ—‘g@) Pt s, y)

= L (ny" ok (g o nzklcz o ) (nt2a . N\
k=0 1=0
(0%
+ n+,25’2
3 ’ S !
_ 1 (ntB\" k ! n—k)!
T ontBy ( n ) Cn (:1: o #) (n — k) n—k U(n—k—1)! (y o ﬁ)
k=0 1=0
% n+2a T n—k=l + 9
ntp Yy 5,
n k n—k
1 (n¥B\" k (n—k—1)!
T ntBsy (T) < - ﬁ) Z(n - k)G (x - ﬁ) A—D(n—k—1)!
k=0 =1
« =1 n+2a n—k—l e’
_ &> _ _ 2
X ( n+5) ( n+p8 x y) + n+0B,
n k
_ 1 (n4B\" k
= () < - ﬁ) > (n—k)CE (l‘ - ﬁ)
k=0
n okl Loy n—k—1—1 .
o n (63
X Cn—k—l <y o m) ( n+tB L= y) + n+2,32




SO"O‘kvﬁ»Bk( . ) . n n—|—6 n B a n n—1+ o
n T, Y) = n+62 n Y n‘i‘ﬁ n‘i‘ﬁ n+_62
B n+ 0 g — «
a (n+52)y+”+52

elde edilir. g(t,7) = t*+ 72 fonksiyonu igin S;*** BB operatoriiniin lineerliginden

n n—k
2 2
,x ’BHB o (o] k:yl
Sy PPk (12 4 72 ) = {(—ﬁiﬁi) + (,’;522) }pn,aﬁ(x,y)

n n—k n n—k

k,l

:(n+161)2{ k2pnaﬁmy +2a122kpnaﬁxy
k=0 1=0 k=0 [=0

n n—=k
+03) Y Prasl y)} (4.2.2.5)

elde edilir.

(4.2.2.5) esitligindeki toplamlar daha 6nce hesaplanan egitliklerden faydalamlarak

hesaplanirsa

n n—k

L = kzpl;laﬁx Y)

k=0 1=0

_ (n+ﬁ)n " szﬁ(m— a )k
n —~ n+p
n+ 2 k=l
( n+6> <n+6 _x_y)

B n+B8\" — o Fin+a ek
- ( ) ,;Okzc( n+ﬁ> (n+6_x>
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- <n;§5>n{(”“ (e~ niﬁ) e niﬁ)H

elde edilir. Benzer gekilde

n n—k
L= kpl, s(x,y)
k=0 [=0
n+p\" - k a knik l « n+2a n—k=l
= () kCn<$ m) Zan@ m) <n+ﬂ_$_y>
k=0 =0
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Y in+a ok
)kZ ( n+ﬁ) <n+ﬁ_x)
B n+ B8\ ' «—k nl a \'/n+a ek
- ”( n ) ;ﬁk!(n—k)! <“”_n+ﬁ) (nm_‘r)

- (nzﬁ)n ( - niﬁ) ( —(Tﬂ_(i)i B! (“““ B nfw)k_l

B n+p\" O = a \'/n+a ik
- o(5F) (i) B (-ats) (55 -9)

B n+B\" n nl Q

- o(50) () i)

= (n+p) (w—niﬁ)

elde edilir. Daha 6nceki hesaplamalarimizdan

n n—k

I3 =1Ig = Zanaﬁmy )=1

k=0 1=0
oldugu biliniyor. Benzer gekilde

—k
l2pna5xy
k=0 [=0

n+B\" k a K = 2 a ! n+2a n-k=l
= (=) Cn(@“—m> an—k(y—m> <n+ﬂ—$—y>
=0

k l
_ n+B\" k a E : (n—k—-1)! o
o (Tl o k> ( n ) Cn <.§L’ o n+,8> l(l—l)!(n—k—l)! <y o n+B>
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I1=(n—k) (#)n{(n—k—l) Cx <x_ﬁ>k2(nik—l)

l n—k—l1
(n—k—1)! a n+2a
X D (n—k—1)! (y - m) ( nt T y)

k o (n—k—1)! « n+2a
+ E Cy (x - _n+5) E :'(171)!(114%1)! (y - n+ﬁ) (n+ﬁ -t y)
k=0

1—2 n—k—1
(n—k—2) e n+2a
XZ(l2'(nkl)'<y_m) (nw—x—y)

(nky (x — L)k (nJr_a — I)n o
n /7 kl(n—k)! n+ps n+ps3



__a : nt2a
n+p8 n+8

n—k

(L) (n—k)!

n—k/) ll(n—k—I)!
=0
-1

N k
)

n—k—l

7

n—k—l



- (n—1 N k i n—1—k
= (%2)" (v - )mew( ~t5) (w5 o)

—n (=) ()" (v-=35)

=(n+8) (v %)
elde edilir. Bu egitlikler (4.2.2.5) esitliginde dikkate alimirsa

2
St PO (2 4 72 ) = ﬁ(n;ﬁl) {(n +8)% (=) (m — ﬁ) + (n+5) (m — ﬁ)

+2a4 (n + B) <:C — m) +a1}

b {002 () (- 55) + 04 9) (v- 525)

+2a5 (n + f) < - m) +a§}

esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.2.1 f,[0,1] x [0,1] bolgesinde siirekli bir fonksiyon ise
3 a7a 7576 p—
,}LIEOHSTL PEekf _f”C(A)

gerceklenir.
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Ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem 2.4.1 kullamlacagindan éncelikle

lim max |Sy 7P (1; 2, y) — 1‘ =0

n—00 (z,y)€A

lim max | S (t; 2, y) — m‘ =0
n—oo (z,y)EA
(4.2.2.6)
lim max |Sy PP (2, y) — y‘ =0
n—0o0 (z,y)EA

lim max

n=00 (¢,y)€A Sp PO 7%, y) — (@ 4 )| = 0

oldugu gosterilmelidir.

g(t,7) =1 fonksiyonu i¢in (4.2.2.1) esitliginden

lim { max |S@ Pk (1; z,y) — 1 } =0
n— 00 {(;p,y)eA } ( y) ‘
oldugu agiktir. ¢(t,7) =t fonksiyonu i¢in (4.2.2.2) esitligi ve {iggen esitsizliginden

n—oo | (z,y)€A

lim { max ‘Sﬁ’a’“’ﬁ’ﬁk (t; z,y) — x)}

n+ﬁx+ al—a —I"}

TL"F,Bl n“'ﬁl

= lim max
n+ao
Kl =S ass

B=61

ol —o
n+8,

T 4+

elde edilir.
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g(t,7) = 7 fonksiyonu i¢in (4.2.2.3) esitligi ve tiggen egitsizliginden

lim { max ‘Saa’”ﬁﬁ’“ (13 z,v) —y)}

n—0oo (T’vy EA

n+p0
n+52y + n+/32 N y‘}

}

= lim max
n—o0 nto
A STSE

B—Ps
n+PB3;

as—«a

n+P3;

Y+

< lim max <
n— o0 _a nta
B A

_ 1 B=B nta as—a
= Jim {(552) (235) + 25

elde edilir.

Son olarak ¢(t,7) = t*+ 7% fonksiyonu igin (4.2.2.4) esitligi ve iiggen esitsizliginden

tim { e, [527400 0245 ) - 074 7))

2
o . 1 2 (n—1 . [ _ o
= Jim |, (0487 (52) (7 22) "+ () (5= )

+2a1 (n + f) (5’7 - m) * 0‘1} Y {(n O () ( N ﬁ)Q

+(n+p) (?J—$> +2a2(n+5)< _$> —i—oz%} (2 1 4?)
(22) 1]+ (22) 2 1]

= lim { max

n—oo | (z,y)eA

+ i [F20 () + 1+ 204

(n+6, (=20 (%2) + 1+ 20) y

(n+ 2)

o (n-1) _ (l+201) of o (n-1y _ (1+2a) o
+(n+/31)2( n) (n+8,)° +(n+ﬁl)2+ ( ) (n+B)? +(n+ﬂ2)2

}
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lim {(max Sem BBy (24712 2,y) — (2% + ?)

n—oo | (z,y)€A

< i n+48 2 n— 1| ( nta 2 n+p3 2 n— 1| ( nte 2
< Jim | (25) (5 - 1) () +|(25) (5 - (553)
+ (anBf 204( )+1+2a1}< )
+ (ni?i 2a ) +14+ 2042} < )

a n—1) _ (1+201) a? a? n—=1) _ (1+2a3) al
T () = 57+ s T wenr U5 ~ o

)

=0

elde edilir.

S o83, Operatori

SO0k (fray) (z,y) €A

;,a,ak,ﬁ,ﬁk<f; z, y) =
fz,y) s (z,y) €[0,1] x [0,1]\A

seklinde tanimlansin. Bu durumda

rosnd = I, - Sy (F2:9) = £(2,)

max
([0,1]x[0,1]) (z,y)€[0,1]x[0,1]

= max }Sao"“ﬁﬁk(fxy) f(a:,y)} (4.2.2.7)

(z,y)EA

esitligine ulagilir. (4.2.2.6) ve (4.2.2.7) ifadeleri kullanilarak

I‘[l S 3.8 7 ? H 0 0
n—oo n,o,0L 9, k< x y) C[ k] ]X[ ’ ]
|. Y S 8.8 l’ ) H )
n—oo n,o,xg,9, k( X y> C[O,l]x[ El }
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lim (|S* 1T, Y) — H =0

n—o0 7,00k, B <T y) y C10,1]%[0,1]

l.m S* t2 2. T _ IQ 2 = O
n1—>oo n70470‘k7576k< + 7 »e y) ( + y ) C[O,l}X[O,l]

bulunur. Béylece Teorem 2.4.1° den [0, 1] x [0, 1] bolgesinde siirekli ve tiim R? de

sinirli herhangi bir f fonksiyonu igin

lim ‘

n—oo

S:L,a,akﬂ,ﬁkf - fHC[ -

0,1]x[0,1]

elde edilir. Burada (4.2.2.7) esitligi gozoniine alinirsa

n—o0 | (a,y)eA

i { s [575 (15 ) = JG)] =0

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2.2 f € C(A) olsun. Bu durumda

i) B—=B1>2a1—a ve f— ;> a—aicn

4(6-61)% (222 +1) 4 1/4(5-5,)? (223 +1) " +n
) 7676 . n+8 n+8
SR (frx,y) — f(l’,y)’ < 2w \/ TE, , \/ 17,

(i) b—B1<a1—a ve f— [y <ay—aign

4(al—a)2("+(’+1)2+n 4(a2—a)2<"’+a+1>2+n
o, 757ﬂ n+p n+p
S (fry) = flay)| < 20 / T g o

esitsizlikleri gerceklenir.

82



Ispat. Lemma 2.2.2, Lemma 2.4.2 (v) ve Cauchy-Schwartz esitsizliginden

n —k

a o k,l
N, (Bgr, 22 ) gt o) = S(2.p)

k=0 (=0

Syt (fixy) = flayy)| =

n n—k
k l k,l
- 7 (g, o) — fa,y)] b ()
k=0 [=0
n n—k
k l k,l
< ’f (nigi, ;:gz) — f(2,9) | Ppas(:y)
k=0 1=0
n n—=k
k l k,l
<X w(|r s - ) st
k=0 1=0
n n—k
1 k l k,l
S (E L= nigi + 52 Y= nJ-ri-O[;? + 1) w (51’ 52)pn’a7/8(x,y)
k=0 [=0
n n—k
1 k k,l k,l
= w (41, 02) {E = k5 o s ) ol )
k=0 1=0
n n—=k
1 I+
_'_S Z‘y n+o,é22 \/pna,ﬁ \/pnaﬁ I y)+1}
k=0 [=0

+1

83 (4.2.2.8)



elde edilir. Burada

n n—k 9
k k,l
L= (= k5) piis(e)
k=0 (=0
n n—=k n n—k
2 k,l ket
=T pn,a,ﬁ('r7y) —2x (nA—%i)pnaﬁ(‘r y)
k=0 1=0 k=0 1=0
n n—=k 9
k k,l
+ (E52) phlslesw)
k=0 1=0

S R [ P pa—— {m 07 (222 (2 - 225)’
+(n+p) (x—m> + 201 (n+ p) (x—m) +o¢1]
— m{(n—|—61)2x2—2x(n+61)[(n+ﬁ)x+a1 —a]+ (n+pB)? (=)

x(x_m>2+(n+5) (x—m)+2a1(n+ﬂ) (x—m>+a1}

= b {4 87 2? =2 (n+ B) [(n + B) 2+ an — a] + 201 (n + )

n 2 [e nto [0} 2
(o= 535) + 122 (o= ) (355 - o) + (0 0 (5= 525)

= 1 {[(5 Br) @+ (a1 — @) + S (x—naT@> (ﬁ_w)}

bulunur. Benzer sekilde

N

n n—

I+ 2 k,l
L= (y - Fﬁ“;) Pras(T:Y)
k=0 1

Il
=)

_ (n+ﬁ2 2 {16 — Ba)y + (a2 —a))? —|—% <y_ #) (ZJFTCBY _ )}
elde edilir.
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I, ve I toplamlar1 (4.2.2.8) egitsizliginde yazilirsa

Sw B (fr,9) — F(2,)
w (61,02) { & [1)* + & [)* +1]
w (@,02) { & [ (B = B2+ (1 — @)

1
(n+8)? o n+ta 2
+E (- 555) (5 - 0))

i [ (8= B2y + (2 — o)

(n+6)2 a n+o
e (- ) ()] 1)

N

elde edilir.

Simdi bu egitsizligi irdeleyelim. g¢(z) = @ (x - ﬁ) <Z+Tg — 3:) esitligi ile ¢

fonksiyonu tammlansin. Daha 6nceki ispatlarda oldugu gibi  max g(z) =

TL (2]
B STS I

bulunur. Benzer sekilde h(x) = % (y — L) (w — y) esitligi ile h fonksiyonu

n
4

n+pB n+p
tanimlandiginda  max  h(z) = 7§ elde edilir. Bu iki esitlik yukaridaki esitsizlikte

n+ao

n+6 <y= n+p8

dikkate alinirsa

Sg,ak,ﬁﬁk (f’ z, y) — f(l‘, y)’

w(01,02) {51 W [4 [(B—B1)z+ (1 — 0‘)]2 + n}%

+ kg 4B = )y + (02 — @) 0] + 1}

elde edilir.
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(i) B=B1>2a1—a ve B—0,>ay—a ise,

Se I (fi,) — f(a,y)

[NIES

w (81, 02) { & sy [4(8 = B2 (2 + 1) + 7]

+$ﬂﬁgﬂ4w—69%y+n2+ﬂ%+1}

1

(51,52){ B [(5 B,)? (gjg+1)2+n}2

1
2 ( nta 2
+%%#;PW—@)QB+Q—H4ﬁJ}

elde edilir. Burada

\/4 (55 (225 41) +n

(51:

n+
48827 (23 +1) 4
= n+ [
olup
S (i) = flay)| < 2w (V o (EE ) W—ﬂﬂn (541 +n)

elde edilir.

(ii)) B—By<a1—a ve f— [y <as—a ise benzer sekilde

Sa I (i) = f(2,y)

N[

w (81, 05) {61 i (4o — ) (@ + 1) + 1)
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SR PP (fra,y) — f(af,y)‘

1
2

2
< w(d1,02) {éQ(nigl) [4 (o1 — 04)2 (TTE + 1) + n}

elde edilir ve buradan

2
\/4(041—04)2 (ZJFTg—l—l) +n

51 —
! n + Bl
) 2
4(ay — @) (%—i—l) +n
0o =
? n+ By
olup
oo 4(0[1—&)2(24'—“—1—1)2—&—71, 4(a2—a)2(z+—°‘+1>2+n
S P (fry) = fa, y)\ < 2w / T : / -

elde edilir.
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