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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BERNSTEIN-STANCU POL·INOMLARIYLA YAKLAŞIM

Yeşim DÖNE

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

Bu çal¬̧smada, bir ve iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomlar¬n¬n ve genelleşmi̧s

Bernstein-Stancu tipli polinomlar¬n yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬zlar¬incelen-

mi̧stir.

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, Bernstein polinomu ve lineer pozitif operatörler tan¬t¬l¬p temel özel-

likleri incelenmi̧stir. Bir ve çok de¼gi̧skenli fonksiyonlar için Korovkin tipi teoremler

ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca bir ve iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için süreklilik modüllerinin

tan¬mlar¬ve baz¬özellikleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, bir ve iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomlar¬n¬n yaklaş¬m özel-

likleri ve yaklaş¬m h¬zlar¬incelenmi̧stir. Ayr¬ca nümerik örnekler verilmi̧stir.

Son bölümde ise, Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin bir genelleşmesi ile ilgili bir

makale (Gadjiev ve Ghorbanalizadeh 2010) ele al¬nm¬̧st¬r. Son olarak nümerik örnek-

ler verilmi̧stir.

Temmuz 2011, 90 sayfa

Anahtar Kelimeler : Bernstein-Stancu polinomlar¬, Korovkin teoremi, lineer

pozitif operatörler, yak¬nsakl¬k h¬z¬, tam süreklilik modülü, k¬smi süreklilik modülü.
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ABSTRACT

Master Thesis

CONVERGENCE BY BERNSTEIN-STANCU POLYNOMIALS

Yeşim DÖNE

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ertan ·IB·IKL·I

In this study, the approximation properties and the speed of approximation of

Bernstein-Stancu polynomials and generalized Bernstein-Stancu type polynomials

for one and two variables are examined.

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, Bernstein polynomials and linear positive operators are intro-

duced and their basic properties are obtained. Korovkin type theorems are expressed,

for one and several variables functions. Furthermore, de�nitions and some properties

of modulus of continuity of one and two variables functions are given.

In the third chapter, the approximation properties and the speed of approximation

of Bernstein-Stancu polynomials for one and two variables are examined. Moreover

some numerical examples are given.

In the last chapter, a paper about generalization of the sequence of Bernstein-Stancu

polynomials (Gadjiev and Ghorbanalizadeh 2010) is studied. Finally, some numerical

examples are given.

July 2011, 90 pages

Key Words : Bernstein-Stancu polynomials, Korovkin theorem, linear positive

operators, speed of approximation, complete modulus of continuity, partial modulus

of continuity.
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4. B·IR VE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I BERNSTEIN-STANCU

T·IPL·I POL·INOMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.1 Bir De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Tipli Polinom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2 ·Iki De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Tipli Polinomlar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2.1 Dikdörtgensel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom 51

4.2.2 Üçgensel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom . . . . . 70

KAYNAKLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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1. G·IR·IŞ

Matemati¼gin bir çok uygulamas¬nda, teorik matematikte ve uygulamal¬matematikte

standart fonksiyonlardan çok daha karmaş¬k fonksiyonlarla kaŗs¬laş¬l¬r. Yaklaş¬mlar

teorisinin en önemli çal¬̧smalar¬ndan biri, i̧slem yap¬lmas¬zor olan bu fonksiyonlar¬n

daha iyi özellikleri olan di¼ger fonksiyonlar cinsinden bir gösterimini elde etmektir.

Yaklaş¬mlar teorisinin temelini teşkil eden teorem, kapal¬ ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬

üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli, sürekli bir f fonksiyonu için her " > 0 ve her x 2 [a; b]

olmak üzere

jP (x)� f(x)j < "

olacak şekilde bir P (x) polinomunun varl¬¼g¬, ilk kez Weierstrass (1885) taraf¬ndan

ispat edilmi̧stir.

Weierstrass teoremi yukar¬daki koşullar alt¬nda böyle bir P polinomun varl¬¼g¬n¬

garanti eder, ancak tipi hakk¬nda bilgi vermez.

Bernstein (1912), [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli, sürekli bir f fonksiyo-

nuna yaklaşan polinomun tipini belirleyen bir teorem ispatlam¬̧st¬r. Bu ispat¬

Bn(f ; x) =
nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k ; 0 � x � 1

polinomlar dizisini kullanarak göstermi̧stir. Daha sonraki y¬llarda bu polinomlar

dizisi Bernstein polinomlar¬olarak an¬lmaya başlanm¬̧st¬r. f fonksiyonunun sadece

[0; 1] aral¬¼g¬nda bulunan rasyonel noktalardaki de¼geri bilindi¼gi taktirde Bn(f ; x)

polinomlar¬ oluşturulabilir. Bu polinomlar için key� " > 0 verildi¼ginde [0; 1]

aral¬¼g¬n¬n her bir x noktas¬nda ve her n � n0 için

jBn(f ; x)� f(x)j < "

eşitsizli¼gi sa¼glanacak biçimde n0 = n0(") say¬s¬vard¬r (Lorentz 1953).
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Bernstein polinomunun iki de¼gi̧skenli sürekli fonksiyonlar uzay¬nda yaklaş¬m¬ise

Stancu (1963) taraf¬ndan sabit üçgensel bölgede incelenmi̧stir.

1912 y¬l¬ndan günümüze kadar Bernstein polinomunun bir çok genelleşmesi tan¬m-

lanm¬̧s ve yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir. Bunlardan birisi Stancu (1969) taraf¬ndan

� , �

0 � � � �

koşulunu sa¼glayan pozitif reel say¬lar olmak üzere

Pn;�;�(f ; x) =

nX
k=0

f
�
k+�
n+�

�
Cknx

k (1� x)n�k

şeklinde tan¬mlanan Pn;�;� : C [0; 1] ! C [0; 1] Bernstein-Stancu polinomudur.

Stancu, Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin [0; 1] aral¬¼g¬nda, 0 � � � � koşulunu

sa¼glayan her � , � reel say¬s¬için f sürekli fonksiyonuna düzgün olarak yaklaşt¬¼g¬n¬

göstermi̧stir. Bn(f ;x) Bernstein polinomunun dü¼güm noktalar¬, [0; 1] aral¬¼g¬n¬n n

eşit parçaya bölünmesiyle elde edilen k
n
noktalar¬iken Bernstein-Stancu polinomu-

nun dü¼güm noktalar¬ise [0; 1] aral¬¼g¬n¬n k+�
n+�

noktalar¬d¬r.

Büyükyaz¬c¬ve ·Ibikli (2004) taraf¬ndan iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomlar¬

[0; 1]� [0; 1] bölgesinde x de¼gi̧skenine göre n - inci ve y de¼gi̧skenine göre m - inci

dereceden olmak üzere

B
�k;�k
n;m (f ; x; y) =

nX
k=0

mX
j=0

f
�
k+�1
n+�1

; j+�2
m+�2

�
pn;k(x)qm;j(y)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada

pn;k(x) = Cknx
k (1� x)n�k

qm;j(y) = Cjmy
j (1� y)m�j

ve �k; �k; (k = 1; 2) 0 � �k � �k koşulunu sa¼glayan pozitif reel say¬lard¬r

(Büyükyaz¬c¬ve ·Ibikli 2004).
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Gadjiev ve Ghorbanalizadeh (2010) taraf¬ndan Bernstein-Stancu polinomunun bir

genelleşmesi bir ve iki de¼gi̧skenli durumda tan¬mlanm¬̧s, yaklaş¬mlar¬ve yaklaş¬m

h¬zlar¬incelenmi̧stir.

Bu polinom tek de¼gi̧sken halinde �1, �2, �1, �2

0 � �2 � �1 � �1 � �2

koşulunu sa¼glayan pozitif reel say¬lar olmak üzere x 2
h

�2
n+�2

; n+�2
n+�2

i
için

Sn;�;�(f ; x) =

�
n+ �2
n

�n nX
k=0

f

�
k + �1
n+ �1

�
Ckn

�
x� �2

n+ �2

�k �
n+ �2
n+ �2

� x
�n�k

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Genelleşmi̧s Bernstein-Stancu polinomu iki de¼gi̧sken halinde iki bölgede incelen-

mi̧stir.

S =
h

�1
n+�1

; n+�1
n+�1

i
�
h

�2
m+�2

; m+�2
m+�2

i
dikdörtgensel bölgesinde x de¼gi̧skenine göre

n - inci ve y de¼gi̧skenine göre m - inci dereceden genelleşmi̧s Bernstein-Stancu

polinomu

S�k;
k;�k;�kn;m (f ; x; y) =
nX
i=0

mX
j=0

f

�
i+ 
1
n+ �1

;
j + 
2
m+ �2

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada pn;i;�1;�1 ve qm;j;�2;�2 fonksiyonlar¬

pn;i;�1;�1(x) =
�
n+�1
n

�n
Cin

�
x� �1

n+�1

�i �
n+�1
n+�1

� x
�n�i

qm;j;�2;�2(y) =
�
m+�2
m

�m
Cjm

�
y � �2

m+�2

�j �
m+�2
m+�2

� y
�m�j

eşitlikleri ile tan¬ml¬d¬r.
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�k; 
k; �k; �k (k = 1; 2)

0 < �1 < 
1 < �1 < �1

0 < �2 < 
2 < �2 < �2

koşullar¬n¬sa¼glayan pozitif say¬lard¬r.

� =
n
(x; y) : x+ y � n+2�

n+�
; x; y � �

n+�

o
üçgensel bölgesinde ise genelleşmi̧s Bernstein-

Stancu polinomu

S�;�k;�;�kn (f ; x; y) =
nX
k=0

n�kX
l=0

f

�
k + �1
n+ �1

;
l + �2
n+ �2

�
pk;ln;�;�(x; y)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada

pk;ln;�;�(x; y) =

�
n+ �

n

�n
CknC

l
n�k

�
x� �

n+ �

�k �
y � �

n+ �

�l�
n+ 2�

n+ �
� x� y

�n�k�l
ve 0 � � � � olmak üzere �; �k; �; �k (k = 1; 2) pozitif say¬lard¬r.

Bu çal¬̧smada Stancu�nun "Asupra unei generaliz¼ari a polinoamelor lui Bernstein",

Büyükyaz¬c¬ve ·Ibikli�nin "The approximation properties of generalized Bernstein

polynomials of two variables" ve Gadjiev ve Ghorbanalizadeh� nin "Approxima-

tion properties of a new type Bernstein�Stancu polynomials of one and two vari-

ables" makaleleri esas al¬narak bir ve iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomlar¬ve

genelleşmi̧s Bernstein-Stancu polinomlar¬n¬n yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬zlar¬

incelenmi̧stir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde Weierstrass teoremi ve Bernstein polinomu ifade edilmi̧s, lineer pozi-

tif operatörlerin tan¬m¬ sa¼glad¬klar¬ özelliklerle birlikte verilmi̧s ve daha sonraki

bölümlerde de kullan¬lacak tan¬mlar aç¬klanm¬̧st¬r. Bunlara ek olarak lineer pozi-

tif operatörlerle ilgili olan Korovkin teoreminin ifadesi de bu bölümde verilmi̧stir.

2.1 Weierstrass Teoremi ve Bernstein Polinomu

Weierstrass (1885) kapal¬ ve s¬n¬rl¬ [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬ml¬ reel de¼gerli her

sürekli f fonksiyonuna polinomlar ile yaklaş¬labilece¼gini aşa¼g¬daki teorem ile ifade

etmi̧stir.

Teorem 2.1.1 (Weierstrass 1885) f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli olmak üzere

8" > 0 için [a; b] aral¬¼g¬üzerinde

jPn(x)� f(x)j < "

eşitsizli¼gini gerçekleyen en az bir Pn(x) =
nX
k=0

akx
k polinomu vard¬r.

Bernstein (1912), [0,1] aral¬¼g¬nda Weierstrass teoremini gerçekleyen polinomun

tipini belirleyen bir teorem ispatlam¬̧st¬r. Bu polinom aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1.1 (Bernstein 1912) f : [0; 1]! R tan¬ml¬, sürekli bir fonksiyon olsun.

Bn(f ; x) =

nX
k=0

f

�
k

n

�
Cknx

k (1� x)n�k

ile tan¬ml¬polinoma Bernstein polinomu ad¬verilir.

f fonksiyonunun sadece [0; 1] aral¬¼g¬nda bulunan rasyonel noktalardaki de¼geri

bilindi¼gi taktirde Bn(f ; x) polinomlar¬oluşturulabilir.
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Tan¬m 2.1.2 a ve b pozitif say¬lar ve n bir do¼gal say¬olmak üzere

(a+ b)n=
nX
k=0

Ckna
kbn�k

eşitli¼gine Binom Formülü denir.

Şimdi daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak temel tan¬m ve teoremleri verelim.

2.2 Lineer Pozitif Operatörler

Tan¬m 2.2.1 X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki lineer uzay ve D � X olsun. D

nin her bir eleman¬na Y nin bir eleman¬n¬kaŗs¬l¬k getiren kurala D den Y ye bir

dönüşüm veya operatör denir.

D kümesine L operatörünün tan¬m kümesi denir ve genellikle D(L) ile gösterilir.

R(L) = fy 2 Y : y = L(x); x 2 D(L)g kümesine L operatörünün görüntü kümesi

denir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.2.2 X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere L : X ! Y

şeklindeki L operatörünü gözönüne alal¬m. E¼ger 8x; y 2 D(L) ve 8�; � 2 K için

L (�x+ �y) = �L (x) + �L (y)

koşulu sa¼glan¬yor ise L operatörüne lineer operatör denir.

Bu çal¬̧smada X ve Y lineer uzaylar¬n¬C [a; b] ve K � R2 kompakt olmak üzere

C (K) fonksiyon uzaylar¬olarak ele alaca¼g¬z.

Tan¬m 2.2.3 f bir fonksiyon ve L bir operatör olmak üzere

f � 0 için L (f) � 0

sa¼glan¬yorsa L operatörüne pozitif operatör denir (Korovkin 1960).
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Hem lineer hem de pozitif olan operatöre lineer pozitif operatör denir.

Lineer pozitif operatörlerin baz¬önemli özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Lemma 2.2.1 Lineer pozitif operatörler monoton azalmayand¬r. Yani

g � f ) L(g) � L(f)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

Lemma 2.2.2 L bir lineer pozitif operatör ise

jL(f)j � L(jf j)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Hac¬yev ve Hac¬saliho¼glu 1995).

2.3 C[a,b] Uzay¬nda Lineer Pozitif Operatörler ile Yaklaş¬m Problemi

Tan¬m 2.3.1 [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve sürekli tüm reel de¼gerli fonksiyonlar

uzay¬C[a; b] ile gösterilir ve C[a; b] uzay¬

kfkC[a;b] = max
a�x�b

jf(x)j

normu ile lineer normlu uzayd¬r.

Tan¬m 2.3.2 E¼ger her " > 0 ve her x 2 A için n > n0 oldu¼gunda

jfn(x)� f(x)j < "

olacak şekilde bir n0 = n0(") 2 N say¬s¬mevcut ise fn dizisi A üzerinde f fonksi-

yonuna düzgün yak¬nsakt¬r denir ve fn � f ile gösterilir (Musayev vd. 2003).
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Lemma 2.3.1 C[a; b] uzay¬nda normda yak¬nsakl¬k ile düzgün yak¬nsakl¬k denktir

(Musayev vd. 2003):

Teorem 2.3.1 (Cauchy-Schwartz Eşitsizli¼gi) Her (x1; x2; :::; xn) , (y1; y2; :::; yn) 2 Rn

için
nX
k=1

jxkykj �
 

nX
k=1

jxkj2
! 1

2
 

nX
k=1

jykj2
! 1

2

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Kreyszig 1978).

Yaklaş¬mlar teorisinde iki temel problem vard¬r. Birincisi, verilen uzaydaki bir

fonksiyona yak¬nsayan bir dizi var m¬d¬r? Di¼ger problem ise yak¬nsama var ise

h¬z¬nedir? Ln(f ;x) key� bir lineer pozitif operatörler dizisi olmak üzere

kLnf � fk ! 0 (n!1)

olsun. Şimdi de yaklaş¬m h¬z¬n¬belirleme sorusuna gelinebilir. �n ! 0 olmak üzere,

�n = jLn(f ;x)� f(x)j < 
n

denilirse (�n) dizisinin s¬f¬ra yaklaşma h¬z¬nedir? Burada (�n) dizisinin s¬f¬ra yak-

laşma h¬z¬hakk¬nda herhangi bilgiye sahip de¼giliz. Acaba h¬z¬bilinen (
n) s¬f¬r dizisi

bulunabilir mi ki bu dizinin s¬f¬ra yaklaşma h¬z¬ndan (�n) dizisinin s¬f¬ra yaklaşma

h¬z¬bulunabilsin? Bu sorunun cevab¬evettir.

f 2 C[a; b] için bir süreklilik modülü dizisi yaz¬labilir.(
n) dizisi en az¬ndan süreklilik

modülü ile oluşturulabilir.

Tan¬m 2.3.3 ; 6= I � R s¬n¬rl¬aral¬¼g¬verilmi̧s olsun.

d(I) = sup
x;y2I

jx� yj

büyüklü¼güne I kümesinin çap¬denir.
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Tan¬m 2.3.4 I � R s¬n¬rl¬bir aral¬k ve f : I ! R s¬n¬rl¬bir fonksiyon olsun.

d = d(I) I kümesinin çap¬olmak üzere ! : (0; d]! [0;1)

! (�) = ! (f ; �) = sup
jx�tj<�

fjf(x)� f(t)j : x; t 2 Ig

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona f fonksiyonunun I üzerindeki süreklilik modülü denir

(Altomare ve Campiti 1994).

Lemma 2.3.2 I � R s¬n¬rl¬bir aral¬k ve f , I üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬bir

fonksiyon olsun. Bu durumda süreklilik modülü,

i. ! (�) monoton artan bir fonksiyondur,

ii. m 2 N için ! (m�) � m! (�)

iii. � > 0 için ! (��) � (�+ 1)! (�)

iv. f 2 Cb (I) için lim
�!0+

!f (�) = 0

özelliklerine sahiptir (Altomare ve Campiti 1994).

Korovkin (1953) lineer pozitif operatörlerin yaklaş¬mlar¬yla ilgili aşa¼g¬daki teoremi

vermi̧stir.

Teorem 2.3.2 (Korovkin 1953) (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi [a; b] aral¬¼g¬nda

n!1 iken

Ln(1; x)� 1

Ln(t;x)� x

Ln(t
2;x)� x2

koşullar¬n¬gerçekliyorsa, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve tüm reel eksende s¬n¬rl¬

herhangi bir f fonksiyonu için n!1 iken [a; b] aral¬¼g¬nda

Ln(f ;x)� f

gerçeklenir.
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Yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬n hesab¬na örnek olarak aşa¼g¬daki teoremler verilebilir.

1912 y¬l¬nda Bn(f ;x) polinomlar dizisinin f fonksiyonuna yaklaşmas¬n¬n ard¬ndan,

yaklaş¬m h¬z¬1934 y¬l¬nda aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Teorem 2.3.3 (Popoviciu 1934) f 2 C[0; 1] ve Bn(f ;x) Bernstein polinomu için

jBn(f ;x)� f(x)j �
3

2
!

�
1p
n

�

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Ln : C [a; b]! B [a; b] lineer pozitif operatörler dizisinin yaklaş¬m h¬z¬aşa¼g¬daki gibi

verilebilir.

Teorem 2.3.4 (Shisha ve Mond 1968) (Ln)n2N , Ln : C [a; b] ! B [a; b] lineer

pozitif operatörler dizisi olsun ve sabit fonksiyonu sabit fonksiyona dönüştürsün.

Her f 2 C [a; b] , x 2 [a; b] ve � 2 [0; b� a] için

jLn(f ;x)� f(x)j �
�
1 + ��1

q
Ln
�
(t� x)2 ;x

��
!(f ; �) (2.3.1)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

2.4 ·Iki De¼gi̧skenli Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬nda Lineer Pozitif

Operatörler ile Yaklaş¬m Problemi

Tan¬m 2.4.1 K � R2 s¬n¬rl¬bölgesi üzerinde tan¬ml¬ve sürekli tüm reel de¼gerli

fonksiyonlar uzay¬C(K) ile gösterilir ve C(K) uzay¬

kfkC(K) = sup
(x;y)2K

jf(x; y)j

normu ile lineer normlu uzayd¬r.
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K � R2 kompakt bölge ise

kfkC(K) = max
(x;y)2K

jf(x; y)j

olur.

Tan¬m 2.4.2 K � R2 kompakt bölge olmak üzere her " > 0 ve her (x; y) 2 K için

n;m > N oldu¼gunda

jfn;m(x; y)� f(x; y)j < "

olacak şekilde bir N = N(") say¬s¬mevcut ise fn;m dizisi K üzerinde f fonksiyonuna

düzgün yak¬nsakt¬r denir ve fn;m � f ile gösterilir.

Lemma 2.4.1 C(K) uzay¬nda normda yak¬nsakl¬k ile düzgün yak¬nsakl¬k denktir.

Tan¬m 2.4.3 D � R2 s¬n¬rl¬bir bölge ve f : D ! R tan¬ml¬, s¬n¬rl¬bir fonksiyon

olsun. K � D kompakt bir bölge ve x = (x1; x2) , y = (y1; y2) olmak üzere

(a) !2 (f ; �) = sup

�
jf(x1; x2)� f(y1; y2)j : x; y 2 K;

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 � �

�

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir.

(b) !
(1)
2 (f ; �) = sup fjf(x1; y)� f(x2; y)j : (x1; y); (x2; y) 2 K; jx1 � x2j � �g

!
(2)
2 (f ; �) = sup fjf(x; y1)� f(x; y2)j : (x; y1); (x; y2) 2 K; jy1 � y2j � �g

fonksiyonlar¬na s¬ras¬yla f fonksiyonunun x e göre k¬smi süreklilik modülü ve y ye

göre k¬smi süreklilik modülü denir (Altomare ve Campiti 1994).
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Lemma 2.4.2 D � R2 s¬n¬rl¬ bir bölge, K � D kompakt bir alt bölge ve f

fonksiyonu D bölgesi üzerinde tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

tam süreklilik modülü !2 (�) = !2 (f ; �)

i. !2 (�) monoton artan bir fonksiyondur,

ii. m 2 N için !2 (m�) � m!2 (�)

iii. � > 0 için !2 (��) � (�+ 1)!2 (�)

iv. f 2 C(K) ise lim
�!0+

!2 (�) = 0 (Altomare ve Campiti 1994)

v. �1; �2 > 0 olmak üzere !2(�1�1; �2�2) � (1 + �1 + �2)!2(�1; �2) (Ipatov 1955)

özelliklerini sa¼glar.

Volkov (1957) taraf¬ndan Korovkin (1953)�in elde etti¼gi baz¬sonuçlar (Teorem 2.3.2)

m boyutlu duruma aşa¼g¬daki şekilde geni̧sletilmi̧stir.

Teorem 2.4.1 (Volkov 1957) X � Rm s¬n¬rl¬bir bölge olmak üzere e¼ger (Ln)

lineer pozitif operatörler dizisi K � X kompakt bölgesinde n!1 iken

Ln(1; x)� 1

Ln(ti;x)� xi ; (i = 1; 2; :::;m)

Ln(jtj2 ;x)� jxj2

şeklindeki (m + 2) tane şart¬sa¼gl¬yorsa X bölgesinde sürekli ve tüm Rm de s¬n¬rl¬

herhangi bir f fonksiyonu için K üzerinde n!1 iken

Ln(f ;x)� f

gerçeklenir. Burada x = (x1; x2; :::; xm) ve kxk = jxj =
 

mX
k=1

x2k

! 1
2

şeklindedir.
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3. B·IR VE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I BERNSTEIN-STANCU POL·INOMLARI

Bu bölümde Bernstein-Stancu polinomunun bir ve iki de¼gi̧skenli hallerinin yaklaş¬m-

lar¬ve yaklaş¬m h¬zlar¬incelenecektir. Ayr¬ca nümerik örnekler verilecektir.

3.1 Bir De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Polinomu

Bernstein-Stancu polinomu, Stancu (1969) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan-

m¬̧st¬r:

Tan¬m 3.1.1 Pn;�;� : C [0; 1]! C [0; 1] Bernstein-Stancu operatörler dizisi (poli-

nomlar dizisi) � , �

0 � � � �

koşulunu sa¼glayan pozitif reel say¬lar olmak üzere

Pn;�;�(f ;x) =
nX
k=0

f

�
k + �

n+ �

�
Cknx

k (1� x)n�k (3.1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bernstein-Stancu polinomunun dü¼güm noktalar¬ ise [0; 1] ar-

al¬¼g¬n¬n k+�
n+�

noktalar¬d¬r. Ayr¬ca � = � = 0 için klasik Bernstein polinomu elde

edilir. Bernstein-Stancu operatörler dizisinin lineer ve pozitif oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 3.1.1 n 2 N olmak üzere 8x 2 [0; 1] için Bernstein-Stancu polinomu

Pn;�;�(1; x) = 1 (3.1.2)

Pn;�;�(t;x) =
n

n+ �
x+

�

n+ �
(3.1.3)

Pn;�;�(t
2;x) =

1

(n+ �)2
�
n (n� 1)x2 + (1 + 2�)nx+ �2

	
(3.1.4)

Pn;�;�((t� x)2 ;x) =
1

(n+ �)2
�
nx (1� x) + (�x� �)2

	
(3.1.5)

eşitliklerini sa¼glar.
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·Ispat. f(t) = 1 fonksiyonuna Bernstein-Stancu operatörü uygulan¬rsa Binom

formülünden

Pn;�;�(1; x) =

nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k = 1

elde edilir.

f(t) = t fonksiyonu için Pn;�;� operatörünün lineerli¼ginden

Pn;�;�(t;x) =

nX
k=0

�
k + �

n+ �

�
Cknx

k (1� x)n�k

=
1

n+ �

(
nX
k=0

k
n!

k!(n� k)!x
k (1� x)n�k + �

nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k

)

=
1

n+ �

(
nx

nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k�1 (1� x)n�k + �
)

=
1

n+ �

(
nx

n�1X
k=0

Ckn�1x
k (1� x)n�1�k + �

)

=
n

n+ �
x+

�

n+ �

bulunur.

f(t) = t2 fonksiyonu için Pn;�;� operatörünün lineerli¼ginden

Pn;�;�(t
2;x) =

nX
k=0

�
k + �

n+ �

�2
Cknx

k (1� x)n�k

=
1

(n+ �)2

(
nX
k=0

k2
n!

k!(n� k)!x
k (1� x)n�k

+2�
nX
k=0

kCknx
k (1� x)n�k + �2

nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k

)

=
1

(n+ �)2

(
n

nX
k=1

(k � 1 + 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k

+2n�
nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k + �2
)
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Pn;�;�(t
2;x) =

1

(n+ �)2

(
n

nX
k=1

(k � 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k

+n
nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k

+2n�x

n�1X
k=0

Ckn�1x
k (1� x)n�1�k + �2

)

=
1

(n+ �)2

(
n (n� 1)x2

nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)!(n� k)!x

k�2 (1� x)n�k

+nx

n�1X
k=0

Ckn�1x
k (1� x)n�1�k + 2n�x+ �2

)

=
1

(n+ �)2

(
n (n� 1)x2

n�2X
k=0

Ckn�2x
k (1� x)n�2�k + nx+ 2n�x+ �2

)

=
1

(n+ �)2
�
n (n� 1)x2 + (1 + 2�)nx+ �2

	
elde edilir.

f(t) = (t�x)2 fonksiyonu için Pn;�;� operatörünün lineerli¼gi ve yukar¬da elde edilen

eşitlikler yard¬m¬yla

Pn;�;�((t� x)2 ;x) =

nX
k=0

�
k + �

n+ �
� x
�2
Cknx

k (1� x)n�k

=
nX
k=0

�
k + �

n+ �

�2
Cknx

k (1� x)n�k

�2x
nX
k=0

�
k + �

n+ �

�
Cknx

k (1� x)n�k

+x2
nX
k=0

Cknx
k (1� x)n�k
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Pn;�;�((t� x)2 ;x) =
1

(n+ �)2
�
n (n� 1)x2 + (1 + 2�)nx+ �2

	

�2x
�

n

n+ �
x+

�

n+ �

�
+ x2

=
1

(n+ �)2
�
n(n� 1)x+ 2�nx+ nx+ �2 � 2n2x2

�2�nx2 � 2�nx� 2��x+ n2x2 + 2n�x2 + �2x2
	

=
1

(n+ �)2
�
nx (1� x) + (�x� �)2

	
elde edilir.

Korovkin teoremi yard¬m¬yla Bernstein-Stancu operatör dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬aşa¼g¬-

daki teoremde gösterilmi̧stir.

Teorem 3.1.1 f , [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon ise

lim
n!1

kPn;�;�f � fkC[0;1] = 0

gerçeklenir.

·Ispat. Korovkin teoreminin kullan¬labilmesi için

lim
n!1

kPn;�;�(t� ;x)� x�kC[0;1] = 0 , � = 0; 1; 2 (3.1.6)

oldu¼gu gösterilmelidir. Di¼ger taraftan C[0; 1] uzay¬ndaki normun

kPn;�;�f � fkC[0;1] = max
x2[0;1]

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j

şeklinde tan¬ml¬oldu¼gu biliniyor.
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� = 0 için (3.1.2) eşitli¼ginden

lim
n!1

max
0�x�1

jPn;�;�(1; x)� 1j = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

� = 1 için (3.1.3) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n!1

max
0�x�1

jPn;�;�(t;x)� xj = lim
n!1

max
0�x�1

���� n

n+ �
x+

�

n+ �
� x
����

= lim
n!1

max
0�x�1

���� ��n+ �
x+

�

n+ �

����
� lim

n!1
max
0�x�1

����� ��n+ �

���� x+ ���� �

n+ �

�����

= lim
n!1

�+ �

n+ �

= 0

elde edilir. � = 2 için (3.1.4) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n!1

max
0�x�1

jPn;�;�(t2;x)� x2j

= lim
n!1

max
0�x�1

��� 1
(n+�)2

fn (n� 1)x2 + (1 + 2�)nx+ �2g � x2
���

� lim
n!1

1
(n+�)2

�
max
0�x�1

���� �n+ 2n� + �2��� x2 + j1 + 2�jnx+ j�2j��

= lim
n!1

1
(n+�)2

�
max
0�x�1

��
n+ 2n� + �2

�
x2 + (1 + 2�)nx+ �2

��

= lim
n!1

1
(n+�)2

��
n+ 2n� + �2

�
+ (1 + 2�)n+ �2

	
= 0

17



elde edilir. O halde (3.1.6) eşitli¼gi sa¼glan¬r. Böylece Korovkin teoreminden [0; 1]

aral¬¼g¬nda sürekli her f fonksiyonu için

lim
n!1

kPn;�;�f � fkC[0;1] = 0

gerçeklenir.

f 2 C[a; b] fonksiyonu için tan¬mlanan süreklilik modülü yard¬m¬yla Bernstein-

Stancu operatörünün yaklaş¬m h¬z¬aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 3.1.2 Her f 2 C[0; 1] ve x 2 [0; 1] için Bernstein-Stancu polinomu

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

3
2
!
�
f ; (n+ 4�2)

� 1
2

�
; � 2

�
0; 1

4

�
ve � 2 [�; 2�]

veya

� 2
�
1
4
; 1
2

�
ve � 2 [4�2; 2�]

�
1 + 4�2+1

2�+2

�
!
�
f ; (n+ 4�2)

� 1
2

�
; � 2

�
1
4
; 1
2

�
ve � 2 [�; 4�2]

veya

1
2
� � � � � 2�

3
2
!
�
f ;
�
n+ 4 (� � �)2

�� 1
2

�
; � 2

h
� �

p
�
2
; �
2

i
ve � 2

�
1
4
; 1
�

�
1 + 4�2+1

2�+2

�
!
�
f ;
�
n+ 4 (� � �)2

�� 1
2

�
; � � �

2
ve � � 1

eşitsizli¼gini sa¼glar.
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·Ispat. (2.3.1) eşitsizli¼gi ve ard¬ndan (3.1.5) eşitli¼gi dikkate al¬n¬p sa¼g taraftaki ifade

büyütülürse

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j

�
�
1 + ��1

q
Pn;�;�((t� x)2 ;x)

�
! (f; �)

=

�
1 + ��1

1

(n+ �)

q�
nx (1� x) + (�x� �)2

	�
! (f; �)

�
(
1 + ��1

1

(n+ �)

s��
max
x2[0;1]

nx (1� x)
�
+ max
x2[0;1]

(�x� �)2
�)

! (f; �) (3.1.7)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Şimdi bu eşitsizli¼gi irdeleyelim. g(x) := x(1�x) eşitli¼gi ile g fonksiyonu tan¬mlans¬n.

g0 (x) = 1�2x oldu¼gundan x = 1
2
, g fonksiyonunun kritik noktas¬d¬r. Di¼ger taraftan

g00(x) = �2 < 0 oldu¼gundan max
x2[0;1]

g (x) = g
�
1
2

�
= 1

4
bulunur. Dolay¬s¬yla (3.1.7)

eşitsizli¼gi

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 + ��1 1

(n+�)

q�
n
4
+maxx2[0;1] (�x� �)2

	�
! (f; �)

(3.1.8)

şeklinde yaz¬labilir.

h(x) := (�x� �)2 eşitli¼gi ile h fonksiyonu tan¬mlans¬n. h00 (x) = 2�2 > 0 oldu¼gun-

dan h fonksiyonu maksimum de¼gerini kritik noktas¬nda de¼gil, aral¬¼g¬n uç noktalar¬n-

dan birinde al¬r. Yani

max
x2[0;1]

h(x) = max
x2[0;1]

(�x� �)2

= max
�
�2; (� � �)2

	
bulunur.
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Burada iki durum söz konusudur:

1. Durum : max
x2[0;1]

(�x� �)2 = �2 olsun. Bu durumda �2 � (� � �)2 olaca¼g¬ndan

2� � � (3.1.9)

elde edilir. Di¼ger taraftan max
x2[0;1]

(�x� �)2 = �2 oldu¼gundan (3.1.8) eşitsizli¼gi

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 + ��1

1

2 (n+ �)

p
n+ 4�2

�
! (f; �) (3.1.10)

olarak elde edilir. (3.1.10) eşitsizli¼ginden

� =
1p

n+ 4�2

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 +

1

2

�
n+ 4�2

n+ �

��
!

�
f;

1p
n+ 4�2

�
(3.1.11)

elde edilir. Burada

an :=
n+ 4�2

n+ �

dizisi tan¬mlans¬n.

an+1 � an =
� � 4�2

(n+ �) (n+ � + 1)

oldu¼gundan burada � � 4�2 � 0 ve � � 4�2 < 0 olmak üzere iki durum söz

konusudur.

(a) � � 4�2 � 0 olsun. Bu durumda � � 4�2 olaca¼g¬ndan

an =
n+ 4�2

n+ �
� 1 , n = 1; 2; :::

bulunur ve bu eşitsizlik (3.1.11) ifadesinde dikkate al¬n¬rsa

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
3

2
!

�
f;

1p
n+ 4�2

�
(3.1.12)

elde edilir.
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Şimdi de (3.1.12) eşitsizli¼ginin � ve � sabitlerinin hangi seçimlerinde gerçek-

lenece¼gini inceleyelim. (a) ş¬kk¬nda � � 4�2 olmas¬durumu ele al¬nm¬̧st¬r ve Bernstein-

Stancu operatörünün tan¬m¬ndan 0 � � � � oldu¼gu bilinmektedir. Bu durumda

� � 4�2 ve � < 4�2 olmak üzere iki durum söz konusudur.

(i) � � 4�2 olsun. Pn;�;� polinomunun tan¬m¬ndan 0 � � � � , (3.1.9) ifadesin-

den � � 2� ve (a) ş¬kk¬ndaki seçimimizden dolay¬� � 4�2 oldu¼gu biliniyor. Bu

eşitsizlikler beraber gözönüne al¬n¬p � � 4�2 olmas¬durumu incelenecek olursa

4�2 � � � 2�

� � � � 2�

elde edilir. Buradan

� 2
�
0;
1

4

�
ve � 2 [�; 2�]

bulunur.

(ii) � < 4�2 olsun. Pn;�;� polinomunun tan¬m¬ndan 0 � � � � , (3.1.9) ifadesin-

den � � 2� ve (a) ş¬kk¬ndaki seçimimizden dolay¬� � 4�2 oldu¼gu biliniyor. Bu

eşitsizlikler beraber gözönüne al¬n¬p � < 4�2 olmas¬durumu incelenecek olursa

� � 4�2 � 2� ve 4�2 � � � 2�

elde edilir. Buradan

� 2
�
1

4
;
1

2

�
ve � 2

�
4�2; 2�

�
bulunur.

(b) � � 4�2 � 0 olsun. Bu durumda an+1 � an < 0 (n = 1; 2; :::) olaca¼g¬ndan an

dizisi azaland¬r. Yani

an � a1 =
4�2 + 1

� + 1
, n = 1; 2; :::
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yaz¬labilir ve bu eşitsizlik (3.1.11) eşitsizli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 +

4�2 + 1

2 (� + 1)

�
!

�
f;

1p
n+ 4�2

�
(3.1.13)

elde edilir.

Şimdi de (3.1.13) eşitsizli¼ginin � ve � sabitlerinin hangi seçimlerinde gerçek-

lenece¼gini inceleyelim. (b) ş¬kk¬nda � � 4�2 olmas¬durumu ele al¬nm¬̧st¬r ve (3.1.9)

ifadesinden 2� � � oldu¼gu bilinmektedir. Bu durumda 2� � 4�2 ve 2� < 4�2

olmak üzere iki durum söz konusudur.

(i) 2� � 4�2 olsun. Pn;�;� polinomunun tan¬m¬ndan 0 � � � � , (3.1.9) ifadesin-

den � � 2� ve (b) ş¬kk¬ndaki seçimimizden dolay¬� � 4�2 oldu¼gu biliniyor. Bu

eşitsizlikleri beraber gözönüne al¬rsak

� � 4�2 � 2� ve � � � � 4�2

elde edilir. Buradan

� 2
�
1

4
;
1

2

�
ve � 2

�
�; 4�2

�
bulunur.

(ii) 2� � 4�2 olsun. Pn;�;� polinomunun tan¬m¬ndan 0 � � � � , (3.1.9) ifadesin-

den � � 2� ve (b) ş¬kk¬ndaki seçimimizden dolay¬� � 4�2 oldu¼gu biliniyor. Bu

eşitsizlikleri beraber gözönüne al¬rsak

0 � 2� � 4�2 ve � � � � 2�

elde edilir. Buradan

� � 1

2
ve � 2 [�; 2�]

bulunur.
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2. Durum : max
x2[0;1]

(�x� �)2 = (� � �)2 olsun. Bu durumda (� � �)2 � �2 ola-

ca¼g¬ndan

� � 2� (3.1.14)

elde edilir. Di¼ger taraftan max
x2[0;1]

(�x� �)2 = (� � �)2 oldu¼gundan (3.1.8) eşitsizli¼gi

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 + ��1

1

2 (n+ �)

q�
n+ 4 (� � �)2

	�
! (f; �)

(3.1.15)

olarak elde edilir. (3.1.15) eşitsizli¼ginden

� =
1q

n+ 4 (� � �)2

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
n
1 + 1

2

�
n+4(���)2

n+�

�o
!

�
f; 1p

n+4(���)2

�
(3.1.16)

elde edilir. Burada

bn :=
n+ 4 (� � �)2

n+ �

dizisi tan¬mlans¬n.

bn+1 � bn =
� � 4 (� � �)2

(n+ �) (n+ � + 1)

oldu¼gundan burada iki durum söz konusudur.

(a) � � 4 (� � �)2 � 0 olsun. Bu durumda � � 4 (� � �)2 olaca¼g¬ndan

bn =
n+ 4 (� � �)2

n+ �
� 1 , n = 1; 2; :::

bulunur ve bu eşitsizlik (3.1.16) ifadesinde dikkate al¬n¬rsa

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j � 3
2
!

�
f; 1p

n+4(���)2

�
(3.1.17)

elde edilir.
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Şimdi de (3.1.17) eşitsizli¼ginin � ve � sabitlerinin hangi seçimlerinde gerçek-

lenece¼gini inceleyelim. Burada � � 4 (� � �)2 oldu¼gundan � � � �
p
�
2
elde edilir.

Pn;�;� polinomunun tan¬m¬ndan 0 � � � � ve (3.1.14) ifadesinden � � 2� oldu¼gu

biliniyor. Bu eşitsizlikler beraber gözönüne al¬n¬rsa

0 � � �
p
�

2
� � � 2� � �

elde edilir. Burada � �
p
�
2
� �

2
oldu¼gundan � � 1 ve � �

p
�
2
� 0 oldu¼gundan

� � 1
4
elde edilir. Sonuç olarak (3.1.17) eşitsizli¼gi

� 2
�
� �

p
�

2
;
�

2

�
ve � 2

�
1

4
; 1

�

için gerçeklenir.

(b) �� 4 (� � �)2 � 0 olsun. Bu durumda bn+1� bn < 0 (n = 1; 2; :::) olaca¼g¬ndan

bn dizisi azaland¬r. Bu durumda

bn � b1 =
4 (� � �)2 + 1

� + 1
, n = 1; 2; :::

yaz¬labilir ve bu eşitsizlik ve (3.1.16) eşitsizli¼ginde gözönüne al¬n¬rsa

jPn;�;�(f ;x)� f(x)j �
n
1 + 4(���)2+1

2(�+1)

o
!

�
f; 1p

n+4(���)2

�
(3.1.18)

elde edilir.

Şimdi de (3.1.18) eşitsizli¼ginin � ve � sabitlerinin hangi seçimlerinde gerçek-

lenece¼gini inceleyelim. Burada � � 4 (� � �)2 oldu¼gundan � � � �
p
�
2
bulunur.

(3.1.14) ifadesinden � � 2� yani � � �
2
ve �

2
� � �

p
�
2

oldu¼gu bilinmektedir.

Bu eşitsizlikler beraber gözönüne al¬n¬rsa � � 1 elde edilir. Sonuç olarak (3.1.18)

eşitsizli¼gi

� � �

2
ve � � 1

için gerçeklenir.
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Örnek 3.1.1 f(x) = sin(12(lnx2+1)) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksiyonuna Pn;�;�(f ;x)

polinomlar dizisi ile yaklaş¬m, � = 0:2; � = 0:3 olmak üzere n=20, 50, 100, 200 için

şekil 3.1�de gösterilmi̧stir.

Şekil 3.1 Pn;�;�(f ;x)polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklaş¬m

Örnek 3.1.2 � = 1
8
ve � = 1

6
için f(x) = sin (�x) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksiyonuna

Pn;�;�(f ;x) polinomlar¬yla yaklaş¬l¬rken, süreklilik modülü yard¬m¬yla elde edilen

hata de¼gerleri çizelge 3.1�de verilmi̧stir.

Bu örnekte hata de¼gerleri Teorem 3.1.2 yard¬m¬yla hesaplanm¬̧st¬r.
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Çizelge 3.1 f(x) = sin (�x) fonksiyonuna Pn;�;�(f ;x) polinomlar

dizisi ile yaklaş¬ld¬¼g¬nda elde edilen hata de¼gerleri

n Süreklilik modülüne göre hata de¼gerleri

10 1:254342373

102 0:4633855004

103 0:1487691851

104 0:04711599142

105 0:01490163261

106 0:004712381082

107 0:001490187990

108 0:0004712388900

109 0:0001490188237

1010 0:00004712388980

3.2 ·Iki De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Polinomu

Büyükyaz¬c¬ ve ·Ibikli (2004) taraf¬ndan iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomu

aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r:

Tan¬m 3.2.1 (3.1.1) ile tan¬ml¬Bernstein-Stancu polinomu iki de¼gi̧sken halinde

[0; 1]� [0; 1] bölgesinde x de¼gi̧skenine göre n - inci ve y de¼gi̧skenine göre m - inci

dereceden olmak üzere

B�k;�kn;m (f ; x; y) =
nX
k=0

mX
j=0

f

�
k + �1
n+ �1

;
j + �2
m+ �2

�
pn;k(x)qm;j(y) (3.2.1)

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada

pn;k(x) = Cknx
k (1� x)n�k

qm;j(y) = Cjmy
j (1� y)m�j
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eşitlikleriyle tan¬ml¬fonksiyonlar ve �k; �k; (k = 1; 2) ise

0 � �k � �k

koşullar¬n¬sa¼glayan pozitif say¬lard¬r. �1 = �2 = �1 = �2 = 0 için 1989 y¬l¬nda

Martinez taraf¬ndan [0; 1]� [0; 1] karesel bölgesinde tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli Bern-

stein polinomu elde edilir.

·Iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu operatörünün lineer ve pozitif oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 3.2.1 n; m 2 N ve B�k;�kn;m (f ;x; y) , [0; 1]� [0; 1] bölgesi üzerinde (3.2.1)

ile tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu polinomu olmak üzere

B�k;�kn;m (1; x; y) = 1 (3.2.2)

B�k;�kn;m (t;x; y) =
n

n+ �1
x+

�1
n+ �1

(3.2.3)

B�k;�kn;m (� ;x; y) =
m

m+ �2
x+

�2
m+ �2

(3.2.4)

B�k;�kn;m

�
t2 + � 2;x; y

�
=

�
n

n+ �1

�2�
n� 1
n

�
x2 + (1 + 2�1)

n

(n+ �1)
2x

+
�21

(n+ �1)
2 +

�
m

m+ �2

�2�
m� 1
m

�
y2

+(1 + 2�2)
m

(m+ �2)
2y +

�22
(m+ �2)

2 (3.2.5)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. g(t; �) = 1 fonksiyonu için Binom formülünden

B�k;�kn;m (1 ; x; y) =
nX
k=0

mX
j=0

pn;k(x)qm;j(y) =
nX
k=0

pn;k(x)
mX
j=0

qm;j(y) = 1

elde edilir.
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g(t; �) = t fonksiyonu için B�k;�kn;m operatörünün lineerli¼ginden

B
�k;�k
n;m (t ; x; y) =

nX
k=0

mX
j=0

�
k+�1
n+�1

�
pn;k(x)qm;j(y)

= 1
n+�1

(
nX
k=0

mX
j=0

kpn;k(x)qm;j(y) +�1

nX
i=0

mX
j=0

pn;k(x)qm;j(y)

)

= 1
n+�1

(
nX
k=0

kpn;k(x)
mX
j=0

qm;j(y) + �1

)

= 1
n+�1

(
nX
k=0

kpn;k(x) + �1

)

= 1
n+�1

(
nX
k=0

k n!
k!(n�k)!x

k (1� x)n�k + �1

)

= 1
n+�1

(
n

nX
k=0

k
n

n!
k!(n�k)!x

k (1� x)n�k + �1

)

= 1
n+�1

(
nx

nX
k=1

(n�1)!
(k�1)!(n�k)!x

k�1 (1� x)n�k + �1

)

= 1
n+�1

(
nx

n�1X
k=0

Ckn�1x
k (1� x)n�1�k + 
1

)

= n
n+�1

x+ �1
n+�1

elde edilir. g(t; �) = � fonksiyonu için benzer i̧slemler yap¬larak,

B�k;�kn;m (� ; x; y) =

nX
k=0

mX
j=0

�
j + �2
m+ �2

�
pn;k(x)qm;j(y)

=
1

m+ �2

(
nX
k=0

mX
j=0

jpn;k(x)qm;j(y) + �2

nX
k=0

mX
j=0

pn;k(x)qm;j(y)

)
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B�k;�kn;m (� ; x; y) =
1

m+ �2

(
nX
i=0

pn;k(x)

mX
j=0

jqm;j(y) + �2

)

=
m

m+ �2
y +

�2
m+ �2

elde edilir. Son olarak da g(t; �) = t2 + � 2 fonksiyonu için B�k;�kn;m operatörünün

lineerli¼ginden

B
�k;�k
n;m (t2 + � 2;x; y)

=

nX
k=0

mX
j=0

��
k+�1
n+�1

�2
+
�
j+�2
m+�2

�2�
pn;k(x)qm;j(y)

=
nX
k=0

mX
j=0

�
k+�1
n+�1

�2
pn;k(x)qm;j(y) +

nX
k=0

mX
j=0

�
j+�2
m+�2

�2
pn;k(x)qm;j(y)

=
nX
k=0

�
k+�1
n+�1

�2
pn;k(x)

mX
j=0

qm;j(y) +
mX
j=0

�
j+�2
m+�2

�2
qm;j(y)

nX
k=0

pn;k(x)

=
nX
k=0

�
k+�1
n+�1

�2
pn;k(x) +

mX
j=0

�
j+�2
m+�2

�2
qm;j(y)

(3.2.6)

elde edilir. Şimdi bu iki toplam¬hesaplayal¬m. B�k;�kn;m operatörünün lineerli¼ginden

ve yukar¬daki benzer eşitliklerden faydalan¬larak

I1 =

nX
k=0

�
k + �1
n+ �1

�2
pn;k(x)

=
1

(n+ �1)
2

(
nX
k=0

k2pn;k(x) + 2�1

nX
k=0

kpn;k(x) + �
2
1

nX
k=0

pn;k(x)

)

=
1

(n+ �1)
2

(
nX
k=0

k2Cknx
k (1� x)n�k + 2n�1x+ �21

)
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I1 =
1

(n+ �1)
2

(
n

nX
k=0

k2

n

n!

k!(n� k)!x
k (1� x)n�k + 2n�1x+ �21

)

=
1

(n+ �1)
2

(
n

nX
k=1

(k � 1 + 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k + 2n�1x+ �21

)

=
1

(n+ �1)
2

(
n

nX
k=1

(k � 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k

+n
nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!x

k (1� x)n�k + 2n�1x+ �21

)

=
1

(n+ �1)
2

(
n(n� 1)x2

nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)!(n� k)!x

k�2 (1� x)n�k

+nx
n�1X
i=0

Ckn�1x
k (1� x)n�1�k + 2n�1x+ �21

)

=
1

(n+ �1)
2

(
n(n� 1)x2

n�2X
k=0

Ckn�2x
k (1� x)n�2�k + nx+ 2n�1x+ �21

)

=

�
n

n+ �1

�2�
n� 1
n

�
x2 + (1 + 2�1)

n

(n+ �1)
2x+

�21
(n+ �1)

2

elde edilir. Benzer şekilde

I2 =

�
m

m+ �2

�2�
m� 1
m

�
y2 + (1 + 2�2)

m

(m+ �2)
2y +

�22
(m+ �2)

2

bulunur. I1 ve I2 toplamlar¬(3.2.6) eşitli¼ginde dikkate al¬n¬rlarsa istenilen elde edilir.

R2 de Korovkin teoreminden iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu operatör dizisinin yak¬n-

sakl¬¼g¬aşa¼g¬daki teoremde gösterilmi̧stir.

Teorem 3.2.1 f , [0; 1]� [0; 1] bölgesinde sürekli bir fonksiyon ise

lim
n;m!1



B�k;�kn;m f � f



C([0;1]�[0;1]) = 0

gerçeklenir.

30



·Ispat. Bu teoremin ispat¬nda Teorem 2.4.1 kullan¬laca¼g¬ndan öncelikle

lim
n;m!1




B�k;�kn;m (1; x; y)� 1




C([0;1]�[0;1])

= 0

lim
n;m!1




B�k;�kn;m (t;x; y)� x




C([0;1]�[0;1])

= 0

lim
n;m!1




B�k;�kn;m (� ;x; y)� y




C([0;1]�[0;1])

= 0

lim
n;m!1




B�k;�kn;m (t2 + � 2;x; y)� (x2 + y2)




C([0;1]�[0;1])

= 0

(3.2.7)

oldu¼gu gösterilmelidir. Di¼ger taraftan C ([0; 1]� [0; 1]) uzay¬ndaki normun



B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)



C[0;1]�[0;1] = max

0�x;y�1

��B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
��

şeklinde tan¬mland¬¼g¬biliniyor.

g(t; �) = 1 fonksiyonu için (3.2.2) eşitli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
0�x;y�1

��B�k;�kn;m (1; x; y)� 1
��� = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

g(t; �) = t fonksiyonu için (3.2.3) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
0�x;y�1

��B�k;�kn;m (t; x; y)� x
��� = lim

n!1

�
max
0�x;y�1

���� n

n+ �1
x+

�1
n+ �1

� x
�����

= lim
n!1

�
max
0�x;y�1

���� ��1n+ �1
x+

�1
n+ �1

�����

� lim
n!1

�
max
0�x�1

����� ��1n+ �1

���� x+ ���� �1
n+ �1

������

= lim
n!1

�1 + �1
n+ �1

= 0

bulunur.
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g(t; �) = � fonksiyonu için (3.2.4) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
0�x;y�1

��B�k;�kn;m (� ; x; y)� y
��� = lim

m!1

�
max
0�x;y�1

���� m

m+ �2
y +

�2
m+ �2

� y
�����

= lim
m!1

�
max
0�y�1

���� ��2m+ �2
y +

�2
m+ �2

�����

� lim
m!1

�
max
0�y�1

����� ��2m+ �2

���� y + ���� �2
m+ �2

������

= lim
m!1

�2 + �2
m+ �2

= 0

elde edilir. Son olarak g(t; �) = t2 + � 2 fonksiyonu için (3.2.5) eşitli¼gi ve üçgen

eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
0�x;y�1

���B�k;�kn;m (t2 + � 2 ; x; y)� (x2 + y2)
����

= lim
n;m!1

�
max
0�x;y�1

������ n
n+�1

�2 �
n�1
n

�
� 1
�
x2 +

��
m

m+�2

�2 �
m�1
m

�
� 1
�
y2

+(1 + 2�1)
n

(n+�1)
2x+ (1 + 2�2)

m
(m+�2)

2y +
�21

(n+�1)
2 +

�22
(m+�2)

2

���o

� lim
n;m!1

������ n
n+�1

�2 �
n�1
n

�
� 1
����+ ����� m

m+�2

�2 �
m�1
m

�
� 1
����

+
���(1 + 2�1) n

(n+�1)
2

���+ ���(1 + 2�2) m
(m+�2)

2

���+ ��� �21
(n+�1)

2 +
�22

(m+�2)
2

���o

= 0

elde edilir.
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Böylece Teorem 2.4.1�in hipotezleri gerçeklenir ve bu sayede [0; 1]� [0; 1] bölgesinde

sürekli ve tüm R2 de s¬n¬rl¬herhangi bir f fonksiyonu için

lim
n;m!1



B�k;�kn;m f � f



C[0;1]�[0;1] = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

f 2 C ([0; 1]� [0; 1]) fonksiyonunun tam ve k¬smi süreklilik modülleri yard¬m¬yla

B
�k;�k
n;m iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu operatörünün yaklaş¬m h¬z¬ aşa¼g¬daki teo-

remde verilmi̧stir.

Teorem 3.2.2 f 2 C([0; 1]� [0; 1]) olsun. Bu durumda

(i)
���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)

��� � 3
2

�
!(1)

�
f ;

p
n+4�21
n+�1

�
+ !(2)

�
f ;

p
m+4�22
m+�2

��

(ii)
���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)

��� � 3
2
!
�
f ;
q

n+4�21
(n+�1)

2 +
m+4�22
(m+�2)

2

�

eşitsizlikleri gerçeklenir.

·Ispat.

(i) B�k;�kn;m iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu operatörü için Lemma 2.2.2�den

���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
���

=

�����
nX
k=0

mX
j=0

h
f
�
k+�1
n+�1

; j+�2
m+�2

�
� f (x; y)

i
pn;k(x)qm;j(y)

�����
=

�����
nX
k=0

mX
j=0

h
f
�
k+�1
n+�1

; j+�2
m+�2

�
� f

�
k+�1
n+�1

; y
�
+ f

�
k+�1
n+�1

; y
�
� f(x; y)

i
pn;k(x)qm;j(y)

�����
�

nX
k=0

mX
j=0

���f �k+�1n+�1
; j+�2
m+�2

�
� f

�
k+�1
n+�1

; y
�
+ f

�
k+�1
n+�1

; y
�
� f(x; y)

��� pn;k(x)qm;j(y)
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yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼ginden

���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
���

�
nX
k=0

mX
j=0

���f �k+�1n+�1
; j+�2
m+�2

�
� f

�
k+�1
n+�1

; y
���� pn;k(x)qm;j(y)

+
nX
k=0

mX
j=0

���f �k+�1n+�1
; y
�
� f(x; y)

��� pn;k(x)qm;j(y)
= I1 + I2 (3.2.8)

eşitsizli¼gi elde edilir. S¬ras¬yla Lemma 2.4.2 (iii) ve Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

I1 =
nX
k=0

mX
j=0

����f �k + �1n+ �1
;
j + �2
m+ �2

�
� f

�
k + �1
n+ �1

; y

����� pn;k(x)qm;j(y)
�

nX
k=0

mX
j=0

!(2)
�
f ;

���� j + �2m+ �2
� y
����� pn;k(x)qm;j(y)

=
mX
j=0

!(2)
�
f ;

���� j + �2m+ �2
� y
����� qm;j(y)

�
mX
j=0

!(2) (f ; �m)

241 +
��� j+�2m+�2

� y
���

�m

35 qm;j(y)
= !(2) (f ; �m)

(
mX
j=0

qm;j(y) +
1

�m

mX
j=0

���� j + �2m+ �2
� y
���� qm;j(y)

)

= !(2) (f ; �m)

(
1 +

1

�m

mX
j=0

���� j + �2m+ �2
� y
����qqm;j(y)qqm;j(y)

)

� !(2) (f ; �m)

8<:1 + 1

�m

vuut mX
j=0

���� j + �2m+ �2
� y
����2 qm;j(y)

9=; (3.2.9)

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r.

34



Operatörün lineerli¼gi ve Lemma 3.2.1� in ispat¬nda elde edilen eşitlikler gözönüne

al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

mX
j=0

��� j+�2m+�2
� y
���2 qm;j(y)

=
mX
j=0

�
j+�2
m+�2

�2
qm;j(y)� 2y

mX
j=0

�
j+�2
m+�2

�
qm;j(y) + y

2

mX
j=0

qm;j(y)

=
�

m
m+�2

�2 �
m�1
m

�
y2 + (1 + 2�2)

m
(m+�2)

2y +
�22

(m+�2)
2 � 2y

h
m

m+�2
y + �2

m+�2

i
+ y2

= 1
(m+�2)

2

�
(�2y � �2)

2 +my (1� y)
	

(3.2.10)

elde edilir. (3.2.10) eşitli¼gi (3.2.9) eşitsizli¼ginde gözönüne al¬n¬rsa

I1 � !(2) (f ; �m)
�
1 +

1

�m

1

(m+ �2)

q
(�2y � �2)

2 +my (1� y)
�

elde edilir. Burada daha önceki hesaplamalar¬m¬zdaki gibi y (1� y) � 1
4
oldu¼gu

dikkate al¬n¬rsa;

I1 � !(2) (f ; �m)
�
1 +

1

2�m

1

(m+ �2)

q
4 (�2y � �2)

2 +m

�
(3.2.11)

bulunur. Benzer şekilde I2 için;

I2 � !(1) (f ; �n)
�
1 +

1

2�n

1

(n+ �1)

q
4 (�1x� �1)

2 + n

�
(3.2.12)

elde edilir. (3.2.11) ve (3.2.12) eşitsizlikleri (3.2.8) eşitsizli¼ginde gözönüne al¬n¬rsa

��B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
�� � !(1) (f ; �n)

�
1 +

1

2�n

1

(n+ �1)

q
4 (�1x� �1)

2 + n

�

+!(2) (f ; �m)

�
1 +

1

2�m

1

(m+ �2)

q
4 (�2y � �2)

2 +m

�
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eşitsizli¼gi elde edilir. (�1x� �1)
2 � �21 ve (�2y � �2)

2 � �22 oldu¼gundan

��B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
�� � !(1) (f ; �n)

(
1 +

1

2�n

p
n+ 4�21
(n+ �1)

)

+!(2) (f ; �m)

(
1 +

1

2�m

p
m+ 4�22
(m+ �2)

)

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. Buradan

�n =

p
n+ 4�21
(n+ �1)

ve �m =

p
m+ 4�22
(m+ �2)

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

(ii) B�k;�kn;m iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu operatörü için Lemma 2.2.2 ve Lemma

2.4.2 (iii) eşitsizli¼ginden

���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
���

=

�����
nX
k=0

mX
j=0

h
f
�
k+�1
n+�1

; j+�2
m+�2

�
� f(x; y)

i
pn;k(x)qm;j(y)

�����
�

nX
k=0

mX
j=0

���f �k+�1n+�1
; j+�2
m+�2

�
� f(x; y)

��� pn;k(x)qm;j(y)

�
nX
k=0

mX
j=0

!

 
f ;

r�
k+�1
n+�1

� x
�2
+
�
j+�2
m+�2

� y
�2!

pn;k(x)qm;j(y)

� ! (f ; �n;m)
nX
k=0

mX
j=0

0@1 +
r�

k+�1
n+�1

�x
�2
+
�
j+�2
m+�2

�y
�2

�n;m

1A pn;k(x)qm;j(y)
elde edilir.
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Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
���

� ! (f ; �n;m)
(

nX
k=0

mX
j=0

pn;k(x)qm;j(y)

+ 1
�n;m

nX
k=0

mX
j=0

r�
k+�1
n+�1

� x
�2
+
�
j+�2
m+�2

� y
�2
pn;k(x)qm;j(y)

)

= ! (f ; �n;m)

(
1 + 1

�n;m

nX
k=0

mX
j=0

r�
k+�1
n+�1

� x
�2
+
�
j+�2
m+�2

� y
�2
pn;k(x)qm;j(y)

)

� ! (f ; �n;m)

8<:1 + 1
�n;m

 
nX
k=0

mX
j=0

��
k+�1
n+�1

� x
�2
+
�
j+�2
m+�2

� y
�2�

pn;k(x)qm;j(y)

! 1
2

9=;
= ! (f ; �n;m)

(
1 + 1

�n;m

"
nX
k=0

mX
j=0

�
k+�1
n+�1

� x
�2
pn;k(x)qm;j(y)

+
nX
k=0

mX
j=0

�
j+�2
m+�2

� y
�2
pn;k(x)qm;j(y)

# 1
2

9=;
(3.2.13)

elde edilir. B�k;�kn;m operatörünün lineerli¼ginden

P1 =
nX
k=0

mX
j=0

�
k + �1
n+ �1

� x
�2
pn;k(x)qm;j(y)

=
nX
k=0

mX
j=0

�
k + �1
n+ �1

�2
pn;k(x)qm;j(y)� 2x

nX
i=0

mX
j=0

�
k + �1
n+ �1

�
pn;k(x)qm;j(y)

+x2
nX
i=0

mX
j=0

pn;k(x)qm;j(y)

=
1

(n+ �1)
2

�
(�1x� �1)

2 + nx (1� x)
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elde edilir. Benzer şekilde

P2 =
1

(m+ �2)
2

�
(�2y � �2)

2 +my (1� y)
	

bulunur. Bu sonuçlar (3.2.13) eşitsizli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

���B�k;�kn;m (f ;x; y)� f(x; y)
��� � ! (f ; �n;m)n1 + 1

�n;m
1
2

q
n+4�21
(n+�1)

2 +
m+4�22
(m+�2)

2

o
eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan

�n;m =

s
n+ 4�21
(n+ �1)

2 +
m+ 4�22
(m+ �2)

2

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

Örnek 3.2.1 f(x; y) = ln(x5 + y4 + 1) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksi-

yonuna B�k;�kn;m (f ;x; y) polinomlar dizisiyle yaklaş¬m, �1 = 0:2; �2 = 0:1; �1 = 0:3;

�2 = 0:4 olmak üzere n=m=1, 3, 5, 10,13 için şekil 3.2�de gösterilmi̧stir.

Şekil 3.2 B�k;�kn;m (f ;x; y)polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklaş¬m
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Örnek 3.2.2 �1 = 1 ve �2 = 2 için f(x; y) = x sin (y) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksiy-

onuna B�k;�kn;m (f ;x; y) polinomlar¬yla yaklaş¬l¬rken, tam ve k¬smi süreklilik modül-

leriyle elde edilen hata de¼gerleri çizelge 3.2�de verilmi̧stir.

Çizelge 3.2 f(x; y) = x sin (y) fonksiyonuna B�k;�kn;m (f ;x; y) polinomlar dizisi

ile yaklaş¬ld¬¼g¬nda elde edilen hata de¼gerleri

n, m tam süreklilik modülüne göre hata k¬smi süreklilik modülüne göre hata

10 0:6385555858 1:047709894

102 0:2088596702 0:2855388904

103 0:06634057352 0:08766292002

104 0:02112363480 0:02763206954

105 0:006698742759 0:008735180428

106 0:002120358136 0:002762216489

107 0:0006707236632 0:0008734867002

108 0:0002121223452 0:0002762206577

109 0:00006708106995 0:00008734863867

1010 0:00002121310650 0:00002762206479
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4. B·IR VE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I BERNSTEIN-STANCU T·IPL·I

POL·INOMLAR

Bu bölümde Gadjiev ve Ghorbanalizadeh (2010) taraf¬ndan tan¬mlanan Bernstein-

Stancu operatörünün bir genelleşmesinin yaklaş¬m¬ve yaklaş¬m h¬z¬incelenecektir.

Ayr¬ca nümerik örnekler verilecektir.

4.1 Bir De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Tipli Polinom

Tan¬m 4.1.1 �1 , �2 , �1 , �2

0 � �2 � �1 � �1 � �2

koşulunu sa¼glayan pozitif reel say¬lar olmak üzere x 2 In � [0; 1] için

Sn;�;�(f ;x) =

�
n+ �2
n

�n nX
k=0

f

�
k + �1
n+ �1

�
Ckn

�
x� �2

n+ �2

�k �
n+ �2
n+ �2

� x
�n�k
(4.1.1)

şeklinde tan¬ml¬polinoma Bernstein-Stancu tipli polinom ad¬verilir. Burada

In :=
h

�2
n+�2

; n+�2
n+�2

i
dir. �2 = �2 = 0 için Bernstein-Stancu polinomu elde edilir.

�1 = �2 = �1 = �2 = 0 için klasik Bernstein polinomu elde edilir.

(4.1.1) ile tan¬ml¬Sn;�;� : C[0; 1] ! C(In) Bernstein Stancu tipli operatörün lineer

ve pozitif oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 4.1.1 n 2 N olmak üzere 8x 2 In için Sn;�;� Bernstein-Stancu tipli

polinom

Sn;�;�(1; x) = 1 (4.1.2)

Sn;�;�(t;x) =

�
n+ �2
n+ �1

�
x+

�
�1 � �2
n+ �1

�
(4.1.3)
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Sn;�;�(t
2;x) =

�
n� 1
n

��
n+ �2
n+ �1

�2�
x� �2

n+ �2

�2

+

�
1 + 2�1
n+ �1

��
n+ �2
n+ �1

��
x� �2

n+ �2

�
+

�21
(n+ �1)

2 (4.1.4)

Sn;�;�((t� x)2 ;x) =
1

(n+ �1)
2

(
(n+ �2)

2

n

�
x� �2

n+ �2

��
n+ �2
n+ �2

� x
�

+ [x (�2 � �1) + (�1 � �2)]
2	 (4.1.5)

eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. f(t) = 1 fonksiyonu için Binom formülünden

Sn;�;�(1; x) =

�
n+ �2
n

�n nX
k=0

Ckn

�
x� �2

n+ �2

�k �
n+ �2
n+ �2

� x
�n�k

= 1

elde edilir.

f(t) = t fonksiyonu için Sn;�;� operatörünün lineerli¼ginden

Sn;�;�(t;x) =
�
n+�2
n

�n nX
k=0

�
k+�1
n+�1

�
Ckn

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k

= 1
n+�1

�
n+�2
n

�n(
n

nX
k=0

k
n

n!
k!(n�k)!

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k

+�1

nX
k=0

n!
k!(n�k)!

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k)

= 1
n+�1

�
n+�2
n

�n(
n

nX
k=1

(n�1)!
(k�1)!(n�k)!

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k

+ �1

�
n

n+�2

�n)
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Sn;�;�(t;x) =
1

n+�1

�
n+�2
n

�n(
n
�
x� �2

n+�2

� n�1X
k=0

(n�1)!
k!(n�1�k)!

�
x� �2

n+�2

�k

�
�
n+�2
n+�2

� x
�n�1�k

+ �1

�
n

n+�2

�n�

= n
n+�1

�
x� �2

n+�2

��
n+�2
n

�n �
n

n+�2

�n�1
+ �1

n+�1

=
�
n+�2
n+�1

�
x+

�
�1��2
n+�1

�
bulunur.

f(t) = t2 fonksiyonu için benzer i̧slemler yap¬larak

Sn;�;�(t
2;x) =

�
n+�2
n

�n
n

(n+�1)
2

(
(n� 1)

�
x� �2

n+�2

�2 n�2X
k=0

(n�2)!
k!(n�2�k)!

�
�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�2�k

+
�
x� �2

n+�2

��
n

n+�2

�n�1�

+
�
n+�2
n+�1

�
2�1
n+�1

�
x� �2

n+�2

�
+

�21
(n+�1)

2

=
�
n+�2
n

�n
n

(n+�1)
2

�
(n� 1)

�
x� �2

n+�2

�2 �
n

n+�2

�n�2
+
�
x� �2

n+�2

��
n

n+�2

�n�1�

+
�
n+�2
n+�1

�
2�1
n+�1

�
x� �2

n+�2

�
+

�21
(n+�1)

2

=
�
n�1
n

� �n+�2
n+�1

�2 �
x� �2

n+�2

�2
+
�
n+�2
n+�1

��
1+2�1
n+�1

��
x� �2

n+�2

�
+

�21
(n+�1)

2

elde edilir. f(t) = (t � x)2 fonksiyonu için yukar¬da elde edilen eşitlikler ve Sn;�;�

operatörünün lineerli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

Sn;�;�((t� x)2 ;x) =
�
n+�2
n

�n( nX
k=0

�
k+�1
n+�1

�2
Ckn

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k

�2x
nX
k=0

�
k+�1
n+�1

�
Ckn

�
x� �2

n+�2

�k �
n+�2
n+�2

� x
�n�k

+ x2
�

n
n+�2

�n)
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Sn;�;�((t� x)2 ;x) =
�
n�1
n

� �n+�2
n+�1

�2 �
x� �2

n+�2

�2
+
�
1+2�1
n+�1

��
n+�2
n+�1

��
x� �2

n+�2

�

+
�21

(n+�1)
2 � 2x

n�
n+�2
n+�1

�
x+

�
�1��2
n+�1

�o
+ x2

= 1
(n+�1)

2

�
(n+ �2)

2 �n�1
n

� �
x� �2

n+�2

�2
+ (n+ �2)

�
x� �2

n+�2

�
+ 2�1 (n+ �2)

�
�
x� �2

n+�2

�
+�21 � 2x (n+ �1) [(n+ �2)x+ (�1 � �2)] + (n+ �1)

2 x2
	

= 1
(n+�1)

2

n
(n+�2)

2

n

�
x� �2

n+�2

� h
(n� 1)

�
x� �2

n+�2

�i
+ n

n+�2
+ 2�1 (n+ �2)

�
�
x� �2

n+�2

�
+ �21 �2x (n+ �1) [(n+ �2)x+ (�1 � �2)] + (n+ �1)

2 x2
	

= 1
(n+�1)

2

n
(n+�2)

2

n

�
x� �2

n+�2

� h
nx� x� n�2

n+�2
+ �2

n+�2
+ n

n+�2

i
+ 2n�1x

+ 2�1�2x� 2�1�2 + �21 + (�2nx� 2�1x) (nx+ �2x+ �1 � �2)

+
�
n2 + 2n�1 + �

2
1

�
x2
	

= 1
(n+�1)

2

n
(n+�2)

2

n

�
x� �2

n+�2

��
n+�2
n+�2

� x
�
+ (n+ �2)

2 x2 � �2 (n+ �2)x

� �2 (n+ �2)
�
x� �2

n+�2

�
+ 2�1�2x� 2�1�2 + �21 � 2n�2x2 + 2n�2x

� 2�1�2x +2�2�1x� 2�1�1x� n2x2 + �21x2
	

= 1
(n+�1)

2

n
(n+�2)

2

n

�
x� �2

n+�2

��
n+�2
n+�2

� x
�
+ [x (�2 � �1) + (�1 � �2)]

2	

elde edilir.
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Teorem 4.1.1 f , [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon ise

lim
n!1

kSn;�;�f � fkC(In) = 0

gerçeklenir.

·Ispat. Korovkin teoreminin kullan¬labilmesi için

lim
n!1

kSn;�;�(t� ;x)� x�kC(In) = 0 , � = 0; 1; 2 (4.1.6)

oldu¼gu gösterilmelidir.

� = 0 için (4.1.2) eşitli¼ginden

lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

jSn;�;�(1; x)� 1j = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

� = 1 için (4.1.3) eşitli¼ginden

lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

jSn;�;�(t;x)� xj

= lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

����n+�2n+�1

�
x+

�
�1��2
n+�1

�
� x
���

= lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

n�
�2��1
n+�1

�
x+

�
�1��2
n+�1

�o

= lim
n!1

n�
�2��1
n+�1

��
n+�2
n+�2

�
+
�
�1��2
n+�1

�o

= 0

gerçeklenir.
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� = 2 için (4.1.4) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

jSn;�;�(t2;x)� x2j

= lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

�����n�1n � �n+�2n+�1

�2 �
x� �2

n+�2

�2
+
�
1+2�1
n+�1

��
n+�2
n+�1

��
x� �2

n+�2

�

+
�21

(n+�1)
2 � x2

���
= lim

n!1
max

�2
n+�2

�x�n+�2
n+�2

������n�1n � �n+�2n+�1

�2
� 1
�
x2 + n+�2

(n+�1)
2

�
�2�2

�
n�1
n

�
+ 1 + 2�1

�
x

+
�
n�1
n

� (�1��2)2
(n+�1)

2 � �22
n(n+�1)

2 +
�2

(n+�1)
2

���
� lim

n!1
max

�2
n+�2

�x�n+�2
n+�2

������n�1n � �n+�2n+�1

�2
� 1
���� x2

+
��� n+�2
(n+�1)

2

�
�2�2

�
n�1
n

�
+ 1 + 2�1

���� x + ����n�1n � (�1��2)2(n+�1)
2 � �22

n(n+�1)
2 +

�2
(n+�1)

2

���o

= lim
n!1

������n�1n � �n+�2n+�1

�2
� 1
���� �n+�2n+�2

�2
+
��� n+�2
(n+�1)

2

�
�2�2

�
n�1
n

�
+ 1 + 2�1

����
�
�
n+�2
n+�2

�
+
����n�1n � (�1��2)2(n+�1)

2 � �22
n(n+�1)

2 +
�2

(n+�1)
2

���o

= 0

elde edilir.

S�n;�;� operatörü

S�n;�;�(f ;x) =

8<: Sn;�;�(f ;x) ; x 2
h

�2
n+�2

; n+�2
n+�2

i
f(x) ; x 2

h
0; �2

n+�2

i
[
h
n+�2
n+�2

; 1
i

şeklinde tan¬mlans¬n.
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Bu durumda



S�n;�;�f � f

C[0;1] = max
x2[0;1]

��S�n;�;�(f ;x)� f(x)��
= max

x2
h

�2
n+�2

;
n+�2
n+�2

i jSn;�;�(f ;x)� f(x)j (4.1.7)

elde edilir. Di¼ger taraftan (4.1.6) ve (4.1.7) beraber gözönüne al¬n¬rsa � = 0; 1; 2

için

lim
n!1



S�n;�;�(t� ;x)� x�

C[0;1] = 0
bulunur. Korovkin teoreminden her sürekli f fonksiyonu için

lim
n!1



S�n;�;�f � f

C[0;1] = 0
elde edilir ve burada (4.1.7) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa

lim
n!1

max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

jSn;�;�(f ;x)� f(x)j = 0

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.2 Her f 2 C[0; 1] ve x 2
h

�2
n+�2

; n+�2
n+�2

i
için Bernstein-Stancu tipli

polinom

jSn;�;�(f ;x)� f(x)j

�

8>>>>>>><>>>>>>>:

3
2
!

 
f ; 1

(n+�1)

r
4 (�2 � �1)

2
�
n+�2
n+�2

+ 1
�2
+ n

!
; �2 � �1 � �1 � �2

3
2
!

 
f ; 1

(n+�1)

r
4 (�1 � �2)2

�
n+�2
n+�2

+ 1
�2
+ n

!
; �2 � �1 < �1 � �2

(4.1.8)

eşitsizli¼gini sa¼glar.
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·Ispat. Bu teoremin ispat¬n¬n en önemli ad¬m¬olan (2.3.1) eşitsizli¼ginden

jSn;�;�(f ;x)� f(x)j �
�
1 + ��1

q
Sn;�;�((t� x)2 ;x)

�
! (f; �) (4.1.9)

yaz¬labilir. Burada iki durum söz konusudur:

1. Durum: �2 � �1 � �1 � �2 olsun. Lemma 4.1.1�den

Sn;�;�((t� x)2 ;x) =
1

(n+ �1)
2

(
(n+ �2)

2

n

�
x� �2

n+ �2

��
n+ �2
n+ �2

� x
�

+ [(�2 � �1)x+ (�1 � �2)]
2	

oldu¼gu biliniyor.

h(x) :=
�
x� �2

n+�2

��
n+�2
n+�2

� x
�
fonksiyonu tan¬mlans¬n. h fonksiyonunun kritik

noktas¬x = n+2�2
2(n+�2)

olarak bulunur. Di¼ger taraftan h00(x) = �2 < 0 oldu¼gundan

kritik nokta maksimum de¼geri verir. O halde

h(x) � max
�2

n+�2
�x�n+�2

n+�2

h(x)

=
n2

4 (n+ �2)
2

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik ve �2� �1 � �1� �2 durumu beraber gözönüne

al¬n¬rsa;

Sn;�;�((t� x)2 ;x)

� 1
(n+�1)

2

n
(n+�2)

2

n
n2

4(n+�2)
2 + [x (�2 � �1) + (�1 � �2)]

2
o

= 1
(n+�1)

2

�
n
4
+ [x (�2 � �1) + (�1 � �2)]

2	
� 1

(n+�1)
2

�
n
4
+ [x (�2 � �1) + (�2 � �1)]

2	
= 1

(n+�1)
2

�
n
4
+ (�2 � �1)

2 (x+ 1)2
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elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n maksimumu al¬n¬rsa

Sn;�;�((t� x)2 ;x) �
1

(n+ �1)
2

(
n

4
+ (�2 � �1)

2

�
n+ �2
n+ �2

+ 1

�2)

bulunur. Bu eşitsizlik (4.1.9) eşitsizli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

jSn;�;�(f ;x)� f(x)j

�
(
1 + ��1

s
1

(n+�1)
2

�
n
4
+ (�2 � �1)

2
�
n+�2
n+�2

+ 1
�2�)

! (f; �)

=

(
1 + ��1 1

2(n+�1)

r
n+ 4 (�2 � �1)

2
�
n+�2
n+�2

+ 1
�2)

! (f; �)

elde edilir ve buradan

� =
1

(n+ �1)

s
n+ 4 (�2 � �1)

2

�
n+ �2
n+ �2

+ 1

�2
bulunur.

2. Durum: �2 � �1 < �1 � �2 olsun. Benzer şekilde

jSn;�;�(f ;x)� f(x)j �

8<:1 + ��1 1

2 (n+ �1)

s
n+ 4 (�1 � �2)2

�
n+ �2
n+ �2

+ 1

�29=;! (f; �)
elde edilir ve buradan

� =
1

(n+ �1)

s
n+ 4 (�1 � �2)2

�
n+ �2
n+ �2

+ 1

�2
bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Örnek 4.1.1 f(x) = sin(2�x) ln(x2+1) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksiyonuna Sn;�;�(f ;x)

polinomlar dizisiyle yaklaş¬m, �1 = 2; �2 = 1; �1 = 3; �2 = 4 olmak üzere n=30,

50, 100 için şekil 4.1�de gösterilmi̧stir.

Şekil 4.1 Sn;�;�(f ;x) polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklaş¬m

Örnek 4.1.2 �1 = 0:2; �2 = 0:1; �1 = 0:3 ve �2 = 0:5 için f(x) = sin (�x) eşitli¼gi

ile tan¬ml¬f fonksiyonuna Sn;�;�(f ;x) polinomlar¬yla yaklaş¬l¬rken süreklilik modülü

yard¬m¬yla elde edilen hata de¼gerleri çizelge 4.1�de verilmi̧stir.

Bu örnekte hata de¼gerleri Teorem 4.1.2 yard¬m¬ile hesaplanm¬̧st¬r.
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Çizelge 4.1 f(x) = sin (�x) fonksiyonuna Sn;�;�(f ;x) polinomlar

dizisi ile yaklaş¬ld¬¼g¬nda elde edilen hata de¼gerleri

n süreklilik modülüne göre hata de¼gerleri

10 1:257140713

102 0:4636069098

103 0:1487767570

104 0:04711623273

105 0:01490164026

106 0:004712381324

107 0:001490187998

108 0:0004712388903

109 0:0001490188238

1010 0:00004712388980

4.2 ·Iki De¼gi̧skenli Bernstein-Stancu Tipli Polinomlar

(4.1.1) ile tan¬ml¬Bernstein-Stancu tipli polinomunun iki de¼gi̧sken halinde iki tür

genelleşmesi verilebilir. S :=
h

�1
n+�1

; n+�1
n+�1

i
�
h

�2
m+�2

; m+�2
m+�2

i
dikdörtgensel böl-

gesinde x de¼gi̧skenine göre n - inci ve y de¼gi̧skenine göre m - inci dereceden

Bernstein-Stancu tipli polinom

S�k;
k;�k;�kn;m (f ;x; y) =

nX
i=0

mX
j=0

f

�
i+ 
1
n+ �1

;
j + 
2
m+ �2

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y) (4.2.1)

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada

pn;i;�1;�1(x) =
�
n+�1
n

�n
Cin

�
x� �1

n+�1

�i �
n+�1
n+�1

� x
�n�i

qm;j;�2;�2(y) =
�
m+�2
m

�m
Cjm

�
y � �2

m+�2

�j �
m+�2
m+�2

� y
�m�j

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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�k; 
k; �k; �k (k = 1; 2)

0 < �1 < 
1 < �1 < �1

0 < �2 < 
2 < �2 < �2

koşullar¬n¬sa¼glayan pozitif say¬lard¬r. Kolayl¬k aç¬s¬ndan S�k;
k;�k;�kn;m (f ; x; y) gös-

terimi yerine Sn;m (f ; x; y) gösterimini kullanaca¼g¬z.

� :=
n
(x; y) : x+ y � n+2�

n+�
; x; y � �

n+�

o
üçgensel bölgesine uygun Bernstein-

Stancu tipli polinom

S�;�k;�;�kn (f ; x; y) =
nX
k=0

n�kX
l=0

f

�
k + �1
n+ �1

;
l + �2
n+ �2

�
pk;ln;�;�(x; y) (4.2.2)

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada

pk;ln;�;�(x; y) =
�
n+�
n

�n
CknC

l
n�k

�
x� �

n+�

�k �
y � �

n+�

�l �
n+2�
n+�

� x� y
�n�k�l

ve 0 � � � � olmak üzere �; �k; �; �k (k = 1; 2) pozitif say¬lard¬r.

4.2.1 Dikdörtgensel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom

Lemma 4.2.1.1 n;m 2 N ve Sn;m (f ;x; y) S dikdörtgensel bölgesi üzerinde

(4.2.1) ile tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom olmak üzere

Sn;m (1; x; y) = 1 (4.2.1.1)

Sn;m (t;x; y) =
n+ �1
n+ �1

x+

1 � �1
n+ �1

(4.2.1.2)

Sn;m (� ;x; y) =
m+ �2
m+ �2

y +

2 � �2
m+ �2

(4.2.1.3)

51



Sn;m (t
2 + � 2;x; y) =

�
n+�1
n+�1

�2 �
n�1
n

� �
x� �1

n+�1

�2
+ (1 + 2
1)

n+�1
(n+�1)

2

�
�
x� �1

n+�1

�
+


21
(n+�1)

2 +
�
m+�2
m+�2

�2 �
m�1
m

� �
y � �2

m+�2

�2

+(1 + 2
2)
m+ �2
(m+ �2)

2

�
y � �2

m+ �2

�
+


22
(m+ �2)

2 (4.2.1.4)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. g(t; �) = 1 fonksiyonu için Binom özdeşli¼ginden

Sn;m (1 ; x; y) =
nX
i=0

mX
j=0

pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

=
nX
i=0

pn;i;�1;�1(x)
mX
j=0

qm;j;�2;�2(y)

=
nX
i=0

pn;i;�1;�1(x)

= 1

elde edilir. g(t; �) = t fonksiyonu için Sn;m operatörünün lineerli¼ginden

Sn;m (t ; x; y) =

nX
i=0

mX
j=0

�
i+
1
n+�1

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

= 1
n+�1

(
nX
i=0

mX
j=0

ipn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y) + 
1

nX
i=0

mX
j=0

pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

)

= 1
n+�1

(
nX
i=0

ipn;i;�1;�1(x)
mX
j=0

qm;j;�2;�2(y) + 
1

)

= 1
n+�1

(
nX
i=0

ipn;i;�1;�1(x) + 
1

)
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Sn;m (t ; x; y)

= 1
n+�1

(�
n+�1
n

�n nX
i=0

i n!
i!(n�i)!

�
x� �1

n+�1

�i �
n+�1
n+�1

� x
�n�i

+ 
1

)

= 1
n+�1

(
n
�
x� �1

n+�1

��
n+�1
n

�n nX
i=1

(n�1)!
(i�1)!(n�i)!

�
x� �1

n+�1

�i�1 �
n+�1
n+�1

� x
�n�i

+ 
1

)

= 1
n+�1

(
n
�
x� �1

n+�1

��
n+�1
n

�n n�1X
i=0

Cin�1

�
x� �1

n+�1

�i �
n+�1
n+�1

� x
�n�1�i

+ 
1

)

= 1
n+�1

�
n
�
x� �1

n+�1

��
n+�1
n

�n �
n

n+�1

�n�1
+ 
1

�

= n+�1
n+�1

x+ 
1��1
n+�1

elde edilir. g(t; �) = � fonksiyonu için benzer i̧slemler yap¬larak

Sn;m (� ; x; y) =
nX
i=0

mX
j=0

�
j + 
2
m+ �2

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

=
1

m+ �2

(
nX
i=0

mX
j=0

jpn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

+
2

nX
i=0

mX
j=0

pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

)

=
1

m+ �2

(
nX
i=0

pn;i;�1;�1(x)

mX
j=0

jqm;j;�2;�2(y) + 
2

)

=
m+ �2
m+ �2

y +

2 � �2
m+ �2

elde edilir.
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Son olarak da g(t; �) = t2 + � 2 fonksiyonu için;

Sn;m
�
t2 + � 2;x; y

�
=

nX
i=0

mX
j=0

"�
i+ 
1
n+ �1

�2
+

�
j + 
2
m+ �2

�2#
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

=

nX
i=0

mX
j=0

�
i+ 
1
n+ �1

�2
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

+
nX
i=0

mX
j=0

�
j + 
2
m+ �2

�2
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

=

nX
i=0

�
i+ 
1
n+ �1

�2
pn;i;�1;�1(x)

mX
j=0

qm;j;�2;�2(y)

+
mX
j=0

�
j + 
2
m+ �2

�2
qm;j;�2;�2(y)

nX
i=0

pn;i;�1;�1(x)

=
nX
i=0

�
i+ 
1
n+ �1

�2
pn;i;�1;�1(x) +

mX
j=0

�
j + 
2
m+ �2

�2
qm;j;�2;�2(y)

elde edilir. Yukar¬daki eşitliklerden ve Sn;m operatörünün lineerli¼ginden

I1 =
nX
i=0

�
i+ 
1
n+ �1

�2
pn;i;�1;�1(x)

=
1

(n+ �1)
2

(
nX
i=0

i2pn;i;�1;�1(x) + 2
1

nX
i=0

ipn;i;�1;�1(x) + 

2
1

nX
i=0

pn;i;�1;�1(x)

)

=
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n

nX
i=0

i2

n

n!

i!(n� i)!

�
x� �1

n+ �1

�i�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�i

+2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

�

=
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n

nX
i=1

(i� 1 + 1) (n� 1)!
(i� 1)!(n� i)!

�
x� �1

n+ �1

�i

�
�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�i

+ 2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

)
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I1 =
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n

nX
i=1

(i� 1) (n� 1)!
(i� 1)!(n� i)!

�
x� �1

n+ �1

�i

�
�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�i

+

�
n+ �1
n

�n
n

nX
i=1

(n� 1)!
(i� 1)!(n� i)!

�
x� �1

n+ �1

�i

�
�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�i

+ 2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

)

=
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n(n� 1)

�
x� �1

n+ �1

�2 nX
i=2

(n� 2)!
(i� 2)!(n� i)!

�
�
x� �1

n+ �1

�i�2�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�i

+

�
n+ �1
n

�n
n

�
x� �1

n+ �1

�

�
n�1X
i=0

Cin�1

�
x� �1

n+ �1

�i�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�1�i

+2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

�

=
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n(n� 1)

�
x� �1

n+ �1

�2 n�2X
i=0

Cin�2

�
x� �1

n+ �1

�i

�
�
n+ �1
n+ �1

� x
�n�2�i

+

�
n+ �1
n

�n
n

�
x� �1

n+ �1

��
n

n+ �1

�n�1

+2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

�

=
1

(n+ �1)
2

(�
n+ �1
n

�n
n(n� 1)

�
x� �1

n+ �1

�2�
n

n+ �1

�n�2

+(n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 2
1 (n+ �1)

�
x� �1

n+ �1

�
+ 
21

�

=

�
n+ �1
n+ �1

�2�
n� 1
n

��
x� �1

n+ �1

�2

+(1 + 2
1)
n+ �1
(n+ �1)

2

�
x� �1

n+ �1

�
+


21
(n+ �1)

2
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elde edilir. Benzer şekilde

I2 =

�
m+ �2
m+ �2

�2�
m� 1
m

��
y � �2

m+ �2

�2

+(1 + 2
2)
m+ �2
(m+ �2)

2

�
y � �2

m+ �2

�
+


22
(m+ �2)

2

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

(4.2.1) ile tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli operatör dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬

aşa¼g¬daki teoremde gösterilmi̧stir.

Teorem 4.2.1.1 f , [0; 1]� [0; 1] bölgesinde sürekli bir fonksiyon ise

lim
n;m!1

kSn;mf � fkC(S) = 0

gerçeklenir.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬nda Teorem 2.4.1 kullan¬laca¼g¬ndan öncelikle

lim
n;m!1

max
(x;y)2S

jSn;m(1; x; y)� 1j = 0

lim
n;m!1

max
(x;y)2S

jSn;m(t;x; y)� xj = 0

lim
n;m!1

max
(x;y)2S

jSn;m(� ;x; y)� yj = 0

lim
n;m!1

max
(x;y)2S

jSn;m(t2 + � 2;x; y)� (x2 + y2)j = 0

(4.2.1.5)

oldu¼gu gösterilmelidir.

g(t; �) = 1 fonksiyonu için (4.2.1.1) eşitli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

jSn;m (1; x; y)� 1j
�
= 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.
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g(t; �) = t fonksiyonu için (4.2.1.2) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

jSn;m (t; x; y)� xj
�

= lim
n!1

(
max

�1
n+�1

�x�n+�1
n+�1

���n+�1n+�1
x+ 
1��1

n+�1
� x
���)

� lim
n!1

(
max

�1
n+�1

�x�n+�1
n+�1

�����1��1n+�1

��� x+ ���
1��1n+�1

����)

= lim
n!1

n�
�1��1
n+�1

��
n+�1
n+�1

�
+ 
1��1

n+�1

o

= 0

elde edilir. g(t; �) = � fonksiyonu için (4.2.1.3) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

jSn;m (� ; x; y)� yj
�

= lim
m!1

(
max

�2
m+�2

�y�m+�2
m+�2

���m+�2m+�2
y + 
2��2

m+�2
� y
���)

� lim
m!1

(
max

�2
m+�2

�y�m+�2
m+�2

�����2��2m+�2

��� y + ���
2��2m+�2

����)

= lim
m!1

n�
�2��2
m+�2

��
m+�2
m+�2

�
+ 
2��2

m+�2

o

= 0

elde edilir.
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Son olarak g(t; �) = t2+� 2 fonksiyonu için (4.2.1.4) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

jSn;m (t2 + � 2 ; x; y)� (x2 + y2)j
�

= lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

�����n+�1n+�1

�2 �
n�1
n

� �
x� �1

n+�1

�2
+ (1 + 2
1)

n+�1
(n+�1)

2

�
x� �1

n+�1

�

+

21

(n+�1)
2 +

�
m+�2
m+�2

�2 �
m�1
m

� �
y � �2

m+�2

�2
+(1 + 2
2)

m+�2
(m+�2)

2

�
y � �2

m+�2

�
+


22
(m+�2)

2 � (x2 + y2)
���o

= lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

������n+�1n+�1

�2 �
n�1
n

�
� 1
�
x2 +

��
m+�2
m+�2

�2 �
m�1
m

�
� 1
�
y2

+ n+�1
(n+�1)

2

�
�2�1

�
n�1
n

�
+ 1 + 2
1

�
x+ m+�2

(m+�2)
2

�
�2�2

�
m�1
m

�
+ 1 + 2
2

�
y

+
�21

(n+�1)
2

�
n�1
n

�
� (1+2
1)

(n+�1)
2�1 +


21
(n+�1)

2 +
�22

(m+�2)
2

�
m�1
m

�
� (1+2
2)

(m+�2)
2�2 +


22
(m+�2)

2

���o

� lim
n;m!1

������n+�1n+�1

�2 �
n�1
n

�
� 1
���� �n+�1n+�1

�2
+

�����m+�2m+�2

�2 �
m�1
m

�
� 1
���� �m+�2m+�2

�2
+ n+�1

(n+�1)
2

�
���2�1 �n�1n �+ 1 + 2
1�� �n+�1n+�1

�
+ m+�2

(m+�2)
2

���2�2 �m�1m �
+ 1 + 2
2

�� �m+�2
m+�2

�

+
��� �21
(n+�1)

2

�
n�1
n

�
� (1+2
1)

(n+�1)
2�1 +


21
(n+�1)

2

��� + ��� �22
(m+�2)

2

�
m�1
m

�
� (1+2
2)

(m+�2)
2�2 +


22
(m+�2)

2

���o

= 0

elde edilir. S�n;m operatörü

S�n;m(f ;x; y) =

8<: Sn;m(f ;x; y) ; (x; y) 2 S

f(x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1] nS

şeklinde tan¬mlans¬n.
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Bu durumda



S�n;mf � f

C([0;1]�[0;1]) = max
(x;y)2[0;1]�[0;1]

��S�n;m(f ;x; y)� f(x; y)��
= max

(x;y)2S
jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j (4.2.1.6)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. (4.2.1.5) ve (4.2.1.6) ifadeleri kullan¬larak

lim
n;m!1



S�n;m(1; x; y)� 1

C[0;1]�[0;1] = 0
lim

n;m!1



S�n;m(t;x; y)� x

C[0;1]�[0;1] = 0
lim

n;m!1



S�n;m(� ;x; y)� y

C[0;1]�[0;1] = 0
lim

n;m!1



S�n;m(t2 + � 2;x; y)� (x2 + y2)

C[0;1]�[0;1] = 0
bulunur. Böylece Teorem 2.4.1�den [0; 1] � [0; 1] bölgesinde sürekli ve tüm R2 de

s¬n¬rl¬herhangi bir f fonksiyonu için

lim
n;m!1



S�n;mf � f

C[0;1]�[0;1] = 0
elde edilir. Burada (4.2.1.6) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

lim
n;m!1

�
max
(x;y)2S

jSn;m (f ; x; y)� f(x; y)j
�
= 0

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

f 2 C (S) fonksiyonunun tam ve k¬smi süreklilik modülleri yard¬m¬yla (4.2.1) ile

tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli operatörün yaklaş¬m h¬z¬s¬radaki teo-

remde verilmi̧stir.

59



Teorem 4.2.1.2 f 2 C(S) olsun. Bu durumda

(i) �1 � �1 � 
1 � �1 ve �2 � �2 � 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j � 3
2

(
!(1)

 
f ; 1

n+�1

r
4 (�1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

!

+!(2)

 
f ; 1

m+�2

r
4 (�2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

!)

�1 � �1 < 
1 � �1 ve �2 � �2 < 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j � 3
2

(
!(1)

 
f ; 1

n+�1

r
4 (
1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

!

+!(2)

 
f ; 1

m+�2

r
4 (
2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

!)

(ii) �1 � �1 � 
1 � �1 ve �2 � �2 � 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� 3
2

(
!

 
f ;

r
4(�1��1)2

�
n+�1
n+�1

+1
�2
+n

(n+�1)
2 +

4(�2��2)2
�
m+�2
m+�2

+1
�2
+m

(m+�2)
2

!)

�1 � �1 < 
1 � �1 ve �2 � �2 < 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� 3
2

(
!

 
f ;

r
4(
1��1)2

�
n+�1
n+�1

+1
�2
+n

(n+�1)
2 +

4(
2��2)2
�
m+�2
m+�2

+1
�2
+m

(m+�2)
2

!)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.
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·Ispat.

(i) Lemma 2.2.2 ve üçgen eşitsizli¼ginden

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

=

�����
nX
i=0

mX
j=0

f
�
i+
1
n+�1

; j+
2
m+�2

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)� f(x; y)

�����
=

�����
nX
i=0

mX
j=0

h
f
�
i+
1
n+�1

; j+
2
m+�2

�
� f(x; y)

i
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

�����
=

�����
nX
i=0

mX
j=0

h
f
�
i+
1
n+�1

; j+
2
m+�2

�
� f

�
i+
1
n+�1

; y
�
+ f

�
i+
1
n+�1

; y
�
� f(x; y)

i

�pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)
��

�
nX
i=0

mX
j=0

���f � i+
1n+�1
; j+
2
m+�2

�
� f

�
i+
1
n+�1

; y
�
+ f

�
i+
1
n+�1

; y
�
� f(x; y)

���
� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

�
nX
i=0

mX
j=0

���f � i+
1n+�1
; j+
2
m+�2

�
� f

�
i+
1
n+�1

; y
���� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

+

nX
i=0

mX
j=0

����f � i+ 
1n+ �1
; y

�
� f(x; y)

���� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y) (4.2.1.7)

elde edilir. Lemma 2.4.2 (iii) ve Cauchy-Schwartz eşitsizli¼ginden

I1 =

nX
i=0

mX
j=0

���f � i+
1n+�1
; j+
2
m+�2

�
� f

�
i+
1
n+�1

; y
���� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

�
nX
i=0

mX
j=0

!(2)
�
f ;
��� j+
2m+�2

� y
���� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)
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I1 �
mX
j=0

!(2)
�
f ;
��� j+
2m+�2

� y
���� qm;j;�2;�2(y)

�
mX
j=0

!(2) (f ; �m)

�
1 +

��� j+
2m+�2
�y
���

�m

�
qm;j;�2;�2(y)

= !(2) (f ; �m)

(
mX
j=0

qm;j;�2;�2(y) +
1
�m

mX
j=0

��� j+
2m+�2
� y
��� qm;j;�2;�2(y)

)

= !(2) (f ; �m)

(
1 + 1

�m

mX
j=0

��� j+
2m+�2
� y
���pqm;j;�2;�2(y)pqm;j;�2;�2(y)

)

� !(2) (f ; �m)

8<:1 + 1
�m

vuut mX
j=0

��� j+
2m+�2
� y
���2 qm;j;�2;�2(y)

9=;
(4.2.1.8)

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca Lemma 4.2.1.1� in ispat¬nda elde edilen eşitliklerden

faydalan¬l¬p, gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

mX
j=0

��� j+
2m+�2
� y
���2 qm;j;�2;�2(y)

=

mX
j=0

�
j+
2
m+�2

�2
qm;j;�2;�2(y)� 2y

mX
j=0

�
j+
2
m+�2

�
qm;j;�2;�2(y) + y

2

mX
j=0

qm;j;�2;�2(y)

=
�
m+�2
m+�2

�2 �
m�1
m

� �
y � �2

m+�2

�2
+ (1 + 2
2)

m+�2
(m+�2)

2

�
y � �2

m+�2

�

+

22

(m+�2)
2 � 2y

h
m+�2
m+�2

y + 
2��2
m+�2

i
+ y2

= 1
(m+�2)

2

�
[(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2 + (m+�2)
2

m

�
y � �2

m+�2

��
m+�2
m+�2

� y
�o
(4.2.1.9)

bulunur.
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(4.2.1.9) eşitli¼gi (4.2.1.8) eşitsizli¼ginde gözönüne al¬n¬rsa

I1 � !(2) (f ; �m)

�
1 +

1

�m

1

(m+ �2)

�
[(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2

+
(m+ �2)

2

m

�
y � �2

m+ �2

��
m+ �2
m+ �2

� y
�# 1

2

9=;
eşitsizli¼gi elde edilir. (m+�2)

2

m

�
y � �2

m+�2

��
m+�2
m+�2

� y
�
� m

4
eşitsizli¼gi yukardaki

eşitsizlikte gözönüne al¬n¬rsa

I1 � !(2) (f ; �m)
�
1 +

1

2�m

1

(m+ �2)

q
4 [(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2 +m

�
(4.2.1.10)

bulunur. Benzer şekilde I2 için;

I2 � !(1) (f ; �n)
�
1 +

1

2�n

1

(n+ �1)

q
4 [(�1 � �1)x+ (
1 � �1)]

2 + n

�
(4.2.1.11)

yaz¬labilir. (4.2.1.10) ve (4.2.1.11) eşitsizlikleri (4.2.1.7) eşitsizli¼ginde gözönüne al¬n¬rsa

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� !(1) (f ; �n)
�
1 + 1

2�n
1

(n+�1)

q
4 [(�1 � �1)x+ (
1 � �1)]

2 + n

+ !(2) (f ; �m)

�
1 + 1

2�m
1

(m+�2)

q
4 [(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2 +m

elde edilir.

�1 � �1 � 
1 � �1 ve �2 � �2 � 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j � !(1) (f ; �n)
�
1 + 1

2�n
1

(n+�1)

q
4 (�1 � �1)

2 (x+ 1)2 + n

�

+ !(2) (f ; �m)

�
1 + 1

2�m
1

(m+�2)

q
4 (�2 � �2)

2 (y + 1)2 +m

�
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jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j � !(1) (f ; �n)
(
1 + 1

2�n
1

(n+�1)

r
4 (�1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

)

+ !(2) (f ; �m)

(
1 + 1

2�m
1

(m+�2)

r
4 (�2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

)

elde edilir. Buradan

�n =
1

n+ �1

s
4 (�1 � �1)

2

�
n+ �1
n+ �1

+ 1

�2
+ n

�m =
1

(m+ �2)

s
4 (�2 � �2)

2

�
m+ �2
m+ �2

+ 1

�2
+m

bulunur.

�1 � �1 < 
1 � �1 ve �2 � �2 < 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j � !(1) (f ; �n)
�
1 + 1

2�n
1

(n+�1)

q
4 (
1 � �1)

2 (x+ 1)2 + n

�

+ !(2) (f ; �m)

�
1 + 1

2�m
1

(m+�2)

q
4 (
2 � �2)

2 (y + 1)2 +m

�

� !(1) (f ; �n)
(
1 + 1

2�n
1

(n+�1)

r
4 (
1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

)

+ !(2) (f ; �m)

(
1 + 1

2�m
1

(m+�2)

r
4 (
2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

)

bulunur. Buradan

�n =
1

n+ �1

s
4 (
1 � �1)

2

�
n+ �1
n+ �1

+ 1

�2
+ n

�m =
1

(m+ �2)

s
4 (
2 � �2)

2

�
m+ �2
m+ �2

+ 1

�2
+m

elde edilir.
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(ii) S¬ras¬yla Lemma 2.2.2, Lemma 2.4.2 (iii) özelli¼gi ve Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi

kullan¬larak

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

=

�����
nX
i=0

mX
j=0

f
�
i+
1
n+�1

; j+
2
m+�2

�
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)� f(x; y)

�����
=

�����
nX
i=0

mX
j=0

h
f
�
i+
1
n+�1

; j+
2
m+�2

�
� f(x; y)

i
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

�����
�

nX
i=0

mX
j=0

���f � i+
1n+�1
; j+
2
m+�2

�
� f(x; y)

��� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

�
nX
i=0

mX
j=0

!

 
f ;

r�
i+
1
n+�1

� x
�2
+
�
j+
2
m+�2

� y
�2!

pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

� ! (f ; �n;m)
nX
i=0

mX
j=0

0@1 +
r�

i+
1
n+�1

�x
�2
+
�
j+
2
m+�2

�y
�2

�n;m

1A pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

= ! (f ; �n;m)

(
nX
i=0

mX
j=0

pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

+ 1
�n;m

nX
i=0

mX
j=0

r�
i+
1
n+�1

� x
�2
+
�
j+
2
m+�2

� y
�2
pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

)

= ! (f ; �n;m)

(
1 + 1

�n;m

nX
i=0

mX
j=0

r�
i+
1
n+�1

� x
�2
+
�
j+
2
m+�2

� y
�2

�pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)
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jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� ! (f ; �n;m)
(
1 + 1

�n;m

 
nX
i=0

mX
j=0

��
i+
1
n+�1

� x
�2
+
�
j+
2
m+�2

� y
�2�

�pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)
� 1
2

o

� ! (f ; �n;m)
(
1 + 1

�n;m

"
nX
i=0

mX
j=0

�
i+
1
n+�1

� x
�2
� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

+

nX
i=0

mX
j=0

�
j+
2
m+�2

� y
�2
� pn;i;�1;�1(x)qm;j;�2;�2(y)

# 1
2

9=;
= ! (f ; �n;m)

�
1 +

1

�n;m
[P1 + P2]

1=2

�
(4.2.1.12)

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca (i) ş¬kk¬n¬n ispat¬nda elde edilen (4.2.1.9) eşitli¼gi P2

toplam¬n¬verece¼ginden

P2 =
1

(m+�2)
2

n
[(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2 + (m+�2)
2

m

�
y � �2

m+�2

��
m+�2
m+�2

� y
�o

yaz¬labilir ve benzer şekilde

P1 =
1

(n+�1)
2

n
[(�1 � �1)x+ (
1 � �1)]

2 + (n+�1)
2

n

�
x� �1

n+�1

��
n+�1
n+�1

� x
�o

bulunur. P1 ve P2 toplamlar¬(4.2.1.12) eşitsizli¼ginde yaz¬l¬rsa

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� ! (f ; �n;m)
n
1 + 1

�n;m

h
1

(n+�1)
2

�
[(�1 � �1)x+ (
1 � �1)]

2

+ (n+�1)
2

n

�
x� �1

n+�1

��
n+�1
n+�1

� x
�o
+ 1

(m+�2)
2

�
[(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2

+ (m+�2)
2

m

�
y � �2

m+�2

��
m+�2
m+�2

� y
�oi 1

2

�
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jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� ! (f ; �n;m)
n
1 + 1

2�n;m

h
1

(n+�1)
2

�
4 [(�1 � �1)x+ (
1 � �1)]

2 + n
	

+ 1
(m+�2)

2

�
4 [(�2 � �2) y + (
2 � �2)]

2 +m
	i1=2�

eşitsizli¼gi elde edilir.

�1 � �1 � 
1 � �1 ve �2 � �2 � 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� ! (f ; �n;m)
n
1 + 1

2�n;m

h
1

(n+�1)
2

�
4 (�1 � �1)

2 (x+ 1)2 + n
	

+ 1
(m+�2)

2

�
4 (�2 � �2)

2 (y + 1)2 +m
	i 12�

� ! (f ; �n;m)
�
1 + 1

2�n;m

�
1

(n+�1)
2

�
4 (�1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

�

+ 1
(m+�2)

2

�
4 (�2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

�� 1
2

)

bulunur. Buradan

�n;m =

"
1

(n+ �1)
2

(
4 (�1 � �1)

2

�
n+ �1
n+ �1

+ 1

�2
+ n

)

+
1

(m+ �2)
2

(
4 (�2 � �2)

2

�
m+ �2
m+ �2

+ 1

�2
+m

)# 1
2

elde edilir.
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�1 � �1 < 
1 � �1 ve �2 � �2 < 
2 � �2 için

jSn;m(f ;x; y)� f(x; y)j

� ! (f ; �n;m)
n
1 + 1

2�n;m

h
1

(n+�1)
2

�
4 (
1 � �1)

2 (x+ 1)2 + n
	

+ 1
(m+�2)

2

�
4 (
2 � �2)

2 (y + 1)2 +m
	i 12�

� ! (f ; �n;m)
�
1 + 1

2�n;m

�
1

(n+�1)
2

�
4 (
1 � �1)

2
�
n+�1
n+�1

+ 1
�2
+ n

�

+ 1
(m+�2)

2

�
4 (
2 � �2)

2
�
m+�2
m+�2

+ 1
�2
+m

�� 1
2

)

bulunur. Buradan

�n;m =

(
1

(n+ �1)
2

"
4 (
1 � �1)

2

�
n+ �1
n+ �1

+ 1

�2
+ n

#

+
1

(m+ �2)
2

"
4 (
2 � �2)

2

�
m+ �2
m+ �2

+ 1

�2
+m

#) 1
2

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.2.1.1 f(x; y) = x3y eşitli¼gi ile tan¬ml¬ f fonksiyonuna Sn;m(f ;x; y)

polinomlar dizisiyle yaklaş¬m �1 = �2 = 1; 
1 = 
2 = 2; �1 = �2 = 3; �1 = �2 = 4

olmak üzere n=m=3, 5, 8, 11, 15 için şekil 4.2�de gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.2 Sn;m(f ;x; y) polinomlar dizisi ile f fonksiyonuna yaklaş¬m

Örnek 4.2.1.2 �1 = �2 = 1; 
1 = 
2 = 2; �1 = �2 = 3 ve �1 = �2 = 3:5

için f(x; y) = x sin (y) eşitli¼gi ile tan¬ml¬f fonksiyonuna Sn;m(f ;x; y) polinomlar¬yla

yaklaş¬l¬rken, tam ve k¬smi süreklilik modülleriyle elde edilen hata de¼gerleri çizelge

4.2�de verilmi̧stir.

Çizelge 4.2 f(x; y) = x sin (y) fonksiyonuna Sn;m(f ;x; y) polinomlar dizisi

ile yaklaş¬ld¬¼g¬nda elde edilen hata de¼gerleri

n, m tam süreklilik modülüne göre hata k¬smi süreklilik modülüne göre hata

10 0:6934041516 1:303590353

102 0:4651383140 0:5413964762

103 0:1745790207 0:1824961900

104 0:05839924095 0:05921048798

105 0:01881056229 0:01889245789

106 0:005983590530 0:005991806132

107 0:001895722484 0:001896544882

108 0:0005998354881 0:0005999177550

109 0:0001897202052 0:0001897284327

1010 0:00005999835446 0:00005999917722
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4.2.2 Üçgensel bölgede iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom

Lemma 4.2.2.1 n 2 N ve S�;�k;�;�kn (f ;x; y) � üçgensel bölgesi üzerinde (4.2.2)

ile tan¬ml¬iki de¼gi̧skenli Bernstein-Stancu tipli polinom olmak üzere

S
�;�k;�;�k
n (1; x; y) = 1 (4.2.2.1)

S
�;�k;�;�k
n (t;x; y) = n+�

n+�1
x+ �1��

n+�1
(4.2.2.2)

S
�;�k;�;�k
n (� ;x; y) = n+�

n+�2
y + �2��

n+�2
(4.2.2.3)

S�;�k;�;�kn

�
t2 + � 2;x; y

�
=

1

(n+ �1)
2

(
(n+ �)2

�
n� 1
n

��
x� �

n+ �

�2
+(n+ �)

�
x� �

n+ �

�
+2�1 (n+ �)

�
x� �

n+ �

�
+ �21

�
+

1

(n+ �2)
2

(
(n+ �)2

�
n� 1
n

��
y � �

n+ �

�2
+(n+ �)

�
y � �

n+ �

�
+2�2 (n+ �)

�
y � �

n+ �

�
+ �22

�
(4.2.2.4)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. g(t; �) = 1 için operatörün tan¬m¬ndan ve Binom özdeşli¼ginden

S
�;�k;�;�k
n (1; x; y) =

nX
k=0

n�kX
l=0

pk;ln;�;�(x; y)

=
�
n+�
n

�n nX
k=0

Ckn

�
x� �

n+�

�k n�kX
l=0

C ln�k

�
y � �

n+�

�l �
n+2�
n+�

� x� y
�n�k�l
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S
�;�k;�;�k
n (1; x; y) =

�
n+�
n

�n nX
k=0

Ckn

�
x� �

n+�

�k �
n+�
n+�

� x
�n�k

=
�
n+�
n

�n � n
n+�

�n
= 1

elde edilir. g(t; �) = t olmak üzere S�;�k;�;�kn operatörünün lineerli¼ginden

S
�;�k;�;�k
n (t;x; y) =

nX
k=0

n�kX
l=0

�
k+�1
n+�1

�
pk;ln;�;�(x; y)

= 1
n+�1

(
nX
k=0

n�kX
l=0

kpk;ln;�;�(x; y) + �1

nX
k=0

n�kX
l=0

pk;ln;�;�(x; y)

)

= 1
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n+�
n

�n nX
k=0
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�
x� �

n+�

�k n�kX
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�
y � �

n+�

�l �
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n+�

� x� y
�n�k�l)

+ �1
n+�1

= 1
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�
n+�
n

�n nX
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�
x� �

n+�

�k �
n+�
n+�

� x
�n�k

+ �1
n+�1
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�
n+�
n

�n nX
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k
n

n!
k!(n�k)!

�
x� �

n+�

�k �
n+�
n+�

� x
�n�k

+ �1
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n+�1

�
n+�
n

�n �
x� �

n+�

� n�1X
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�
x� �
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�k �
n+�
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� x
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+ �1
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�
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n

�n �
x� �

n+�
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n
n+�

�n�1
+ �1

n+�1

= n+�
n+�1

x+ �1��
n+�1
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elde edilir. g(t; �) = � fonksiyonu için benzer i̧slemler yap¬larak

S
�;�k;�;�k
n (� ;x; y) =

nX
k=0

n�kX
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�
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n
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�
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S�;�k;�;�kn (� ;x; y) =
n

n+ �2

�
n+ �

n

�n�
y � �

n+ �

��
n

n+ �

�n�1
+

�2
n+ �2

=

�
n+ �

n+ �2

�
y +

�2 � �
n+ �2

elde edilir. g(t; �) = t2 + � 2 fonksiyonu için S�;�k;�;�kn operatörünün lineerli¼ginden

S
�;�k;�;�k
n (t2 + � 2;x; y) =

nX
k=0

n�kX
l=0

��
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2
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n�kX
l=0
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nX
k=0

n�kX
l=0

kpk;ln;�;�(x; y)

+�21

nX
k=0

n�kX
l=0

pk;ln;�;�(x; y)

)

+ 1
(n+�2)

2

(
nX
k=0

n�kX
l=0

l2pk;ln;�;�(x; y) + 2�2

nX
k=0

n�kX
l=0

lpk;ln;�;�(x; y)

+�22

nX
k=0

n�kX
l=0

pk;ln;�;�(x; y)

)
(4.2.2.5)

elde edilir.

(4.2.2.5) eşitli¼gindeki toplamlar daha önce hesaplanan eşitliklerden faydalan¬larak

hesaplan¬rsa

I1 =

nX
k=0

n�kX
l=0

k2pk;ln;�;�(x; y)

=

�
n+ �

n

�n nX
k=0

k2Ckn

�
x� �

n+ �

�k

�
n�kX
l=0

C ln�k

�
y � �

n+ �

�l�
n+ 2�

n+ �
� x� y

�n�k�l

=

�
n+ �

n

�n nX
k=0

k2Ckn

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k
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I1 = n

�
n+ �

n

�n nX
k=0

k2

n

n!

k!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k

= n

�
n+ �

n

�n nX
k=1

(k � 1 + 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k

= n

�
n+ �

n

�n( nX
k=1

(k � 1) (n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k

+
nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k)

= n

�
n+ �

n

�n(
(n� 1)

�
x� �

n+ �

�2 nX
k=2

(n� 2)!
(k � 2)!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k�2

�
�
n+ �

n+ �
� x
�n�k

+

�
x� �

n+ �

� n�1X
k=0

Ckn�1

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�1�k)

= n

�
n+ �

n

�n(
(n� 1)

�
x� �

n+ �

�2 n�2X
k=0

Ckn�2

�
x� �

n+ �

�k

�
�
n+ �

n+ �
� x
�n�2�k

+

�
x� �

n+ �

��
n

n+ �

�n�1)

= n(n� 1)
�
n+ �

n

�n�
n

n+ �

�n�2�
x� �

n+ �

�2
+ (n+ �)

�
x� �

n+ �

�

= (n+ �)2
�
n� 1
n

��
x� �

n+ �

�2
+ (n+ �)

�
x� �

n+ �

�

elde edilir. Benzer şekilde

I2 =

nX
k=0

n�kX
l=0

kpk;ln;�;�(x; y)

=
�
n+�
n

�n nX
k=0

kCkn

�
x� �

n+�

�k n�kX
l=0

C ln�k

�
y � �

n+�

�l �
n+2�
n+�

� x� y
�n�k�l
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I2 =

�
n+ �

n

�n nX
k=0

kCkn

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k

= n

�
n+ �

n

�n nX
k=0

k

n

n!

k!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�k

= n

�
n+ �

n

�n�
x� �

n+ �

� nX
k=1

(n� 1)!
(k � 1)!(n� k)!

�
x� �

n+ �

�k�1

�
�
n+ �

n+ �
� x
�n�k

= n

�
n+ �

n

�n�
x� �

n+ �

� n�1X
k=0

Ckn�1

�
x� �

n+ �

�k �
n+ �

n+ �
� x
�n�1�k

= n

�
n+ �

n

�n�
n

n+ �

�n�1�
x� �

n+ �

�

= (n+ �)

�
x� �

n+ �

�

elde edilir. Daha önceki hesaplamalar¬m¬zdan

I3 = I6 =
nX
k=0

n�kX
l=0

pk;ln;�;�(x; y) = 1

oldu¼gu biliniyor. Benzer şekilde

I4 =

nX
k=0

n�kX
l=0

l2pk;ln;�;�(x; y)

=
�
n+�
n

�n nX
k=0

Ckn

�
x� �

n+�

�k n�kX
l=0
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�
y � �
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�
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� x� y
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I4 = (n� k)
�
n+�
n

�n(
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k=0

Ckn

�
x� �
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n
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�
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l=0

C ln�k�2
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n+�
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+
�
y � �
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�
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=
�
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n
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�
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I4 =
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�
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�2 n�2X
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�
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�
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�
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�
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�
elde edilir. Son olarak
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l=0
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I5 = (n� k)
�
n+�
n
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�
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n
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n

�n � n
n+�

�n�1 �
y � �
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�

= (n+ �)
�
y � �

n+�

�
elde edilir. Bu eşitlikler (4.2.2.5) eşitli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

S
�;�k;�;�k
n (t2 + � 2;x; y) = 1

(n+�1)
2

�
(n+ �)2

�
n�1
n

� �
x� �

n+�

�2
+ (n+ �)

�
x� �

n+�

�

+2�1 (n+ �)
�
x� �

n+�

�
+ �21

o

+ 1
(n+�2)

2

�
(n+ �)2

�
n�1
n

� �
y � �

n+�

�2
+ (n+ �)

�
y � �

n+�

�

+2�2 (n+ �)
�
y � �

n+�

�
+ �22

o
eşitli¼gi elde edilir.

Teorem 4.2.2.1 f , [0; 1]� [0; 1] bölgesinde sürekli bir fonksiyon ise

lim
n!1



S�;�k;�;�kn f � f



C(�)

= 0

gerçeklenir.
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·Ispat. Bu teoremin ispat¬nda Teorem 2.4.1 kullan¬laca¼g¬ndan öncelikle

lim
n!1

max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (1; x; y)� 1
��� = 0

lim
n!1

max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (t;x; y)� x
��� = 0

lim
n!1

max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (� ;x; y)� y
��� = 0

lim
n!1

max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (t2 + � 2;x; y)� (x2 + y2)
��� = 0

(4.2.2.6)

oldu¼gu gösterilmelidir.

g(t; �) = 1 fonksiyonu için (4.2.2.1) eşitli¼ginden

lim
n!1

�
max
(x;y)2�

��S�;�k;�;�kn (1; x; y)� 1
��� = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. g(t; �) = t fonksiyonu için (4.2.2.2) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden
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�
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o

= 0

elde edilir.
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g(t; �) = � fonksiyonu için (4.2.2.3) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden

lim
n!1

�
max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (� ; x; y)� y
����
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+ �2��
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o

= 0

elde edilir.

Son olarak g(t; �) = t2+� 2 fonksiyonu için (4.2.2.4) eşitli¼gi ve üçgen eşitsizli¼ginden
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�
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lim
n!1

�
max
(x;y)2�

���S�;�k;�;�kn (t2 + � 2 ; x; y)� (x2 + y2)
����
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n

�
� 1
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+
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+
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2
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�

+
��� �2
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2

�
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n

�
� (1+2�2)
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2�+

�22
(n+�2)

2

���o

= 0

elde edilir.

S�n;�;�k;�;�k operatörü

S�n;�;�k;�;�k(f ;x; y) =

8<: S
�;�k;�;�k
n (f ;x; y) ; (x; y) 2 �

f(x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1] n�

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda




S�n;�;�k;�;�kf � f


C([0;1]�[0;1]) = max
(x;y)2[0;1]�[0;1]

���S�n;�;�k;�;�k(f ;x; y)� f(x; y)���
= max

(x;y)2�

��S�;�k;�;�kn (f ;x; y)� f(x; y)
�� (4.2.2.7)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. (4.2.2.6) ve (4.2.2.7) ifadeleri kullan¬larak

lim
n!1




S�n;�;�k;�;�k(1; x; y)� 1


C[0;1]�[0;1] = 0
lim
n!1




S�n;�;�k;�;�k(t;x; y)� x


C[0;1]�[0;1] = 0
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lim
n!1




S�n;�;�k;�;�k(� ;x; y)� y


C[0;1]�[0;1] = 0
lim
n!1




S�n;�;�k;�;�k(t2 + � 2;x; y)� (x2 + y2)


C[0;1]�[0;1] = 0
bulunur. Böylece Teorem 2.4.1�den [0; 1] � [0; 1] bölgesinde sürekli ve tüm R2 de

s¬n¬rl¬herhangi bir f fonksiyonu için

lim
n!1




S�n;�;�k;�;�kf � f


C[0;1]�[0;1] = 0
elde edilir. Burada (4.2.2.7) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

lim
n!1

�
max
(x;y)2�

��S�;�k;�;�kn (f ; x; y)� f(x; y)
��� = 0

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.2.2 f 2 C(�) olsun. Bu durumda

(i) � � �1 � �1 � � ve � � �2 � �2 � � için

���S�;�k;�;�kn (f ;x; y)� f(x; y)
��� � 2!

0@r
4(���1)2(n+�n+�

+1)
2
+n

n+�1
;

r
4(���2)2(n+�n+�

+1)
2
+n

n+�2

1A

(ii) � � �1 < �1 � � ve � � �2 < �2 � � için

���S�;�k;�;�kn (f ;x; y)� f(x; y)
��� � 2!

0@r
4(�1��)2(n+�n+�

+1)
2
+n

n+�1
;

r
4(�2��)2(n+�n+�

+1)
2
+n

n+�2

1A

eşitsizlikleri gerçeklenir.
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·Ispat. Lemma 2.2.2, Lemma 2.4.2 (v) ve Cauchy-Schwartz eşitsizli¼ginden

���S�;�k;�;�kn (f ;x; y)� f(x; y)
��� = �����

nX
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�����
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I1 ve I2 toplamlar¬(4.2.2.8) eşitsizli¼ginde yaz¬l¬rsa���S�;�k;�;�kn (f ;x; y)� f(x; y)
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