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OZET

TEZIN BASLIGI: DALGA KILAVUZLARI BOYUNCA
GECICI SINYALLERIN TRANSFERI.

YAZAR ADI :EMRE EROGLU

Bu calismada; miikemmel iletken yiizeylerden yapilmis bir dalga kilavuzu
icerisinde herhangi bir formda olan uyarict kaynak fonksiyonlarinin olusturacagi
elektromagnetik alan ifadelerinin ¢6ziilmesi problemi “Elektromagnetik Teoriye
Evrimsel Yaklagim” (EAE) adi verilen analitik bir zaman uzayr yontemi ile ele

alinmistir.

TE ve TM dalga kilavuzu modlarmin bir tam kiimesi direk olarak zaman-
uzaymda elde edilmistir. Modlarin her bir alan bileseni iki faktoriin triinidiir:
Birincisi modal baz problemine karsilik gelen enlemsel dalga kilavuzu
koordinatlarinin bir vektor fonksiyonudur. Bu fonksiyon iyi ¢alisilmis Dirichlet ve
Neumann smir-6zdeger problemi yoluyla belirlenir. Fiziksel olarak, bu vektor
fonksiyonlar1 dalga kilavuzu kesit-alan1 icerisinde modal kuvvet yollaridir. Ikincisi
ise zaman-bagimli modal genlik problemine karsilik gelen skalar bir fonksiyondur.
Bu fonksiyon Klein-Gordon denkleminin dalga kilavuzunun eksenel koordinat ve
zamana bagli ¢oziimili olarak elde edilir. Sonug olarak, dalga kilavuzunda zaman-
uzayi sinyal yayilmasi problemi nedensellik prensibine bagli kalinarak analitik olarak
¢cozilmiistlir. Enerji, enerji artimi (surplus of the energy) ve genlikler igin sayisal
sonuglar, tamsayr ve yari-tamsay1 indisli Bessel fonksiyonlar1 yardimiyla ortaya

konulmustur.



SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: TRANSFERRING OF THE
TRANSIENT SIGNALS ALONG WAVEGUIDES.

AUTHOR :EMRE EROGLU

In this study, the problem of electromagnetic field strength which are
produced by a given source function which has arbitrary time dependency in a
waveguide having perfect electric conductor surface is considered by an analytical

time domain method called Evolutionary Approach to Electromagnetics (EAE).

A complete set of TE and TM waveguide modes is obtained in time-domain,
directly. Every field component of the modes is product of two factors: First one is a
vector function of transverse waveguide coordinates which corresponds to a modal
basis problem. It is specified via well studied Dirichlet and Neumann boundary
eigenvalue problems. Physically, these vector functions are distributions of the
modal force lines in the waveguide cross-section. The second one is a scalar function
corresponds to a time-dependent modal amplitude problem. This is obtained as the
solution of Klein-Gordon equation depend on the waveguide’s longitudinal
coordinate and time. Consequently, the problem of time-domain signal propagation
in the waveguide is solved analytically in compliance with a causality principle. The
graphical results are shown for the cases when the energy, surplus of the energy and
amplitudes for the waveguide time-domain waveguide modes are represented via the

first kind Bessel functions of semi-integer order.

Keywords: Electromagnetic theory, Maxwell equations, time-domain,
evolutionary equations, modal basis, modal amplitude, Bessel function, semi-integer

order, Heaviside step function, surplus of energy.
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ve WI3/2 ‘nin 0 < ¢ <7 arali@indaki degigimi.
, Ve W'y2 ‘nin 0 < & <7 aralifindaki degigimi.

Iy - . o ..
ve W ’nin 0<& <7 aralifindaki degisimi.

I b : ~ . - . .
, ve W ’nin 0<& <7 araligindaki degisimi.

7 =10 sabit.
7 =20 sabit.
7 =30 sabit.
7 =10 sabit.
7 =20 sabit.
7 =30 sabit.
7 =20 sabit.
7 =30 sabit.

W ve W'”2 'nin 0 < & <7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit.

, Ve W'”2 'nin 0 < & <7 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit.
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1. GIRIS
1.1. Konu ve Onemi

Elektromagnetik teoride evrimsel yaklasim (zaman tlirevi korunup)
kullanilarak, elektromagnetik alan kuvvetlerinin arandigi, baslangi¢ kosullar1 verilen
ti¢ kanonik sinir-deger problemi vardir. Bunlar, Kavite (Kutu) Problemi, Dalga
Kilavuzu Problemi ve Harici (outer) problem. Bu tezde, Dalga Kilavuzu Problemi
Euclid uzayinin bir alt uzayinda c¢alisilmistir ve problem kanoniktir. Kavite
probleminde kullanilan yontem ile Maxwell operatoriiniin denklemden ayristirilip
¢oziilmesidir. Coklu baglantili oldugu kabul edilen dalga kilavuzunun i¢i bos rasgele
bir Kkesit-alanli fakat geometrik olarak Oz ekseni boyunca regiiler bir kesitinde

problemin ¢6ziimii yapilmistir. Dalga kilavuzu yilizeyi mitkkemmel elektrik iletkendir.

Sonlu smir-deger problemlerinde elektromagnetik alanlarin incelenmesi
elektromagnetik teoride temel bir problemdir. Problemin ¢oziildiigli yapilar kavite
veya rezonator olarak adi verilir. Klasik zaman-harmonik elektromagnetik teoride,
teorik olarak sadece t=—oo’da baslayip t=+o0’a kadar devam eden olaylar
incelemek miimkiindiir. Ancak ger¢ek durumda arastirmacilar “Zorlanmis Salinim”
olarak adlandirilan osilasyonlarla islem yapar. “Zorlanmis” terimi elektromagnetik
alanlarin bir uyarict kaynagin uygulamaya baslamasi ile olustugu anlamina
gelmektedir. Elektromagnetik alanlar sadece kaynak uygulanmaya basladiktan sonra
dogar ve zamanla salinirlar. Elbette ki boyle olaylarin t =0 gibi bir baslangiclar

vardir [Erden, 2009].

Zaman-uzay1 calismalarinin bilinen iki ana yontem ile ¢oziilmesi yaygindir.
En sik uygulanani, niimerik analiz yontemi kullanilarak ¢oziilen, sayisal niceliklerin
herbir veri sonrasinda tespit edilip analiz edildigi Zaman Uzay: Sonlu Farklar (Finite
Difference Time Domain - FDTD) yontemidir. Kullanilan yontemler niimerik
analizin uygulamalar1 ve bu uygulamalarin sagladig1 c¢esitliliktir [Taflove ve

Hagness, 2005]. Yontemdeki verilerin bollugu, salinim boyunca veri saglanabilmesi



ve bu verilerin kaydedilip sonucun mukayese edilerek baglangic-siireg-sonug
karsilastirmasiyla gozlem yapilip saglikli bir neticeye ulasilabilmesidir. Yontemin

zenginligi bilgisayar verilerinin ¢oklugu ve karsilastirilabilirligidir [Erden, 2009].

Ikinci yontem ise analitiktir. Bu yontemde Fourier veya Laplace Integral
Déniisiimleri kullanilir. Integraller (— oo,oo) araliginda calisildigindan nedensellik
(causality) prensibi bu yontemde alt1 ¢izilmesi gereken prensiplerden biridir. Fizik ve
matematik beraber diisliniilmelidir. Matematiksel sonuglar fiziksel gereksinimleri de

kargilamalidir.

Analitik bir yontem olan Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklasim (ETEY)
[Tretyakov, 1993] yontemi de bu ciimledendir. Yontem zaman-uzayinda
elektromagnetik alanlarin ¢6ziimlerini analitik olarak inceler. Analitik incelemede
diferansiyel evrim denklemleri (zaman tirevi korundugundan denklemler evrim

denklemleridir) ile ¢aligilir.

ETEY yontem ile yakin tarthte, milkemmel iletken dalga kilavuzu
ylizeyleriyle bu kavite ve dalga kilavuzlarinin kesit-alanlarinda zamanda baslangici
olan siniizoidal bir isaret ile elektromagnetik alanlarin uyarilmasi ve dalga kilavuzu
boyunca transferi incelenmistir [Aksoy ve Tretyakov, 2002], [Aksoy ve Tretyakov,
2004], [Aksoy et al, 2005].

Bu tezde;

(i) Kaynak fonksiyon, iistel fonksiyon ve Bessel fonksiyonun ¢arpimi olarak
hesaplanmis ve daha sonra ¢6ziimdeki Bessel fonksiyon ailesi i¢in tamsay1 ¢oziimleri

ve yari-tamsayi (semi-integer) ¢oziimleri verilmistir.

(i) Bu c¢oziimlerde Heaviside fonksiyonu da kullanilarak ¢6ziim daha da

zenginlestirilmistir.



(iii) Enerji ve enerjideki degisim (surplus of enerji) biiyiikliikleri ortaya
konulmus, bu biiyiikliklerin tamsayr ve yari tamsayr indisli durumlar1 takdim

edilmistir.

(iv) Coziimler sayisal oOrneklerle desteklenerek goérsel bir perspektif

saglanmaya calisilmigtir.

1.2. Tezin Amaci ve i¢cerigi

Tezin amaci; Maxwell denklem sisteminin zaman-uzayinda 0, nin

korundugu evrim denklemleri ve Laplacian vasitasiyla analitik olarak ¢oziilmesidir.
Elektromagnetik alanlar Maxwell denklem sisteminden bu sekilde ayristirilip zaman
uzaymda coziilecektir. Coziim, dalga kilavuzu boyunca incelenerek elde edilir.

Sonuglar tezde su sira ile incelenmistir.

Bolim 2’de; TE-TM zaman-uzayr modlarina genel bir bakis yapilmis,
Neumann ve Dirichlet problemlerinin ¢éziimii tartisilmis, uyaric1 kaynak ile dalga
kilavuzu boyunca sinyal transferi i¢in, koordinatlarin ve zamanin ikinci dereceden
tiirevlere sahip (harmonik) reel-degerli 6z vektor fonksiyonlar: sinifinda elde edilen

tam analitik ¢oziimleri verilmistir.

Maxwell denklemleri c¢oziiliitken baslangic sartlar1 uygulanmis, sinir
degerleri kullanilarak nedensellik prensibine bagli kalinip ¢6ziim bodylece elde

edilmistir.

Boliim 3°te; Bessel diferansiyel denklemi (fonksiyonu) ve Legendre
polinomlart hakkinda genel bilgiler verilmis, modal genliklerin Bessel fonksiyonu
yardimiyla nasil ¢o6ziildiigii ele alinmistir. Lorentz transformasyonu altinda invaryant
kalan Klein-Gordon denkleminin ¢oziimlerine bakilmis, degiskenlerine ayristirma
yontemi ile Klein-Gordon dalga denklemi ¢oziiliip ¢oziim Bessel fonksiyonu ile iistel
bir fonksiyonun ¢arpimi olarak elde edilmistir. Bu ¢6zlimiin sifir-sonsuz araliginda

tam bir fonksiyon ailesi elde edilmistir. Daha sonra ¢6ziime Heaviside fonksiyonu



uygulanmistir. Bunlara ilaveten 3-bilesenli ve 2-bilesenli alan vektorlerinin ortalama
enerji yogunluklarinin formiilleri tartigilmig, bunlarin toplami toplam enerji ile ifade
edilmistir. Poynting vektorii ile enerjinin birbirine orani olan anlik hiz, formiile
edilmistir. Daha once c¢alisilmis olan [Aksoy ve Tretyakov, 2004] problemin
uygulandig1 uzay tamsayilar cimlesi ile yari-tamsayt (semi-integer) ctimlesi beraber
verilmistir. Bessel fonksiyonunun indeksi ¢ =s+1/2, s=0,1,2,3,.... alinarak tam,
kiiresel (spherical) Bessel fonksiyon ailesinin seri ¢Oziimii verilmistir. Nihayetinde
Bessel diferansiyel denklemi ve Bessel fonksiyonlari ile ilgili ayri bir tartisma

yapilmustir.

Bu bolimde genlik problemi tartigilmig, kiiresel ve silindirik Bessel
fonksiyonu yardimi ile ¢dziimler gdsterilmistir. [laveten Helmholtz denklemi kiiresel
koordinatlarda Legendre polinomlar1 yardimi ile ¢6ziilmiis ve aym1 denklemin
kartezyen koordinatlarina ek olarak yeni bir yaklasim sunulmustur. Bu yaklasim
sonucunda elde edilen denklemlere sinir kosullart uygulanmadan ve denklemler

normalize edilmeden sunulmus, bu tartismalar baska ¢alismalara birakilmistir.

Bu bdliimde sayisal sonuglar elde edilerek kiyaslanmig ve grafik davranislari

hakkinda yorumlar yapilmistir. Hemen her grafik i¢in «=0123,...ve
a=1/2,3/2,...degerlerine ayr1 ayri bakilmis, 7 =10,20,30,.. ve & =10,20,30,..

degerlerine ait grafiklerin birbiri ile kiyaslanmasi1 yapilmistir.

1.3.Tarihsel Gelisim

Bu tezdeki tartismalar Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklagim (ETEY)
yontemi ile yapilmistir. ETEY’in temel prensibi Maxwell denklemlerindeki
elektromagnetik alanlarin bulunmasinda 0, zaman tiirevini koruyarak sistemden

alanlar1 ¢ekerek Klein-Gordon denkleminden genlikleri ve potansiyelleri de

Helmholtz denkleminden elde edip ¢oziime ulasmasidir.

Elektromagnetik teorinin Maxwell denklemeleri {izerine kuruldugunun kabul

edilmesinin ardindan, problemlerin ¢ogu frekans (Fourier) uzayinda gelistirilmistir.



Elektromagnetik problemlerinin ¢odziimlerinde Fourier doniisiimiiniin kullanilmasi
zamant bagimsiz degisken olmaktan ¢ikarmis ve saptanan etkin frekans
degerlerindeki alan ifadelerinin genlikleri ters Fourier doniisiimii ile zaman uzayina
indirgenerek, elektromagnetik problemlerin zaman uzay: cevaplar1 aranmistir [Erden,
2009].

Fakat; burada ele alinan ETEY yontemi, 0, zaman tiirevi korunarak ki

Matematikgilerin Evrim Denklemleri olarak adlandirdigi zaman tiirevli diferansiyel

denklemlerin bu sayede t,=0 ve t =t araligindaki tekamiiliinii hesaplayip

gozlemleyebilmek imkani tanimistir. Yontemin farkliligi uygun baslangi¢ sartlart
altinda, yine uygun sinir kosullart (nasil bir kesit-alanda galisiliyor ise buna bagli
sinir kosullar1) uygulanarak hesaplanan elektromagnetik alanlarin zaman uzayindaki
davraniglarinin gézlemlenebilirligidir. Bundan dolayr yontem Evrimsel Yaklagim
(Evolutionary Approach) olarak adlandirilmistir. Klein-Gordon denkleminden elde
edilen modal genlikler zamana (ve eksenel koordinat z’ye) baglidirlar. Denklemden
elde edilen ¢6ziimler zaman-bagimli oldugu gibi bu diferansiyel denklemin o 'nin

(0, oo) araligindaki degerleri i¢in bir seri ¢6zlimii olustururlar.

Bu fikir 1980’lerde O. A. Tretyakov tarafindan ortaya atilmis ve Rus bilimsel
dergilerinde yaymlanmistir [Tretyakov, 1986], [Tretyakov, 1989]. Yo&ntemin
Ingilizce versiyonu ise ilk olarak 90’li yillarda yayinlanmistir [Tretyakov, 1993],
[Tretyakov, 1994]. ETEY yoOnteminin degisik uygulamalar1 hakkinda yakin
zamanlardaki yayinlar fikir verecektir [Aksoy ve Tretyakov, 2003], [Aksoy ve
Tretyakov, 2004], [Aksoy et al, 2005].

ETEY yontemi iki ana fikre dayanmaktadir. Yayinlar kronolojik
incelendiginde elektromagnetik problemlerin zaman uzayinda galisilmas: fikrinin
onciileri 1940’larda ve 1950’lerde goriilmektedir. J. C. Slater [Slater, 1946], G. V.
Kisun’ko [Kisun’ko, 1949], K. Kurokawa [Kurokawa, 1958] ve R. Miiller [Miiller,
1961] alanlar1 6zmodlarin serileri seklinde sunmaya ¢alisan ilk kisilerdir.
Elektromagnetik teoride daha sonra yayimlanan J. Van Bladel’in eseri bu fikri
detayli bir sekilde igerir [Van Bladel, 1985]. Bu fikir, alanlarin kompleks genlikleri



icin ileri siiriilmiis ve simdiye dek uygulanmaya devam edilmistir. Zaman uzayindaki

Maxwell denklemlerine Fourier doniisiimii uygulanarak; 0, , i@ ile degistirilmis ve

genel durumda lineer olmayan biinye denklemleri lineer hale getirilmistir.
Dolayisiyla, sadece bir yol kalmistir: Elektromagnetik problemi frekans uzayinda
lineerlestirmek. Ancak, lineer elektromagnetik problemlerde bile Fourier doniisiimi
goriindigi kadar kolay degildir [Erden, 2009]. Bu konuda karsilagilan problemlere
iligkin derinlemesine bir inceleme P. Hillion’un makalesinde mevcuttur [Hillion,

1993].

Ikinci 6nemli fikir; 6zmodal c¢oziimleri, Maxwell denklemlerinde 0,’yl

muhafaza ederek elde etmektir. Bu serilerdeki katsayilar olan modal genlikler
zaman-bagimli olmalidirlar. Bunun sonucu olarak, modal genlikler i¢in zaman tiirevli
bir evrimsel diferansiyel denklemler cilimlesi ortaya ¢ikmalidir. Bu denklemler
climlesi bir bagka yol olan Zaman Uzayinda Elektromagnetik Teoriye Evrimsel
Yaklagim Teorisinin gelisim yolunu acar. Biinye denklemleri gercekte zaman
tirevini igeren diferansiyel forma sahiptirler ve bunlarin cebirsel formlara
dontstiirilmesi; kuvvet terimi harmonik bir isaret olan hareket denkleminin
¢oziilmesi ile baslar. H. F. Harmuth yakin gec¢miste yayminda bu gercegi
hatirlatmistir [Harmuth, 1993]. Zaman tiirevli biinye denklemleri i¢in diferansiyel
formlar ETEY yontemi i¢in dogal olup, bu biinye denklemlerini evrim denklemleri ile
birlestirmek kolaydir [Erden, 2009].

ETEY farkli versiyonlarda gerceklestirilebilir. Bunlarin her biri; Maxwell
denklemlerinden bulussal olarak kendine-6zdes veya sadece simetrik lineer
operatoriin matematiksel olarak ayrigsmasi ile baslar. Bu ikinci bahsedilen uzay
degiskenlerine gore etki eder. Maxwell denklemlerinden bu sekilde kendine-6zdes
operatdriin  ayristirilmasi, bir operator O6zdeger denklemi verir. Bu O6zdeger
denklemlerinin 6z¢odziimlerinin segilen bir ¢oziim uzayinda bir baz olusturur. Bunun
sonucu olarak, aranan ¢6ziim, 6zvektor serileri cinsinden sunulabilir. Bu fiziksel
olarak modal alan ¢ozlimleri anlamina sahiptir ve burada modal genlikler zaman-
bagimlidir. Bundan sonra modal genlikler i¢in evrim denklemleri tiiretilmistir

[Tretyakov, 1993], [Erden, 2009].



ETEY yonteminin kavite problemi i¢in uygulama ornekleri de bulunmaktadir
[Tretyakov, 1993]. Maxwell denklemlerinden ilk olarak i¢i bos bir kaviteye
uygulanan kendine-6zdes bir operator ayristirilmistir. Daha sonra bu kavite istenen
malzeme ile doldurulabilir. Burada dispersif veya kayipli bir malzeme kullanilabilir

[Erden, 2009].

Dalga kilavuzundaki elektromagnetik alanlar, dalga kilavuzu modal baz
elemanlarinin agilimi olarak elde edilmistir. Bazin bu elemanlar1 koordinatlarin
vektor fonksiyonlaridir. Serideki her eleman skalar bir modal genlik faktoriine
sahiptir. Bu genlikler alanlarin zaman bagimliliklar1 bakimimdan bulunmasi gereken
fonksiyonlaridir. Genel olarak baz elemanlar1 Laplace operatdrii i¢in vektor sinir-
6zdeger problemi ile ifade edilir. Degiskenlerine ayristirmanin uygulanabildigi 6zel
durumlarin hepsinde bu vektér problemleri Laplace operatérii igin Dirichlet ve
Neumann simir-deger problemine doniisiirler. Modal genlikler i¢in Maxwell
denklemlerinden zaman tilirevli bir adi diferansiyel denklemler sistemi tiiretilmistir.
Sistem uygun baslangic kosullar1 ile desteklenmistir. Bu problem Cauchy
problemidir. Boylece modal genlikler, basit konvoliisyon integralleri olarak elde
edilmistir. Kaynak isaret zamanin integre edilebilen rasgele bir fonksiyon olabilir.
Ornek uygulamalarda ¢oziim Bessel fonksiyonu ve iistel bir fonksiyonun carpimi
olarak hesaplanmistir. Bunlarin nedensellik (causality) prensibini saglamalar1 garanti

edilmistir [Erden, 2009].



2. ZAMAN-UZAY| MODLARI PROBLEMI

2.1. Giris

Dalga kilavuzlar1 boyunca sinyal transferinin analizi iki ana kisimdan olusur.
[lki, zaman-uzay1 dalga kilavuzu modlarinin modal bazda sunumudur. ikincisi ise,
Klein-Gordon dalga denkleminin ¢oziilmesi ile takdim edilir. Klein-Gordon
denkleminin ¢6ziimii bize sinyal transferini saglayan zaman-bagimli modal genlikleri
gosterir. Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimii nedensellik (causality) prensibine bagl

kalinarak bulunur. Bu ¢6ziimler seri halinde evrimsel olarak ifade edilir.

Dalga kilavuzlar1t boyunca sinyal (isaret) transferi problemi agik olarak

¢ozilir. 7 ve &’nmin fonksiyonu olan sinyal Heaviside fonksiyonu tarafindan
yayilimina baslanan ve onun 7 ve & cinsinden tiirevlerine sahip, bunlarin lineer bir

kombinasyonu olarak sunulmustur.

I¢i bos bir dalga kilavuzundaki sinyallerin yayilmasi ve iletilmesi problemi
analitik bir zaman-uzay: yontemi olarak diisiiniiliir. Dalga kilavuzu geometrik olarak
homojen, Oz ekseni boyunca regiiler ve onun kesit-alan1 yeteri kadar diizgiin yiizeyli
kapali tekli-baglantilidir. Bu yiizeyin miimkiin olan higbir agis1 7 dereceyi
asmamaktadir. Dalga kilavuzu yiizeyr miikemmel elektik iletkendir. Tam TE ve TM
dalga kilavuzlart modlart direk olarak zaman-uzayinde elde edilmistir. Her bir modal
alan enlemsel (transverse) ve eksenel (longitudinal) kisimlarinin vektor uzantilarinin
toplami1 olarak alinmistir. Her bir uzant: iki etkenden olusur. Biri dalga kilavuzunun
bir eleman1 ve enlemsel dalga kilavuzu koordinatlarinin vektor fonksiyonu olan
modal baz, digeri t zaman1 ve eksenel koordinat z nin skalar bir fonksiyonu olan bir
modal genlik. Modal bazlarin biitiin elemanlar1 iki skalar potansiyel yardimiyla
belirlenir. Bunlar uygun bir yol ile normalize edilmis Laplacian i¢in Dirichlet ve
Neumann sinir-deger problemlerinin 6z¢oziimleridir. Modal bazin her bir elemani
dalga kilavuzu yiizeyinde uygun sinir kosullar1 saglar. Modal genlikler evrimsel
kismi diferansiyel denklemler sisteminin zamana (ve eksenel koordinat z’ye) baglh

¢Oziimleridir.



3-bilesenli pozisyon vektdrii R ve V operatorii, dalga kilavuzu kesit-alanin S

yiizeyi ve z-ekseni,
R=r+zz, V=V, +29, 1)

olarak alinacaktir. Burada z, Oz ekseni boyunca yonelmis birim vektor, r S kesit

alanl dalga kilavuzundaki 2-bilesenli pozisyon vektorii ve V  , V’nin enlemsel
kismidir.  Diferansiyel operatérii. V|,  sadece enlemsel dalga kilavuzu

koordinatlarinda (r) ¢alisir. 3-bilesenli elektromanyetik alan kuvvet vektorleri E ve

H her biri asagidaki gibi iki-bilesenli ve bir-bilesenli vektorlerin toplami olarak

E.(R.t)=E(r,z,t)+zE,(r,7,1)
H,(Rt)=H(r,z,t)+zH,(r,z1)

sunulmustur. Siir kosullari,

(n-H). =0 (I-E). =0, (z-E)_=0 (3)
dir.

2.2. TE Zaman-Uzayr Modlar1

Neumann problemi ¢6ziilerek baglanmalidir.

(Vi +U;)l//m(r):0

e o @

2
Us—m_ﬂz//m (r)‘zds =1N
S

burada &, =n-V , L konturu iizerinde normal tiirev, 02 >0, m=12,.... ézdegerler,

m indisi reel eksende artan bir sira ile siralanan niimerik degerler, w, (r) lerde bu
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Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir. (4) denklemindeki kuvvet boyutunun N

(Newton) olmas1 gerekir ki E, ve H,_ alan vektor uzantilari igin sirastyla Vm™ ve

Am™ fiziksel boyutlari saglansin.

Ornekl:

0<x<a ve 0<y<b ile smirlart belirlenen dikdortgen seklinde bir dalga
kilavuzu olan L konturunu diisiinelim. A" normalizasyon sabiti olmak iizere ¥, (r)
potansiyelini ¥, (r)= A"y, (r) olarak alalim. w, (r)= cos(psx/a)cos(zqy/b) dir. p

ve q parametreleri p,q=012,..,p+q=#0 sartim1 saglayan tamsayilardir. (4)

problemini ¢ozerek

2 2
v :nz(%+g—2js ;q

. 0, egerm#n 5
elde edilir. Burada &,, ve 6., Kronecker deltasidir (5, , = y oldugu
' ’ ’ 1, egerm=n

hatirlanmalidir.). v? 6zdegerlerini reel eksen iizerinde konumlayan indis m indisidir:

m— (p, q). Y. (r) potansiyeli zaman-uzay1 TE modlarinin taniminin bir pargasidir.

E' =0
Oy = (=040 (2.0)) FeV o (1) x2 ]
OpHI = (04, e (2,0))] 1tV 70 ()]

oY, = (h, (2)) v Jeowa (1)

burada o, ., = (1/cu,)o,, Qo) = (1/v,)0, ve ¢ ==&, 1, boslukta ik hizidur.
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Modal alan giftleri dalga kilavuzu kesit-alaninda [*] koseli parantez ile
gosterilir. Buradaki potansiyellerin hepsi Laplacian’dan elde edilirler. <*> kirik

parantez ile ifade edilen faktdrler uygun modal alan uzantilarinin modal genlikleri

fiziksel manasina sahiptir. Hepsi Klein-Gordon denkleminden elde edilen bir h_(z,t)

potansiyeli tarafindan belirlenir.
(atz)mCt - aimz +1)1m (Z’t) =0 (7)

(4) problemi bir sifir asikar ¢oziimiine daha sahiptir. Bu ¢oziim v =0 6zdegerine
karsilik gelir ve harmonik ‘Po(r) fonksiyonu i¢in Vi‘l’o(r):O, 8n‘1’0(r)‘L =0
problemini iiretir. r e L+S ve c; bir sabit olmak iizere harmonik fonksiyonlar

maksimum-minimum teoreminden W¥,(r)=c, elde edilir. ¥,(r) potansiyeli bir TE

modu daha tiretir.
Ef(r,z,t)=0, Hi(r,z,t)=zc, (8)

burada H) alanmin modal genligi de bir sabittir.

Weyl Teoremi TE zaman-uzayr modlarinin L, Hilbert uzayinda tam

oldugunu ifade etmektedir [Weyl, 1940].
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2.3. TM Zaman-Uzayr Modlari

Once Dirichlet problemi ¢oziilmeli

¢m (r)“_ = (9)
K> 2
— r) ds=1N
2 [l (r)
burada K,f] >0, m=12,.... 6zdegerler, m indisi reel eksende artan bir sira ile

siralanan  nlimerik  degerler, ¢, (r) lerde  bu Ozdegerlere karsilik gelen
dzvektorleridir. E, ve H_ alan vektor uzantilarinin fiziksel boyutlari sirasiyla Vm™

ve Am™ seklindedir. x5 =0 Szdegerine karsilik gelen ¢, (r) ¢dziimii sifirdir.

Ornek 2:

Dikdortgen dalga kilavuzu igin bir 6rnek daha diisiinelim. A7, normalizasyon
sabiti olmak iizere @ (r) potansiyeli ®_(r)= A%g, (r) olarak alinsin.
¢, (r)=sin(pax/a)sin(qzy/b) dir. p ve q parametreleri p+q#=0 sartiyla

p,q=0.12,... tamsayilardir. (9) problemi ¢oziilerek

= A°

p.q

A =

2
Km

@, (r) potansiyelide TE modlarinda ‘P, (r) potansiyeli gibi zaman-uzayi TM

modlarmin taniminin bir parcasidir.
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He =0
Kn_lee < (Km ct)e >|:ZX_2 /uovj_¢m(r)]
KES = < (sz)e >[ &V.P, (r)]

K B =(en (2,1) >[f<m-%/5¢m(r)}

(11)

burada O, =(1/ck,)0,, 0

Ct

(k) = (1/ Km)ﬁz ve € =&, 4, boslukta 1sik hizidir.

Weyl Teoremi TM zaman-uzayr modlarinin L, Hilbert uzayinda tam

oldugunu ifade etmektedir [Weyl, 1940].

Uyar 1:
Her bir ayr sabit degerli m indisi i¢in, biitiin (6) ve (11) zaman-uzay1

modlar1 sinir kosullarini saglar.
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3. ZAMAN UZAYI MODLARININ GENEL
OZELLIKLERI

3.1. Zaman-Uzayr Modlarimin Tamhgi

(6) ve (11) zaman-uzayl modlarmin her ikisi de 6-bilesenli reel degerli
fonksiyonel vektér uzayr icinde asagidaki i¢ carpim tarafindan belirlenen keyfi

X, X, vektor ¢ifti tanimlar.

1
(xl’xz)sz(‘%El-Ez+/10H1-H2h5<°o (12)

burada X, =col(E,,H,) ve X, =col(E,,H,) ve “col” un manast “kolon” ve " iig

bilesenli vektorler igin skalar carpimdir.

TE ve TM modlarinin (6) ve (11) kiimesini sirasiyla, asagidaki gibi

Xt :coI(E[;,H“m) ve X¢ :coI(Efn,an) olarak gdsterelim. m=m’ olmak
lizere, ilk farkli eleman giftini X ve X! alip (12) denkleminde bunlar1 X,, X, 'nin

yerlerine koyarsak (XQ, x;,):o sonucunu buluruz. Bu hize G kiimesindeki biitiin

elemanlarin karsiliklt birbirine dik (ortogonal) oldugunu gosterir. Aynmi durum 3

~

kiimesi elemanlar1 i¢in de gegerlidir. Simdi G kiimesinden bir anl eleman1 ve 3
kiimesinden bir X! elemani alip bunlari tekrar (12) denkleminde yerine koyalim.

Yine m, m’ keyfi olmak iizere (Xr*; X,‘j],): 0 sonucunu elde ederiz.

G ve J’nin her birinin kendi igerisindeki tamliklar: [Tretyakov, 1990],

[Tretyakov, 1993] calismalarinda ispatlanmistir. Ilaveten G ve 3 ¢dziimler uzayinda
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bir alt uzay olustururlar. Nihayetinde bunlarin direkt toplami: G @ 3 dir. Bundan

dolayt, bir alt uzay digerine diktir.

3.2. Zaman-Uzay1 Modlarimin Rélativistik Degismezligi

(6) ve (11) denklemlerinin her zaman-uzay: (E,,H, ) modal alan1 8, zaman

tiirevini koruyan Maxwell denklemler sisteminin belirli bir ¢oziimidiir:
VxE, =-u,0,H, Ve VxH,_  =¢&,0,E, (14)

0, zaman tiirevini koruyan Maxwell denklemlerinin bir ¢6ziimii olarak zaman-uzay1
modal alanlar1 6zel rolativite teorisine uygun olarak hesaplanmalidir.

(6) ve (11) zaman-uzayr modlarmin eylemsizlik gatisn1 (r,z,t) koordinatlari ve t
zaman ile F alalim. Yeni bir F' referans gatisin1 alalim. Hareketlerin Oz ekseni
boyunca v sabit hiziyla siiregeldigini kabul edelim. F'’nde koordinatlar ve zaman
(r',z',t') ile gosterelim. F’deki (r,z,t) ve F'’deki (r',z’,t’) arasindaki karsilik

gelme (iliski) direkt Lorentz transformasyonu tarafindan belirlenir:

r=r, z=(2+w)y, t=(t'+vz'/c?)y (15)

burada y=1/41- 4%, B=v/c. Ters Lorentz transformasyonu asagidaki gibi

simetrik olarak bulunur:
r=r,z =(z-vt)ly,t' ={t—vzic’ )y (16)

r =r’ alindig1 ve tam tersine, (4) ve (9) problemlerinin ¢6ziimleri F ve F' referans
catilarinda birbirleriyle Gtiisiirler. Bunun manasi; fiziksel olarak, F ve F'’deki dalga
kilavuzu modal baz’larinin ayni olmasidir. Yani, F ve F’’deki dalga kilavuzu modal

baz’larmin aynmi olmasidir. Yani F ve F'’deki dalga kilavuzu modal alanlari

invaryanttir (degismez). Asikardir ki, v’ ve x?2 dézdegerleri de bu eylemsizlik

m

referans ¢atilarinda aymidir, degismez [Tretyakov ve Akgiin, 2010].
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Son gergekte TE ve TM zaman-uzayr modlart da bu ¢atilarda uniformdur

[Tretyakov ve Akgiin, 2010]. “Boyutsuz” zaman 7 ve eksenel koordinat &’y1

r=y,Ct ve £=v,z TEigin
r=k,Ct ve =K,z TMigin

(17)
secelim. O zaman (7) ve (12) ikisi de ayn1 denklemdir.

Maxwell  denklemindeki  h, (&,7) ve e,(&,7)  genliklerininin

degismezligininin sunulmasi ise (18) Klein-Gordon denklemi iledir
(6222 +1)f(&,7)=0 (18)

burada, 7 =v,ct, £ =0,z olmak sartiyla f (f,r), h, (af,z') ve r=x.Ct, £=K,2

olmak sartiyla f (é", r), e, (g‘, r) yerindedir.

(18) denkleminin F ve F' referans ¢atilarinin ikisinde de ayni forma sahip
oldugu gosterilebilir. Bunu gosterebilmek i¢in (15) ve (16) Lorentz

transformasyonlarini alip 6nce (§ , r) ve (5 , r’) degiskenlerine adapte etmeliyiz:

{5 =(&+ )y t=(c+ B )y (19)

&'=(&-pr)y, o' =(r-p&)r
(18) denkleminin ¢éziimii (&,7) yerine (£',7) alinip “yeni” degiskenleri ile f(&,7)

fonksiyonu f[&'(£,7),7'(&,7)] olarak ters Lorentz transformasyonu ile belirleyip

yeniden yorumlansin:

Kismi tiirevler 0,0, yerine 0,0, alarak
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0.f(&.7)=(-po.+m.)f(£.7)

(20)
0.1 (&) =(0. -0, ) f(&.7)
(18) denkleminde bunun iki kere tekrarlanmasi ile
(62 —22 +1)f(¢.7)=0 (21)

elde edilir.

(21) denklemi F' referans gatisi i¢inde gegerlidir. F referans catisindaki

(19) denklemi ile ayni1 forma sahiptir [ Tretyakov ve Akgiin, 2010].

3.3. Zaman-Uzay1 Modlari i¢in Enerjinin Korunumu

Poynting’in teoremini (14) denklemine uygulayalim ve S kesit-alanli dalga
kilavuzu yiizeyinde ortalama bir sonug bulalim. Ortalama Poynting vektori P, ile ve
ortalama modal alan enerji yogunlugu W ile gdsterilsin. Burada verilen (18)

denklemindeki notasyonlar cinsinden sonug:

(22)

Poynting teoremi integral formunda
ofo. o o fe. 1 f 4.t F i h2=0  (23)

elde edilir.
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3.4. Klein-Gordon Denklemi i¢cin Baslangi¢c Kosullar

Klein-Gordon denklemi herhangi diger ikinci dereceden kismi diferansiyel
denklemler (PDE) gibi “baslangi¢c kosullar1” c¢ifti ile desteklenmelidir. Fiziksel
olarak, bunlar uygun bir sinyal kaynaginin eksitasyonunda rol oynar. Bu kaynagin
t=0 anindan 6nce uyarilmadigi (hareketsiz oldugu) fakat t=0 aninda eksitasyona

basladig1 farz edilsin. Eger boyleyse, baslangi¢ kosulu

go(r), 7>20=t>0ig¢in
0, 7<0=1t<0 icin

()0 |

0 p(7), 720=t>0ic¢in
Ef(é’r)éo:{ )

0, 7<0=1t<0 igin

olarak yazilmalidir. ¢(7), ¢(z) verilmelidir ve £ =0= z =0 olmalidir.

3.5. Nedensellik Prensibi

Klein-Gordon denkleminin ¢oziimleri nedensellik (causality) prensibinin
gereksinimlerine bagl kalmalidir. Burada en son iki yorum vardir ve biri digerini
destekler. Eger kaynaklari bu baslangic zamaninda sifir ise biitiin alanlarin sifir
oldugu zayif nedensellik (weak causality) vardir. Bizim problemimizde bu 7 <0’a
karsilhik gelir. Giiglii nedensellik (strong causality) kosulu ise Einstein postiilasinin
ileri siirdiigii herhangi bir magnetik alanin bir sinyali boslukta c 151k hiziyla yaydigi
iddiasin1 takip eder. Bizim problemimiz, kaynagin; dalga kilavuzu kesit-alaninin

icinde, £ =0’da yer aldigidir. Bu bize Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimiiniin £ =0
kaynak noktasinin otesinde &=7 (i.e,, z=ct) dan sonra sifir olmak zorunda

oldugunu sdyler. Bundan dolayi, eger sinyal Oz ekseni boyunca yayiliyorsa Klein-

Gordon denkleminin ¢oziimii fiziksel olarak



seklinde okunmalidir.

f(7,£)=0 eger 7<0
f(7,&)=1f(7.£)#0 eger 0<&<7
f(7,£)=0 eger £>7

19

(25)
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4. MODAL GENLIK PROBLEMI

Klein-Gordon denkleminin Lorentz transformasyonu altinda invaryant
(degismez) kaldig1 tartisilmist1. {laveten, denklem grup teorinin iskelet catisindaki
Poincare grubu altinda ¢alisildiginda kendi 6zelliklerini korur. W. Jr. Miller, Klein-
Gordon denklemini bu yoniiyle ¢alismis ve bu denklemin ¢oziimiinde “‘simetrinin
yoriingeleri” denen onbir (11) birbiri ile dik (ortogonal) fonksiyon olusturmustur.
Calismalarin sonuglari zaman- uzayinda elektromagnetik alan teorisinin gelismesinde

genis uygulama alani bulmustur. Asagida bu konuda bir 6rnek bulabilirsiniz.

(18) ile verilen Klein-Gordon denkleminin f(&,7) ¢dziimiiniin modal
genlikler i¢in potansiyel belirledigi hatirlansin. Diistintilsiin ki heniiz bilinmeyen
“yeni” (u,v) degiskenleri ile verilen bir fonksiyon f[u(f,r), V(é,r)] ve (u,v) iki kere
diferansiyellenebilen “eski” (5,2’) degiskenlerinin bir fonksiyonu olsun.
f[u(i,r), V(f,r)] fonksiyonunun (18) denkleminin ¢6ziimii olarak yerine konmasi

asagidaki manipiilasyonlardan sonra denklemi yeni haliyle verir. Bu

manipiilasyonlara bir bakalim:

f fonksiyonunu asagidaki gibi degiskenlerine ayrilsin

f = 1(60)= T V(e o)l= Fuv)-UVE)  (26)

(18) denklemini (u,v) cinsinden yeniden sekillendirmek i¢in asagidaki 6n hazirliklar

yapilsin

if(u,\,):ﬂa_hﬂ@, (27)
T ou 0t oV or
O gy du Ay (28)
o0& ouo&  ovoé
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02 o%f (ou)® of o%u 0% f (ov) of o
—fuv)="| = | + 5+ | — | +——
or ou- \or ou or ov- \or oV Ot
LSt o' avou
ouov Ot 0t oVou Ot Ot

(29)
u ve v degiskenleri bagimsiz degiskenler oldugundan bu son denklem daha
basitlestirilebilir

a2 %t (ou\ 8%t (ov) of 8°u of ov  _ 8%f au ov
fuV)=—| — | +—| — | t ot +2 ==
or ou- \or ov-\ ot ou or oV Ot ouovV 0t Ot

(30)

ayni yolla asagidaki elde edilebilir

02 o*f(ou) of(av)  of o°u  of ov 8% au ov
—fuv)={—| = | +—| = | + 5t +2 —
o0& ou” \ o0& ov- o0& ou 0&°  ov & ouov o0& o0&
(31)
(27)-(31) denklemlerinin (18) denkleminde yerine yazilmasiyla

(-3 s ) -2
ot oc ) lou® |\or o) |av? | or® 8&? |eu

{azv azv}af {auav au av}azf
+ - +2

(32)

01 0t OE OF

— +

or?  0&% |ov ouov

yeni denklemi elde edilir. Burada f fonksiyonu (u,v) bagimsiz degiskenlerine bagh
bir kaynak fonksiyonudur. Bir sonraki hedefimiz (32) denkleminden eski (5,1)
bagimsiz degiskenlerinin elimine edilmesidir. u ve v ye uygulanan 0, ved, kismi

tirevleri yardimiyla burada verilmistir. Bundan dolayi, bu hedef u ve v nin (éj,r)
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degiskenlerinin fonksiyonu olarak belirlenebilmesi ile gergeklestirilebilir. Bu

simetrinin yoriingeleri ¢alismast adiminda, Miller f(u,v) ve r(u,v) ters fonksiyon
ciftleri kiimesi gosterilmistir [Ekler]. u(§,r) ve V(cf,r) fonksiyon ¢iftlerinin elde

edilebilmesi basit bir durumdur.

Zaman-harmonik modal genlikler digerleri arasinda belirli bir durumdur.

Miller’in listesinde 1) durumuna (casel) karsilik gelir. Gergekten u=7,v=_¢
yerlerine yazip (32) denklemi (18) daki orijinal haline getirilir. Asikardir ki (&,7)
degiskenleri zaman-harmonik modlarinin ayrilmasina yol agarlar. Bitirirken, (4) ve
(9) problemlerinden v? ve x? 6zdegerlerinin fiziksel manas tesis edilebilir. Bunlar,
belirtilen sira ile TE ve TM zaman-harmonik modlarinin @, ve o, cut-off frekansini

oy =Cv,, Ve o, =Ck, olarak belirlerler. Bu klasik teoride bilinen bir gergektir.

4.1. Bessel Fonksiyonlar1 ve Legendre Polinomlarina
Genel Bir Bakis

4.1.1. Diizgiin Tekil Nokta Etrafinda Seri C6ziim

n. mertebeden lineer ve homojen adi diferansiyel denklem

YO+ L YT 4+ P, LY P+ p(X)y =0

seklinde verilmis olsun. Bu durumda;

1) Eger p,(X), p,(X),...., p,,(X) katsayilarinin hepsi X=X, noktasinda analitik
degilse X, noktasina verilen diferansiyel denklemin bir tekil noktasi denir.

i) Eger biitiin p, (X) katsayilari analitik degil fakat tim
(X=%)"* P (X), k=0,1,...(n—1) igin analitik ise X, noktasina bir diizgiin tekil nokta
denir.

Iii) Eger X, noktasi verilen diferansiyel denklemin ne adi noktasi ne de diizgiin tekil

noktas1 degilse bu durumda diizgiin olmayan tekil noktas1 denir.
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y +P(X)y +Q(X)y =0 ikinci mertebeden lineer homojen adi diferansiyel denklemi

diisiiniilsiin. Eger x = 0 diizgiin bir tekil nokta ise XP(x) ve x’Q(x) fonksiyonlar

XP(X) = i PX", |X<r
n=0

X*Q(X)=>_Qx", |x|<r
n=0
seklinde kuvvet serilerine agilabilir veya bunlar

P(x) = ian”’l, x|<r, x#0
n=0

Q(X) =D Q.x"?, | <r, x#0
n=0
seklinde de yazilabilir.

Verilen diferansiyel denklemin Frobenius seri ¢6ziimii asagidaki formda

Onerilsin.

y(x)=x*> ax™* =>ax", 0<x<r,
n=0

n=0

y ’nin X ’e gore tiirevi alinip bu sonuglar diferansiyel denklemde yerine yazilirsa

y(X) = i (n+a)a X", y'(x) = i(n +a)(n+a-1)a x"*?

n=0 n=0

0 0 0 o0

Z(n+a)(n+a_l)anxn+a—2 +ipnxn—12(n+a)anxn+a—l+ZQan—Zzaan+a -0
n=0

n=0 n=0 n=0 n=0

sonucu bulunur.

0 0 0 n
D PXY (n+a)a x" =" P X" (m+a)a, XM
n=0 n=0 n=0 m=0
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n

=S [> (Mt a)P, a, K

n=0 m=0

o0

iQan—Zzanxm—a — (i n_mam)xm—a—z

0
n=0 n=0 n=0 m=0

i{(n +a)(n+a-1a, + Zn:[(m +a)P_ +Q  Ja X" ? =0

esitligi goriilebilir. Bu esitligin saglanmas1 ig¢in X"*“?, n=0,1,... katsayis1 sifir
olmalidir.
n=0 i¢in;

[a(a~1)+aP, +Q;la, =0

denklemi elde edilir.

Bu durumda a, =0 veya a(a—-1)+aP,+Q, =0 olmalidir.

n=1 igin;
(n+a)+(n+a-Na,+ > [(m+a)P, ,+Q, ,]a, =0
m=0
ise
1 n-1
=— m+a)P, . + a
% (n+a)(n+a—1)+(n+a)P0+Q0mzo[( JPon +Qunlay
yazilabilir.
1) Eger a,=0 ise a =a,=...=0 olur ve sonug olarak y(x)=0 sifir ¢dziimii elde
edilir.

i) Eger a, #0 ise a(a—1)+aP,+Q, =0 indisel denklemi elde edilir.

Indisel denklemin «igin ¢oziilmesiyle «, ve a, kokleri elde edilir. Bu

nedenle sifir olmayan ¢oziim i¢in ¢, #0 olmalidir ve « indisel denklemin kokiidiir.
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4.1.2. Diizgiin Tekil Nokta Etrafinda Seri Coziim

y () +P(X)y (x)+Q(x)y(x) =0

ikinci mertebeden lineer homojen adi diferansiyel denklemi igin x=0 bir diizgiin

tekil nokta ise
XP(x)= 3 PX", Q)= > Qx", [x<r
n=0 n=0

yazilabilir.

Kabul edilsin ki a(a+1)+aPF,+Q,=0 indisel denklemi o« ve ¢,
o, 2 a,olmak tizere iki reel koke sahip olsun. Bu durumda verilen diferansiyel

denklemin asagidaki gibi Frobenius seri ¢oziimii vardir.

y,()=x%>ax", a,#0, 0<x<r

n=0

buradaki a, katsayilar1 y,(x)’in diferansiyel denklemde yerine konulmasiyla

bulunur. Ikinci lineer bagimsiz ¢dziim ise asagidaki gibi bulunur [Xie, 2010]:

1. Eger o, —a, farki tamsayidan farkl ise ikinci Frobenius seri ¢oziimii

Y, () =x2> b x", 0<x<r

n=0

seklindedir. Buradaki b, Kkatsayilar1 V,(X)’in diferansiyel denklemde yerine

konulmasiyla bulunur.

2. Egera=a,=a ise
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V,00 = Y, x+x“ Y bx", 0<x<r

n=0

buradaki b, katsayilar1 Yy,(x)’in diferansiyel denklemde yerine konulmasiyla
bulunur. Bu durumda v, (x) ikinci ¢dzlimii bir Frobenius seri ¢oziimii degildir.

3.  Eger o, —a, farki tamsayi ise

y,(x) =ay,(x) Inx+x%> b x", 0<x<r

n=0

buradaki b, ve a katsayilart y,(x) ’in diferansiyel denklemde yerine konulmasiyla
bulunur. a parametresi sifir olabilir, ayn1 zamanda Yy,(X) ikinci ¢Oziimi bir

Frobenius seri ¢oziimii olabilir.

Sonug olarak diferansiyel denklemin genel ¢6zliimii

y(x) =C,y,(X)+C,Y,(x) seklinde verilebilir.

4.1.3. Bessel Diferansiyel Denklemi ve Coziimii

Bessel diferansiyel denklemi
Xy +xy +(x* =p?)y=0, x>0

formundadir. Burada p>0 sabit bir sayidir. Bessel diferansiyel denkleminin

¢Oziimiinde diizgiin tekil nokta etrafinda seri ¢6ziim yontemi kullanilir.

2 2

Y +P(OY +QY =0, P(¥) =, QM) =*— x=0

noktasinin bir diizgiin tekil nokta oldugu aciktir. Clinkii
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XP(X) =1=1+0.X+0.X* +...= P, =1,

X°Q(X) =X* — p° =—p? +0.x+X* + 0. +0.x* +...= Q, =—p?,

xP(x) ve x°Q(X)’lerin her ikisi de Xx=0 noktasinda analitiktir ve seriye
acilabilirler, bu seriler |X| < igin yakinsaktir. Bu nedenle x =0 noktas1 bir diizgiin

tekil noktadir.

Indisel denklem a(a—1)+aP,+Q, =0 seklindedir.
al@a-D+al-p’=0=a-p*=0=>a,=p, a,=—p
Bessel diferansiyel denklemi asagidaki formda seri ¢6ziime sahiptir.
Y1 (x) = nganx” = nZi;c'slnxn*", a,#0, 0<x<oo

X ’e gore tiirev alinirsa

¥ =2 (n+p)ax™",
n=0

yl(X) = i(n + p)(n +p _1)anxn+p72

n=0

Yi, yi ve yi degerlerinin denklemde yerine konulmasiyla

X*D_(n+p)(n+p-Da,x""*+x3 (n+p)a, """ +(x* —p*) > ax"" =0
n=0 =0 rr

elde edilir.

Toplamin indeksinin degistirilmesiyle
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0 n+2=m _® s
Z an Xn+ p+2 . Z a-rmz)(erp — Z a.r172)(n+p 1
n=0 m=2 n=2
x"{D_[(n+p)(n+p-D)+(n+p)-p?la,x"+ a,,x"}=0,
n=0 n=2
xP£0=) n(n+2p)a,x"+ > a ,x" =0
n=0 n=2
yazilabilir. Bu denklemin saglanabilmesi i¢in X",n=0,1,... sifir olmalidir.

x°:0.(0+2p)a, =0=>a, = 0 sabiti keyfidir.

x':1.(1+2p)a =0=4a =0

n>2 igin;
n. s
X .n(n+2p)an +a,_, =O:>an =—m
+
Boylece a,,,, =0, n=0,1,... ve
% &
az - - 2 ’
2(2+2p) 2°.1(1+ p)
— aZ a2 (_1)2 aO

4T @20 2202+p) 7 220+ p2+p)’

%
2" nl(L+ p)(2+ p)...(n+p)

a, = (_l)n

yazilabilir ve

p ; N 1 5 2n -
000 =2’ 2 (" T |o)(2+|c>)---(n+|o)(2j e

¢Oziimiine ulasilir. Coziimii daha sade yazabilmek icin

T(p+1)=[tPe"dt, p>0
0
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seklinde tanimlanan Gamma fonksiyonu kullanilabilir [Xie, 2010]. Burada,
r(p+)=-— j tPd(e™) =—tPet |7, + j e 'ptPidt =p j tPle dt = pI'(p)
0 0 0

yazilabilir. Oyle Ki

I'n+p+Y)=(n+pI'(n+p)=n+p)n+p-DI'(n+p-1)=
=(n+p)(n+p-2)...+ p)I'(L+ p)

elde edilebilir. p =k ’nin bir tamsay1 olmas1 durumunda

r1)=[e'dt=—e"|2o=1,
0

rQ)=1ra=1
r(3)=2r(2)=21=2,

I'k+1) =kI'(k)=k!
bulunur. Bu nedenle
3, =[2°T 0+ p)]"
secilmesiyle birinci Frobenius seri ¢oziimii
(%) =J,(x)

J,(x) fonksiyonuna p ’inci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu denir.

p ) N 1 5 2n
H00= s 2 p)(2+p)---(“+p)(2j |



30

o 1 X 2n+p
J . (x)= - = , 0<Xx
() nzz(;( ) n!T'(n+ p+1)(2j SXs

Funch Teoremine gore lineer bagimsiz ikinci ¢6ziim indisel denklemin kokleri

arasindaki farka gore degismektedir. o —a, =2p farkinin tamsayidan farkli, sifir

veya pozitif tamsay1 olmasi durumuna gore degismektedir.

4.1.3.1. 2p’nin Tamsayr Olmamasi Durumu

Ikinci Frobenius seri ¢6ziimii

Y,()=x"PD bXx", 0<x<w

n=0

seklindedir. Ayni1 islemleri kullanarak n=1,2,... i¢in

bO
2" nl1-p)2- p)..(n—p)’

Any = 0, A, = (_1)n

Sy 1 1" 0cxes
yz(x):box nzz(;( 1) n,(l_p)(z_p)(n—p)(zj Oxs

b, =[2 PT(L- p)]* secilmesiyle

S, 1 x "
yz(X)=nZ:;,(—1) M[Ej =J_,(x), 0<x<om

elde edilir. Buradan genel ¢6zlim;
y(x)=CJ,(x)+C,J_,(x)

seklindedir. Genel ¢6ziim ayn1 zamanda

y(x) =Dy, () +D,Y,(x)
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J,(x)cos(pz)—J_,(X)

Yo(0)= sin(pr)

p ’inci mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonudur.

Jo(x), J,(x), J,(x) ve J,(x) fonksiyonlarmin grafikleri ile Y,(x), Y,(x),

Y, (X) ve Y, (X) fonksiyonlarinin grafikleri asagidaki sekildedir.

Sekil.4.1. ‘Jo (X), Jl(X), J 2 (X) ve J3(X) fonksiyonlarinin grafigi.
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Yy —— ¥ — = Py ¥
1 4
0,5
D_
-0.5
e e L e ——————
] A 10 1% 20

x

Sekil.4.2. Yo (X), Yl (X), Y2 (X) ve Y3 (X) fonksiyonlarinin grafigi.

Yukarida verilen JO(X) ve Y, (X) fonksiyonlarimin grafiklerine yakindan bakilacak

olursa, gortliir ki, X’in biiyiik degerleri i¢in bu egriler soniimlii kosiniis ve siniis

egrilerini verrmaktadir.

4132 p=0,0, =a, =0 Durumu

Birinci Fronenius seri ¢6ziimii sadelestirilerek

o ) 1 X 2n
yl(x):‘]o(x):nz:(;(_l) (n!)z(zj , 0<Xx<ow

seklinde yazilabilir. Lineer bagimsiz ikinci ¢oziim ise

V00 = %09 I x+ 3 b X", 0<x <00

n=0

bi¢imindedir. X ’e gore tiirev alinirsa;
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Y,(X) =y, Inx+2L +an X"

Y,(X) =y, (X) Inx + =2 y1 +in(n—1)bnx“‘2, 0<X<oo
X n=2

ifadeleri bulunur ve bu ifadelerdeki y,,y, ve vy, tiirevlerinin Bessel diferansiyel

denkleminde yerine konulmasiyla ve p =0 durumunda;
(X7Y, + Xy, +X7y;) InX+2xy; + > n(n=1)b,x" + > nb x" + > b, x"2 =0
n=2 n=1 n=0
denklemi bulunur [Xie, 2010].

y,(X)’in  Bessel denkleminin  bir ¢0ziimii  olmasi  nedeniyle

X2y, + Xy, +X*y, =0 yazilabilir ve belirtilmelidir ki

1 2nx®' &, . 4n (x)"
2= ZXZ( Dy o :é(‘l) (n!)z(ij

bulunur. Buradan

(nl) ( ] Zn(n Db, x" +anx +an X"=0

elde edilir.

Bu esitligin saglanabilmesi i¢in x",n=0,1,... sifir olmalidir.
x' katsayisindan 1.b, =0=b =0 dir.

x",n>1 katsayisindan b, ., =0 dir ve

n+1

4n

(_1)” (n |)2

2n
Gj +[2n(2n—1)+2n]b, +b, , =0
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yazilirsa

b _(_1)n+1L(1j2”_h
o n(n)?l2) (2n)?

elde edilir. Sadelik i¢in b, =0 almsmn. Gerekli islemler yapilarak

11 1
1+ —+—+..+— 132"
b :(_1)n+1 2 3 n(_j
2 (n1)? 2

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle lineer bagimsiz ikinci ¢dziim

w I+ —+—+..+— 1)
Y,(X) =J,(x) Inx+ > ()™ 2 _ n(zj , 0<Xx<oo
n-1 n
sifirinct mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonunun terimidir.
V4
Y, (X) :EYO(X)+(In 2-7)Jp(x), 0<x<oo

0 < X <o i¢in sifirinct mertebeden ikinci tiir Bessel fonksiyonu

1

y 2 | X ; " ln+11+E+§+...+H )2
o) =— (ngwj °<X)+nz:1:(_) )2 (—j

seklindedir. Burada

y =0,57721566490153... = lim (Zl —In nj

n—oo k=1

Euler sabitidir.



Genel ¢oziim ise y(X) =C,J,(X)+C,Y,(x) seklindedir [Xie, 2010].

.ID——Yol

Sekil 4.3. J,(X) ve Y, () grafikleri.

4.1.3.3. p Pozitif Tamsayr Durumu

Birinci Frobenius seri ¢oziimi

y1(X):Jp(X):i(_1)nm(gj , 0< X<

seklinde yazilmisti. Lineer bagimsiz ikinci ¢oziim igin

Y, (X)=ay,(x)In x+x’pibnx”, O<x<o

n=0

ylz(X) = a(yi(x) In X+%)+i(n _ p)bnxnfp—l

yz(x) = a[yl(X) In X—I—ﬁ—%]-pi(n -p)n-p _1)bnxn—p_2
X X n=0

35



degerlerinin Bessel denkleminde yerine konulmastyla

a(X7y; +xy, + (¢ = p*)y; ) Inx+2axy, + >~ (n— p)(n— p—1)b,x""

n=0

o0

S (= P+ 3 b X7 2 — 3 p?h x" P =0
n=0 n=0

n=0

oldugu goriilir. y,(x) ifadesinin denklemin bir ¢6ziimii olmas1 nedeniyle

X2y, + Xy, +(x* = p*)y, =0

yazilabilir.

. = L@nep) Pt & 2a(2n+p) (x)zn*p
2axy, =2ax ) (-1 = 1) ——=| =
Vi Z(;( ) nl(n+ p)122"° Z(;( ) ni(n+p)! 2

yazilip denklemin x" ile garpilmasiyla

0 p+1 2(n+p) ) )
> (1 M(fj +3 n@2n-p)bx"+ Y b, X" =0
n=0

ni(n+p)! \2 = =

elde edilir [Xie, 2010].
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Bu esitligin saglanabilmesi i¢in x",n=0,1,... Kkatsayis1 sifir olmalidir.

Yukaridaki esitlige x",0<n < 2p ’nin higbir katkis1 yoktur.
x°:0.(0—2p)b, =0=> b, keyfi oldugu i¢in b, =1 alinsim.
x':1.1-2p)o,=0=Db, =0
X",2<n<2p katsayisindan
bn 2

n(n-2p)b +b ,=0=>b =—"=
( p) n n-2 = n n(zp_n)



by 1
b, = = —
22p-2) 2°Up-)
b — b, _ 1
Yo4@2p-4) 2°2(p-1)(p-2)

n:2k: b2k: b2k—2 1 _ (p_k_l)l

2ka—2k):2”ka—D(p—a“(p—k)_2”ka—D!

yazilabilir. Buradan b,,., =0, n=0,12,... oldugu goriiliir.

n+1

x°P katsayisindan

1
2°%(p-1)!

2p+1a X 2p —
p! p(aj +b,, ,=0=>a=-2""(p-1)'b,, , =

elde edilir.

b,, degeri keyfidir fakat sadelik i¢in b,, =0 alinsim.

x?™P) n>1, katsayisindan

(_1)HW(1

2(n+p)
ni(n+ p)! 2) +(2n+2p)(2n)by, ) + By 4,5 =0,

yazilirsa

bz(m. N — (_1)n+l

2" a(2n+ p) (EJZ(W) B By 14p)
n(n+ p)ni(n+ p)!\ 2 2°n(n+ p)

oldugu goriiliir. Bir iki manipiilasyondan sonra

37
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2(n+p)

p-1 2(n+p)
e ) I

ni(n+ p)I\ 2

11 1 1 1 1
/—\1:(—+—+...+—j+ + +..+

1 2 n 1+p 2+p n+p

yazilabilir. Buradan lineer bagimsiz ikinci ¢éziim 0 < X < oo igin,

n!(p-1)! n!(n+p)I\ 2

p-1 2(n+p)
(9 -a (x)lnmp(zu(j SR ALY J

bulunur. Notasyon degisikligi yapilarak

1+%+...+%:1//(n+1)+7/, y@)=-7, w(n) :%

yazilir. Burada y fonksiyonu y,(x) Bessel fonksiyonunun bir terimidir.

X P& (p-n-11 x)"
. J, () Inx+ nz(; (D] (Ej

1 e (+)+y(+p+D) -y (p+h+y(x)"
’ Z( & nl(n+ p)! (Zj

(Jp(x)lng—%gW(g)Zn—p _%g( )" y(n+D)+y(n+p+1) (X)2n+p]

n!(n+ p)!

—%(7—w(p+1)—2|n2)3p(x)

=a %Yp(x)—%(y—l//(erl)—Zln2)Jp(x)j, 0<X<oo

Y,00=2 23,091n X i:zo—(p‘:!‘l)!(f)z“'p

1$ nW(n+1)+W(n+p+1) X 2n+p
SR R0
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olarak sunulabilir. Birinci ve ikinci tiir Bessel fonksiyonlarinin kullanilmasiyla genel

¢Oziim
Y(x) =CJ, () +C,Y, ()

seklindedir. Bu ¢oziim o, —«a, farkinin pozitif tamsayi olmast durumudur. Ikinci

¢oziim In x logaritmik terimini igerir [Xie, 2010].

4134. p=k +%,k =0,1,.. ve a,-a,=2k+1’in Pozitif Tamsayr Durumu

Birinci Frobenius seri ¢oziimii

h=3,,09= >yt (ij 2 ex<os
n=0 n!l"(n+k+2j

seklindedir.

2n+k+1

v = (1) = r(gj 2
n=0 2n!1“(n+k+2)

oldugundan lineer bagimsiz ikinci ¢éziim

ke =
y,(X) = ay, (x) In x+x “ 2)anx”, 0< X<

n=0

it =i 5 3 kLo

n=0

Y, (%) = a(yl(x)lnx+ Y, 3(/1}4_2(“ k__j( _k_ngan—k—g

n=
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yazilarak ve bu degerler Bessel denkleminde yerine konularak

k+§

) ne 1 ) n
a(x’y; +xy; + (¢ = p*)y; ) In x+2axy, + ¥ n(n—2k ~1)b,x 2 +>bx  2=0
n=0 n=0

oldugu goriiliir. Burada
XY, + Xy, + (X" = p)y, =0

1
oldugu belirtilmelidir ve denklemin Xk 2 ile ¢arpilmasiyla

2n+2k+1 . 0
gj +> n(n=2k-1b x"+> b x"? =0
n=0 n=0

kel 1
2 2(2n+k+2)(

2> (-1 :
n=0 n!F(n+k+2]

bulunur. Bu esitligin saglanabilmesi i¢in x*,n=0,1,... sifir olmalidur.
Yukaridaki esitlige x",0<n< 2k +1 i¢in higbir katkis1 yoktur.
x°:0.(0—2k —1)b, =0 = b, keyfidir.
x':1.(1-2k-1)b=0=hb =0
X",2<n<2p katsayisindan
b

B, =— 2m-1 =0, 1<m<k
(2m+21)(2m-2k)

oldugu goriilebilir. x***' katsayisindan

+(2k +1).0b,,, +b,, , =0=a=0

yazilirsa a=0 ile birlikte x" katsayisi verilir.



b

n(n-2p)b, +b, ,=0=b,,, =0, b, =———2"2— m=12,..

2’m(m-p)’

bO

o = i P )

oldugu gbriilebilir. Nihayetinde
-1
b, =(2°T(1- p))

secilmesiyle

(D" (1]
b2m = "
miC(m-p+1)\ 2

bulunur. Ve vy, (x) ¢oziimi

yz(x):x“’fjbzn i 1) (fjn_szp(x),0<x<oo

n=0 n=0 nlr(n p+1)

bi¢imindedir.

Genel ¢oziim

y()=CJ, (x)+C,J_,(x)

seklindedir ve 2p ’nin tamsay! olmamast durumuyla aynidir. Bu durum o, —
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a, nin

pozitif tamsayr oldugu durumdur, ikinci ¢6ziim bir Frobenius serisidir ve Inx

logaritmik terimini igermez [Xie, 2010].

Uygulamalarda Bessel fonksiyonu nadiren stveart formda bulunur. ikinci

mertebeden lineer adi diferansiyel denklem
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d’y 1-2ad 4 ' —-pip°
T d—i{(ﬂmp%%}wo,wo (33)

seklinde wverilsin. Burada «,f,p,p sabit sayilardir ve bu denklem Bessel

denklemine doniistiiriilebilir.

d2
fzdz

dg +(& - p*In=0, £>0 (34)

Sonug asagidaki gibi bulunur.

& = BXx” degisken doniisiimiiyle,

dy . dy/dx , 1 dy xdy_ .d()_xd()
“ac a5 P i ook de p dx

yazilabilir. Bu durumda (34) denklemi

d

2y ii ﬁdﬂ 2y2p _ _
édg[ J (&~ p)n—O:pdx(pde (BX*" —p*)n =0

halini alir. 7 =X""y doniistimiiyle

xd—T7 =x" ﬂ—ax‘“y
dx dx

xi(xd—nj x“’d y
dx\ dx dx?

elde edilir. Buradan diferansiyel denklem

1-a dy 2y—a
+a X
dx axy

2ad y

X dz+(1 2a)x1“cdly+ax Y+ (BXF —p?) p’x *y =0
X
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haline gelir ve bu denklemde (33) denkleminin formundadur.
Eger (34) Bessel diferansiyel denkleminin ¢oziiminde 7=B_ (&) olarak

alinsaydi (33) denkleminin ¢dziimii y =x"B_(fx”) seklinde olacakti.

4.1.4. Degisik Mertebelerden Bessel Fonksiyonlar1 Arasindaki
Bagintilar

Bessel fonksiyonlar1 arasinda degisik rekiirans formiilleri vardir. Bunlar

kisaca asagidaki sekilde bulunabilir.

w )m )2 P
; miT(p +m +1)(§j

fonksiyonu, x in her degeri i¢in yakinsak oldugundan, tiirevi alinirsa,

o1& (D) 2m+ p) X))
J,(x)=2> j (Ej

P 242 m(p+m+1)

elde edilir.

xJ ;,(x): i (—1)m (2m + p)(§j2m+p

Zmi(p+m+1)\ 2

pz " (2m + p)(ijmp i "(2m+ p) ijmp

(
m'F p+m+1)K2 e p+m+1)\2

o m+1 2m+p+1
= pJ, (x)+x 1) (gj

“~mif(p+m+1)0

Buradan,
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130 = p3,(-10,.,(x)

elde edilir. Benzer sekilde,

elde edilir. Bu formiller Y, (x) igin de dogrudur.

J, (X) i¢in bir 6rnek verirsek

yazilabilir. Eger J,ve J, fonksiyonlar biliniyorsa, J, ve ayni sekilde, n herhangi
bir pozitif tamsay1 olmak tizere, J,(x) bulunabilir. J, ve J, degerleri ise literatiirde

cizelgeler halinde verilmektedir.

Yukarida verilen rekiirans formiilleri yardimi ile pozitif tamsayr olmayan

degisik p degerlerine karsilik olan Bessel fonksiyonlar1 da ayni sekilde kolayca

yazilabilir. Ornegin, p :% icin,

I A Y
J;() "‘Zor(erl)li(er2]\2j

= Ei (_1)m x2m

20 o F(m)l“(m + 2}
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olur. Diger taraftan,

r( g . m) _ r( g}[l.B.S..é(fm +1)}

Jr {1.3.5...(2m +1)}

2 2"

oldugu g6z Oniine alinirsa,

veya

elde edilir. Ayni sekilde

bulunur.
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ve ayni sekilde,

Js (X)=

5
2 TX

2 (Bsin(x) ~ 3c0s(x) —sin(x)}
X2 X

bulunur. Simdi de kiiresel Bessel fonksiyonlarinin grafiklerine bir g6z atmak

gerekirse

—-0,4

Sekil 4.4. 31/2 (X), 33/2 (X), J 5/2 (X) ve J 712 (X) fonksiyonlarinin grafigi.
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Sekil 4.5. Yl,Z(X), Y3,2(X), Y5/2(X) ve Y7,2(X) fonksiyonlarimin grafigi.

4.1.5. Legendre Denklemi ve Legendre Polinomlari

Bessel diferansiyel denkleminden sonra, ikinci mertebeden degisken katsayili

lineer diferansiyel denklemler arasinda,
(1—x2)y”—2xy’+ p(p+1)y=0 (35)

denkleminin 6zel bir yeri vardir. Bu denkleme, p inci mertebeden Legendre denklemi

denir. Burada p, herhangi bir pozitif reel sayidir.

(35) denklemi asagidaki sekilde tekrar yazilsimn.

. 2%, p(p+1)
1-x2 y* 1-x?

y y=0

Acgikga goriiliiyor ki, burada x +1 noktalar diizgiin tekil noktalardir. Ayrica, s=1/X

doniisiimii yapilirsa, (35) denkleminin
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2
d yJ{Z 2X }QJF p(p+1)y_o

ds? |'s ds  s2(s?-1)"

s s(s2-1)

sekline sokulabilmesinden anlasilacagi tizere, diferansiyel denklem sonsuzda da bir

diizgiin tekillige sahiptir. Oyle ise bu noktalar disinda,

ve

fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir. Bu nedenle, x =0 noktasi komsulugunda,

|X| <1 araliginda (35) denkleminin

seklinde bir seri ¢ozlimii bulunabilir. y,y’,y" degerleri (35) denkleminde yerlerine

konursa,

o0 o0

n(n -1k, x"? —2x§:ncnx“‘l +p(p+1)>c,x" =0
n=0

n=0

)

n=0

veya

in(n—lﬁnx"’2 —in(n—l)cnx“ —ichnx" +i p(p+1)c,x" =0
n=1 n=0

n=2 n=2

olur. Indislerle ilgili diizenleme yapilirsa,
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i(n+2)(n +1k, X" —Zw:n(n—l)cnx” —ianan +i p(p+1)c,x" =0
n=1 n=0

n=0 n=2
veya

2¢, + p(p+1)c, +[3.2c, +(p+2)p—1)c, [x +

+g{(n+2)(n+1)cn+2 +[p(p+1)—n(n+1, X" =0

elde edilir. Buradan,

2¢, + p(p+1)c, =0
3.2c, +(p+2)p—1), =0
(n+2)n+21k,., +(p+n+1) p-n), =0, n>2

yazilir. ¢, # 0 oldugu goz oniinde tutularak, ilk iki bagintidan,

e, = P+ e o (pr2p-1)
2! 3l
bulunur. Ugiincii baginti,
Cn+2:_(p+n+1)(p—n)cn, n>2 (36)
(n+2)(n+1)

rekiirans formiiliinii verir. Geri kalan katsayilar bu formiil yardimiyla c,, c, keyfi

sabitleri cinsinden bulunur. Bdylece, X <1 araliginda p inci mertebeden Legendre

denkleminin genel ¢6ziimii,

y :[Co(l_ (pzll)p 2, (P+3)p+1)p-2) . _}

4

+C1(X_ (P+2fp-1) s (P+4)p+2[p-1)P-3) s _ﬂ

3 ol
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elde edilir. Lineer bagimsiz ¢oziimlerin her biri daha kisa olarak,

X2n

y,(x)=1+ i(—l)” (p+2n-1)p+2n-3).(p+1)p(p—2).(p—2n+2)

(2n)

ve

y,(x) = x+ 2(_1)2n+1 (p+2n)Xp+2n- 2).(.é(np:1§!Xp ~1).(p-2n +1)X2n+1

seklinde yazilir. Burada, toplama isareti iginde goriilen serilerin her biri x<1

araliginda yakinsak ve X >1 aralifinda ise wraksaktir. ispatlanmasi kolay olmakla

beraber x =+1 noktalarinda da bu seriler wraksaktir. $imdi, (36) numarah rekiirans

formiilii tekrar g6z 6niine alinsin. Burada, n = 2p degisken degistirmesi yapilirsa,

p(p-1) .
- 7 , _2
p-2 2(2p—1)Cp P
elde edilir. Ayni sekilde,
__(p-2)p-3), _ p(p-1p-2)p-3),

Cos 42p-3) 7 24(2p-1(2p-3) °

olur. Oyle ise, p=0 veya herhangi bir pozitif tamsay1 ise, Legendre diferansiyel

denkleminin bir 6zel ¢6ziimii,

2(2p-1) 2.42p-1)2p-3)

olur. Burada agik¢a goriiliiyor ki, p ye bagh olarak parantez iginde X in issi sifir
oldugunda serinin son terimi elde edilmis oluyor; baska bir deyisle seri bir ¢ok

terimliye doniigiiyor. ¢, nin herhangi bir keyfi sabit oldugu distintilirse,
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_ (2py _(2p-12)2p-3).1 __
CP_Zp(p!)z_ o , p=123,..

secilmesi halinde, ki burada c, =1 olur. (37) denklemi ile tarif edilen polinomlara
Legendre polinomlar: denir ve asagida ifade edildigi sekilde P, (X) ile gosterilir.

P,(x)=1 oldugu goz 6niinde tutularak,

_ (@) [ o p(P-1) oo P(P-1NP—2KP—3) o _
P, (x) P {x —%x + p2.i.(2p?1)(2pp—3) X —} p=123,..
(38)

yazilir. Yukaridaki denklemden yararlanarak, her biri Legendre denkleminin bir

¢oziimii olan ilk birka¢ Legendre polinomu asagidaki sekilde yazilabilir.

P,(x)=1
P,(x)=x

Pz(x):%(3x2 ~1)

P,(x)= %(5X3 - 3x)

P,(x)= %(35x4 ~30x° +3)

P,(x)= %(GBXS —70x° +15x)

Bu polinomlarin ilk besinin grafikleri asagida Sekil 4.6’da gosterilmistir.
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Sekil 4.6. Po (X), Pl(X), P2 (X), P3 (X), P4 (X) ve P5 (X) fonksiyonlariin grafigi.

(38) denklemi ile tarif edilen Legendre polinomlari, P, (x)=1, P(x)=x ve P(1)=1

oldugu g6z oniinde tutularak,

P.(x)=2P" e (- P p (x) (39)

rekiirans formiilii yardimiyla kolayca bulunabilir.
Legendre polinomlari, Rodrigues formiilii ad1 verilen bir formiil yardimiyla

da kisaca,

P, (X) = (x2 -] (40)

B 2"n! dx"

seklinde ifade edilebilir. Burada p yerine n kullanilmigtir. Bu formiiliin ispati,
Legendre polinomlarinin, Legendre denkleminin ¢o6ziimii oldugunu ispatlamak

suretiyle yapilir. Bunun igin once,

)= (2 -1
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fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu fonksiyonun tiirevi alinirsa,
u'=2nx(x -1
veya
(x2 —l)J' —2nxu =0
elde edilir. Arka arkaya tiirev alinmasina devam edilirse

(x2 =1 —2x(n—1u’'—2nu =0
BT o S

elde edilir. Diger taraftan,

n+(n—1)+...+(n—k):(2”%)(k+1)

oldugundan,

(x2 =1 —2xfn— (k + DY —(2n—k Xk +1u® =0
-1
olur. Burada k =n yazilir ve her terim (—) ile ¢arpilirsa,
2"n!

(n+2) u (n+1) u (n)

(-x?)t— —2x +n(n+1)——=0
2"n! 2"n 2"n!
elde edilir ve bu denklemde,
Un l an 2 n
P (x)= = -1 41
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yazilirsa,

”

(1-x? )P, (x)-2xP, (x)+n(n+1)P, (x)=0

olur. Rodrigues formiilii ad1 verilen (41) yardimiyla tarif edilen P, (X) polinomlari,

Legendre denkleminin birer ¢oziimiidiir.

Legendre polinomlarinin degisik 6zellikleri vardir. Bunlardan en 6nemlisi,
—1<x<+1 araliginda ‘“ortogonal” oluslaridir. Polinomlarin bu &zelligini

ispatlayabilmek i¢in, Legendre denklemi 6nce,

/

[@—x2)y'] =—p(p+1)y

seklinde yazilsin. Burada y yerine P,(x) veya P, (x) yazilacak olursa, n ve m pozitif

tam sayilar olmak tizere,

veya

yazilir. Buradan,

”

(1—x?)P," (x)—2xP, (x)+m(m+1)P,(x)=0

”

(1-x? )P, (x)-2xP, (x)+n(n+1)P, (x)=0

bulunur. Birinci denklem — P, ile ve ikincisi P, ile ¢arpilip toplanirsa,
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(- Xz(Pm P —p” Pn)— ZX(Pm P Pm'Pn) —[m(m+1)—n(n + )P, P,
elde edilir ve bu denklem asagidaki sekilde yazilirsa,

i[(1— XZXPm P_P P ﬂ ~[m(m+1)-n(n+ 1P, P,

dx

ve —1 den +1e kadar integrali alinirsa,
+1
[m(m+1)-n(n +1)]J._1 P Pdx=0
elde edilir. m = n igin,
+1
[ P.Pdx=0

bulunur. Boylece, Legendre polinomlarinin, ortogonal polinomlar oldugu ispatlanmis

olur.

4.1.5.1. Kiiresel Koordinatlarda Helmholtz Denklemi

2. boliimde Neumann ve Dirichlet problemleri adi altinda ¢6ziilen Helmholtz
diferansiyel denklemi simdi kiiresel koordinatlarda c¢oziilmeye ¢alisilsin. Prof.
Tretyakov’un onerdigti R=r+zz, V=V +70, notasyonundan biran ayrilip z
eksenine ait eksenel koordinat da problemin ¢oziimiine katilsin. Yeni haliyle tekrar

hatirlanirsa, Neumann problemi:
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(V2 +u§])wm (r)=0

0
a_nl//m(r)\L =0

2
2 [l () ds =1
S

burada 0, =n-V, L konturu iizerinde normal tiirev, v’ >0, m=1.2,.... 6zdegerler,
m indisi reel eksende artan bir sira ile siralanan numerik degerler, w, (r) lerde bu

Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir. Eksenel koordinatlar,
X =rsingcos g, y =rsinésin g, Z=rcosd

seklinde tanimlansin.

iﬁ(rzal//m(r’a(o) L1 0 sing¥n(n0.0)Y
r? or or r’siné@ o0
(42)

2
PO Wm(r’9’¢)+v$l//m(r,9,¢)=0

r’sin’e  0¢?

Burada v, (r,0,¢),

v (r.6,0)=R(r)o(0)d(p)

seklinde degiskenlerine ayrilirsa (4) denklemi,

ii(rza(R%)j+ 1 0 [Singa(R@)qa)j+

r’or or r2sing o0 00
2
+— _12 0 (R(?CD)+U§](R®®):O
resin“d oe

bulunur. Buradan,
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@(e)cp(gp)rii(rz agﬁr)j ) (sin ea®_@j .

r2sing o0 06

RO0) -, 220 er(e(E)(p) -0

r’sin’@ op°

halini alir. Her iki taraf da, r%R@d)) ile carpilirsa,

10( ,0R 2.2 1 o(. .00 1 o
—— ||t +————|sinf— |+——; > =0
R or or ®sind 00 00 ) @sin“ @ op

elde edilmis olur. Oysa bu denkleme dikkat edilirse,

2
la(rz_aR)Jw;err : a(SiMa@jJr.l L _o'ly)_,
Osiné 06 20 ) sin?0 ®(p) ¢ (43)
—

bi¢ciminde bir ifade ile,

=-n (44)

burada n bir sabit olmak iizere yazilabilir. (44) denklemindeki ifade (43)

denkleminde yerine yazilirsa

2
lg(rzaRjJrunirzjt ! a(sinea(aj— n 0 (45)

Rorl or ©sind 06 00 ) sinfo

seklindeki denkleme ulasilmis olur. Yine bu denkleme dikkatli bakilirsa

- 1 o(. ,000)) n’
——|r—|+0,r" '+ —F————|sin@ -—— =
Ror\  or ©(#)sin@ 66 00 ) sin’@
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(45) denkleminin igiincii ve dordiincii terimlerini sadece 6’nin fonksiyonu

olduklari i¢in ileride agiklanacak nedenlerden dolay1 I(I +1) sabitine esitlenirse:

1 a(sin98®(9)j_ " (1+1) (46)

@()sino 06 00 ) sin?@

denklemine ulasilmis olur. (44) numarali denklem ¢6ziimii tanidik olan basit

harmonik salinim denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii,

D(p)=e" veya @(p)=c,cos(ng)+c,sin(ng)

diir.
(46) numarali denklemin ¢oziimii de
0(0)=P"(cosH), 1=012,...
burada, n degeri —I’den |’ye ye bir tamsayidir. Pl”(cosé') ise Legendre

polinomlaridir. Eger | bir tamsay1 degil ise cos@ —1 ile 1 degerleri igin raksaktir.

I(1+1) sabiti, I’nin bir tamsay1 olmasi durumunda ¢oziimiin yakisak olmasini
saglamak i¢in se¢ilmistir.
©® ve O ’nin fonksiyonlari,

Y,"(6,)=c.R"(cos 0)e™

burada ¢ normalizasyon sabiti olmak {izere beraber yazilabilirler. Normalizasyon

sabiti baska calismalarda tartisilmak iizere r’nin ¢éziimiine bakilsin.

Denklem (45) ve (46),



59

i zd_R 2.2 _
dr(r dr]+[umr 11 +1)R=0

buradan

2
r d’R +2rd—R+[

R r’-1(1+1)|R=0

2
Un

Coziimiin kolaylasmasi igin X yerine x = v_r alinsin. Oyleyse,

(RO RO dRO) | dRE)
dr v dr d(v,r) dx

ve benzer sekilde,

2 d’R(r) _ d’R(r)
dr? dx?

yazilabilir. Nihayetinde,

, d°R
dx?

X

+2x—+[x “1(1+1)R =0

halini alir. R(r): Z(X)X_% icin ¢6ziim aranirsa, R’, R" X’e gore birinci ve ikinci

tiirevleri gostermek iizere
_zx iy
2
Rr =z 2 Lz lzy —1(_—3 zx 72
2 2 2\ 2

—z% 2z +%Zx_%
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yukaridaki tiirevler kullanilarak,
XZ(Z”X% _z% +%Zx_%j+ 2x(z 5 2 —%Zx‘%j+ [x2 10 +1)fzx 2 = 0
buradan,
XZ(Z”—Z’X‘l +%Zx‘2)+ 2x(2'—%2x4j+ X —10+1)z =0
elde edilir. Denklem tekrar diizenlenirse,
X2Z" + (= X+ 2x)Z’+E—1+ x2 (I +1)}z =0

daha diizenli halde,

elde edilmis olur. Oysa bu diferansiyel denklem (I +%j indisten (yani kiiresel)

Bessel diferansiyel denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii:

j (Umr) Y (Umr)
_ I+% I+}é

R(r)

A ve B sabitler olmak iizere (47) denklemi Kiiresel Bessel fonksiyonlari olarak

adlandirilirlar. Daha once tartisildi@i gibi ikinci c¢esitten Bessel fonksiyonu

(Neumann) orijinde 1raksak oldugu i¢in ¢oziime katkis1 beklenmeden elenirse,
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A j|+%(umr)

Ol

R(r)=

seklindedir.
Nihayetinde Neumann problemindeki haliyle v, (r,@, (p) potansiyelinin genel

¢OzUmii:

(.0.0)=3 3 Al () (0.0) (48)

1=0 n=

bi¢imindedir. Burada A, sabiti siir kosullarinda normalize edilmelidir. Sinir
kosullar ile beraber normalizasyon katsayisin1 baska calismalara birakarak devam

edilirse, (48) denklemi sadece m=0 degeri i¢in ¢’den bagimsizdir. Tekrar
problemin R=r+zz, V=V +2z0, orijinal haline doniiliirse, problem r’den
bagimsiz olmalidir. Su halde ¢dziim (48) denklemi olarak yazilabilir. Dirichlet

problemi de benzer sekilde tartisilarak ayni sonuglara ulagmak miimkiindiir.

4.2. Modal Genliklerin Bessel Fonksiyonlar ile Ifadesi

Miller’in listesinden 2) durumuna (case 2) detayl bir goz atalim.

r=ucoshv, ¢&=usinhv, 0<u<on, —0<V<00 (49)

olarak almsm. Once u(.f,z') ve V(.f,z') degiskenlerine gecis yapilmalidir. Bundan

dolayz,

r® =u’cosh®v ve E% =u”sinh?v,

72 — 2 =u?(cosh? v —sinh?v) = u?
1

ve bdylece,

U =7"-&=u=47"-£%, 0<u<oo, (50)
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elde edilir. Buna ilaveten,

é=US"mv:tanhv, yani, arctanhézv, —0<V <0 (51)
T ucoshv T

yazilabilir. Ve bu denklem de

he=Llin?*s (52)

v =arctan
T 2 1-¢&

seklinde daha kullanigh hale getirilebilir. Ifade bu hale,

arctanthlln(lJr—X), |x| <1
2 1-x

ozelliginden yararlanilarak gelmistir. Burada,

g

1+=

arctanhézlln T—ln THe
T 2 1_£

olarak hesaplanmistir. Simdi, u(é,r) ve V(é,r)’ye ait kismi diferansiyeller

hesaplanir

U=+7°-¢&? vearctanh& =i Ite

T 2 1-¢&

oldugu hatirlanirsa,

ou_ 0 [5 . _ Tt  _ucoshv _
= \Jr? =& _m_ ; =coshv (53)

587

v 8(£Inr+§J:_ £ _ usinhv _ sinhv (54)
2 1-¢

6725 7% — &2 u’ u
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2 H 2
0 L: :i(a_uj:icoshv:@sinhV=—smh v (55)
or or\or or or u

) ) .
0 \; :i(@j:i[_ smhvj:sthZV (56)
or or\ ot or u u
u_9 2 _E = ° :—usmhvz—sinhv (57)
o0& o& 72— &2 u
@_i llnfﬂf _ zr 2:uco\:,hv:coshv (58)
o oc\2 - ¢ u u

2 2
0 l;I =_COSh \Y (59)
o0& u

) .
25\2/ _ S|r:Jh22v (60)

elde edilir.

Biitiin bu kismi diferansiyel sonuglart (32) Klein-Gordon diferansiyel

denkleminde yerine yazilsin. Asagidaki denklem elde edilir:

2 - 2 2 2
[coshzv—sinhzv]a f {Smh Vv cosh v}& f+

ou? u? u? | ov?
sinh®v cosh?v [of [sinh2v sinh2v |of
+| - + —+ — ——— |= (61)
u u ou u u ov
sinhvcoshv sinhvcoshv | 6% f
+2|— + +f=0
u u ouov

Sadelestirmelerin ardindan

o> 190 1 ¢°
S aa o= (%)

kismi diferansiyel denklemi (PDE) elde edilir. Bernoulli’nin ¢arpim yontemi u ve v

degiskenlerine  uygulanarak f =f (§ r) =f [u(§ r), v(§, r)] = f (u, V) =U (u)\/ (V)
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yazilir. Bu son degiskenlerine ayrilmis c¢arpimin (62) denkleminde yerine

yazilmastyla

0> 10 1 V"(v)
- Y 1= U(u)=0 63
au2+uau u® V(v) (u) (63)
\_ﬂr_J

(64)

(64) adi diferansiyel denklem c¢iftine varilir. Burada « degiskenlerine ayrilma
yonteminin bir sabitidir. (64) denkleminin U(u) fonksiyonuna ait adi diferansiyel

denklem kismindaki Bessel diferansiyel denkleminden Bessel fonksiyonu, V(V)

fonksiyonuna ait olan kismindan ise (matematiksel ve fiziksel olarak dikkate deger
olmasindan dolay1 stel gelmesi istenen) bir istel fonksiyon elde edilir. Her iki

denklem de iki lineer bagimsiz ¢dziime sahiptir.

V(v) fonksiyonu o keyfi sabit bir parametre olmak iizere V"(v)=a?V(v)

yazilarak
V(v)=ae +b,e™

yazilabilir. Burada a_,b, € R olmak iizere keyfi reel parametrelerdir. Fakat asagida

f fonksiyonu olusturulacagi i¢in bu keyfi parametreler simdilik ihmal edilerek,

V(v)=e* (65)
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olarak ifade edilebilir.

Ardindan, U (u) fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemini verir

Bu denklem lineer bagimsiz iki ¢dziime sahiptir,
U(u)=A,J, (u)+B,Y,(u) (67)

burada A, ve B, keyfi sabitlerdir. Denklemde, J ye birinci ¢esit Bessel fonksiyonu,
Y ye ikinci ¢esit Bessel fonksiyonu adi verildigi biliniyor. Oysa ikinci ¢esit Bessel
fonksiyonu Y(X), x —>0 iken Y(X)—) —oo olmaktadir. Yani orijin etrafinda

wraksaktir. Bu istenmeyen bir 1raksaklik durumudur. Coziimiin seri acilimin
bulabilmek igin fonksiyonlarimizin yakinsak olmasi gerekmektedir. Su halde ikinci

cesit Bessel fonksiyonu Y(X) den kurtulmak i¢in keyfi katsayis1 B, =0 secilmelidir.
Nihayetinde U (u) ¢oziimii A, keyfi sabit olmak iizere

Uu)=A,J,(u) (68)

a

olarak elde edilmis olur.

Simdi bu zstel fonksiyon ve Bessel fonksiyonunun ¢arpimi olarak ifade edilen
f fonksiyonu yazilsin. f = f(f,z‘): f[u(ﬁ,z-),v(&z—)]z f(u,v):U(u)\/(v) idi.
Buradan, bunlarin kombinasyonu (5 ,z') bagimsiz degigkenleri cinsinden fiziksel

olarak dikkate deger:
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¢ozlimil elde edilir. Coziimiin £ =0’a gore simetrik oldugunu gérmek kolaydir. Bu
noktadan sonra artik & >0 uzaymin miimkiin oldugu ve keyfi sabitin ihmal edildigi,

a keyfi sabit bir parametre olmak iizere,

fa(é,f){r_gf%( &) (70)

T+<¢

denklemi ile ¢alisilacaktir.

Fiziksel olarak bu, TE modlarn i¢cin H, , TM modlan i¢in E, eksenel

(longitudinal) alan bilesenlerinin modal genligidir. (6) ve (11) denklemleri

hatirlanarak enlemsel (transverse) alan bilesenlerinin modal genlikleri asagidaki gibi

gosterilsin:

AED)=-f v B(40)=21, (71)

Bu tiirevlerdeki basit manipiilasyonlarla

(72)

kismi tiirev sonuglar elde edilir.

TE modlarimin elektromagnetik alani (Eﬂq, Hﬂ]), TM modlarinin da (E‘fn , an)
5-bilesenlidir [bkz (6)ve(11) formilleri]. (E",H") alam 2-bilesenli E" alan
vektoriine sahip iken H' alan vektorii 3-bilesenlidir. (Efn, an) alaninda ise durum

bunun tam tersidir. Wa(3) ve chz) denen 3-bilesenli ve 2-bilesenli alan vektorlerinin

toplanmasiyla elde edilen ortalama modal alan enerji yogunlugunun hesaplanmasi
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W (&7)

(%)[( foat ) +417]
W (6e) =5 1)

formiillerindeki gibidir.

(73)

Nihayetinde, toplam ortalama modal alan enerji yogunlugunun hesaplanmasi

a o

w, =w® +w® (74)

ve ortalama Poynting vektorii P,, = A, B, seklinde oldugundan

W, (&7)

GJ( f2,+12,+2f7)

(3.2

elde edilir. Ayn1 etki TM modlari i¢in de diisiiniilebilir.

(75)

P, (f,r)

Bu niceliklerin orani, v, (f,r): P, /W, ile gosterilen zaman-uzayi

modlarinin dalga kilavuzundaki alan enerjisinin bir yerden bir yere tasinmasindaki

anlik hizint belirtir.

Burada enerjinin transferinde yardimci ve enerjik dalga prosesi saglayan
enerjinin degisimi (surplus of enerji) dW, (&,7)=(AZ(&,7)~B2(&,7))/2 seklinde
ifade edilebilir.

Gegici sinyallerin yayilimi f(&,7) potansiyeli tarafindan olusturulur. Yani,
f,(&,7) gecici enerjik dalga prosesi olarak yorumlanabilir. Modal alanin eksenel
uzantist ile depolanan W, = f(&,7)/2 enerjisini, dW, =(A%(£,7)—B(£,7))/2

enerjinin degisimi (surplus of energy) desteklenen bir yol yardimiyla enlemsel

uzantisi ile transfer eder. Bu durum hem eksenel hemde enlemsel uzantisi ile degisim
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icerisinde devam eder. Boylece bunlar depolanan enerjinin yer degistirmesi ile

enerjik dalga prosesine katilirlar.

4.3. Silindirik ve Kiiresel Bessel Fonksiyonlar1 Durumu

Degiskenlerine ayirma sabiti o serbest bir parametredir. « negatif olmayan

tamsayilardan alinsin. Bu asagidaki gibi sonsuz bir fonksiyon kiimesi olusturur.

fn(é,r)z(:_c’j 3,7 n=o12.. (76)

Her bir f (&,7) (24) baslangi¢ kosullari altinda (18) Klein-Gordon denkleminin
belirli bir ¢oziimiidir (her bir n ic¢in ayr1 ayr1). Burada (p(r):Jn(r) ve
o(r)=(1/2)(3,4(z)~ 3, (7)), 720 dir. Aynica J (#) ve J,,(#) notasyonu n’nin

tamsay1 degerleri i¢in silindirik Bessel fonksiyonlarin gdstermektedir.

Asagidaki iki fonksiyon ailesi diigiiniilsiin:

I={3,@), ve  F={f, (&), (77)

J kiimesinden her eleman £ =0 oldugunda F kiimesinden uygun bir elemana esit
olur. Bessel fonksiyonlar ailesi olan J tamdir ve onun elemanlar1 bir baz olusturur.

Bundan dolayr f, (f,r) elemanlar1 Oz ekseninin sag tarafina dogru

J, ()= £, (&, r)‘ s baz elemanlarmin bir genislemesi olarak yorumlanabilir.

F igerisinden bir baz elemanmt f,(£,7), (6) veya (11) modal alanmin eksenel
alan bilesenlerinin miimkiin genlikleri arasinda tektir. z>& >0 uzayindaki

varyasyonlar, fiziksel olarak, bu alan bilesenlerinin bir dalga kilavuzu boyunca
zaman igerisindeki ilerlemesinin nasil oldugunu (yayildigini) ortaya koyar. Bundan

dolay1, F kiimesini evrimsel baz olarak adlandirmak gayet tabiidir. Onun elemanlart,
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otomatik olarak enlemsel alan bilesenlerinin modal genliklerini (72) formiilleri

tarafindan @ =n veya o =n+1/2 yardimiyla iiretir.

Ayrica J,(#) ve J,.,(#) notasyonu n’nin yari-tamsay: degerleri igin de

kiiresel Bessel fonksiyonlarini gostermektedir.

Uyar 2:

“Modal baz” ve “evrimsel baz” terimlerini birbirinden aywrt etmeliyiz. Ilki, (4)ve(9)
problemlerinin ¢oziimler tarafindan iiretilir. (6) ve (11) denklemlerinden, dalga

kilavuzu kesit-alaninin modal alan ciftlerini belirler. Ikincisi ise modal genliklerdeki

dinamik olayt zaman-uzayinda yayilim yaparken tamimlamayr hedefler. Aslinda
zaman-uzayindaki F kiimesi frekans uzay:ndaki {e’i“’t}ﬂj kiimesi ile aynt rolii

oynar.

Evrimsel bazin pratik uygulamali bir 6rnegi diisiiniilsiin. (11) TM modunun
E,.-bileseni ile yayilmasi miimkiin olan dalga kilavuzu kesit-alaninda z = 0(& =0)

bir girdi diisliniilsiin. Bu girdi Heaviside fonksiyonu tarafindan gosterilebilen zaman-

uzay sinyali asagidaki gibi belirlensin:

H(T):{o 7 <0 (78)

0< ¢ <7 araliginda yayilan E; ve H; alanlarinin modal genlikleri bulunmalidur.
Aslinda, f(f, Z')‘ 0 =H (2’) ve ¢(r)=0 sartinin saglanmasiyla (24) baslangic

kosullar1 altinda (18) Klein-Gordon denklemi ¢6ziilmek zorundadir.

E,, genligi 0<¢& <7 araliginda h(é,r) olarak gosterilsin. En sonuncusu
elde edilir edilmez, E; ve H; enlemsel alanlari igin genlikler sirasiyla

p(E7)=0.h ve A& 1)=-0.h olarak elde edilebilir.
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7>0 araliginda Neumann’in H(r) fonksiyonu genislemesi bir Bessel

fonksiyon serisi olarak

H(z)=3,(c)+23.3,(7) (79)

bulunabilir. H(r)’nin genislemesi (seri agilimi) 0<¢& <7 aralifinda evrimsel bazi

uygulama yoluyla saglanir. Biitiin modal genliklerin sonuglarinin elde edilmesi

A)=(e =8 )3, (V=)
M(E) =3 (J7F =& )+ A, (£7)

h(&7)=(@E-AINF =& )3, (=& )-A, (&)

(80)

gibidir. Burada A, (£,7) ve A (&,7) sonsuz seriler olarak

Ay = 22:11 fan ve A= 22?:1 Fans (81)

seklindedir.

E,,-bileseninin 7(£,7) modal genligi daha once [Aksoy S., 2004] da elde
edilmisti. Sirasiyla H; ve E; alanlarinin enlemsel bilesenlerinin A, (ff) ve

A, (£,7) modal genlikleri ilk kez elde edilecektir.

(81) serileri sinyalin oniindeki kapali civarinda (80) genlikleri ile agik

(explicit) olarak elde edilebilir. & — 7 sartiyla serilerin elde edilmesi sonuglari

Ay =6 +(1/112)5* +O(5°)
A, =25+(1/3)5°+0(5°)

seklindedir. Burada 6 =(7—¢)/2 <<1dir.
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fn(.f,z-) elemanlarinin bir Fn(é,a)) “frekans portresini” sergileyelim. Bu
fonksiyon (25) ’daki nedensellik (causality) prensibine uygun olarak Ters Fourier

donilistimii uygulanarak elde edilmistir. Asagida z nin reel koordinatin1 kullanarak

sonu¢ sunulmustur:

ié%wz—a)ﬁ, . n
ec o,
F (Z,a)) = [ m J (83)
_'E 2_ 2\ w+ @* —a)nz1
| c «fa) W, \/

burada z>0, >0, i=+v-1, o=x,C ve =k C cut-off frekansidir.
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5. SAYISAL SONUCLAR

Bu bolimde silindirik ve kiiresel formda f, A ve B fonksiyonlarinin
a =01.2,... degerlerindeki salinimlari ile bu salinimlarin zaman t yani z ve eksenel
koordinat z yani & ’nin farkli degerlerindeki goriintiileri sergilenmeye caligilmustir.
Bunlara ilaveten enerji, Poynting vektorii ve hiz (anlik) grafikleri de incelenmistir.
Grafikler Maple bilgisayar programi ile c¢izdirilmistir. & ekseni boyunca olan

salinimlarda 7 sabit tutulmus, 7 ekseni boyunca sergilenen salinimlarda & sabit

tutulmustur.

[lk incelenecek salinim grafikleri silindirik formdadir.

Sekil 5.1. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 0.



0 5 10 15 20
g

Sekil 5.2. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahginda degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 0.

g

Sekil 5.3. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel

koordinat, & =1.
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Sekil 5.4. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ =1.

E

-0.14 R -t

=1
b
]
]
-
e

=

Sekil 5.5. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 2.
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Sekil 5.6. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 2.

Sekil 5.7. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 3.
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Sekil 5.8. Modal genliklerin O < & < 7 arahginda degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 3.

-3 4

? I ! I

g

Sekil 5.9. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahginda degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, &« = 4 .
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Sekil 5.11. Modal genliklerin 10 < 7 <30 zaman araliginda degisimi. £ =10 sabit, o =0.
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Sekil 5.13. Modal genliklerin 10 < 7 <30 zaman araliginda degisimi. £ =10 sabit, o =1.
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Sekil 5.15. Modal genliklerin 10 < 7 < 20 zaman araliginda degisimi. £ =10 sabit, & = 2.
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Sekil 5.17. Modal genliklerin 10 < 7 < 40 zaman arahiginda degisimi. £ =10 sabit, & = 2.

80



0,04 —
0,03 -
0,02 -

0,01

-0,01

—-0,02 5

-0,03 -

~0,04 -

10 12 14 14 12 20

0,06

0,04 +

-0,02 S

0,04 4

_D’Dﬁ _I v v v ' I ' v v v I v v v ' I ' v v v I
10 15 20 25 20

Sekil 5.19. Modal genliklerin 10 < 7 <30 zaman araliginda degisimi. & =10 sabit, & =3.
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Sekil 5.21. Modal genliklerin 10 < 7 < 20 zaman arahiginda degisimi. £ =10 sabit, o = 4.
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Asagida incelenen grafiklerde ise enerji ve enerjideki degisim-artim (surplus
of the energy) sergilenmektedir. « 'nin degisen degerleri i¢in, W : Enerji ve d:

Enerjideki degisim olmak {izere,

0% -

0,6 -

0,4

Sekil 5.22. W, ve d;,’m 0 < & <10 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 0.

— Wy d
-
0,2
0,6
0,4

Sekil 5.23. W, ve d;’m 0 < & < 20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 0.
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£
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Sekil 5.24. W, ve d,’mn 0 <& <30 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz eksenel

koordinat, & = 0.

R
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0,04 -

0,03 H

0,02 -

0,01 -

Sekil 5.25. W, ve d,’in 0 <& <10 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel

koordinat, & =1.
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Sekil 5.26. Wl ve dl’in 0 < & < 20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, & =1.
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Sekil 5.27. W, ve d,’in 0 < & <30 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ =1.
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Sekil 5.28. W, ve d, nin 0 < & <10 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 2.
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0,005 -

] o] 10 15 20

Sekil 5.29. W, ve d, ’nin 0 < & <20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 2.
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Sekil 5.30. W, ve d2 'nin 0 < & <30 arahigindaki degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz eksenel

koordinat, ¢ = 2.

R d,
005 -
0044
0,03 {5
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0,01 -
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g

Sekil 5.31. W, ve d,’iin 0 <& <10 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel

koordinat, & = 3.
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Sekil 5.32. W, ve d,’iin 0 < & < 20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 3.

0,016
0,014
0,012

0,010

Sekil 5.33. W, ve d,’iin 0 < & <30 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 3.
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Sekil 5.35. W, ve d;’m 10 < 7 < 30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, ¢ = 0.
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Sekil 5.37. W, ve d,’in 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. £ =10 sabit, o =1.
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Sekil 5.39. W, ve d, "nin 10 <7 <30 zaman araligindaki degisimi. £ =10 sabit, o = 2.
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0,0010

0,000E -

0,0006 -

0,000

0,000 -

W3|

Sekil 5.41. W, ve d,’iin 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. £ =10 sabit, & =3.

Asagidaki grafiklerde Enerji ve Poynting vektoriiniin grafikleri bir arada

verilmistir. & 'nin degisen degerleri i¢cin Poynting vektorii P, ile gdsterilmistir.

a



0,2

0,6

0,4 -

0,2 -

Sekil 5.42. W, ve Py’ 0 <& < 7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, o = 0.

Sekil 5.43. W, ve P,’in 0 < & <7 arahigindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & =1.



0,002

0,006

Sekil 5.44. W, ve P, nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, ¢ = 2.

Sekil 5.45. W, ve P,’iin 0 < & <7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, & = 3.
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Sekil 5.47. W, ve P,’in 10 <7 <30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, o =1.
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Sekil 5.49. W, ve P,’iin 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, ¢ = 3.
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Asagidaki grafiklerde iz v, ile beraber enerjinin enlemsel (w! , transverse)

ve eksenel (w!,, longitudinal) kisimlari ayri ayr1 hesaplanmus, grafikleri bir olarak

verilmistir.

o

Sekil 5.50. V,, W(t) ve W(I) in 0 < & <7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, & = 0.

Sekil 5.51. V,, W, ve WlI ’in 0 < & <7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, & =1.
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Sekil 5.52. V,, Wy ve W) nin 0 < & < 7 arahiindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, o = 2.

0,2 1

Sekil 5.53. V,, W(t) ve W(I) ‘in 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. £ =10 sabit, & = 0.
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------------

10 sabit, o =1.

’in 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. &

|
1

ve W

t
1

Sekil 5.54. v, W

=2.

10 sabit,

’nin 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. &

|
2

ve W

t
2

Sekil 5.55. V,, W
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Sekil 5.56. V,, W; ve Wé ’iin 10 < 7 <30 zaman araligindaki degisimi. £ =10 sabit, o« = 3.

Bu kisimda incelenecek salinim grafikleri kiiresel

(a =n+1/ 2), n=0,12,3,... formdadir.

0 5 10 15 20
=

Sekil 5.57. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 = 20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =0.
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I ¥ I X 1 > I
] 10 20 30
g
Sekil 5.58. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz eksenel

koordinat, N =0.

=02

&

Sekil 5.59. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =1.
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Sekil 5.60. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 = 20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, n=1.

Sekil 5.61. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =1.
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20k

&

Sekil 5.62. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.

T T T T T T
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Sekil 5.63. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.
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Sekil 5.64. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.
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Sekil 5.65. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, n = 3.
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Sekil 5.66. Modal genliklerin 0 < & < 7 araliginda degisimi. 7 = 20 sabit, £ boyutsuz eksenel

koordinat, n =3.
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Sekil 5.67. Modal genliklerin 0 < & < 7 arahiginda degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel

koordinat, n = 3.
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Sekil 5.69. Modal genliklerin 10 < 7 <40 zaman araliginda degisimi. £ =10 sabit, N =1.
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Sekil 5.71. Modal genliklerin 10 < 7 < 40 zaman araliginda degisimi. £ =10 sabit, N = 3.
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Asagida incelenen grafiklerde ise enerji ve enerjideki degisim-artim (surplus

of energy) sergilenmektedir. « 'nin degisen yari-tamsay1 degerleri i¢in, W _ : Enerji

ve d_ : Enerjideki degisim olmak iizere,

Sekil 5.72. W,,, ve dl/Z 'm 0 < & <20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =0.

-

Sekil 5.73. W,,, ve d,,,’in 0 <& <30 arahigindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =0.
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Sekil 5.74. W;,, ve d;,,in 0< & <20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, n=1.

Sekil 5.75. W;,, ve d,;,’in 0< & <30 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =1.



110

Sekil 5.76. W;,, ve d;,, in 0< & <20 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.

Sekil 5.77. W;,, ve d;,, in 0< & <30 arahgindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.
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Sekil 5.79. W, ve d,,, ’iin 10 <7 <30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N=0.
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Sekil 5.81. W,,, ve d,,, iin 10 <7 < 20 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =1.
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Sekil 5.83. W;,, ve d;,, ’iin 10 <7 <40 zaman arahgindaki degisimi. & =10 sabit, n=1.
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Sekil 5.85. W;,, ve d;,, iin 10 <7 <30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =2.
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Sekil 5.86. W;,, ve d;,,"iin 10 < 7 <40 zaman arahigindaki degisimi. £ =10 sabit, n=2.
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Sekil 5.87. W,,, ve d,,,’iin 10 <7 < 20 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =3.
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Sekil 5.89. W, ve d,,,iin 10 < 7 <40 zaman arahgindaki degisimi. & =10 sabit, N =3.
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Asagidaki grafiklerde Enerji ve Poynting vektoriiniin grafikleri bir arada

verilmistir. Grafikler « ’nin degisen degerleri i¢indir.
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Sekil 5.90. W,,, ve P,,’iin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =0.
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Sekil 5.91. W,,, ve Py, ’iin 0 <& <7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =1.
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Sekil 5.92. W;,, ve P,,,’iin 0 <& < 7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz eksenel
koordinat, N =2.
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Sekil 5.93. W, ve P,,,’iin 0 <& <7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, £ boyutsuz eksenel
koordinat, N =3.



119

..... Py Wy
2 2
1_
0,3 -
0,6 -
0,4-
0,2-
D_ll I 1 I I I
10 12 14 16 18 20
T

..... Py Wy
2 2
l_.
0,2
0,6
0,4-
0,2-
M i e
10 15 20 25 30
T

Sekil 5.95. W,,, ve P,,iin 10 <7 <30 zaman arahiindaki degisimi. & =10 sabit, n=0.
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Sekil 5.97. W,,, ve P,;,iin 10 <7 <20 zaman arahiindaki degisimi. & =10 sabit, n=1.
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Sekil 5.98. W,,, ve P,;,iin 10 <7 <30 zaman arahigindaki degisimi. & =10 sabit, n=1.
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Sekil 5.99. W;,, ve P,;,iin 10 <7 <40 zaman arah@indaki degisimi. & =10 sabit, n =1.
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iin 10 < 7 <20 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =2.
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Sekil 5.101. W;,, ve P, iin 10 <7 <30 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =2
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Sekil 5.103. W,,, ve P, iin 10 <7 <20 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =3.
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Sekil 5.105. W,,, ve P,,,’iin 10 < 7 <40 zaman araligindaki degisimi. & =10 sabit, N =3.
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Sekil 5.106. V;,, W ve sz nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, & boyutsuz
eksenel koordinat.

Sekil 5.107. V,,,, WI/Z ve WLZ 'nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz
eksenel koordinat.
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Sekil 5.108. V,;,, WLZ ve WLZ ‘nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, £ boyutsuz
eksenel koordinat.

. t
Sekil 5.109. V,,,, WS/2

ve W'3/2 ‘nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =10 sabit, £ boyutsuz
eksenel koordinat.
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t

Sekil 5.110. Vs, , w, ve Wl/2 ‘nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz

eksenel koordinat.
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Sekil 5.111. Vg, W ve W'g/2 'nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz

eksenel koordinat.
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Sekil 5.112. Vg, W, Ve wl/z nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz

eksenel koordinat.

Sekil 5.113. Vg, , W;/Z ve W'Sl2 'nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz

eksenel koordinat.
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ret a3 p i OEEEE

Sekil 5.114. V,,, W, ve W nin 0< & <7 arabgindaki degisimi. 7 =20 sabit, & boyutsuz
eksenel koordinat.

Sekil 5.115. v, Wi/z ve W'”2 'nin 0 < & < 7 araligindaki degisimi. 7 =30 sabit, & boyutsuz
eksenel koordinat.



130

6. SONUCLAR ve ONERILER

Calismada uygulananlari, elde edilen sonuglar1 derleyip toparlamak gerekirse

sunlar vurgulanabilir.

Bu calismada, zaman-bagimli miikemmel elektrik iletken dalga kilavuzu
yiizeyinde verilen bir kaynak fonksiyonu tarafindan iiretilen elektromagnetik alan
kuvveti problemi Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklagimlar (ETEY) ad1 verilen
bir analitik zaman-uzayr yonteminin evrensel prensiplerine bagli kalinarak
tartisilmistir. Calisma zaman-uzayinda dalga kilavuzu teorisini takdim etmek icin
teorisyenlerin ve miihendislerin bilimsel goriis ve teorilerine uygun olarak
tasarlanmistir. Problem iki ayri otonom blok iizerinde sekillenir. Biri modal baz
modiili ve digeri de modal genlik modiiliidiir. Modal baz zaman-harmonik ve
zaman-uzayr modlar1 i¢in yaygmndir. Bundan dolayi, zaman-harmonik alan
teorisindeki modal bazlar i¢in elde edilen sonuglar zaman-uzayi caligmalarinda
serbestge kullanilabilir. Bu arada, zaman-uzayi genlikleri ¢alismalari Klein-Gordon
denkleminin ¢oziilmesine ihtiya¢c duyarlar. Bu c¢alismada, bu denklemin simetri
ozellikleri (grup teorisi anlaminda) kullanilmistir. Matematiksel fizigin 6zel
fonksiyonlar1 ve zaman-bagimli arglimanlarin gerekliliklerini yerine getirebildigi

Olctlide bu yol ¢ok gelecek vaat eden bir yol olarak goriinmektedir.

ETEY’in temel prensibi Maxwell denklemlerindeki elektromagnetik alanlarin

bulunmasinda 0, zaman tiirevini koruyarak sistemden alanlar1 ¢ekerek Klein-Gordon

denkleminden genlikleri ve potansiyelleri de Helmholtz denkleminden elde edip
¢ozlime ulagmasidir. Helmholtz denkleminden 6zdegerler (6zdegerler operatdriin
kendine-es olmasindan dolayr reeldir) ve bu Ozdegerlere bagli 6zfonksiyonlar
bulunmustur. Bu 6zfonksiyonlarin sabit katsayilar1 sinir kosullar1 altinda
hesaplanarak normalize edilmistir. Ozfonksiyonlarin seri halinde ¢dziimii verilmistir.
Klein-Gordon denkleminden zaman-bagimli modal genlilerin seri ¢oziimleri
tiiretilmistir. Boylece alanlarin igerisine gomiilii olan genlikler ve potansiyeller
yukarida anilan denklemlerden c¢ekilip biinye denklemlerinde yerine yazilarak

alanlara ulasilmstir.
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Klein-Gordon ve Helmholtz denklemleri modal genlik ve modal baz
anlaminda birbirinden bagimsiz denklemlerdir. Fakat bu iki bagimsiz denklem evrim

denklemlerinin tiiretilmesini saglar.

Yukaridaki tartismalarda, Klein-Gordon denklemi nedensellik prensibi altinda
¢oziilirken ve baslangi¢ sartlarin1 saglarken, Helmholtz denklemi sinir kosullarini

saglar. Her iki denklemde Lorentz doniisiimii altinda degismez kalir.

(Calismada ayrica enerji ve enerjideki degisim tlizerinde durulmustur. Eksenel
ve enlemsel alan uzantilarinda depolanan enerjinin degisiminin enerjik dalga
stirecinin formiilleri gosterilmistir. Enerji ve enerjideki degisim, bilinen tamsay1
cozlimlerinin (tamsay1 indisli ¢dzlimler) yani sira yari-tamsayi ¢oztimleri de (yari-
tamsay1 indisli c¢oziimler) gosterilmistir. Bu denklemler grafiksel olarak
orneklendirilmis ve zenginlestirilmistir. Grafiksel sonuclar enerji ve enerjideki

degisimi yari-tamsay1 Bessel fonksiyonlari kullanilarak ortaya koymustur.
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EKLER

Ek-1. Miller’in Listesi

f(u,v)=U(uN(v) olmak iizere (40) numarali denklemin ¢oziimlerinin
listesi.
1) 7=u ve &=v, burada—co<u<oo, —o<V<oo olmak iizere f(u,v) ustel
fonksiyonlarin ¢arpimu.
2) r=ucoshv ve &£=usinhv ile —co<u<oo, —co<V<oo olmak iizere f(u,v)
iistel bir fonksiyon ile Bessel fonksiyonunun ¢arpimu.
3) T=(U2+V2)/2 ve £=uv ile —o<u<oo, —co<V<oo olmak iizere f(u,v)
parabolik silindir fonksiyonu.
4) r=uv ve éz(u2+v2)/2 ile —co<U<o, —w<V<oo olmak lizere f(u,v)
parabolik silindir fonksiyonu.
5) t+&=2u+v) ve r—E=(u-V) ile —o<u, v<oo olmak iizere f(u,v) Airy
fonksiyonu.
6) 7 +&=cosh[(u—Vv)/2] ve r—&=sinh[(u+Vv)/2] ile —oo<u, v<oo olmak iizere
f (u,v) Mathieu fonksiyonu.
7) t+&=2sinh(u—v) ve 7—&=exp(u—V) ile —o<u, v<oo olmak iizere f(u,v)
Bessel fonksiyonu.
8) r+&=2cosh(u-v) ve r—E=exp(u+v) ile —oo<u, v<oo olmak iizere
f (u,v) Bessel fonksiyonu.
9) r=sinhucoshv ve &=coshusinhv ile —co<u, v<o olmak iizere f(u,v)

Mathieu fonksiyonu.

10) z=coshucoshv ve & =sinhusinhv —oo<u<o, —<Vv<oo olmak iizere
f (u,v) Mathieu fonksiyonu.
11) r=cosucosv ve &=sinusinv O<u<2z, 0<v<z olmak iizere f(u,v)

Mathieu fonksiyonu.
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Ek-2. Enerjinin Korunumu

(22) ve (23) ¢oziimiine nasil ulasildign tartisiimalidir.  Ozetlenmeye

calisilirsa:
Enerjinin korunumu kanununun derivasyonu TE ve TM modlarmin her ikisi i¢in de

ayni sekilde elde edilebilir. Bundan dolay1, E_ ve H_ vektor alanlarinin bu alanlara

ait modlarin cinslerini belirleyen, sirasiyla (h) ve (e) iist simgelerinden

kurtulunabilir.
VxE, =-u,0,H, Ve VxH,_ =¢g,0,E, (1)
Maxwell denklemlerinin Poynting’in teoremini uygulamak i¢in hazirlanisi,
H, VxE, =—yH,  -0H, ve E, VxH_ A =¢E, 6E,

seklindedir.

Ikinci denklemin birinci denklemden ¢ikarilmasiyla
Hm 'VXEm _Em "V Hm :_/uon 'Gth _gOEm 'atEm

elde edilir.

ve

H, -VxE, -E, -VxH_ =V-[E, xH,]
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oldugu hatirlanirsa, bundan dolayr (1) denklemi Poynting teoreminin diferansiyel

formunu

V'[Em ><Hm]:_at%go(Em 'Em)2 +/JO(Hm 'Hm)z]

olarak verir.

Dalga kilavuzu i¢inde z, ve z, =z, + 0z, 62)0 arasinda yer alan sonlu bir V

hacimli kesit-alan segelim. Bir onceki denklemin sol ve sag taraflari1 V hacmi

tizerinden integre edilip normalize edilirse

1 1

V.[/V ’ [Em X Hm}jv = _at WL [gO(Em ’ Em)2 +IUO(Hm ’ Hm)z}jv (2)
elde edilir, burada V = S(z, —z,) ve dv =dsdz dir.

Vektor analizinden Gauss teoreminin sol taraftaki hacim integraline

uygulanmasiyla
1 1
VLV-[Em x Hm]dv=\7§SN-Pmds

elde edilir. Burada P, =[E, xH, ] Poynting vektorii ve N, V smurli S yiizeyinin

normal birim vektoriidiir.
S yiizeyi S=S,+S,+S, yapisindan olugsun. Burada S, ve S, sirasiyla

z=1, ve Z=1, koordinatlartyla dalga kilavuzu kesit-alaninin iginde ve S, dalga

kilavuzunun yiizeyinde yer alsin. Bundan dolayz,

\%ng-Pmds :\%fslnl-Pmds+\%§szn2 .Pmds+\%§swnw.pmds,
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n, =-z,, N, =+z, ve n, dalga kilavuzu kesit alaninin L konturunun birim vektori

olmak tizere, yazilabilir.

n,-P,=n,-[E,xH,]=[nxE, ] H

w " P vektor tanimindan yazilirsa, E

m m

elektrik alaninin tanjant bileseni, miikemmel iletken dalga kilavuzu yiizeyinde

sadelestigi i¢in [n xE. ]‘S vektori sadelesir. Bundan dolayz,

(n2 . Pm‘zz22 )is

2

_f N.P ds-—f ( Prjo zl)d“\%ifs

elde edilir. Burada Oz ekseni boyunca dalga kilavuzu kesit alan1 degistirilmeyecektir.
Bundan dolay1, S, =S, =S.

Bu noktada P, =[E, xH,, | Poynting vektérii igin agik formiile ihtiyacimiz

var. TE modlarinda bu etki diistiniilsiin.

Hyy = v (00, @ O) [V ¥ () |+ 2(0, (2, O)y2 e ()|
E, =va(-0.h, (z,t))[—2 &,V P(r)x zJ
burada 7 =v ct, & =v_ z dir. Asagidaki formiil elde edilebilir.

P.(r,z,t)=zcv? )(a v, w(r)-v ¥ ()]

burada ¢ =-J&,u, boslukta 1s1k hizidr.

Boylece,
\% fN-Pds=cv? %(n . z)é [L(v,¥(r)- v, ¥(r)Hs +
o Tt o, L] 09100 vl
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burada P,,(z,t)=(-a,h, (z,t)\6.h,(z.1)).
S yiizeyindeki integrali elde etmek icin,
vV, -(P,V.¥,)=V ¥, V¥, +¥ V¥, (3)
vektor tanimi kullanilmalidir.

Buradan,
VJ_Tm : VJ_le = _\vai\Pm + VJ_ : (\PmVJ_\Pm)
S ylizeyindeki son integrasyon ve iki boyutta Gauss teoreminin kullanilmasiyla

Lo w v ow s (1w Pds+ 26 w 0w dl =1
EL( L1 tm "V m)jS—?IJ m| S+§§L m&n IpYl =

elde edilir. Burada L konturu yiizeyinden integral 0,%,, =0 Neumann probleminin

sinir kosulundan dolay1r sadelesir. Problemdeki normalizasyon kosulu integralin

sayisal degerini 1 verir. Bu sonug (2) denkleminin sol tarafin1 asagidaki gibi

basitlestirir.

(n; - 2)Py, (2,t) o, + (0 -2)Py (2.1) o,

(Zz - Zl)

£§ N-P ds=cv’
V Js

Z, =z, + & oldugunu hatirlayalim. oz({1 kabul edelim. Bundan dolay1, P, (Z,t)‘zz22

Taylor kuvvet serisine asagidaki gibi agilabilir:

Poe(z ).y, =P (2,t),,, +(3)0,Pe(z.t),, +O(())

Normal birim vektor n ve eksenel koordinat z,
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ve z, keyfi secilebildigi i¢in,

0, 2P @) 0 PP et)y
— -0, (2:)+0@)

elde edilir. Boylece, (2) denkleminin sol tarafi

m=z" m

1
\7§s N-P_ds=cv20,P, (z,t)+0(c) (4)
seklinde elde edilir. Burada P, (z,t)=(~0.h,(z,t){0.h, (z,t)) dir.

Simdi bu denklemin sag tarafi elde edilsin. Bunu elde edebilmek i¢in, 6nce

integralin i¢inde agik formda var olan terimlere bakilsin,

/Uo (Hm : Hm )2 = Vrfl (afhm )2VL\Pm (r) VLLPm (r)+ hriv4 |\Pm (r)z

ve
&(En En) =va(0.h, V[V, ¥, (r)xz]- [V, ¥, (r)x2]
kolayca saglanabilir ki,
V. ¥, xz]-[V ¥, xz]=V ¥, -V ¥, =-¥, VI¥, +V, (¥, V, ¥,)(5

Tekrar, z, -z, =&(({l kabul edilsin. Bundan dolayi, (2) denklemindeki hacim

integrali
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%L[go(Em 'Em)z +:uO(Hm 'Hm)z}jvz
L +0L

1 1 2
vfng{(a,hm)z +(8§hm)2+v,ihr§}§ J:dzv?mj.s|y/m|2ds+0(5z)

seklinde ~yazilabilir. Burada, V =(z,-2z)S dir. ¥ (r) potansiyelinin
normalizasyonunu, bu integral i¢in (2) denkleminin sag tarafinda yer alan ve final

sonucunda sergilenen sekliyle hesaba katilsin

%L[go(Em 'Em)2 +,uo(Hm 'Hm)z}j\/:

v %{(ihm )’ +(0.h, f +vZh? }+ O(xz)

(6)

o — 0 limit degerine gitmesiyle Poynting teoreminin (2) integrali icindeki formu

asagidaki gibi elde edilir:

W(§,r)=%[(61f)2+(8§f)2+ ]

ve Poynting vektorii
P,(¢.7)=c(-0,f)o.f) (7)

Bu denklem asagidaki denkleme esdegerdir:
1 2 2
o:[(2.1)(0.1)]-50.| (0. 1) +(o. 1) + 17 |=0 (8)

Matematik olarak, bu diferansiyel denklem ¢oziimler uzayinda f(,f,r)

fonksiyonunun lokal bir 6zelligini tesis eder. Fiziksel olarak bu, zaman uzayinda

modal elektromagnetik alan “enerjisinin korunumu” kanunudur.



